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Предисловие 

В России исrоричесп сложилось так, что предсrавле
ние об образовании вюпочает в себя органичное единство 
ШJ(ОЛЫ как сисrемы приобретения званий, фундаменталь
ной науки как по.IСазателя уровня подrотовп специали
сrов и rуманитарвой культуры как основы духовного 
богатства человека. 

Формулируя задачи образования, ахадемп А. Н. Кры
лов говорил : <<Школа не может дать вполне закончен
ного звания, главная задача ПIJ(OJIЫ - дать общее раз
витие, дать необходимые вавып, одним словом ... глав
ная задача ШJСОЛЫ - научить учиться, и для того, по 

в ШJСоле научится учиться, пра.пическая деятельность 

всю его жизнь будет ваилучшеи ШJСОЛОЙ». 
Отметим, что особенность отечественной ШJСОЛЫ со

сrоит в сочетании четкости рассуждений с глубиной соде
ржания и просrотой, доступностью, ковк:реmостью иЗJiо
жев:Ия материала, которые всегда предпочитаются фор
мальным ковструхциям. Прапвческое воШiощение дан
ных идей подразумевает наличие высокоuалифициро
ваввых и творчесп мыслящих преподавателей. 

Математическое образование и математическая 
IСультура составляют стержень научного звания, и значе

ние матемаТИ.IСИ как основы фундаментальных исследова
ний посrоявво возрасrает. 

Для решения этих задач требуются учебВИ.IСИ, отража
ющие в определенной полноте современное сосrоявие 
иоследовавий и мировоззревчеспе принципы данной об
ласти науки. 

Предлагаемые к публпации в серии «Высшая мате
матпа.>> учебВИ.IСИ по математике реализуют указаввьтй 
вьппе подход. Они написаны, в основном, профессорами 
Мосховсхого государственного университета им. М. В. 
Ломоносова. 

Квиrа «Алгебра, триrовометрия и элементарные фув
IЩИЮ> М. К. Потапова, В. В. Александрова и П. И. Па
сичевк:о написана на основе лекций, прочитанных авто
рами в Московском государственном университете 
им. М. В. Ломоносова. 
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В юшrе систематизированы сведения по арифметике, 
алrебре, триrовометрии и началам анализа. 

Книга способствует воспитанию а.пивных званий, 
творческому усвоению вавЫJСов оперирования с матема

тичесmми объектами, она Призвана обеспечить повьппе
ние уровня общеобразовательной подготовu читателя, 
созданию у него прочного фундамента званий. 

Можно сказать, что .кв:ига содержит то количество 
званий по элементарной математике, которое необходи
мо любому образованному человеку в течение всей его 
сознательной жизни. 

Тах ках в юшrе содержатся основы ШIСольвого курса 
математИJСИ, то она будет полезна студентам педагоги
чесш вузов, учителям, ШIСОльВИJСам, готовящимся к по

ступлению в вузы, учащимся ШIСОЛ и классов с углублен
ным изучением математиu. 

В данной серии уже изданы учебВИJСИ Г. И. Архипова, 
В. А. Садоввичего, В. Н. Чубарпова <<Лещин по матема
тическому анализу», И. М. Виноградова «Элементы выс
шей математИJСИ (Аналитическая геометрия. Дифферен
циальное исчисление. Основы теории чисел)», И. И. При
валова <<Введение в теорию функций комплексного пере
менного», В. А. Садоввичего «Теория операторов)), 
С. Б. Гашхова, В. Н. Чубарпова «Арифметика. Алгорит
мы. Сложность вычислевиЮ), В. И. Нечаева <<Элементы 
криптографии (основы теории защиты информации))), 
И. А. Виноградовой, С. Н. Олехвпа, В. А. Садоввичего 
«Задачи и упражнения по математическому анализ~) (то
ма 1 и 2), Н. С. Бахвалова, А. В. Лапина, Е. В. Чижо.вкова 
«Численные методы в задачах и упражнениях)), С. В. Яб
лонского <<Введение в дискретную матемаТИJС~). 

Кроме прапической ценности эта серия призвана под
вести некоторые итоги работы российСJСИХ ученых и педа
гогов-математиков по созданию базовых учебвпов по 
математпе на рубеже второго и третьего тысячелетий. 
Серия не ограничивается укаэа.в:выми хв:игами. В даль
нейшем предполагается продолжить отбор и издание ках 
современных, тах и классичесш учебВИJСов, которые от
вечают изложенной вьппе концепции, не потерJ1ЛИ своей 
новизны и ахтуальвости и пользуются заслуженной попу
лярностью и авторитетом у студентов и педагогов. 

Академик Российской академии наук 
В. А. CtЮ011111111llil 



Глава 1. ДЕЙСТВИТЕЛЬНЫЕ ЧИСЛА 

§ 1. Натуральные числа 

Ряд натуральных чисел. Понятие натуральных чисел воз

никло из потребностей счета. Натуральные числа можно 
сравнивать между собой, при этом ясно, какое из двух 

чисел больше. Все натуральные числа, расположенные в 
порядке возрастания, образуют ряд натуральных чисел: 

первое число - единица, второе - два, третье - три и т.д. 

У каждого натурального числа есть свое место в этом ряду. 
В дальнейшем ряд натуральных чисел будем обозначать 
буквой N. 
Чтобы обозначить, что число т больше числа n, употреб

ляется запись т > п. Для обозначения того, что число т 
меньше числа n, употребляется запись т < п. Называют эти 
записи неравенствами натуральных чисел. Чтобы обозна
чить, что число т и число п - одно и то же число, 
употребляют запись т = п и называют ее равенством нату
ральных чисел. 

Сложение натуральных чисел можно определить, ис
пользуя ряд натуральных чисел, следующим образом. 

Сложить два натуральных числа т и п - значит найти 

в ряду натуральных чисел число р (р > т), находящееся на 
п-м месте от числа т, причем счет начинается с числа 

т + 1. Это число р называется суммой чисел т и п и 
обозначается т + п, а числа тип называются слагаемыми. 
Например, т + З - число, стоящее после числа т на 
третьем месте. Чтобы сложить несколько натуральных 
чисел, надо сложить сначала первые два, затем к получен

ной сумме прибавить следующее натуральное число и т.д. 
Умножить натуральное число т на натуральное число 

п - значит найти натуральное число q, равное: а) n, если 
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т = 1; б) сумме т чисел, каждое из которых есть п, если 
т > 1. Это число q называется произведением чисел т и п и 
обозначается тп, а числа т и.п называются сомножителями. 
Например, умножить натуральное число 2 на число п -
значит найти натуральное число q, равное сумме двух 

чисел, каждое из которых есть число п. Это число обозна
чается 2п, т.е. q = 2п. Чтобы перемножить несколько нату
ральных чисел, надо сначала перемножить первые два, 

затем полученное натуральное число умножить на следую

щее натуральное число и т .д. 

Приведем основные за к он ы сложения и умножения 
натуральных чисел: 

а) т + п = п + т (коммуrативность сложения); 
б) (/ + т) + п = / + (т + п) (ассоциативность сложения); 
в) тп = пт (коммуrативность умножения); 
r) (/т)п = /(тп) (ассоциативность умножения); 

· д) (/ + т)п = /п + тп (дистрибуrивность сложения отно
сительно умножения). 

Если число т взято сомножителем k раз (k - натураль
ное число, больше единицы), то произведение 

тт ... т 
kраэ 

называют k-й степенью числа т и обозначают тk, т.е. по 
определению 

тk=тт ... т 
kраэ 

Кроме того, по определению 

т1 =т. 

Справедливы следующие свойства степеней: 
а) тkт" = тk+". 
б) (тk)" = т1аt· ' 
в) тkf = (тt/. 

Эrи свойства доказываются с помощью основных законов 
сложения и умножения натуральных чисел. 
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Определим действия, обратные сложению и умножению 
натуральных чисел, - действия вычитания и деления для 

натуральных чисел. 

Вычесть из натурального числа п натуральное число т -
значит найти натуральное число р такое, что 

т+р=п. (1) 

Не для любых натуральных чисел п и т существует такое 
натуральное число р, что выполняется равенство (1 ). Если 
п > т, то такое число существует и единственно. Оно 
называется разностью чисел п и т и обозначается п - т, 
число п называется уменьшаемым, а число т - вычитае

мым. 

Разделить натуральное число п на натуральное число 
т - значит найти натуральное число q такое, что 

тq=п. (2) 

Не для любых натуральных чисел п и т существует такое 
натуральное число q, что выполняется равенство (2). Если 
такое число существует, то числа т и q называются дели
телями числа п и обозначаются 

q = п : т; т = п : q. 

Опираясь на основные законы сложения и умножения 
натуральных чисел и определения действий вычитания и 

деления, можно доказать следующие утвержцения или, 

другими словами, теоремы. 

Теорема l. Если число тесть де.лите.ль чисел п1 и п2, то 
т есть де.лите.ль суммы n1 + n2• 

До к аз а тел ь с тв о. Поскольку тесть делитель числа n1, 

то n1 = тq1 • Аналогично n2 = тq2• Применяя закон дистри
бутивности сложения относительно умножения натураль
ных чисел, имеем n1 + n2 = тq1 + тq2 = т(q1 + q2). Следова
тельно, число n1 + n2 делится на число т. 

Теорем а 2. Если число т есть де.лите.ль чисел п1 и п2 и 
n1 > n2, то число т есть де.лите.ль разности п1 - n2• 
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Справедливость этого уrверждения доказывается анало
гично. 

Отметим еще несколько очевидных свойств равенств 
натуральных чисел: 

а) если т = п, то т + k = п + k для любого натурального 
числа k; 

б) если т = п, то т - / = п - /для любого натурального 
~исла / такого, что т > /; 

в) если т = п, то тр = пр для любого натурального 
числар; 

г) если т = п, то т : q = п : q для любого натурального 
числа q, являющегося делителем числа т. 

Расmире1D1ый ряд натуральных чисел. Рассмотрим новое 
число - число нуль. Для его обозначения употребляется 
символ О. Нуль не является натуральным числом и счита
ется числом, предшествующим всем натуральным числам. 

Ряд натуральных чисел вместе с числом нуль называется 
расширенным натуральным рядом. Расширенный натураль

ный ряд будем обозначать буквой 4. 
В расширенном натуральном ряду можно определить 

действия сложения и умножения; для этого к определениям 
сложения и умножения натуральных чисел достаточно до

бавить определения ·сложения и умножения, в которых 
участвует число нуль: 

а) О + п = п + О = п; 
б) О+ О= О; 

в) О · п = п · О = О; 
г) О· О= О. 
По определению нулевая степень любого натурального 

числа т есть единица, т .е. т0 = 1. 
Деление на нуль и возведение нуля в нулевую степень 

являются запрещенными действиями. 

Чтобы производить действия над числами из расширен
ного натурального ряда, надо уметь их записывать. Запись 
одного и того же натурального числа зависит от системы 

счисления. 

В основе всякой системы счисления лежит следующий 
принцип: некоторое количество единиц составляет новую 

единицу следующего разряда. Это число называется осно-

8 



ванием системы счисления. · Если за основание системы 
принято число два, то система счисления называется дво
ичной, если за основание принято число двенадцать -
система называется двенадцатиричной и т.д. 
Дальше будем рассматривать только десятичную систему 

счисления. В этой системе вводится десять знаков, назы
ваемых цифрами; для обозначения первых десяти нату
ральных чисел - знаки 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, а для числа 
нуль - знак О. В этой системе счисления число десять 
обозначается символом 10, а каждое натуральное число р 
представляется в виде 

р =а"· 10" +а"_ 1 • 10"- 1 + ". + а2 • 102 + а1 · 10 + ао, (3) 

где п - число из расширенного натурального ряда, а" -
одно из чисел 1, 2, 3, "., 9, каждое из ао, а1 , а2 , "., а"_ 1 -

одно из чисел О, 1, 2, 3, .", 9. Заметим, что если число п 
будет больше, чем число девять, то оно само должно быть 
записано в виде (3). 
Для записи числа р обычно употребляется другая форма 

записи, основанная на принципе позиционного значения 

цифр. Суrь этого принципа заключена в том, что каждая 
цифра, кроме своего значения получает еще и так называе
мое позиционное значение. Например, цифра 5 может 
иметь значения: пять единиц, если стоит в изображении 
числа р на первом месте справа; пять десятков, если стоит 

в изображении числа р на втором месте справа, и т.д. На 
этом принципе и основана обычная запись натуральных 
чисел. Запись 2705 означает, что число состоит из двух 
тысяч, семи сотен, нуля десятков и пяти единиц, т.е. 

2705 = 2. 103 + 7. 102 +о. 10 + 5. 

Если взять число р, представленное в виде (3), то его 
запись, основанная на позиционном принципе, будет 
такая: 
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(черта сверху ставится для того, чтобы отличать это число 
от произведения а,,а" _ 1 ••• а2а1 ао). В дальнейшем будуr 
употребляться две формы записи натурального числа р: 

а) р = а"а"_ 1 ••• а2а10о, 
б) р = а"· 10" + а"_ 1 • 10" - 1 + ... + а2 • 102 + а1 • 10 + ао , 

т.е. дальше будем пользоваться равенством 

а"а"_ 1 ••• а2а1ао = 
= а"· 10" + а"_ 1 • 10" - 1 + ... + а2 • 102 + а1 • 10 + ао. (4) 

Првэваки делвмОС111. Ранее уже отмечалось, что не всегда 
одно натуральное число делится на другое. Поэтому пред
ставляет интерес вьщеление тех случаев, когда деление 

возможно. Выделению этих случаев весьма помогают так 
называемые признаки делимости. Приведем некоторые из 
них. Заметим предварительно, что из вышеизложенного 
вытекает, что: 

а) нуль делится на любое натуральное число, 
б) любое натуральное число делится на единицу. 
Теорема 3 Чтобы натуральное 11исло р = 

= а"а" _ 1 ••• а2а1ао делш~ось на 2, необходимо и достато11но, 
11тобы цифра единиц Do этого 11исла делш~ась на 2. 
До к аз ат ель ст в о. Докажем, что если число ао делится 

на 2, то число р также делится на 2. Запишем число р в виде 

р =а+ IJ, 

где 

а= (а" · 10" - 1 + а"_ 1 • 10" - 2 + ". + а2 • 10 + а1 ) • 10, 
IJ = Do· 

(5) 

Каждое слагаемое в правой части равенства (5) делится 
на 2, следовательно, и вся сумма делится на 2, т.е. число р 
делится на 2. 
Докажем обратное утверждение. Если число р делится 

на 2, то число ао также делится · на 2. По свойству б) 
равенств из равенства (5) вытекает, что 
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ао = р - (а"· 10"- 1 +а"_1 · 10"-2 + ... + а2 · 10 + ai) · 10. 

Каждый член разности правой части равенства делится 
на 2, следовательно, вся разность делится на 2, т.е. число 
ао делится на 2. Теорема доказана. 
Натуральные числа, делящиеся на два, и число нуль 

называют четными числами. Все остальные натуральные 
числа называются нечетными. Теорему 3 можно перефор
мулировать так: для четности любого натурального числа 

р = а"а"_ 1 ". ~а1 ао необходимо и достаточно, чтобы цифра 
единиц ао этого числа была бы числом четным. 

Рассмотрим характерные черты доказательства теоре
мы 3. В самой теореме сформулированы, а затем доказаны 
два утверждения: а) из делимости числа ао на 2 следует 
делимость на 2 числа р (достаточное условие делимости 
числа р на 2); б) из делимости числа р на 2 следует 
делимость на 2 числа ао (необходимое условие делимости 
числа р на 2). Если свойство делимости числа ао на 2 
обозначим буквой А, а свойство делимости числа р на 2 
обозначим буквой В, то первое угверждение можно кратко 

сформулировать так: из А следует В (А ~ В), а второе 

утверждение - из В следует А (А <= В). Теорему с помощью 
введенных символов можно записать так: А <=> В. 

Запись А <=> В означает также, что свойство А, более 
простое и легко проверяемое, является необходимым и 
достаточным условием для выполнения более сложного 
свойства В. 
Так как свойство А является достаточным условием для 

свойства В (А ~ В), то на практике, убедившись в том, что 
цифра единиц числа является четной, можно быть уверен

ным, что и все число делится на 2. Так как свойство А 
является необходимым условием для свойства В (А<= В), 
то, установив, что число ао не делится на 2, можно утверж
дать, что и число р не делится на 2, т.е. теорему 3 можно 
сформулировать так: если цифра единиц числа р делится 
на 2, то число р делится на 2, если она не делится на 2, то 
число р не делится на 2. 
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Оrметим, что если некоторое свойство С является доста
точным условием для свойства D, то это еще не означает, 
что нет чисел, обладающих свойством D, но не обладающих 
свойством С. Например, дос;гаточным условием делимости 
числа р на 4 является условие 0 1 = ао = О. Справедливость 
последнего утверждения следует из представления числа р 

в виде 

р = (о" · 1 О" - 2 + о" _ 1 · 1 О" _,з + ... + о3 • 1 О + ~) · 102 

и делимости числа 100 на 4. В то же время, например, число 
252 делится на 4, хотя две последние его цифры не нули. 
Если доказано, что некоторое ·свойство Е является необ

ходимым условием для свойства D, то это еще не означает, 
что нет чисел, обладающих свойством Е, но не обладающих 
свойством D. Например, необходимым условием делимос
ти числа р на 4 является четность числа р. Справедливость 
последнего утверждения очевидна, ибо если число р делит
ся на 4, то тем более оно делится на 2. В то же время, 
например, число 1222 не делится на 4, хотя оно четное. 

Если же доказано, что свойство S является необходимым 
и достаточным условием для свойства Q, а свойство S легко 
проверяется для любого числа р, то, найдя все числа, 
обладающие свойством S, можно сказать, что найдены все 
числа, обладающие более сложным свойством Q. 
В дальнейшем для краткости будем часто пользоваться 

символами =>, <=, <=> в следующем смысле: запись М => L 
будет означать, что из утверждения М, стоящего слева от 
символа =>, следует утверждение L, стоящее справа. Запись 
Q <= S будет означать, что из уrверждения S, стоящего 
справа от символа <=, следует утверждение Q, стоящее 
слева. Запись Е <=> F будет означать, что утверждения, сто
ящие слева и справа от символа <=>, равносильны, т.е. 

одновременно и из утверждения F, стоящего справа от 
символа <=>, вытекает уrверждение Е, стоящее слева, и из 
утверждения Е, стоящего слева от символа <=>, вытекает 
утверждение F, стоящее справа. 
Сформулируем и докажем признаки делимости нату

ральных чисел на 4 и на 9. 
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Теорем а 4. Для того чтобы натуральное число р = 
= а"а"_, ... ~а,ао делилось на 4, необходимо и достаточно, 
чтобы число а, Do делилось на 4. 
Дока·зательство. Достаточность. Пусть число 

а,ао делится на 4. Запишем число р в виде 

р =ер+"'' 

где 

ер = (а" · 1 О" - 2 + а" _ 1 · 1 О" - 3 + ... + а3 • 1 О + ~) · 102
, 

"'= а,ао. 

(6) 

Каждое слагаемое в правой части равенства (6) делится на 
4, следовательно, и вся сумма делится на 4, т.е. число р 
делится на 4. 
Необходимость. Пусть число р делится на 4. По 

свойству б) равенств из равенства (6) вытекает, что 

а,ао = 
= р - (а" · 1 О" - 2 + а" _ 1 • 1 О" - 3 + ... + а3 • 1 О + а1) · 102

• 

Каждый член разности правой части равенства делится 

на 4, следовательно, вся разность делится на 4, т.е. число 
а,ао делится на 4. Теорема доказана. 

Например, число 1232 делится на 4, так как число 32 
делится на 4, а число 15126 не делится на 4, так как число 26 
не делится на 4. 
Теорем а 5. Для того чтобы натуральное число р = 

== а"а"_, ... а2а1ао делилось на 9, необходимо и достаточно, 
чтобы сумма всех цифр данного числа делилась на 9. 
Доказательство. Достаточность. Пусть сумма 

цифр данного числа делится на 9. Запишем число р в виде 

р = а"· 10" +а"_ 1 • 10"- 1 + ... + а2 • 102 + а, · 10 + Do· 

Легко видеть, что справедливо равенство 

10.t = 9. 1ож-' + 9. 1ож- 2 + ... + 9. 10 + 9 + 1. 
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Пользуясь этим равенством, перепишем р в виде 

р ='У+ А., (7) 

где 

'У = at(9 . 1 ot - 1 + 9 . 1 ot - 2 + ... + 9 . 1 о + 9) + 

+ а" - 1 (9 . 1 ot - 2 + 9 . 1 ot - 3 + ... + 9 . 1 о + 9) + ... 

... + а2(9 · 10 + 9) + а1 • 9, 

').. = а" + а" - 1 + ... + ао. 

Каждое слагаемое в правой части равенства (7) делится 
на 9, следовательно и вся сумма делится на 9, т.е. р делится 
на 9. 
Необходимость. Пусть число р делится на 9. По 

свойству б) равенств из равенства. (7) вытекает, что 

').. = р - у. 

Каждый член разности правой части равенства делится 
на 9, следовательно, вся разность делится на 9, т.е. число 
(ао + а1 + ... +а") делится на 9. Теорема доказана. 
Например, число 1215 делится на 9, так как 1 + 2 + 1 + 

+ S = 9, а число 4232 не делится на 9, так как 4 + 2 + 3 + 
+ 2 = 11, и 11 не делится на 9. 
Простые и составные числа. Множество натуральных 

чисел состоит из единицы, простых и составных чисел. 

Натуральное число, большее единицы, называется про
стым, если оно не имеет делителей, кроме единицы и 
самого себя. Натуральное число, большее единицы, назы
вается составным, если оно имеет хотя бы один делитель, 
отличный от единицы и самого себя. 

Пользуясь этим определением можно показать, что 

любое составное число имеет хотя бы один делитель, 
который является простым числом. 

Теорем а 6 . Простых чисел бесконечно много. 
До к аз ат ель ст в о. Допустим, что существует лишь ко

нечное }IИСЛО простых чисел р1 , р2, "., р". Тогда каждое 
натуральное число, большее 1 и не совпадающее ни с одним 
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из этих чисел, будет составным. Число р = Р1 · Р2 · Рз · •.. 
... · р" + 1 не совпадает ни с одним из чисел р1 , Р2, р3 , ••• , р", 
так как оно больше каждого из них. По нашему предполо
жению, простых чисел, кроме р1 , Р2, "., р", нет. Следова
тельно, число р составное и поэтому делится на одно из 

чисел р1 , Р2. "., р". 
С другой стороны, число р не делится ни на одно число 

из чисел р1 , р2, "., р", поскольку произведение р1 • р2 • ". • р" 

делится на Каждое из этих чисел, а число 1 ни на одно из 
них не делится. 

Таким образом, предположив, что существует лишь ко
нечное число простых чисел, приходим к противоречию. 

Следовательно, множество простых чисел бесконечно. 
Теорема 6 доказана способом от противного. Этот способ 

заключается в следующем: строится отрицание уrвержде

ния, сформулированного в теореме. Затем на основании 
построенного отрицания приходим к выводу, который 

либо не верен, либо противоречит сделанному отрицанию. 
Тем самым из двух логически возможных ситуаций (либо 
верно данное утверждение, либо его отрицание) остается 
только одна - верно данное утверждение. 

Всякое составное число р можно записать в виде произ
ведения простых чисел: так, например, 221=13 · 17. В этом 
случае говорят, что число р разложено на простые множи

тели. 

При разложении числа на простые множители некото
рые из них могуr встретиться в разложении не один раз. 

Принято писать этот простой множитель в степени, пока
зывающей, сколько раз он является сомножителем, напри

мер, 360 = 23
• 32

• 51
• 

Любое натуральное число р можно записать в виде 

(8) 

где Р1, Р2, "., Pt - различные простые делители числа р, а 

а1 , а2 , ••• , а" - соответственные числа их повторений в 

разложении числа р. Разложение (8) натурального числа р 
на простые множители единственно, т.е .. не существует 
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других простых чисел, являющихся делителями числа р, и 

степени а1 , ~' ••• , ak не могуr быть заменены другими 
степенями. Итак, справедлива следующая теорема, прини
маемая эдесь без доказательства. 
Теорема 7 (основная теорема арифметики). Для к.аж

до20 натурального 11исла р > 1 существует единственное его 
разложение на простые множители. 

Если натуральные числа р1 и р1 делятся на одно и то 
же натуральное число р, то число р называется общим 
делителем чисел р1 и р1 • Наибольшее натуральное 
число, на которое делятся р1 и р1 , называется наиболь
шим общим делителем этих чисел (НОД). Например, 
НОД чисел р1 = 132 = 21 

· 3 · 11 и р1 = 90 = 2 · 31 
· 5 равен 

2. 3 = 6. 
Если НОД двух чисел равен 1, то они называются взаимно 

простыми. Взаимно простыми являются, например, числа 

33 = 3 . 11 и 35 = 5 . 7. 
Теорем а 8. Если натуральные 11исла р1 и р1 взаимно 

простые, а натуральное 11исло р делится и на р1 и на р1, тор 
делится на произведение PiP1· 
Доказательство теоремы опустим. 
Заметим, что если числа р1 и Р1 не являются взаимно 

простыми, то уrверждение теоремы не всегда верно. На
пример, натуральное число 180 делится на 4 и на 6, но не 
делится на их произведение - на 24. 

Наименьшим общим к.ратным (НОК) двух натуральных 
чисел р1 , Р1, называется наименьшее натуральное число, 

которое делится и на р1 и на р1• Например, НОК чисел 132 
и 90 есть число 21 

• 31 
· 5 · 11 = 1980. 

Делевие с остап:ом. Если в результате деления натураль
ного числа р на натуральное число т получилось натураль

ное число q такое, что р = тq, то говорят, что р делится 
на т. Как следует из вышеизложенного, не всегда в резуль
тате деления получается такое число q. Однако всегда 
возможно деление с остатком. 

Разделить натуральное 11исло р на натуральное 11исло т с 
остатком - это значит найти два числа q и r из расширен
ного натурального ряда такие, что справедливо равенство 
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р = тq + r, причем r удовлетворяет условию О s r < т. 
Число q называется частным, а число r - остатком. Если 
r = О, что натуральное число р делится на натуральное 
число т без остатка. 
Теорема 9. Пусть р и т - любые натуральные числа. 

Тогда существует единственная пара чисел q и r из расши
ренного натурального ряда, удовлетворяющая условиям: р = 
= тq + r и О s r < т. 
Доказательство. Если р < т, то пара чисел q =О, 

r = р удовлетворяет условиям теоремы. 
Если р = т, то пара чисел q = l, r = О удовлетворяет 

условиям теоремы. 

Если р > т и р делится на т, то существует натуральное 
число q1 такое, что р = тq1 , тогда пара чисел q = q1 и r = О 
удовлетворяет условиям теоремы. 

Если р > т и р не делится на т, то пара чисел q1 = 1 и 
r1 = р - т будет удовлетворять условиям 

р= т · 1 + r1, r1 >О. 

Поскольку р не делится на т, то r1 '*" т. Значит, либо r1 < т, 
либо r1 > т. Если r1 < т, то пара чисел q = 1 и r = r1 удов
летворяет условиям теоремы. 

Если r1 > т, то число r2 = r1 - т таково, что r1 = т + r2 и 
О < r2 < r1• А потому справедливо равенство 

р= т · 2 + r2• 

Так как р не делится на т, то r2 '*- т. Значи:r, либо r2 < т, 
либо r2 > т. Если r2 < т, то· пара чисел q = 2 и r = r2 удов
летворяет условиям теоремы. 

Если же r2 > т, то повторяем этот процесс до тех пор, 
пока на каком-то k-м шаге окажется, что 

р= тk+ rk, О< rk < т. 

А это означает, что пара чисел q = k и r = rk удовлетворяет 
условиям теоремы. Существование такого k-ro шага выте
кает из следующей аксиомы для натуральных чисел: д.IUI 
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любых натуральных 11исел р и т таких, 11то р > т, найдется 
натуральное 11uC110 /такое, ""'° р < тl. 

Итак, доказано существование пары чисел q и г, удовле
творяющих условиям теоремы. 

Теперь докажем единственность такой пары чисел. 
Предположим, что есть две пары чисел q, г и q0, г0 , удовле
творяющие условиям теоремы, т.е. такие, что 

р = тq + г и О s г < т, 
р = тq0 + г0 и О S г0 < т. 

Следовательно, тq + г = 1111/о + '1'0• 

Предположим для определенности, что г0 > г, тогда 
О < г0 - г < т и q - q0 > О и т(q - q0) = г0 - г. В этом 
случае в последнем равенстве в правой части стоит нату

ральное число, меньшее чем т, а в левой части - большее 
чем т или равное ему, и, следовательно, равенство т(q -
- q0) = г0 - г является неверным. Аналогично, рассматри
вая случай г0 < г, приходим к противоречию. Следователь-· 
но, г = г0 • Тогда из равенства т(q - q0) = г0 - г = О следует 
равенство q = q0, т.е. пара чисел q и г, удовлетворяющая 

условиям теоремы, единственна. Теорема доказана. 
Приведем пример применения теоремы 9. 
Докажем, что если р - простое число, большее трех, то 

одно из двух чисел (р - 1) или (р + 1) делится на три. 
Действительно, число р не делится на три, так как оно 
простое и больше трех. Следовательно, остаток при деле
нии на 3 может быть 1 или 2. Если остаток равен единице, 
т.е. если р = 3q1 + 1, то ясно, что число р - 1 делится на 3. 
Если остаток равен двум, т.е. если р = 3q2 + 2, то ясно, что 
число р + 1 делится на 3. 
Доказанная теорема дает способ нахождения наибольше

го общего делителя (НОД) двух чисел. Возьмем два числа 
р и т из расширенного натурального ряда и пусть, для 

определенности, р > т. Если т = О, то НОД(р; О) = р. Если 
т '* О, то р = mq + r, причем, либо р делится на т без 
остатка, т.е. г = О, либо р делится на т с остатком г, где 
О < r < т. В первом случае НОД(р; m) = т, но НОД(m; 0) = 
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= т, т.е. справедливо равенство НОД(р; m) = НОД(m; r). 
Оказывается, что аналогичное равенство 

НОД(р; m) = НОД(m; r) (9) 

имеет место и в случае О < r < т. 
Действительно, пусть / - общий делитель чисел р и т, 

т .е. пусть р = lk и т = /п , где k, /, и п - натуральные числа. 
Так как р = mq + r и r > О, то lk - lnq > О, т.е. l(k - nq) > О. 
Но тогда k - nq > О и r = ls, где s = k - nq - натуральное 
число, т.е. / является делителем числа r. 

Значит, каждый общий делитель чисел р и т является 
общим делителем чисел т и r. Рассуждая аналогично, 
получим и обратное уrверждение: каждый общий делитель 
чисел т и r является общим делителем чисел р и т. Оrсюда 
следует, что совпадают и наибольшие общие делители этих 
пар, т.е. что верно равенство (9). Так как т < р и r < т, то 
задача нахождения НОД(m; r) является более простой, чем 
задача нахождения НОД(р; m). 

Рассмотрим следующий пример. Найти НОД(1428; 420). 
Так как 1428 = 420 · 3 + 168, то НОД(1428; 420) = 
= НОД(420; 168). 
Так как 420 = 168 · 2 + 84, то НОД(420; 168) = НОД(168; 
84). 
Так как 168 = 84 · 2, то НОД(168; 84) = НОД(84; 0) = 84, 
т.е. НОД(1428; 420) = 84. 

Таким образом, способ нахождения НОД(р; m) заключается 
в применении равенства (9). 
После нахождения НОД(р; m) оказывается возможным 

найти наименьшее общее кратное этих чисел: НОК(р; m). 
Для этого надо воспользоваться теоремой 10, доказатель
ство который мы опустим. 

Теорема 10. НОД(р; m) · НОК(р; m) = р · т. 
Например, найдем НОК (1428; 420). Из предьщущего 

примера следует, что НОД(1428; 420) = 84. Следовательно, 

НОК(1428; 420) = 142~~ 420 
= 7140. 
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§ 2. Дроби 

Выше отмечалось, что деление не всегда выполнимо в 
множестве натуральных чисел. Например, в множестве 
натуральных чисел нельзя 5 разделить на 4. Чтобы деление 
было выполнимо всегда, приходится рассматривать новые 
числа --части натуральных чисел, или дроби. 

Обыаовеввые дроби. Число, равное k-й части числа 
единица (k - натуральное число, большее единицы), обо-

значают i· Если эта часть берется т раз (т - натуральное 
число), то получаемое в результате этого новое число 

обозначают ~. Число, определяемое по этому правилу при 

помощи.двух натуральных чисел р и q (q > 1) и записывае
мое как !!.., называют дробью или частным натуральных 

q 
чисел р и q, при этом р называют числителем этой дроби, 
а число q - знаменателем. 

Всякое натуральное число можно считать дробью со зна
менателем единица, т.е. любое натуральное число п можно 

записать как дробь т· Поэтому дальше ограничение q > 1 

на знаменатель дроби снимается и говорят, что частное 

двух любых натуральных чисел р и q есть дробь/!.. и при этом 
q 

множество всех дробей содержит в себе множество всех 
натуральных чисел. 

Две дроби ; и ~ считаются равными, если произведение 

числителя первой дроби на знаменатель второй равно 
произведению числителя второй на знаменатель первой, 

т.е.; =~'если pk = qт. 

Аналогично ~ > ~, если pk > тrг, ; < ~, если pk < тq. 
Суммой двух дробей называется дробь, числитель кото

рой равен сумме произведений числителя первой дроби на 

знаменатель второй и числителя второй дроби на знамена
тель первой, а знаменатель равен произведению знамена
телей этих дробей, т.е. 
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/!.. + !!! = pk+ qm. 
q k qk 

Произведением двух дробей называется дробь, числитель 
которой равен произведению числителей этих дробей, а 
знаменатель - произведению знаменателей, т.е. 

J!...m=J!Ш. 
q k qk" 

Справедливы следующие основные за к он ы сложения 
и умножения дробей: 

а) ~ + ~ = ~ + ~ (коммуrативность сложения); 

б) k~+ ~)+~=~+(~+~) (ассоциа:mвность сложения); 
в) q · ~ = ~ · ~ (коммуrативность умножения); 

r) (/!.. · !!!) .1 = /!.. • (m .1) (ассоциативность умножения)· 
q k.J,,n q k n.J,, ' 

д) ~/!.. + -l· 1 = /!.. • 1 + - · 1 (дистрибуrивность сложения qknqn kn 
относ тель о умножения). 

Разделить дробь /!.. на дробь т - значит найти дробь -k1 
q п 

такую, ЧТО 

1. m=J!.. 
k п ·q· 

В отличие от натуральных чисел, деление для дробей 
всегда выполнимо. Используя определение равенства двух 
дробей, легко показать, что 

1-1!!!. 
k- qm· 

Вычесть из дроби /!.. дробь !!! - значит найти дробь ! 
q п . s 

такую, что 
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Вычитание так же, как и для натуральных чисел, не всегда 

выполнимо. Если Р.. < т или Р.. = т, то не существует дроби, 
q 11 q 11 

которая бы при сложении с дробью т давала бы дробь Р... 
11 q 

Если же Р.. > т, то вычитание выполнимо и легко видеть, 
q 11 

что в этом случае 

Из определения равенства двух дробей вытекает основное 
свойство дробей: если числитель и знаменатель данной дроби 
умножить и разделить на одно и то же натуральное число 
k, то получится дробь, равная данной: 

p__ lJ!. 
q- q1c· 

Дробь Р.. называется несократимой, если числа р и q взаимно 
q 

простые. 

Теорем а 1. Если Р.. - несократимая дробь, то дробь т 
q 11 

равна ей тогда и только тогда, когда т = pk и п = qk, где 
k - некоторое натуральное число. 
Доказательство. Достаточность. Пусть т = pk и 

п = qk. Тогда дроби Р.. и т равны по основному свойству 
q 11 

дробей. 

Необходимость. Пусть Р.. = т. По определению pa-
q 11 

венства дробей рп = тq. Левая часть этого равенства делит
ся на число р, следовательно, согласно основной теореме 
арифметики (см. § 1, теорема 7) и правая часть делится 
на р. Так как числа р и q взаимно простые, а произведение 
тq делится на р, то на р делится т (т.е. существует нату
ральное число k такое, что т = pk). Подставляя значение т 
в равенство рп = тq, получаем пр = pkq, откуда п = qk. 
Теорема доказана. 
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Конечные десJ1ТИЧВЫе дроби. Рассмотрим те дроби !!.., у 
q 

кОторых знаменатель q = 1 О\ где k - некоторое натураль
ное число. Для каждой такой дроби принята специальная 
форма записи, а именно: пишут числитель дроби и, отсчи
тав с правой стороны k цифр, отделяют их запятой; если в 
числителе меньше цифр, чем k, например п цифр (п < k), 
то пишут числитель и перед его первой цифрой дописыва
ют k - п нулей, затем ставят запятую и перед ней еще один 
нуль; если же в числителе k цифр, то пишут числитель, 
перед его первой цифрой ставят запятую и перед ней 

дописывают нуль. 

3721 21 131 
Так, например, дроби 100 , 10 ООО' 1000 могут быть запи-

саны так: 37,21; 0,0021; 0,131. 
Дробь, записанная в таком виде, называется конечной 

десятичной дробью. 
Значит, дроби 37,21; 0,0021; 0,131 могут служить приме

рами конечных десятичных дробей. Вообще, каждую ко
нечную десятичную дробь будем дальше обозначать так: 

(l) 

где k - натуральное число, ао - число из расширенного 
натурального ряда, каждое из а1 , а2 , ••• , ak - одно из чисел 

О, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9. Часто конечную десятичную дробь 
называют просто десятичной дробью, опуская слово «Ко

нечная•. 

Любая конечная десятичная дробь легко переводится в 
обыкновенную. Для этого надо записать в числитель целое 
число, которое получается, если отбросить запятую у деся
тичной дроби, а в знаменатель написать число 10 в такой 
степени, сколько цифр стоит у десятичной дроби после 
запятой, после чего дробь можно сократить на общий 

множитель, если он есть, например 0,34 = 13~ = ~· 
Записать обыкновенную дробь в виде конечной десятич

ной - значит найти конечную дробь, равную данной. 
Естественно поставить вопрос: любую ли обыкновенную 
дробь можно записать в виде конечной десятичной дроби? 
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Оказывается, что дело здесь обстоит намного сложнее, чем 
с переводом конечной десятичной дроби в обыкновенную. 

Теор е м а 2. Всякая дробь /!.., где натуральное число q не 
q 

имеет простых делителей, отличных от 2 и 5, может быть 
записана в виде конечной десятичной дроби. 

Доказательство. Пусть дана дробь~· где q = 2т. 5п. 

По основному свойству дроби любая обыкновенная дробь 
не изменится, если числитель и знаменатель ее умножить 

на одно и то же число. Умножая числитель и знаменатель 

дроби /!.. на 2n5m, получим 
q 

211 5т 2" 5'" 11 "' /!_ - ___р_ - . . р - . . р _ 11..J!. 
q - 2m · 5" - 2т · 5" · 2" · 5"' - 211

•
111 

• 5•1+•• - lOn+m' 

Так как произведение 2n · 5тр - натуральное число, то, 

обозначая его через /, запишем дробь в виде/!.. = ! +т• откуда 
q 10 

видно, что дробь/!.. может быть записана конечной десятичq 
ной дробью. Теорема доказана. 

Теорема 3. Есiи данная несократимая дробь/!.. может 
q 

быть записана конечной десятичной дробью, то ее знамена
тель не содержит простых множителей, отличных от 2 и 5. 
Доказательство. Если q = 1, то теорема очевидна. 

Рассмотрим случай, когда q '#: 1. Дробь/!.. по условию пред
q 

ставлена в виде конечной десятичной дроби, значит спра-

ведливо равенство /!.. = ~. где / и k - натуральные числа. 
q 10 

Так как/!.. несократимая дробь, то из теоремы 1 вытекает, 
q 

что / = рт и 1 Ok = qт. Число 1 Ok содержит только прость1е 
множители 2 и 5. Значит, и число qт не имеет других 
простых множителей, кроме 2 и 5, что вытекает из единст
венности разложения числа на простые множители. Сле
довательно, число q не содержит других простых множите
лей, кроме 2 и 5. Теорема доказана. 

24 



Теорем а 4. Для того чтобы несократимая дробь /!.. могла 
q 

быть записана конечной десятичной дробью, необходимо и 
достаточно, чтобы ее знаменатель не содержал никаких 
других простых множителей, кроме 2 и 5. 

Справедливость теоремы 4 вытекает из теорем 2 и 3. 
Теперь рассмотрим дробь 1!.., где р и q - взаимно простые 

q 
числа, и q содержит простые множители, отличные от 2 и 5. 
Как вытекает из теоремы 4, эта дробь не может быть 
записана конечной десятичной дробью. Но такие дроби 
могут быть записаны при помощи так называемых беско
нечных десятичных дробей. 

Бесковечиые периодические десЯТИЧ11Ые дроби. Выше ко
нечной десятичной дробью была названа дробь, записан
ная в виде (1), где после запятой стоит конечное число 
цифр. Естественно бесконечной периодической десятичной 
дробью назвать десятичную дробь, у которой после запятой 
стоит бесконечно много цифр, причем одна цифра или 
упорядоченная совокупность цифр, начиная с некоторого 
места после запятой, повторяется. Более точно это можно 
сказать так: бесконечной периодической десятичной дро

бью называется дробь, которая может быть записана в виде 

(2) 

где 

1. ао - число из расширенного натурального ряда; 
2. в записи (2) - для любого натурального числа т на 

т-м месте после запятой стоит одно из чисел О, 1, 2, ... , 9, 
при этом или а0 отлично от нуля, или, если ао равно нулю, 
то существует хотя бы одно натуральное число q такое, что 
на q-м месте после запятой стоит одно из чисел 1, 2, "., 9; 

3. существуют такие натуральные числа / и р, что для 
любого натурального п ~ l справедливо равенство ап + Р = ani 
при этом упорядоче1П1ая совокупность цифр ( ар1 + 1 ••• а1 + Р _ 1) 

называется периодом бесконечной периодической десятичной 
дроби (2). 
Обычно при записи бесконечной периодической деся

тичной дроби многоточие ставится после несколько раз 
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повторенного периода, т.е. тогда, когда становится понят

ным, какое число является периодом этой дроби. 
Например, очевидно, что дробь 

4,27131313 ... (3) 

есть бесконечная периодическая десятичная дробь с пери
одом (13). 

Вместо того чтобы писать период несколько раз и потом 
ставить многоточие, принято писать период один раз, 

заключая его в круглые скобки: 

4,27131313 ... = 4,27(13), 
0,454545 ... = 0,(45). 

Справедлива следующая теорема, доказательство кото

рой опускается. 

Теорем а 5. Всякая дробь l!.., где р и q взаимно просты и q . q 
содержит хотя бы один простой множитель, отличный от 
2 и 5, может быть единственным образом записана в виде 
бесконечной периодической десятичной дроби. 
Объединяя теоремы 4 и 5, получаем, что любую обыкно

венную дробь можно записать в виде либо конечной деся
тичной дроби либо бесконечной периодической десятич
ной дроби. Приведем без доказательства правило перевода 
бесконечной периодической десятичной дроби в обыкно
венную (это правило будет доказано в гл. IX). 

Чтобы сократить бесконечную периодическую десятичную 
дробь в обыкновенную, надо из числа, стоящего до второго 
периода, вычесть число, стоящее до первого периода, и сде
лать эту разность числителем, а в знаменателе написать 

цифру 9 столько раз, сколько цифр в периоде, и после девяток 
дописать столько нулей, сколько цифр между запятой и 
первым периодом. Например: 
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о 1172(0) = 11 720 - 1172 = 10 548 = 1172. 9 = 293 . 4 = 293 . 
' 90 ООО 90 ООО 9. 10 ООО 4. 2500 2500' 

о 45 45 - о 5 . 9 5 
,( )=~=9.11=11; 

4 27(13) = 42 713 - 427 = 42 286 = 2. 21 143 = 21 143 
' 9900 9900 2 . 4950 4950 . 

Пользуясь этим правилом, можно показать, что любую 
конечную дробь также можно представить в виде бесконеч
ной периодической дроби, причем двумя способами. 

Например: 

о 172 =о 172(0) = 1720- 172 = 1548 = 172. 9 =о 172· 
' ' 9000 9000 9 . 1000 ' ' 

о 172 =о 171(9) = 1719- 171=1548 = 172. 9 =о 172 
' ' 9000 9000 9 . 1000 ' . 

Чтобы не было двух разных представлений одной и той 
же конечной десятичной дроби, принято не иметь число 9 
в периоде. Тогда каждая десятичная конечная дробь может 
быть единственным образом записана в виде бесконечной 
периодической десятичной дроби с периодом О и, наобо
рот, каждая такая дробь есть конечная десятичная дробь. 
Итак, имеет место 

Теорем а 6. Каждая обыкновенная дробь Р.. может быть 
q 

единственным образом представлена в виде бес1С0нечной де
сятичной периодичес1С0й дроби и, наоборот, каждая бес1С0неч
ная десятичная дробь может быть единственным образом 

представлена в виде обыкновенной дроби е. q 
Таким образом, можно сказать, что каждая бесконечная 

периодическая десятичная дробь есть другая форма записи 
некоторой вполне определенной обыкновенной дроби. 

§ 3. Цеm.1е числа 

Выше уже отмечалось, что вычитание не всегда выпол
нимо в множестве натуральных чисел. Например, в .мно
жестве натуральных чисел нельзя вычесть из числа 3 
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число 5. Поэтому возникает необходимость в расширении 
натуральных чисел. 

Введем в рассмотрение новые числа - натуральные 
числа со знаком минус, т.е. числа вида (- т), где т -
натуральное число, и будем называть такие числа отрица
тельными целыми числами. Оrрицательное целое число 
(- т) называют иногда числом, противоположным нату
ральному числу т. 

Будем говорить, что два целых отрицательных числа 
(- т) и (- п) равны, если равны натуральные числа тип. 
Теперь рассмотрим множество чисел, состоящее из всех 
натуральных чисел, нуля и всех целых отрицательных 

чисел. Будем считать, что два числа из этого множества 
равны, если либо они - равные натуральные числа, либо 
они - равные целые отрицательные числа, либо кажцое из 

них есть нуль. Определим теперь действия сложения и 
умножения для чисел из этого множества. Если оба числа, 
которые надо сложить или умножить, есть числа из расши

ренного натурального ряда, то действия сложения и умно
жения для этих двух чисел определяются так же, как в § 1. 
Если же одно число или оба числа, которые надо сложить 
или умножить, есть отрицательные целые числа, то дейст

вия сложения и умножения для этих двух чисел произво

дятся следующим образом: 

а) (- т) + (- п) = - (т + п); 
б) (- т) +О= О+ (- т) = - т; 

j
-(т - п), если т > п; 

в)(-т)+п= п-т, еслит<п; 

О, если т= п; 

г) (- т)п = т(- п) = - (тп); 
д) (- т)(- п) = тп; 
е) (- т) ·О= О· (- т) =О. 

Множество чисел, состоящее из всех натуральных чисел, 
нуля и всех отрицательных целых чисел, с только что 

введенными определениями равенства и действий сложе

ния и умножения, называется множеством целых чисел и 

обозначается буквой Z, а сами эти числа называются целы-
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ми числами. Натуральные числа иногда называются также 
целыми положительными числами. 

Основные законы сложения и умножения целых чисел 
аналогичны основным законам сложения и умножения 

натуральных чисел и поэтому здесь не приводятся. 

Для действий сложения и умножения целых чисел вво
дятся обратные дейСтвия - вычитание и деление (кроме 
деления на нуль). При этом действие вычитания теперь 
всегда выполнимо, а действие деления не всегда. Но как и 
для натуральных чисел, для целых чисел всегда выполнимо 

деление с остатком. Ниже рассматривается подробно лишь 
деление с остатком целого числа на натуральное число. 

Делевие с остатком. Разделить целое число а на натураль
ное число т с остатком - это значит найти два целых числа 
q и r таких, что. справедливо равенство а = тq + r, причем 
число r удоалетворяет условию О s r < т. 

Если r = О, то говорят, что целое число а делится нацело 
на натуральное число т. 

Теорем а 1. Пусть а - любое целое число и т - любое 
натуральное число. Тогда существует единственнtlR пара 
целых чисел q и r, удовлетворяющtlR условиям: а = тq + r и 
О s r< т. 
Доказательство. Случай, когда а - натуральное 

число, бьш разобран в § 1. 
Если а = О, то пара чисел q = О и r = О удоалетворяют 

условиям теоремы. 

Пусть а = - п - целое отрицательное число. Тогда п -
натуральное число, и по уже доказанному получаем, что 

существует пара целых чисел q1 и r1 такая, что п = тq1 + r1 

и О s r1 < т. В случае, если r1 = О, из равенства п = mq1 + r1 
вытекает равенство а= тq, где q = (- q1), т.е. пара чисел 

q = - q1 и r = О удоалетворяет условиям теоремы. Если 
О < r1 < т, то из равенства п = тq1 + r1 вытекает равенство 
а= (- q1 - l)т + (т - r1), и тогда.пара чисел q = - q1 - 1 
и r = т - r1 удоалетворяет условиям теоремы. 

Итак, для любого целого числа а и любого натурального 
числа т существует пара целых чисел q и r таких, что а = 
= тq + r и О s r < т. 
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Единственность пары целых чисел q и "доказывается так 
же, как и в теореме 9 § 1. Так же, как и в§ 1, целое число, 
делящиеся на 2 нацело, будем называть четным числом, а 
делящиеся на 2 с остатком "= 1 - нечетным. 

Приведем некоторые следствия теоремы 1. 
а) Любое четное число а может быть записано в виде а = 

= 2q, где q - некоторое целое число. 
б) Любое нечетное число а может быть записано в виде 

а = 2q1 + 1, ·где q1 - некоторое целое число. 
в) Любое целое число а, делящиеся нацело на три, может 

быть записано в виде а = Зq, где q ~ некоторое целое число. 
г) Любое целое число а, не делящиеся нацело на три, может 

быть записано в одном из следующих видов: а = 3/ + 1 или 
а = Зп + 2, где l и п - некоторые целые числа. 

д) Любое целое число а, делящиеся нацело на некоторое 
натуральное число k, может быть записано в виде а = kq, где 
q - некоторое целое число. 

е) Любое целое число а, не делящиеся нацело на некоторое 
натуральное число k, может быть записано в виде а = kq + r, 
где" - одно из чисел 1, 2, ... , (k - 1), а q - некоторое целое 
число. 

В зависимости от делимости целых чисел на данное 
натуральное число k множество целых чисел можно разбить 
на k классов. Например, если k = 2, то множество всех 
целых чисел разбивается на два класса: четные числа и 
нечетные числа. 

Множество всех целых чисел можно разбить также и на 
три класса: 

а) числа, кратные числу три, т.е. числа вида Зq, где q -
любое целое число; 

б) числа, имеющие при делении на три остаток единицу, 
т.е. числа вида 3/ + 1, где/ - любое це.лое число; 

в) числа, имеющие при делении на три остаток два, т.е. 
числа вида Зп + 2, где п - любое целое число. 
Из приведенных примеров ясно, как разбить множество 

целых чисел на 4 класса, 5 классов и т .д. 
Приведем примеры, показывающие, как разбиение 

целых чисел на классы помогает решать ряд задач. 
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1. Доказать, что при любом целом Ь чисЛо Ь(2Ь + 1 )(7 Ь + 
+ 1) делится на три. · · 
Доказательство. Разобьем множество всех целых 

чисел на три класса: а) 3q; б) 3q + 1; в) 3q + 2, где q- любое 
целое число. 

Пусть Ь- любое число из класса а). Тогда Ь(2Ь + 1)(7Ь + 
+ 1) = 3q(6q + 1)(21q + 1), откуда видно, что при любом 
целом q это число делится на 3. 

Пусть Ь- любое число из класса б). Тогда Ь(2Ь + 1)(7Ь + 
+ 1) = (3q + 1) · 3 · (2q + 1)(21q + 8), откуда видно, что trpи 
любом целом q число делится на 3. · 

Пусть Ь- любое число из класса в). Тогда Ь(2Ь + 1)(7Ь + 
+ 1) = (3q + 2)(6q + 5) · 3 · (7 q + 5), откуда видно, что пр11 
любом целом q число делится на 3. 

2. Доказать, что среди любых k последовательных целых 
чисел есть число, делящееся нацело на k~ 
До к аз а тел ь ст в о . Все целые числа можно разбить на 

следующие k классов: 

kq, 
kq+ 1, 
kq+ 2, 

kq+ (k- 1), 
где q - любое целое число. 

Пусть даны k последовательных целых чисел, начинаю
щихся с некоторого целого числа Ь, т.е. Ь, (Ь + 1), (Ь + 
+ 2), ... , [Ь + (k- 1)), и пусть число Ь содержится в классе 
kq + i для некоторого i [i =О, 1, 2, ... , (k - 1)), т.е. пу~ть 
Ь = kq + i, где q - некоторое целое число. Поскольку среди 
k последовательных чисел есть число 

[Ь + (k - 1)) = [kq + i + (k - 1)) = k(q + 1), 

которое делится нацело на k, то утверждение 2 доказано. 
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§ 4. Рациональные и иррациональные числа 

Рациональные числа. Как уже отмечалось выше, в мно
жестве натуральных чисел не всегда выполнимы действия 

вычитания и деления. В § 2 множество натуральных чисел 
бьmо расширено до множества обыкновенных дробей, и в 
этом множестве деление уже всегда выполнимо; однако 

действие вычитания выполнимо не всегда. Поэтому возни
кает необходимость во введении новых чисел. 

Введем в рассмотрение новые числа - дроби со знаком 

минус т.е. числа вида (- : ) , где т и п - натуральные числа. 

Дробь r-: ) называют иногда числом, противоположным 
дроби-. 

п 

Теперь рассмотрим множество чисел, состоящее из всех 
дробей, нуля и всех дробей со знаком минус. Можно 
считать, что каждое число из этого множества есть отно

шение целого числа к натуральному. Поэтому будем счи-

тать, что это множество состоит из чисел вида 1!., где q -
q 

натуральное число, а р - целое число. 

Будем считать, что два числа /!. и т из этого множества 
q п 

равны, если справедливо равенство рп = qm. Будем считать, 
что сложение и умножение чисел из этого множества 

производятся по следующим правилам: 

I!.+ т =pn+qm и /!.. т =/!!!!. 
q п qn q п qn 

Множество чисел, состоящее из всех чисел вида 1!., где 
. q 

q - натуральное число, а р - целое число, с только что 

введенными определениями равенства и действий сложе

ния и умножения, называется множеством рациональнЬDС 

чисел и обозначается буквой Q, а сами эти числа называ
ются рациональными числами. 
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Если р ~ натуральное число, то число /!. называется 
q 

положительным рациональным числом, или положительной 
дробью. 

Если же р - отрицательное число, то число /!. называется 
. q 

отрицательным рациональным числом, или отрицательной 

дробью. Ясно, что множество целых чисел - часть множе
ства рациональных чисел. 

Для действий сложения и умножения рациональных 
чисел вводятся обраmые действия - вычитание и деление, 
при этом оба эти действия, за исключением запрещенного 
деления на нуль, всегда выполнимы. 

Основные законы сложения и умножения рациональных 
чисел аналогичны основным законам сложения и умноже

ния целых чисел и поэтому здесь не приводятся. 

Если рациональное число r взято сомножителем k раз 
(k > 1 ), то произведение " ... r называют k-й степенью 

k раз 

числа r и обозначают 1. Кроме того, по определению ,J = r. 
Как и для натуральных чисел, справедливы следующие 

свойства степеней рациональных чисел: 
а) 1"1 = l"н; 
б) ~/; = (Г1Г2)m; 
в) (l)m = /""; 

k k 

г) (5.J = -i, если r2 ~ О; 
Г2 Г2 
k 

д) г,,, = 1-т, если k > т, r~ О. 
г 

По определению ,Р = 1 для любого рационального 
числа r, кроме числа нуль. 
В связи с понятием степени рационального числа часто 

вознv-сает задача: для данного натурального числа k И для 
данно. о положительного числа r1 найти другое положи

тельное рациональное Число r2 такое, что '1 = r1• 

Эrа задача не всегда имеет решение. 
Т. е орем а 1. Не существует рационального числа, квад

рат которого равен 2. 

2 Алгебра.111m·онометри~а: 
и элем~wrар~ые функции 

33 



Доказательство. Предположим, что существует ра-
. 2 

циональное число /!. такое, что Ши/!. = 2. Не ограничивая q q . 
общности, будем считать р и q мно простыми (если 
числитель и знаменатель данного рационального числа 

имеют общие множители, то число 1!., полученное после 
q 

сокращения, равно данному). Пользуясь свойством r) сте
пеней рациональных чисел, запишем наше предположение 

2 2 
в виде i!.,,=-. 

q 1 

Из определения равенства рациональных чисел вытека
ет, что р2 = 2q2. Поскольку правая часть этого равенства 
делится на 2, то и левая должна делится на 2. Но число р2 
делится на 2 только в случае, если число р делится на 2 
(если р не делится на 2, то р2 также не делится на 2). 
Поскольку р делится на 2, то существует целое число k 
такое, что р = 2k. Подстав.JJЯЯ это значение р в равенство 
р2 = 2t/, получаем, что q2 = 2К. Поскольку правая часть 
этого равенства делится на 2, то . и левая делится на 2, 
значит, число q делится на 2, т.е. q = 2т. 

Итак, получили, что числа р и q имеют общий множи-
2 

тель - число 2, а по предположению в равенстве (; J = 2 

числа р и q взаимно простые. Это противоречие и оз~ачает, 
что сделанное предположение неверно, а верно уrвержде

ние теоремы. 

Таким образом, возникает необходимость ввести новые 
числа, отличные от рациональных, такие, например, как 

число, квадрат которого равен 2. 
Иррациова.!IЬllЬ числа. В § 2 были введены в рассмаrрение 

бесконечные периодические десятичные дроби. Теперь расum
рим это поняmе, введя в рассмаrрение новые числа, коrорые 

будем называть бесконечными десЯТИЧНЬIМИ дробями. 
Бесконечной десятичной дробью назовем число, которое 

может быть записано в виде 

или в виде 
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(2) 

где ао - число из расширенного натурального ряда, а1 , 

а2 , ••• , at ... - числа из множества чисел О, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 
7, 8, 9. Многоточие означает, для любого натурального 
числа т на т - м месте после запятой стоит число а,,,. 

Если среди чисел ао. а1 , а2 , ••• , at ... хотя бы одно отлично 
от нуля, то число, записанное в виде (1), будем называть 
положительной бесконечной десятичной дробью, а число, 
записанное в виде (2), будем называть отрицательной бес
конечной десятичной дробью. Если среди чисел ао, а1 , а2 , ••• , 

а" ... нет чисел, отличных от нуля, то число, записанное в 
виде (1), будем считать равным числу, записанному в 
виде (2), и называть нулевой бесконечной периодической 
десятичной дробью и обозначать так: 0,(0). Очевидно, что 
множество всех бесконечных десятичных дробей содержит 

в себе: 
1) множество всех положительных периодических беско

нечных десятичных дробей; 
2) множество всех отрицательных периодических беско

нечных десятичных дробей; 
3) нулевую бесконечную периодическую десятичную 

дробь. 
Покажем теперь, что только что перечисленными пери-· 

одическими бесконечными десятичными дробями не ис
черпывается множество всех бесконечных десятичных дро
бей. 
Теорем а 2. Бесконечная десятичная дробь 

о, 1010010001000010000010000001 .. " 

образуемая по правилу. за каждой единицей идет группа 
нулей, содержащая на один нуль больше, чем предыдущая 
группа, - не яВЛJ1ется периодической десятичной дробью. 
Доказательство. Предположим, что это периодичес

кая дробь. Пусть ее период состоит из п цифр и первый 
период начинается с k-го места. Ясно, что в рассматривае
мой дроби с некоторого т-го места, каждой единице будуг 
предшествовать (2п + 1) или более подряд идущих нулей. 
Рассмотрим каждую из таких rр}rпп нулей, начинающуюся 
2
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с любого р - го места, где р > k и р > т. Возьмем теперь 
нуль, стоящий посередине этой группы. Эrот нуль нахо
дится либо в начале, либо в конце, либо внуrри некоторого 
периода длины п, но во всех перечисленных случаях этот 

период целиком лежит на взятом отрезке из (2n + 1) или 
более нулей. Значит, период состоит из одних нулей, и, 
следовательно, в записи дроби с k-го места должны быть 
только нули, а это неверно. Теорема доказана. 
Из вышеизложенного вытекает, что каждое рациональ

ное число может быть записано в виде бесконечной пери
одической десятичной дроби. Поэтому естественно ирра
циональным числом называть число, которое может быть 
записано в виде бесконечной непериодической десятичной 
дроби. 

В дальнейшем будем считать, что любая бесконечная 
периодическая десятичная дробь есть вполне определенное 
рациональное число, а любая бесконечная непериодичес
кая десятичная дробь есть вполне определенное иррацио
нальное число. Заметим, что в силу этих определений 
нулевая бесконечная периодическая дробь есть число нуль. 

§ 5. ДейС'JВиrельиые числа 

Множество всех бесконечных десятичных дробей'( с вво
димыми ниже определениями равенства, суммы и произ

ведения этих чисел) называется множеством действитель
КЬIХ чисел и обозначается буквой R, а каждая бесконечная 
десятичная дробь называется действительным числом. По
ложительная бесконечная дробь будет называться положи
тельным действительным числом, отрицательная бесконеч
ная десятичная дробь - отрицательным действительным 
числом, нулевая бесконечная периодическая дробь (с пери
одом нуль) - числом нуль. Поскольку бесконечные деся
тичные дроби есть периодические и непериодические, то 
каждое действительное число является либо рациональ
ным, либо иррациональным. 
Два положительных действительных числа 
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ао. а1а2 ... а" ... , 
Ьо, Ь1Ь2 ••• Ь" .. . 

равны, если Ь" = а" для всех чисел k иэ расширенного 
натурального ряда. 

Иэ двух положительных действительных чисел 

ао. а1а2 ... а" ... , 
Ь0, Ь 1Ь2 ••• Ь" .. . 

первое больше в1орого, если либо ао > Ь0, либо если ао = Ьо. 
но а1 > Ь1 , либо если ао = Ьо. а1 = Ь,, .. "а"= Ь" (для некото
рого натурального числа п), но а"+ 1 >Ь"+ 1 • 
Два действительных числа 

ао. а1 а2 ••• а" ." и - Ь0, Ь1Ь2 ". Ь" ... 

называются противоположными, если Ь" = а" для всех k иэ 
расширенного натурального ряда. Два отрицательных дей
ствительных числа равны, если равны проrивоположные им 

числа. Из двух отрицательных чисел больше то, у которого 
противоположное (положительное) число меньше. Поло
жительное число больше нуля и любого отрицательного 
числа. Нуль больше любого отрицательного числа. 

Рассмотрим приближенные значения бесконечных дробей. 
Оборвем на каком-то месте бесконечную положительную 
десятичную дробь, изображающую данное положительное 
действительное число. Получим конечную десятичную 
дробь (которую можно записать в виде бесконечной с 
периодом нуль). Эrа дробь будет меньше данного числа 
(или равна ему). Такая дробь называется приближенным 
значением данного положительного действительного числа с 
недостатком. 

Если положительную бесконечную десятичную дробь 
оборвать на каком-то k-м месте и к полученной дроби 

прибавить дробь 2t. то получим конечную десятичную 
10 

дробь, которая больше данного действительного числа. 
Такая дробь называется приближенным значением данного 
положительного действительного числа с избытком. 
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Если отрицательную бесконечную дробь оборвать на 
каком-то месте, то получим конечную десятичную дробь, 
которая больше данного действительного числа (или равна 
ему). Такая дробь называется приближенным значением дан
ного отрицательного действительного числа с избытком. 

Если отрицательную бесконечную дробь оборвать на 
каком-то k-м месте и к полученной дроби прибавить дробь 

( - 1~ J , то получим десятичную дробь, которая меньше 
hанноk действительного числа. Такая дробь называется 
приближенным значением данного отрицательного числа с 
недостатком. 
Пр им еры . 1. Приближенным значением числа 0,4(31) 

с недостатком будуг следующие конечные дроби: 0,4; 0,43; 
0,431; 0,4313; 0,43131; ... Приближенным значением этого 
же числа с избытком будуг дроби 0,5; 0,44; 0,432; 0,4314; 
0,43132; ... 

2. Приближенным значением числа - 3,2(17) с недостат
ком будуг следующие конечные дроби: - 3,3; - 3,22; 
- 3,218; - 3,2172; - 3,21718; ... Приближенным значением 
этого же числа с избытком будут дроби - 3,2; -3,21; 
- 3,217; - 3,2171; - 3,21717; ... 
Определим теперь действия сложения и умножения для 

действительных чисел. 

Суммой двух действительных чисел называется число, 
которое больше (или равно) суммы двух любых прибли
женных их значений с недостатком, но меньше (или равно) 
суммы двух любых приближенных их значений с избытком. 

Без доказательства примем, что такое число всегда суще
ствует и притом только одно. 

Отметим частный случай: сумма действительного числа 
а и противоположного ему числа (которое будем обозна
чать (- а)) есть число нуль. 

Произведением двух действительных положительных 
чисел ао. а1 а2 ••• а" ... и Ь0, Ь1~ ••• Ь" ... называется число, 
которое больше (или равно) произведения их значения с 
недостатком, но меньше (или равно) произведения двух 
любых приближенных их значений с избытком. 
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Без доказательства примем, что такое число всегда суще
ствует и притом только одно. 

Произведение двух действительных отрицательных 
чисел (- ао, а1 а2 ••• а" ... ) и (- Ь0, Ь1 Ь2 ••• Ь" ... ) равно 
произведению противоположных им положительных чисел 

ао, а1 а2 ••• а" ... и Ь0, Ь1 Ь,, ... Ь" .... Произведение двух 
действительных чисел, имеющих разные знаки 

ао, а1 а2 ••• а" ... и (- Ь0 , Ь1 Ь2 ••• Ь" ... ) или (- ао, а1 а2 ••• а" ... ) 
и Ь0, Ь1Ь2 ••• Ь" ... ,равно отрицательному числу, противопо
ложному произведению чисел ао, а1 а2 • • • а" . . . и 

/Jo, Ь1 Ь2 ••• Ь" .... 
Произведение двух чисел, одно из которых есть нуль, 

равно нулю. 

Справедливы следующие основные за к он ы сложения 
и умножения действительных чисел: 

а) а+ Ь =а+ Ь (коммутативность сложения); 
б) (а + Ь) + с= а+ (Ь + с) (ассоциативность сложения); 
в) аЬ = Ьа (коммугативность умножения); 
г) (аЬ)с = а(Ьс) (ассоциативносТь умножения); 
д) (а+ Ь)с =ас+ Ьс (дистрибугивность сложения отно

сительно умноження). 
Для действий сложения и умножения действительных 

чисел вводятся обратные действия - вычитание и деление. 
Вычесть из действительного числа а действительное 

число Ь - значит найти действительное число с такое, что 
Ь +с= а. 

Разделить действительное число а на отличное от нуля 
действительное число Ь - значит найти действительное 
число d такое, что bd = а. 
На множестве· действительных чисел действия вычита

ния и деления, за исключением запрещенного деления на 

нуль, всегда выполнимы. 

Если действительное число а взято множителем п раз 
(п - натуральное число, п > l), то произведе1:1ие 
аа ... а называют n-й степенью числа а и обозначают d'. 

"раз 

Кроме того, по определению а1 = а. Свойства степени 
действительных чисел аналогичны свойствам степени ра
циональных чисел и поэтому здесь не приводятся. В связи 
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с понятием степени действительных чисел часто возникает 
такая задача: для данного натурального числа п и для 

данного неотрицательного действительного числа а найти 

другое неотрицательное число Ь такое, что Ь" = а. 
Неотрицательное число Ь такое, что его п-я степень есть 

данное число а, т.е. Ь" =а, называется арифметическим 
корнем степени п неотрицательного числа а и обозначается 

'Vli, т.е. Ь = 'Vli. 
Теорем а. Для любого натурального числа п > 1 и любого 

неотрицательного числа а существует и притом единствен
. ный в множестве неотрицательных чисел арифметический 
корень степени п из числа а. 

Доказательство теоремы опустим. 
В случае п = 2 в обозначении корня цифру 2 не пишуr; 

в случае п = 1 корень 1-й степени из числа а есть само число 
а. Арифметические корни могут быть рациональными и 
иррациональными числами. 

Например, Vfi есть рациональное число j; ..f2 - есть 
иррациональное число (это вытекает из теоремы 1 § 4). 

Заметим, что по определению арифметический корень 
из числа О есть нуль. 
Абсолютной величиной (или модулем) действительного 

числа а называется: само это число, если а - пол()житель

ное число; нуль, если а - нуль; число противоположное 
числу а, если а - отрицательное число. Абсолютная вели
чина действительного числа а обозначается la\. Сформули
рованное выше определение можно коротко записать так: 

1
. а, если а > О; 

lal = О, если а = О; 
- а, если а < О. 

Основные свойства абсолютных величин действительных 
чисел будут приведены в главе 11. 

Заметим, что в силу определения арифметического 
корня из неотрицательного числа для любого действитель-

ного числа справедливо равенство U = la\. 
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Поставим более общую задачу: для любого действитель
ного числа а и любого натурального числа п найти дейст
вительные числа Ь такие, что Ь" = а. Если такие числа 
существуют, то они называются действительными алгебра
ическими корнями п-й степени из действительного числа а. 
Если число а неотрицательное, то, как говорилось выше, 
существует одно неотрицательное число Ь такое, что Ь" = а, 
т.е. для любого неотрицательного числа а существует хотя 
бы один алгебраический корень Ь, для обозначения кото-

рого есть специальный символ Vi (арифметический ко
рень). В случае существования других алгебраических кор
ней, кроме арифметического корня, для их обозначения 
нет специальных символов. 

Рассмотрим вопрос существования алгебраического 
корня из действительного числа. Заметим, что в этом 
параграфе утверждения о количестве действительных кор
ней для данного действительного числа принимаются без 
доказательства. Их справедливость будет вытекать из 
общей теоремы о количестве корней из комЩiексного 
числа (гл. XI). 

Пусть а = О, тогда для любого натурального числа п 
существует и ·притом только один алгебраический корень 
п-й стеriени - число Ь, равное О. 

Пусть а - положительное число и п - нечетное наtу
ральное число (п = 2k + 1). Тогда существует и притом 
только один арифметический корень Ь1 = :z.t + l..JO из этого 
числа и других действительных алгебраических корней из 
этого числа нет. Таким образом, существует только один 
алгебраический корень нечетной степени из положитель
ного числа, а именно арифметический корень. 

Пусть а - положительное число и п - четное натураль
ное число (п = 2k). Тогда существует и притом только один 
арифметический корень Ь1 = 2'VO и действительный алгеб
раический корень Ь2 = -

2'Va из этого числа. Таким обра
зом, существуют два действительных алгебраических корня 

четной степени из положительного числа а: Ь 1 = 2V'ii и 
~ = - 2'VQ. 
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Пусть а - отрицательное число и п - четное натураль
ное число (п = 2k). Поскольку любое· не равное нулю 
действительное число в четной степени есть положитель

ное число, а число О в любой натуральной степени есть 
нхль, то нет ни одного· действительного числа Ь такого, что 
Ь " - отрицательное число. Значит, нет действительного 
алгебраического корня четной степени из отрицательного 
числа. 

Пусть а - отрицательное число и п - нечетное нату
ральное число (п = 2k + 1). Покажем, что есть одно дейст
вительное отрицательное число Ь такое, что Ь" = а. Обозна
чим с = - а. Тогда с > О, и потому существует единствен
ный арифметический корень d степени (2k + 1) из числа с: 
t:f'+ 1 =с, или d = 2k+ VC = 2k+ l..J а = 2k+ ~. Положим те
перь Ь = -d. Тогда Ь2"+ 1 =(-1)2н 1ti1'+ 1 = (- l)c = (- 1) х 
х (- а) = а. Значит, Ь = - 2k+ ~есть отрицательное число 
такое, что Ь2"+ 1 =а, т.е. (- 2k+~) - действительный 
алгебраический корень из отрицательного числа а. 
Пр им еры. 1 ~ Пусть а = - 7, п = 5, тогда вещественный 

алгебраический корень 5-й степени из числа (- 7) есть 
число ь = - \/1 71 = - Vf. 

2. Пусть а= - 8, п,,;,,, 3, тогда вещественный алгебраи
ческий корень 3-й степени из числа (- 8) есть число Ь = 
= \/1 81 = - V8 = - 2 . 

. Замечание . Иногда корень нечетной степени из отри-. ь 2k+t~ 
цательного числа а записывают в виде = "Уа, понимая 

под этим число Ь = - 2k+ ~- Например, вместо Ь = -W 
пишуг Ь = \1 7. Но в дальнейшем такая запись употреб
ляться не будет. 

М N 

ь -] -1/4 о 1 3/2 а 

Рис. 1. 

Перейдем теперь к геометричес1С0й интерпретации дей
ствительных чисел. Пусть дана горизонтальная прямая 
(рис. 1 ). Она имеет два взаимно противоположных направ-
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ления. Назовем одно из этих направлений положительным, 
а другое отрицательным. Для определенности за положи
тельное направление выберем направление вправо (если 
смотреть по рисунку). Зафиксируем на прямой некоторую 
точку О и назовем эту точку началом отсчета. Точка О 
разбивает прямую на две части, называемые лучами. Луч, 

направленный вправо, назовем положительным лучом, а 

луч, направленный вправо, - отрицательным лучом. 

Пусть задан отрезок, принятый за единицу длины; в таких 
случаях говорят, что введен масштаб. 
Прямую, на которой выбрано начало отсчета, положи

тельное направление и введен масштаб, называют числовой 
прямой. 
Каждой точке числовой прямой можно поставить в соот

ветствие действительное число по следующему правилу: 
- выбранной точке О поставим в соответствие число 

нуль; 

- каждой точке N на положительном луче поставим в 
соответствие положительное число а, где а - длина отрез

ка ON; 
- каждой точке М на отрицательном луче поставим в 

соответствие отрицательное число Ь, где IЬI - длина отрез
ка ОМ. 
Таким образом, каждой точке числовой прямой (при 

выбранном масштабе) поставлено в соответствие единст-
венное действительное число. · 

Покажем, что этим процессом перебраны все действи
тельные числа. Предположим противное, т.е. пусть неко
торое действительное число с не поставлено в соответствие 

некоторой точке на числовой прямой. Если число с поло
жительное, то найдется отрезок, длина которого равна с. 
Оrложив этот отрезок вправо от точки О на числовой 
прямой, получим точку, которой число с должно соответ

ствовать, т.е. получим противоречие. Если же число с 
отрицательное, то найдется отрезок, длина которого 

равна \с/, отложив этот отрезок влево от точки О на число
вой прямой, получим точку, которой должно соответство
вать число с, т.е. опять получим противоречие. 

Итак: 
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1. каждой точке на числовой прямой поставлено в соот
ветствие одно и только одно число; 

2. разным точкам числовой прямой поставлены в соот
ветствие разные числа; 

3. нет ни одного действительного числа, которое не 
соответствовало бы какой-либо точке на числовой прямой. 
В таких случаях говорят, что между множеством всех 

точек числовой прямой и множеством всех действительных 

чисел установЛ:ено взаимно однозначное соответствие. 
Оrметим, что часто при этом точки числовой прямой 

отождествляются с числами, которые им поставлены в 

соответствие. Пользуясь этим, легко сформулировать, 
какое из двухдействительных чисел больше: больше то, 
которое расположено на числовой прямой правее другого. 

Система к:оордиват на прямой. Если на прямой выбрано 
начало отсчета, положительное направление и введен мас

штаб, то говорят еще, что на прямой задана система 
координат. При этом сама прямая называется координат
ной осью, а точка О - началом координат. Каждой точке М 
этой прямой ставят в соответствие число, называемое ко

ординатой точки Мв заданной системе координат. Это 
число определяется по правилу: если точка М находится на 
положительном луче, то это число равно положительному 

числу - длине отрезка ОМ; если точка М находится на 
отрицательном луче, то это число равно отрицательному 

числу - длине отрезка ОМ со знаком минус; если же 
точка М совпадает с началом координат, то это число равно 
нулю. 

Пусть данная координатная ось расположена горизон
тально, причем так, что положительный· луч направлен 

вправо. Тогда любая точка, лежащая справа о..т начала 
координат О, имеет положительную координату, а любая 
точка, лежащая слева от начала координат О, - отрица
тельную координату. Координата точки О, начала коорди
нат, равна нулю. Легко видеть, что координата любой 
точки М координатной оси равна действительному числу, 
поставленному в соответствие точке на числовой прямой. 

Если рассматривается несколько разных фиксированных 
точек оси 1, то часто их обозначают некоторой заглавной 



буквой с разными номерами, например М1 , М2 , М3, ••• , 

Мп, .. . ; координаты этих точек обозначают буквой оси с 
соответствующими номерами т.е. t1, t2, t3, ..• , tn, •.. Чтобы 
указать, что данная точка имеет данную координату, запи

сывают эту координату в круглых скобках рядом с обозна
чением самой точки, например M 1(t1), M2(t2), ... , Мп(tп), ... 
Говоря, что дана точка, понимают, что дана ее координата; 
говоря, что надо найти точку, ищуг ее координату. 

Теорем а 1. При любом расположении на координатной 
оси двух разных точек M1(t1) и M2(t2) расстояние d между 
этими точками равно модулю разности их координат, т.е. 

Доказательство. Если точки М1 и М2 совпадают, то 
угверждение теоремы очевидно. Пусть точки М1 и М2 не 
совпадают и пусть для определенности точка M2(t2) лежит 
правее точки м.(t.) (если точка м.(t.) лежит правее точки 
M2(t2), то доказательство повторяется с заменой t2 на t1, а t1 

на t2). 
d=lr1-r.1 

1: ~ .1· =1 1: 
d=lt1-r.1 

:1 t, 12 

1 • 1 • 0(0) 1 M.(tJ Ц(tJ 1 0(0) 1 Ц(tJ 1 
M.(tJ 

Рис. 2. Рис. З. 

Пусть M1(t1) и M2(t2) - любые не совпадающие точки, 
лежащие правее начала координат О (рис. 2). Тогда длина 
отрезка М1М2 ра»на длине отрезка ОМ2, которая равна t2, 
минус длина отрезка ОМ1 , которая равна t1, т.е. 

d = f2 - f1 = lt2 - 1.1. 

Пусть M1(t1) совпадает с началом координат 0(0), т.е. 
t1 = О, а M2(t2) - любая точка, лежащая правее начала 
координат О (рис. 3). Тогда длина d отрезка М1М2 равна 
длине отрезка ОМ2, которая равна t2, т.е. 
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Пусть M1(t1) - любая точка, лежащая левее начала коор
динат, а точка M2(t2) - любая точка, лежащая правее начала 
координат (рис. 4). Тогда длина d отрезка М1М2 равна длине 

1: (-tJ .,. 

d=l~-1.1 

:1 
11 

• 
M.(tJ 0(0) 1 М.(tJ t 

Рис. 4. 

отрезка ОМ2, которая равна 12, плюс длина отрезка ОМ1 , 
которая равна (- 11), т.е. 

d = 12 + (- ti) = 12 - 11 = lt2 - 1.1. 

Пусть M1(t1) - любая точка, лежащая левее начала коор
динат, а точка M2(t2) совпадает с началом координат 0(0), 
т.е. 12 = О (рис. 5). Тогда длина d отрезка М1М2 совпадает с 
длиной отрезка М1 О, которая равна (- ti), т.е. 

d= - 11=10 - 111 =- lt2 -- 1.1. 

Пусть M1(t1) и M2(t2) - любые несовпадающие точки, 
лежащие левее начала координат О (рис. 6). Тогт1 длина d 

d=l~-1.1 

1: .,. ;,~ :1 
1 

Fl~--t,1 

1 
: (-t.) : 

1 t 1 " 
М.(tJ MitJ 0(0) 

Рис. 5. Рис. 6. 

отрезка М1М2 равна длине отрезка ОМ1 , которая равна 
(- t1), минус длина отрезка ОМ2, которая равна (- t2), т.е. 

d = (- 11) - (- 12) = 12 - 11 = lt2 - 1.1. 
~6 



Итак, во всех случаях d = lt2 - t11. Теорема доказана. 
Пр им еры. 1. Найти расстояние между точками М(З) и 

Р(- 2). 

d = IЗ - (- 2)1 = IЗ + 21 = 5 или d = 1- 2 - 31 = 1- 51 = 5. 
2. Найти расстояние между точками М(- 4) и Р(- 10). 

d = 1- 4 - (- ] 0)1 = 161 = 6 или 
d = 1<- 10) - (- 4)1 = 1- 61 = 6. 

Итак, можно сказать, что модуль любого действительно
го числа а, т.е. lа\, есть расстояние от точки М(а) до начала 
координат. 

§ 6. Числовые равенства и неравенства 

В § 5 упоминалось о сравнении чисел и были приведены 
определения, по которым можно выяснить, равн~1 ли два 

данных действительных числа или одно больше другого. 
Все эти определения можно записать иначе, используя 
сравнение действительных чисел с числом нуль, а именно 

так: два действительных числа а и Ь равны тогда и только 

тогда, когда их разность равна нулю, т. е. а = Ь <=> а - Ь = 
= О; число а больше числа Ь тогда и только тогда, когда 
разность (а - Ь) положительна, т.е. а > Ь <=> а - Ь > О; 
число а меньше числа Ь тогда и только тогда, когда разность 
(Ь - а) положительна или когда разность (а - Ь) отрица

тельна, т.е. а < Ь <=> а - Ь < О <=> Ь - а > О. 
Если два числа соединены знаком равенства, то принято 

говорить, что задано числовое равенство. Однако это ра
венство может быть и верным, и неверным. Например, 2 = 

4 -{f() . 7 = 5 - 3 - = - - верные а 3 = 5 - 1 6 = - - неверные 
' 7 7· ' ' 3 

равенства. 

Аналогично, если два числа соединен·ы любым знаком 
неравенства, то принято говорить, что задано числовое 

неравенство, которое может быть верным и неверным. 
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Например, 110,l < 11 2
, {fO > 3 - верные, - 5 > "2, 

~ > 3 - неверные неравенства. 
Справедливость или несправедливость некоторых число

вых равенств и неравенств не всегда очевидна. Например, 
справедливость неравенства 

(100)50 < 1 · 2 · 3 · 4 ". 99 · 100 

не очевидна. В таких случаях числовые равенства и нера
венства надо доказывать. Большую роль при этом играют 
рассмотренные ниже основные свойства неравенств .. 

1. &ли числа а, Ь и с таковы, что а= Ь и Ь;., с, то а= с 
(свойство транзитивности равенств). 

2. Если Числа а, Ь, с, d таковы, что а = Ь и с = d, то а + 
+с= Ь+ d. 

3. &ли числа а, Ь, с, d таковы, что а = Ь, с= d, то ас = 
= Ьd. 

4. Для любых·действительных чисел а, Ь и с равенства а = Ь 
и а + с = Ь + с равносш~ьны, т. е. из справедливости равен
ства а = Ь следует справедливость равенства а + с = Ь + с, 
и наоборот, из справедливости равенства а + с = Ь + с сле
дует справедливость равенства а = Ь, т. е. а = Ь <::> а + с = 
= Ь+ с. 

5. Для любых действительных чисел а и Ь и дм любого 
действительного отличного от нум числа с равенства а = Ь 
и ас = Ьс равносш~ьны, т. е. если с :;i!: О, то а = Ь <::> ас = Ьс. 
Приведем аналогичные свойства для числовых нера

венств. 

1. Если числа а, Ь и с таковы, что а> Ь и Ь >с, то а> с 
(свойство транзитивности неравенств). 
Доказательство. а - с= (а - с)+ (Ь - Ь) =(а -

- Ь) + (Ь - с). Так как а > Ь, то а - Ь > О, так как Ь > с, то 
Ь - с > О, но сумма двух положительных чисел положитель
на, поэтому а - с> О т.е. а > с. 

2. Если числа а, Ь, с, d таковы, что а > Ь, с > d, то а + с > 
> Ь+ d. 
Доказательство. (а+ с) - (Ь + d) =(а - Ь) +(с -

- d). Так как а > Ь, то (а - Ь) положительное число; так 
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как с> dt то (с - d) также положительное число; сумма 
двух положительных чисел положительнаt поэтому (а+ 
+ Ь) - (Ь + d) > Ot т.е. а + с> Ь + d. 

2а. Если числа at bt ct d таковыt что а > Ь и с < dt то а -
- с> Ь- d. . 
Доказательство. (а -- с) - (Ь - d) =(а - Ь) + (d

- с). Так как а> bt то (а - Ь) - положительное число; так 
как с < dt то ( d - с) - также положительное число; сумма 
двух положительных чисел положительнаt поэтому (а -
- с) - (Ь - d) > Ot т.е. а - с> Ь - d. 

3. Если at bt ct d - положительные числа и а > Ь и с > dt, 
то ас> bd. 
Доказательство. ас - bd= (ас - bd) + (Ьс - Ьс) = 

= (ас - Ьс) + (Ьс - bd) = с(а - Ь) + Ь(с - d). Так как а > bt 
то (а - Ь) - положительное число; так ках с - положи
тельное число и так как произведение положительных 

чисел положительноt то с(а - Ь) - положительное число; 
·аналогично показываетсяt что Ь(с - d) - положительное 
число; сумма положительных чисел положительнаt поэтому 

ас - bd> ot т.е. ас> bd. 
4. Для любых действительных чисел at Ь и с неравенства 

а > Ь и а + с > Ь + с равносильныt т. е. из справедливости 
неравенства а> ь следует справедливость неравенства а+ 
+ с > Ь + с и наоборотt из справедливос111и неравенства а + 
+ с > Ь + с следует справедливость неравенства а > bt т. е. 
а > Ь <:::> а + с > Ь + с. 
Доказательство. Пусть а> Ь. Тогда (а+ с) - (Ь + 

+с)= (а - -Ь) +(с - с)= (а - Ь) > Ot т.е. а+ с> Ь +с. 
Пусть (а+ с) > (Ь + с). Тогда а - Ь = (а - Ь) + (с - с) = 
= (а+ с) - (Ь +с) > Ot т.с. а> Ь. 

5. Для любых действительных чисел а и Ь и любого поло
жительного числа с неравенства а > Ь и ас > Ьс равносильныt 
т. е. если с > Ot то а > Ь <:::> ас > Ьс. · 
Доказательство. Пусть а> bt тогда ас - Ьс =(а -

- Ь)с. Так как с и (а - Ь) - положительное числаt то их 
произведение положительное числоt т.е. ас - Ьс > Ot или 
ас> Ьс. Пусть ас> bct тогда (а - Ь)с =ас - Ьс >О. 
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Если произведение двух чисел положительно и одно из 
них также положительно, то положительно и другое число, 

т.е. так как с > О, то а - Ь > О, т.е. а > Ь. 
5а. Для любых действительных чисел а и Ь и для любого 

отрицательного числа с неравенства а > Ь и ас < Ьс равно
сильны, т. е. если с < О, то а > Ь ~ ас < Ьс. 
Доказательство этого факта _аналогично доказательству 

свойства 5. 
Итак, имеют место следующие основные свойства ра

венств и неравенств: 

О) а= Ь ~ Ь =а; 

1) а= Ь, Ь =с~ а= с; 
2) а ;,,, Ь с = d ~ а + с = Ь + d· 

' ' 

3) а = Ь, с= d ~ ас= bd; 

4) а= Ь ~ а + с= Ь + с; 
5) а = Ь ~ ас = Ьс при с* О; 

О) а> Ь ~ Ь <а; 

1) а> Ь, Ь >с:::> а> с; 
2) а> Ь, с> d~ 

~a+c>.b+d; 
2а) а > Ь, с < d ~ 

~a-c>b-d; 
3) а > Ь > О, с > d > О ~ 

~ас> bd; 
4) а < Ь <=> а + с > Ь + с; 
5) а > Ь ~ ас > Ьс при с > О; 

5а) а > Ь ~ ас < Ьс при с < О. 
Выше употреблялись знаки равенства (=) и строго нера
венства (< или >). Иногда этих знаков не хватает. Есть 
задачи, где необходимы нестрогие неравенства. 
Пр им ер. Сегодня в Москве 0°, а в Ленинграде темпе

ратура не выше. 

Если температуру в Ленинграде обозначить буквой Т, 
тогда либо Т = 0°, либо Т < 0°. В таких случаях принято 
писать Т s 0°. 
Приведем определения нестрогих неравенств а ~ Ь и 

а ::;; Ь. Числовое неравенство а S Ь считается верным и при 
а < Ь и при а = Ь и неверным лишь в случае а > Ь. Напри
мер, неравенства 6 s 9 и 3 s 2 + 1 - оба верные неравен
ства, а неравенство 7 s 6 неверное. (Запись а s Ь читается 
либо" как «<а не больше Ь», либо как «а меньше или 
равно Ь».) 

Числовое неравенство а ~ Ь считаетсп верным и при 
а > Ь, и при а = Ь; оно считается неверным лишь в случае 
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а < Ь. (Запись а;;:: Ь читается либо как «а не меньше О., либо 
как «а больше или равно О..) 
Для нестрогих неравенств справедливы свойства 1 - 5а, 

если в них знак строго неравенства заменить на знак . 
нестрогого неравенства. 

Будем говорить, что 
справедливо двойное неравенство а < Ь < с, если одно

временно справедливы два неравенства а < Ь и Ь < с; 
справедливо двойное нерщнство а s Ь < с, если одно

временно справедливы два неравенства а s Ь и Ь < с; 
справедливо двойное неравенство а < Ь s с, если одно

временно справедливы два неравенства а < Ь и Ь s с; 
справедливо двойное неравенство а s Ь s с, если одно

временно справедливы два неравенства а s Ь и Ь s с; 

§ 7. Числовые мвожеС'IВ& 

Понятие множества и элемента множества относятся к 
основным понятиям, т.е. к понятиям, которые не опреде

ляются. 

В этом параграфе рассматриваются числовые множества, 
элементами которых являются действительные числа. 

Если число а принадлежит множеству М, то пишуr 

а е М, если а не принадлежит множеству М, то пишут 

а~ М. 
Например: 2 е N, О ~ N. 
Выше были введены следующие числовые множества: 
N - множество всех натуральных чисел (ряд натураль

ных чисел); 
Z - множество всех целых чисел; 
~ - множество всех неотрицательных целых чисел (рас-

ширенный ряд натуральных чисел); 
Q - множество всех рациональных чисел; 
R - множество всех действительных чисел. 
Приведем примеры других числовых множеств и усло

вимся, как будем их обозначать дальше. 
Множество, не имеющее элементов, называется пустым 

множеством и обозначается 0. 
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Если множество состоит из конечного количества эле
ментов, то такое множество принято записывать так: в 

фигурных скобках записывают все элементы множества (в 
любом порядке), отделяя их друг от друга точкой с запятой. 
Например, множество М, состоящие из шести первых 
чисел натурального ряда, можно записать так: М = { 1; 2; 3; 

4; 5; 6}, а множество L, состоящее из одного числа {2; 3, 

запишется так: L = {{2
4 

3}. 

Если множество состоит из бесконечного количества 
элементов или из элементов, которые в свою очередь 

являются множествами, то введенные фигурные скобки 
сохраняются, а внутри них приводится краткое описание 

множества. Например, множество всех пар чисел а и Ь, из 
которых а есть любое целое число, а Ь есть любое действи
тельное число, записывается так: 

М= {(а; Ь) 1 а е Z, Ь е R}. 

Если каждый элемент множества А принадлежит множе
ству В, то множество А называется подмножеством множе
ства В. В этом случае принято писать А с В или В::> А. 

Например, N с Z; {(а; Ь) 1 а е N; Ь е Z} с {(а; Ь) 1 а е Z; 
Ь е R}. 
Множество всех действительных чисел t, для каждого из 

которых справедливо двойное неравенство - 1 < t < 2, при
нято обозначать (- 1; 2) и называть интервалом (- 1; 2). 
В силу взаимно однозначного соответствия между множе
ством всех точек числовой прямой об интервале (- 1; 2) 
принято говорить, что это есть множество всех точек 

числовой прямой, расположенных меЖдУ точками (- 1) и 
(2), не включая эти точки (рис. 7). 

-1 о 1 2 t 

Рис. 7. 

-2 о 1 4 

Рис. 8. 

" t 

Множество всех действительных чисел t, для каждого из 
которых справедливо двойное неравенство - 2 s t < 4, при-
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нято обозначать [- 2; 4) и называть полуинтервалом [- 2;4). 
Принято также говорить, что полуинтервал [- 2; 4) есть 
множество всех точек числовой прямой, расположенных 
между точками (- 2) и (4), включая точку (- 2) (рис. 8). 
Множество всех действительных чисел t, для каждого их 

которых справедливо двойное неравенство О < t::;; 3, приня
то обозначать (О; 3) и называть полуинтервалом (О; 3). 
Принято также говорить, что полуинтервал (О; 3) есть 
множество всех точек числовой прямой, расположенных 
между точками (0) и (3), включая точку (3) (рис. 9). 

• • 
о 1 3 1 -2 о 1 1 

Рис. 9. Рис. 10. 

Множество всех действительных чисел t, для каждого их 
которых справедливо двойное неравенство - 2 ::;; t ~ 1, при
нято обозначать [- 2; 1) и называть отрезком [- 2; 1). 
Принято также говорить, что отрезок [- 2; 1] есть мншке
ство всех точек числовой прямой, расположенных между 

точками (- 2) и (1), включая обе эти точки (рис. 10). 
В общем случае, если а < Ь, то 
отрезком [а; Ь] называется множество всех действитель

ных чисел t, для каждого из которых справедливо двойное 
неравенство а ::;; t ~ Ь; 

полуинтервалом [а; Ь) называется множество всех дейст
вительных чисел t, для каждого из которых справедливо 
двойное неравенство а ~ t < Ь; 

полуинтервалом (а; Ь] называется множество всех дейст
вительных чисел t, для каждого из которых справедливо 
двойное неравенство а < t ~ Ь; 

интервалом (а; Ь) называется множество всех действи
тельньtх чисел t, для каждого из которых справедливо 

двойное неравенство а < t < Ь; 
лучом [а;+ оо) называется множество всех действитель

ных чисел t, для каждого из которых справедливо неравен
ство t~ а; 
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открытым лучом (а; + оо) называется множество всех 
действительных чисел t, для каждого из которых справед
ливо неравенство t > а; 

лучом (- оо; а]- называется множество всех действитель
ных чисел t, для каждого из которых справедливо неравен
ство ts а; 
открытым лучом (- оо; а) называется множество всех 

действительных чисел t, для каждого из которых справед
ливо неравенство t < а; 

Заметим, что иногда говорят - «nромежуто~. понимая 
под этим либо луч, либо отрезок, либо интервал, либо 
полуинтервал. Наконец, иногда множество R всех действи
тельных чисел обозначается так: (- оо; + оо). 

06ъедввевие в пересечение мво:жее111. 
Объединением множеств А и В называется множество С, 

состоящее из всех таких элементов, каждый из которых 
содержится хотя бы в одном из данных множеств А и В. 
Для объединения множеств употребляется символ: 

C=Au В. 
Примеры. 1. Если А= {1; 2; 3; 4} и В= {2; 3; 4; 5}, то 

А u в= {1 · 2· 3· 4· 5} ' ' ' ' . 
2. Nu 21i u {О}= 211; 3. (- 1; 2) u (О; 3) = (- 1; 3]; 
4. (- 1; 2) u [- 2; 1) = [- 2; 2); 5. [- 2; 1) u (О; 3) = 

= [- 2; 3]; 
6. (-1; 2) u (2; 4) = (-1; 4); 7. (О; 1) u (-1; + оо) = (- 1; 

+ оо). 
Пересечением множеств А и В называется множество L, 

элементами которого будуr те и только те элемеlПЫ, кото
рые одновременно являются элементами и первого и вто

рого множества, т.е. пересечение двух множеств есть общая 
часть этих множеств. Для пересечения множеств употреб
ляется знак : L = А n В. 

Примеры. 1. Если А= {О; 1; 2; 3} и В= {2; 3; 4; 5; 6}, то 
А n В= {2; 3}; 

2. N n 21i = N; 3. N n Z= N; 
4 {1 · 2· 3· 4} n {2· 3· 4· 5} = {2· 3· 4}· 5 <- 1 · 2) n (О· 3J = . ,,, ,,, '' ,. ' ' 

= (О; 2); 
6. (- оо; 1) ("\ (Q; 3) = (Q; 1); 7. (- 1; 3) ("\ (3; + оо) = 0. 
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Упорядочеввые мвожеС'П18. Перестановки и размещеВИ.R. 
При рассмотрении числового множества можно числа, 

принадлежащие этому множеству, расположить в опреде

ленном порЯдке. Тогда имеет смысл говорить об упорядо
ченном множестве. Одним из примеров упорядоченного 
множества является ряд натуральных чисел. Если два упо
рядоченных множества содержат одни и те же элементы, 

но расположенные в разном порядке, то будем говорить, 
что эти упорядоченные множества отличаются порядком 

расположения элементов. Например, из трех чисел 4, 7, 1 
можно составить шесть различных упорядоченных мно

жеств: {1; 4; 7}, {1; 7; 4}, {4; 7; 1}, {4; 1; 7}, {7; 1; 4}, {7; 4; 1}. 
Рассмотрим более подробно этот вопрос для конечных 

множеств, т.е .. для множеств, состоящих из конечного 
числа элементов, например чисел. 

Определение. Установленный в конечном множестве 
порядок называется перестановкой его элементов. Число 

перестановок - это число различных упорядоченных мно

жеств, составленных из одних и тех же элементов. Чнсло 
перестановок из п элементов обозначают через Р". Для того, 
чтобь1 ответить на вопрос, - чему равно число перестано
вок из п элементов, рассмотрим общую задачу. Пусть дано 
множество, состоящее из п элементов. Вьщелим т элемен
тов, где т ~ п, из этого множества и расположим их в 

некотором порядке. Полученное конечное упорядоченное 
множество будем называть размещением. Общую задачу 
можно сформулировать так: «Сколько существует размеще
ний из п элементов по т элементов?~ Ответим сначала на 
вопрос, сколько существует размещений из п элементов по 

два элемента. На первом месте такого размещения может 
быть любой элемент из п элементов, на втором месте может 
быть любой из (п - 1) оставшихся. Пусть на первом месте 
стоит элемент а1 , тогда на втором месте может стоять любой 

из элементов а2, а3, "., а". При этом получим (п - 1) 
размещений. Если на первом месте стоит элемент а2, то на 
втором месте может стоять любой из элементов а1 , а3 , а4 , " • 

... , а", т.е. будет еще (п - 1) размещений. Перебрав все 
элементь1 а1 , а2 , а3 , .", а", получим п групп, 15 каждой из 
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которых содержится J...n - 1) размещений. Следовательно, 
число всех размещений из п элементов по два будет n(n-1). 

Если нужно узнать число размещений из п элементов по 
три, то следует к каждому размещению из п элементов по 

два добавить по очереди один элемент из (n - 2) оставших
ся. Тогда получится п(п - 1) групп, в каждой из которых 
будет по (п - 2) размещений. Следовательно, всего разме
щений из п элементов по три будет п(п - l)(n - 2). Если 
число размещений из п элементов пот обозначить Л:, то 
можно записать следующие формулы: 

~ = п(п - 1), ~ = п(п - l)(n - 2). · (1) 

Перепишем формулы (1) в ином виде: 

~ = n[n - (2 - 1)), ~ = п(п - l)[n - (3 - 1)). (2) 

Можно поДМетить определенную закономерность в форму
лах (2): число размещений равно произведению последова
тельных натуральных чисел начиная с п и кончая [n -
- (k- 1)), где k = 2, 3. Рассуждая аналогично предьщуще
му, получим 

А':= п(п - l)(n - 2) ... [n - (т - 1)), 1 S т S п. (3) 

Пример. В 1-м классе 6 учебных предметов и 4 урока 
в день. Сколькими способами можно составить расписание 
одного учебного дня (более одного урока в день по каждому 
преДМету не допускается)? 
Для того чтобы решить эту задачу, надо найти число 

размещений из 6 элементов по 4: ..( = 6 · 5 · 4 · 3 = 360. 
Итак, возможно 360 способами составить расписание на 
день. Очевидно, что перестановка - это размещение из п 
элементов по l'i. По формуле (3) 

Р" = п(п - l)(n - 2) ... 2 · 1. (4) 

Если воспользоваться символом n! (читается: •n фактори
ал~), который обозначает произведение п первых чисел 
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натурального ряда (n! = 1 · 2 · 3 · ". · n), то формулу (4) 
можно записать так: 

Р"=п!. (5) 

Формулу (3) тоже можно записать, используя этот символ: 

А:= п (n - 1) ". [n - (m - 1)] · [(n - т) ". 2 · 1) = n! . (6) 
[(n - m) ". 2 · 1] (n - m)! 

Чтобы формула (6) совпадала с формулой (5) при т = п, 
принято считать, что О! = 1. 

Сочетания и их свойС'JВа. Часто возникают задачи, когда 
из данного конечного множества из п элементов надо 

образовать множество из т элементов (m ~ n), но во вновь 
построенном множестве порядок следования элементов не 

важен, а важно лишь их наличие. 

Например, пусть спрашивается, сколькими способами 
можно выбрать трех учеников из десяти для уборки класса. 
В этом случае упорядоченность в группе из трех человек 
необязательна. Такие множества из п элементов по m, 
которые отличаются друг от друга только элементами, но 

не порядком их расположения, называются сочетаниями, и 

их число обозначается через С:. Очевидно, что число 
сочетаний из п элементов по п равно единице: С,: = 1. 
Рассмотрим общий случай, когда 1 ~ т ~ п. 
Пусть составлены все сочетания С: из п элементов по m. 

Возьмем любое из этих сочетаний и переставим в нем 
элементы всевозможными способами. Тогда число полу
ченных всевозможных упорядоченных множеств из п эле

ментов по т равно С: Рт. Покажем, что это число совпадает 
с чи.слом всех размещений из п элементов по m. Действи
тельно, возьмем всевозможные размещения и запишем их 
по группам. В каждую группу включим размещения, со
ставленные из одинаковых элементов, отличающихся по

рядком их расположения. Таким образом, в каждую группу 
войдет столько размещений, сколько можно образовать 
перестановок из данных т элементов, т.е. m! размещений. 
Все размещения, расположенные в одной группе, рассмат-
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риваемые как сочетания, одинаковы, так как содержат 

одинаковые элементы. Следовательно, число групп - это 
число различных сочетаний из п элементов по т, т.е. 

А':= С::т!. (7) 

Из равенства (7) получим формулу для подсчета числа 
сочетаний 

С:=.< 
п т! 

или, используя формулу (6): 

С'.!= п! 
п (n-m)! т! 

(8) 

Отметим, что в силу пршmтоrо соглашения: О! = 1, фор
мула (8) справедлива иприт= О, а именно~= 1. Решим 
сформулированную выше задачу о выборе трех учеников. 
Число возможных способов выбора учеников равно 

с - l. 2. 3. 4. s. 6. 7. 8. 9. 10 - 120 
JO - (1 . 2 . 3 . 4 . s . 6 . 7)(1 . 2 . 3) - • 

Если подсчитаем С.0 , то получим тот же результат: 

с. - l . 2. 3. 4. s. 6. 7. 8. 9. 10 - 120 
IO - (1 . 2 . 3)(1 . 2 . 3 . 4 . s . 6 . 7) - • 

Покажем в общем случае, что С::= с,:- 111 (О s т s п). Дейст
вительно, 

с.-т _ п! _ п! ( ) 
п - [n-(n-m)]!(n-m)! - m!(n-m)!

0 9 

Формула (9) позволяет легко подсчитать число сочетаний 
из п по т, когда т близко к п. Например, 
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Покажем справедливость еще одного свойства числа соче

таний: 

rm+l rm rm+l 
\...п + \...п = \...п + 1 • (10) 

Действительно, используя формулу (8) имеем 

С'+ 1 + ~ = п! + п! = 
п п (m+l)!(n-m-1)! tn,(n-m)! 

= п! + п! = 
т! (m + 1) (п - т - 1)! т! (п - т - 1)! (n - m) 

_ п! (-1-+ _1 _)- п! (n+ 1) _ 
-m!(n-m-1)! m+l п-т -m!(n-m-l)!(m+l)(n-m)-

= (n+ 1)! 
(m+ 1)! [(n+l)- (m+ 1)]!' 

Используя еще раз формулу (8), получаем, что формула (10) 
верна. 

УПРАЖНЕНИЯ 

Вычислиrь (1 - 10): 

1. ~ -11~~: (16. ~~ - 47t]. ~~· 
68 5 3 . ( 8 3 2] 2 } . 3 5 2· 5126. 59-~. тт·916- l5 +Sf§ · 125+4. 

з. (6fб-24--1f4)-o,53J:o,75 :бj. . 
1 1 5 ~6 5 4) 3i + 49 - 6i . ( 8 50) ( з 5) 37- 1з - 21 : 47 

4. 1з-;;.-8- . 2--1- +_.,. ___ ;;......_....;....;;. .... __ _ 
4-2!-о 5. 11 99 8 8 С}-;7- ~ 4-1~· 
8 4 ' 51 9 + 18 34 

4 + 5,4 + 0,2(6) [( 7) ( 7 ]~ ( 3 9 ) . 5. 13 : 4 - 0,8(3) - 2i : 824 - 7,91(6) : 14 + 42 . 
15 + 0,0(3) + о, 1 

[ 

! ] 101-! 
6. [(3,25 : 3, 125): 0,341] : 2 . ..!. + ' s . 2 - 0,04. 

5,5 341 6,875 ~+0,125 13 зt-0,8 1-0,11 
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3 1 
17100 - 11,27 . 2 : 3-j 1 [ ~ 1 ] [ 1 ~ 6 'Нl 

1
· :[2,28:<2s,5 - ,o3>J+42 

3 \0•2 -то = 
22l0•

8
+sJJJ· 

[
(4,6 + 5: 6,25) . 14] 7} 2 ( 5 3 2) ( 1) 8· 4-0,125+2,3 :6: 

12
,
4
+4+ 48-6: 83: 3•25 - 24 · 

3 2 3 3 1 
2,<3> - 216 - 3 : 8 о,3 - 20 . 32 : о,о5 

9
· 4 r 19)+ 22 1)· 10-0,21: 4,2-35 : 1,3·124 125+2,12 0,1+40 

8 2 1 13 068 2 
437 . 2,8(4):25 + l&ff+ 15137 - 137 :8,01 . 53 10

· [ 1,08 - 2
2
5 : 0,(571428)]; [( 6,(5) - 34 . 21

2
7 

Доказать следующие утверждения (11 - 33): 
11. Дпя того чтобы натуральное число -ап_а_п __ -1-.-"-а-1 ао- делилось на 5, 

необходимо и досrаточно, чтобы либо ао = О, либо ао = 5. 
11. Для того чтобы наrуральное число делилось на 6, необходимо, чтобы 

оно делилось на 3. 
13. Для того чтобы натуральное число делилось на 3, достаточно, чтобы 

оно .делилось на 6. 
14. Для того чтобы натуральное число а,,а,. _ 1 ". а1 ао, п ~ 1, делилось 

на 4, необходимо и достаточно, чтобы число QjQ(i делилось на 4. 
15. Для того чтобы натуральное число а,,ап _ 1 ". а1 ао, п ~ 2, делилось 

на 8, необходимо и достаточно, чтобы число а2а1 ао делилось на 8. 
16. Натуральное число тогда и только тогда делится на 11, когда 

разность между суммой его цифр, стоящих на нечетных местах, и суммой 
его цифр, стоящих на четных местах, делится на 11. 

п (n + l)(n + 2) 
17. Для любого натурального числа п число 

6 
наrур3:11Ьное. 

18. Произведение двух последовательных натуральных чисел при деле
нии на три дает в остатке нуль или два. 

19. Число, являющееся iсвадратом на'J)'рального числа, или делится на 
три, или при делении на три дает в остатке единицу. 

10. Число, являющееся кубом натурального числа, при делении на 9 
дает в остатке либо О, либо 1, либо 8. 

11. При любом на1)'ральном п число n(n2 + 5) делится на 6. 
11. Сумма кубов трех последоватеJ.Iьных натуральных чисел делится 

на 3. 
13. Произведение трех последовательных натуральных чисел, среднее 

из коrорых есть квадрат натурального числа, делится на 60. 
14. Для любых целых п и т число [nm(n - m)] является четным. 
15. Произведение двух последовательных четных чисел делится на 

восемь. . 
16. Разность между кубом нечетного числа и самим числом делится 

на 24. 
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27. Квадрат всякоrо нечетноrо числа, уменьшеННЬIЙ на 1, делится на 8. 
28. Сумма двух последовательных: нечетных чисел делится на 4. 
29. Два последовательных нечетных числа - числа взаимно простые. 
30. Для любоrо натуральноrо числа п числа n, п + 1 и 2п + 1 попарно 

взаимно простые. 

31. Сумма четырех последовательных натуральных чисел не может быть 
простым числом. 

14n+ 3 2n+ 3 
32. Каждая из двух дробей 21" + 4 и Sn + 1 несокраmма ни при каком 

НЗ1)'РаJIЬНОМ 11. 

33. Если данная дробь несократима, то дробь с числиТелем, равным 
сумме числителя и знаменателя данной дроби, и знаменателем, равным 
произведеНИJО чИСJIИrеЛЯ и знаменателя данной дроби, тоже несократима. 

34. СкО11Ько раз число 2 содержиrся мно.жиrелем в раз11ОJ1Сении числа 
НЮ! на простые множиrели? 

35. Сколько раз число 5 содержится- мно.жиrелем в разложении числа 
1980! на простые множители? 

100 
36. Найти остаток от деления числа: ф) 21980 на 5; б) 7' на 3. 
37. Какой цифрой оканчиваете~ число, ri~eмoe в результате следу

ющеrо возведения в сrепень: а) 21 80; б) 71 8 • 
38. Можно ли число 101010 предсrавить в виде разности квадратов двух 

целых чисел? 

39. Делится ли число 1 · 1080 + 1 · 1079 + 1 · 10711 + ... + 1 . 102 + 1 · 10 + 
+lна81? 

40. Найти НОД(247, 221), НОД(323; 187; 209). • 
41. Найти числа а и Ь, если: НОД(а; Ь) = 13, НОК(а; Ь) = 1989. 
42. При каких цифрах х и у число '34Юу делиrся на 36? 
43. Разность двух чисел равна 5, а сумма квадратов равна 157. Найти 

эти числа. 

44. Найти все такие трехзначные числа, каждое из которых в 12 раз 
больше суммы своих цифр. 

, 45. Найти правильную дробь, не превышающую t. зная, чrо от увели
чения ее числителя на некоторое целое число и умножения знаменателя 

на то же число величина дроби не меняется. 
а 46. Дробь Ь несократима. Выяснить, сократима ИJПf несократима сумма 

двух дробей ! и - 1-. 
а а+Ь 

47. Найти все такие на11'Ральные числа n, для каждоrо из которых число 
3n+4 
- 5- - Ha11'PaJIЬHoe ЧИСЛО. 

48. Верно ли уrвер:ждение: сумма двух натуральных чисел, каждое из 
которых не делится на 7, таюке не делится на 7? 

49. Найти наименьшее натуральное число, которое при делении на 7 
дает остаток 6, а при делении на 9 дает остаток 8. 
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50. Найти наибольшее трехзначное число, каrорое при делении на 6 
дает остаток 5, а при делении на 4 дает остаток 3. 

51. Найти все натуральные числа, большие 200, но меньшие 1500, 
каждое из которых как при делении на 7, так и при делеНии на 21, дает в 
остатке 2. 

52. Найти все натуральные числа, меньшие 150, каждое из которых как 
при делении на 6, так и при делении на 8, дает в остатке 5. 

53. Пусть р (р ~ 5) - простое число. Доказать, чrо число (р2 - 1) 
делится на 24. 

54. Пусть р (р ~ 7) - простое число. Доказать, чrо число (р2 - 13) не 
детrrся на 24. 

55. Найти простые числа р и q такие, чrо р2 - 2t/ = 1. 
56. Будет ли число (4р + 1) простым, eCJDI известно, чrо числа р и 

(2р + 1) простые и р > 3? 
57. Найти число р, если известно, чrо р, (р + 2) и (р + 4) - простые 

числа. 

58. Показать, чrо сумма (разность, произведение, частное) двух ирра
циональнЫх чисел может быть рацмональным числом. 

59. Доказать иррациональность чисел./); ~ ("1" + -IJ); ("1" + W). 
60. Доказать, чrо бесконечная десятичная дробь О, 1234567891011 ... , 

где после запятой выписаны подряд все натуральные числа, является 

непериодической дробью. 
а Ь 

61. дано: а~ Ь >О; с> d >О. Доказать, чrо d >с· 
62. Дохаэать, чrо lal = 1- а!; lal ~ а; lal .~ - а. 

Найти множество всех чисел, для каждого из которых справедливо 
равенство (63 - 73): 

63. 1- а!= а. 64. 1- а!= - а. 65. а+ lal =О. 66. а - lal =О. 67. а+ lal = 

= 2а. 68. alal = - а2• 69. ~ = 1. 70. I~ = - 1. 71. -ГаЕ = - а. 72. trl2 = 
= - ...fiil. 73. {3(1 = - a.JJ. 

74. Какие из следующих неравенств справедливы: 5 ~ 2; 3 ~ 3; ~ s 2; 
6 s -./49" и 38 s ..J912? 

Если два действительных числа а > ь, то справедливо ли неравенство 
(75, 76): 75. а2 > ь2 ; 76. ~ < i1 

Найти множество всех чисел, для каждого из которых справедливо 
неравенство (77 - 88): · 

77. 1- а! S а. 78. lal s - а. 19. lal s 1- а!. 80. alal ~ а2 • 
81. 1~ s - 1. 82. l:i ~ 1. 83. -ГаЕ s- а. 84. trf) s...f5(1. 

85 . ...fi(l" s - a.ff. 86. lal - а S О. 87. lal +а s 2а. 88. 1а1 +а s О. 
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Найти пересечение следУЮщих двух мноJКеСТВ (89 - 96): 

[ 7t] [-г..:-"5 + 1] [ 2 v's + т 89. -2х;2 и (- 6; 2). 90. -v2;-2- и 15; 2 J 
91. (- ..JЗ; 2) и tl~~; 4} 92. (- "5; 4] и·(4; ill]. 

( 
..ff+l) "5+1 } 93. 1;-2- и -2-; 2 94. (- -; 2) и (- '1J; 10). 

( 1 ) ~-..ff-06 ) 95. - 2; + - и 2 • ; + - . 
. ../3+2 . 

96. (-ill; "5) и -2-; 6J 

Найти объединение следУЮщих двух мноJКеСТВ (97 - IOS): 
97. (- 1.,5; 4] и (- 2; 1). 98. (1; 5) и (О; 6). 99. (2; 4) и (4; 7). 100. (- 1; 

4) и (О; 3). . 

101. (- ... ; 2) и (- 3; 5). 102. (О; 1) и(~;+-} 

103. (- ~; 2) и r ~: т). 104. (- 4; 3) и (2; 4). 

IOS. [- 1, 1) и ~,2, 2). 

На числовой оси указать множ:есrво всех чисел, удовлетворяЮщих 
условию (106 - 113): 

106. lxf = 1. 107. lxf < 3. 108. lxf 2: 2. 109. 1 < х ~ 4. 110. - 3 ~ х <О. 
111. (х - l)(x + 2) =О. 112. (х - 1) 2(х + 3) ~О. 113. (х - 2)2(Х1- i- 4) ~О. 

114. Сколько различных четырехзначНЬ1Х чисел можно составить, ис
пользуя цифры 1, 2, 3, 4, 5, если в записи кацого такого числа никахая 
цифра не повrоряется? · 

115. Сколько различных семизначных телефонных номеров можно 
набрать с помощью диска, имеющего десять оrверсmй с номерами 1, 2, 
3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, О? 

116. Сколькими способами в rpyпne из 25 человек можно выбрать 
профорга, физорга и культорга? · 

117. Сколькими способами можно отобрать несколько книг (не менее 
одной) из 5 одинаковых учебников алгебры и 4 одииаховых учебников 
rеометрии? · 

118. Рота состоит из 3 офицеров, 6 сержантов и 60 рядовых. Сколькими 
способами можно выбрать наряд, СОСТОЯЩИЙ из одного офицера, 2 сер
жантов и 20 рядовых? 

119. Сколькими способами можно рас:ставить 20 книг в КНIOl[JIOM 
шкафу с 3 полками, если каждая палка может вместиrь все 20 книг? 

120. У одного человека есть 7 книг, а у другого 9. Сколькими способами 
они мoryr обменять друг с другом по две КНИI11? 



Гл а в а 11 . АЛГЕ&РАИЧЕСКИЕ 
ВЫРАЖЕНИЯ 

§ 1. Определения и основные свойства 

Матема1ИЧеские и алrебраические выраж:ения. В предыду
щей главе были рассмотрены действительные числа и не
которые действия над ними. С помощью чисел, знаков 
действий и скобок составлялись различные числовые выра
жения. Приведем примеры некоторых числовых выраже
ний: 

(27 : 9); ..JS+l; 
3 7 11 6, 1 35 
11-2 тт- 5+7 47. 

( 
1)19 ' 19-2 Т7 

2. 103 + 7. 10 + 10 - 5. 

Если в числовом выражении можно выполнить все ука
занные в нем действия, то полученное в результате дейст

вительное число называют числовым значением данного чис
лового выражения, а о числовом выражении говорят, что оно 

имеет смысл. В приведенных примерах кЮЮiое из первых 
трех числовых выражений имеет числовое значение 3, а 
четвертое - 2705. 

Если числовое выражение состоит из одного действи
тельного числа, то его числовым значением является само 

это число. 

Иногда числовое выражение не имеет числового значе
ния, т.к. не все указанные в нем действия выполнимы; о 
таком числовом выражении говорят, что оно не имеет 
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(лишено) смысла. Например, числовые выражения 
3
.; _

6
; 

'110 - 18 и (2 - 2)0 лишены смысла. 
Таким образом, любое числовое выражение либо имеет 

одно числовое значение, либо лишено смысла. 
Числовое выражение часто употребляют для описания· 

какого-либо свойства числа, являющегося числовым зна
чением этого выражения. Так, например, свойство числа 
(- 17) давать при делении на 2 остаток 1 записывают 
числовым выражением 2(- 9) + 1. Чтобы описать свойство 
ка.жцого нечетного числа из отрезка [- 2; 14) давать при 
де.лении на 2 остаток 1, надо написать соответствующее 
числовое выражение для ка.жцого из чисел - 1, 1, 3, 5, 7, 
9, 11 и 13, т.е. восемь следующих числовых выражений: 

2. (- 1) + 1; 
2. 3 + 1; 

2. о+ 1; 
2. 4 + 1; 

2. 1+1; 
2. 5 + 1; 

2. 2 + 1; 
2. 6 + 1. 

Это же свойство можно записать, используя буквенную 

символику, следующим образом: 2/ + 1, где / е {- 1, О, 1, 
2, 3, 4, 5, 6}. 
Приведенный пример говорит о том, что часто вместо 

числовых выражений удобнее рассматривать выражения, в 
которых на некоторых местах вместо чисел мoryr стоять 

буквы. Всякое такое выражение называют математическим 
выражением. Примеры математических выражений: 

J_ + 2Ь+ э. sin ь - а. '13 + Л: arctg .1_. lo&: 3 + Гт_ 
а ' с ' ' 15' п 

Оrметим, что понятие «математическое выражение• явля
ется простейшим, и потому оно не определяется, а лишь 

описывается, что и было сделано выше. Математическ0е 
выражение, в котором над числами и буквами, входящими 
в это выражение, производятся не более чем действия 
сложения, вычитания, умножения, деления, возведения в 

натуральную степень и извлечения арифметического 
корня, называется алгебраическим выражением. 
Примеры алгебраических выражений: 

J Л."'11·~G;-'4, тршщwмстр11~~. 
и :J.," . .ieнтnp1lh1~ фующ1111 
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а+ Ь; а-с. 

а-Ь' 

_r.;-. 2 2 
""t3(a - Ь) + Ь .JXV а с. (m- п)+ ху 

Алгебраическое выражение называется рациональным, 
если в нем может быть участвуют относительно входящих 
в него букв лишь действия: сложение, умножение, вычита
ние, деление и возведение в натуральную степень (рацио

нальное алгебраическое выражение может содержать 

любые числа, в том числе и иррациональные). Примеры 
рациональных алгебраических выражений: 

7. ~+...f3a7· а-Ь. 
' 2m ' с-а' 

ЗЬ+т 
..JSi + ху; 2х - 1tab. 

(m- n) 

Рациональное выражение называется целым относительно 
данной буквы, если оно не содержит деления на данную 
букву или на выражение, содержащее эту букву. 
Дробное рациональное выражение относительно данной 

буквы - это рациональное выражение, содержащее деле
ние на некоторое выражение, содержащее эту букву, или 
на саму букву. 

Например, рациональное выражение ;: : ;: - целое от
носительно буквы с, но дробное относительно букв а и Ь; 

рациональное выражение 37° + ~ - целое относительно а, 
но дробное относительно Ь. 
Алгебраическое выражение называется иррациональным, 

если в нем участвует относительно входящих в него букв 
действие извлечения арифметического корня. 
Примеры иррациональных алгебраических выражений: 

Га+ {ii + 2аЬ; ...гс+т; 2../31 + Чзr - 1 . 

Действия над алrебраическими выраж:ениями. Пусть даны 
два алгебраических выражения, которые обозначены бук
вами А и В. Определим для них арифметические операции. 

Сложить два алгебраических выражения А и В - значит 
формально написать алгебраическое выражение А + В, ко
торое называется суммой выражений А и В. 
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Например, суммой алгебраических выражений а - ь и 
с-а 

2а будет алгебраическое выражение а - ь + 2ра. 
:Р с-а 

Умножить два алгебраических выражения А и В - зна
чит формально написать алгебраическое выражение АВ, 
которое называется произведением выражения А и В. 

Например, произведением алгебраических выражений 

-~ и (а2 - Ь2) будет алгебраическое выражение -~ х 
~х+у ~х+у 

х (а2 - Ь2). 
Если надо сложить несколько алгебраических выраже

ний, то сначала складывают два первых выражения, затем 
к полученной сумме прибавляют третье выражение и т .д. 
Вот, например, как выглядит сумма пяти алгебраических 
выражений: {[(А+ В)+ q + D} + Е. Аналогично определя
ется и произведение нескольких алгебраических выраже
ний. 
Если в произведении одно и то же алгебраическое выра

жение А является множителем п раз (n > 1, п е N), то пишуг 
А' вместо произведения АА ... А. 
Например, вместо произведения (а+ Ь)(а + Ь)(а + Ь) 

пишуг (а+ Ь)3 • Вместо А обычно пишуг А. 
Вычесть из алгебраического выражения А алгебраичес

кое выражение В - это значит формально написать алгеб
раическое выражение А - В, которое называется разностью 
выражений А и В. 
Например, разностью алгебраических выражений аЬс3 и 

2- 2-

~ будет алгебраическое выражение аЬс3 
- ~. 

~ ~ 

Разделить алгебраическое выражение А на алгебраичес-
кое выражение В - это значит формально написать алгеб
раическое выражение А : В, которое называется частным от 
деления выражения А на выражение В. 

Например, частным от деления алгебраического выраже-

ния (а - Ь2) на алгебраическое выражение ft будет алгеб-
раическое выражение (а - Ь2): ft· Оrметим, что частное от 
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деления алгебраического выражения А на алгебраическое 

выражение В часто записывается в виде ~· 
Обласп. дооуС111МWХ эвачевий: а.лrебраичеаоrо вы:раже-

111111. Ясно, что под областью допустимых значений алгеб
раического выражения следует понимать ту область, в 
которой это алгебраическое выражение имеет смысл. Од
нако это понятие необходимо уrочнить. 

Пусть дано некоторое алгебраическое выражение. Мно
жество всех букв, входящих в это выражение, называется 
буквенным набором данного алгебраического выражения. 

Если в алгебраическое выражение входит п букв а1 , ~' ". 

".,а", то буквенный набор этого алгебраического выраже
ния записывают в виде (а1 , а2 , "., а"). Каждая буква, сколько 
бы раз она ни встречалась в алгебраическом выражении, 
пишется в буквенном наборе только один раз. При состав
лении буквенного набора данного алгебраического выра
жения порядок следования букв может быть любым воз
можным, но раз навсегда зафиксированным. 

Например, для алгебраического выражения ~;;0~ь бук-
венным набором может служить набор (а, Ь, с), для алгеб

раического выражения \/~ + ti bk - а - набор (k, а, а, Ь). 
Если в буквенном наборе (а, р, у) вместо буквы а взять, 

например, число (- i6) , вместо буквы р - число {f, 
вместо буквы у - число 0,3, то набор чисел (- 1

7
6), {f, 0,3 

называют числовым набором, соответствующим данному 

буквенному набору (а, р, у), и записывают в виде 

(- 1~, ...ff, 0,3). При этом говорят, что число~й набор 

(- i6, ...ff, 0,3) соответствует буквенному набору (а, р, у). 

при а= - i6, Р = ..J2, у= 0,3. 

Аналогично определяется числовой набор, соответст
вующий буквенному набору (а1 , а2 , "., а"), и для любого 
набора из п букв (n - любое натуральное число). 
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Одному и тому же буквенному набору можно поставить 
в соответствие бесконечно много разных числовых набо
ров. 

Два числовых набора считают разными, если хотя бы на 
одном, но на одном и том же в каждом наборе, например, 
i-м месте этих числовых наборов стоят неравные числа (т.е. 
вместо одной и той же буквы, стоящей на i-м месте 
буквенного набора, в этих двух числовых наборах взяты 
неравные Числа). Например, числовые наборы 

(t, - 3, - 5 - ../2, ~) и (t. - 3, - 4 - ../2, ~)· соответст
вующие буквенному набору (а, Ь, с, d, е), разные, т.к. у них 
на одном и том же третьем месте стоят неравные числа 

(- 5) и (- 4) (т.е. в первом наборе с= - 5, а во втором 

с= - 4). Числовые наборы (- 3, - ~)и (-;, - 3), соот
ветствующие буквенному на'Бору (х, у), разные, так как у 
них на первом месте стоят неравные числа (т.е. в первом 

наборе х = - 3, а во втором х = - ;); кроме того, они 
разные, так как у них на втором месте стоят неравные числа 

(т.е. в первом наборе у= - ;. а во втором у = - 3). 

Пусть даны некоторое алгебраическое выражение и его 
буквенный набор. Рассмотрим некоторый числовой набор, 
соответствующий этому буквенному набору. Эrот числовой 
набор называется числовым набором для букв данного ал
гебраического выражения. Если в это алгебраическое вы
ражение подставить вместо каждой буквы, где бы она в нем 
ни стояла, соответствующее ей число из данного числового 

набора, то получим числовое выражение, которое либо 
имеет смысл, либо лишено смысла. Например, рассмотрим 

алгебраическое выражение~;/;. Запишем его буквенный 
набор в виде (а, Ь). Для числового набора (4, 5), соответ
ствующего буквенному набору (а, Ь) (т.е. при а= 4, Ь = 5), 
это алгебраическое выражение записывается в виде число-

вого выражения 5 ..J~ ~ ~ 4 и имеет числовое значение (- f) . 
Для числового набора (- 6, 5) (т.е. при а= - 6, .Ь = 5) это 
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алгебраическое выражение запишется в виде числового 
5-3 (-6) 

выражения ../5=6" , коrорое лишено смысла. 

Числовой набор, соответствующий буквенному набору 
данного алгебраического выражения, называется допусти
мым для этого выражения, если имеет смысл числовое 

выражение, коrорое получается из данного алгебраическо
го выражения, если вместо каждой буквы, где бы она в нем 
ни стояла, подставить соответствующее ей число из данно

го числового набора. 
Совокупность всех допустимых числовых наборов, соот

ветствующих буквенному набору данного алгебраического 
выражения, называется областью допустимых значений 
(ОДЗ) данного алгебраического выражения. 
Оrметим, что существуют алгебраические выражения, 

ОДЗ которых пуста. Например, пуста ОДЗ алгебраического 

выражения 2а 1 , ибо для любого числового значения 
-(а+ а) 

буквы а, соответствующее числовое выражение лишено 

смысла. Такие выражения называются выражениями, не 
имеющими смысла, и в дальнейшем рассматриваться не 

будуг. Обычно ОДЗ алгебраического выражения записыва
ют в виде набора множеств, причем указывают, какой букве 
соответствует. каждое множество. Так, например, ОДЗ ал-

гебраического выражения ~5 + ~ записывается в виде 
{(а, Ь) 1 а е (- 5; + оо); Ь е (- оо; + оо)}. 

Числовым значением, или числовой величиной, алгебраи
ческого выражения для данного числового набора из ОДЗ 
называют числовое значение того числового выражения, 

коrорое получится, если в данное алгебраическое выраже
ние вместо каждой буквы, где бы она в нем ни стояла, 
подставить соответствующее ей число из данного числово
го набора. 
Например, числовым значением алгебраического выра-

жения ~5-:_ ~ при а= 4 и Ь = 5 будет число t' а при а= О и 
- -15" Ь-4 - число т· 
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Часто алгебраические выражения рассматриваются не на 
всей своей ОДЗ, а лишь на ее части - некоторой облас
ти М. 

Например, рассмотрим алгебраическое выражение vt. 
ОДЗ этого выражения {(v, t) 1 v е R; t е R}. Пусть это алгеб
раическое выражение vt определяет пуrь, пройденный за 
время t со скоростью v. Тогда по физическому смыслу 
задачи следует наложить на v и t ограничения: v ~ О и t ~ О. 
Другими словами надо рассмотреть алгебраическое выра
жение vt на следующей области М - части ОДЗ этого 
выражения: М = {(v, t) v е [О; + оо); t е [О; + оо)}. Алгебра
ическое выражение обычно дается вместе с областью М, на 
которой оно рассматривается. Если область Мне указана, 
то алгебраическое выражение следует рассматривать на 
всей ОДЗ, которую предварительно надо найти. -

Пусть даны два алгебраических выражения А и В. Мно
жество всех букв этих двух выражений называют буквенным 
набором двух выражений А и В. Числовой набор, соответст
вующий буквенному набору двух алгебраических выраже

ний, называют допустимым, если одновременно имеют 
смысл оба числовых выражения, которые получаются из 
данных алгебраических выражений, если в них вместо 
каждой буквы, где бы она в них ни стояла, подставить 
соответствующее ей число из этого числового набора. 

Совокупность всех допустимых числовых наборов, соот
ветствующих буквенному набору двух алгебраических вы
ражений, называется областью допустимых значений (ОДЗ) 
этих алгебраических выражений. 

п _ Ь + 7 . В _ (а+ Ь> -Га+Т О З 
р им ер. А - .../Б + 3 (а _ 2>' - Ь + 8 . ~ этих двух 

алгебраических выражений записывается в виде {(а, Ь) 1 а е 
е [- 1; 2) U (2; + оо); Ь е (- 3; + оо)}, 
Аналогично определяется ОДЗ п алгебраических выра

жений. Два алгебраических выражения можно рассматри
вать не на всей ОДЗ, а лишь на некоторой ее части -
некоторой области М. Поэтому дальше под областью М, 
принадлежащей ОДЗ алгебраических выражений, будет 
пониматься либо вся эта ОДЗ, либо какая-нибудь явно 
указываемая ее часть. 
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§ 2. Равенства и неравенства алrебраическ:вх вырюкевий 

Равенства алrебраических вырюкевий. Два алгебраичес
ких выражения называются тождественно равными на об
ласти М, если для любого числового набора из области М 
соответствующие числовые значения этих выражений 

равны. 

Например, два алгебраических выраЖения (а+ 1)2 и 
( а2 + 2а + 1) тождественно равны как на всей ОДЗ этих 
выражений, т.е. на области {(а) 1 а е (- оо; + оо)}, так и на 
любой ее части. Два алгебраических выражения т + d + 
+ а3- Ь и d <3 + j +(а - Ь) тождественно равны не на всей ОДЗ 

+с +с 

этих двух выражений, которой является область {(а, Ь, т, 

с, d) 1 а е R; Ь е R; те R; се (- оо; - 3) u (- 3; + оо); 
d е R}, а лишь на ее части - области М, где М= {(а, Ь, т, 
с, d) 1 а е R; Ь е R; те {О}; се (- оо; - 3) u (- 3; + оо); d е 
R}. Для записи тождественного равенства на области М двух 
алгебраических выражений иногда употребляется знак ра
венства, над которым сверху написана буква М, т.е. если 
буквами А и В обозначены некоторые алгебраические вы-

м 

ражения, то запись А = В обозначает, что алгебраические 
выражения А и В тождественно равны на области М, а 
область М входит в ОДЗ двух выражений А и В. 

Например, запись 

а-Ь одз а Ь 

З+с = З+с - З+с 

означает, что алгебраические выражения (;+:) и 

(
3

: с -
3 
~ ~ 1 тождественно равны на ОДЗ этих выражений, 

.е. на облJсти {(а, Ь, с) 1 а е R; Ь е R, се (- 00; - 3) u 
u (- 3; + оо)}, а запись ..f7 : а, где М= {(а) 1 а е [О;+ 00)}, 

означает, что уrверждается тождественное равенство алгеб

раических выражений ..f7 и а лишь на области М. 
Замена алгебраического выражения А алгебраическим 

выражением В, тождественно равным ему на области М, 
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принадлежащей ОДЗ выражений А и В, называется тож
дественным преобразованием на области М алгебраического 
вЫражения А. Если не указана область М, на которой 
происходит тождественное преобразование, то принято 
считать, что это преобразование происходит на ОДЗ двух 
выражений: данного и преобразованного. 

Например, замена алгебраического выражения (а + 1 )2 

алгебраическим выражением tl + 2а + 1 является тождест
венным преобразованием на ОДЗ этих выражений, т.е. на 
области М, где М = {(а) 1 а е R}. · 

Законен вопрос, а возможна ли запись А = В без буквы М 
над знаком равенства и что эта запись означает? 

Конечно, формально можно сделать запись А = В, но 
если рЯдом нет слов, поясняющих, как следует понимать 

такую запись, то такая запись не несет никакой смысловой 

нагрузки. Следовательно, такая запись должна употреб
ляться только с некоторыми сопровождающими эту запись 

пояснениями, которые и разъяснят, как следует понимать 

эту запись. 

Приведем теперь наиболее часто встречающиеся случаи 
употребления записи А = В с соответствующими поясне
ниями, как следует понимать такую запись. 

а) Пусть известно, что на некоторой области М, принад
лежащей ОДЗ двух алгебраических выражений А и В, эти 
два выражения тождественно равны. Тогда это уrверждение 
записывают так: «Известно (или дано), что А= В на облас
ти М». В этом случае говорят также, что на области М дано 
тождественное равенство А = В. 

б) Пусть требуется доказать справедливость угвержде
ния: алгебраические выражения А и В тождественно равны 
на области М, принадлежащей ОДЗ этих выражений. Тогда 
пишут: «Доказать, что А =В на области М-.. В этом случае 
говорят также, что требуется доказать справедливость на 
области М тождественного равенства А = В. 

в) Пусть требуется найти область М, принадлежащую 
ОДЗ двух алгебраических выражений А и В, такую, что для 
любого числового набора из области М соответствующее 
числовое значение выражения А равно соответствующему 
числовому значению выражения В, а для любого числового 
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набора, не входящего в область М, но входящего в ОДЗ 
этих выражений, соответствующие числовые значения дан

ных выражений не равны. В таких случаях говорят: «Ре
шить уравнение А = Вь. 
Прежде всего отметим, что сложение и умножение ал

гебраических выражений производятся с использованием 
следующих утверждений: 

1. На ОДЗ двух выражений А и В справедливо тождест
венное равенство А + В = В + А. 

2. На ОДЗ трех выражений А, В, и С справедливо тожде
ственное равенство (А + В) + С= А + (В+ С). 

3. На ОДЗ двух выражений А и В справедливо тождест
венное равенство АВ = ВА. 

4. На ОДЗ трех выражений А, В и С справедливо тожде
ственное равенство (А.В)С = А(ВС). 

5. На ОДЗ трех выражений А, В и С справедливо тожде
ственное равенство А(В +С)= АВ +АС. 
Поскольку метод доказательства справедливости этих 

угверждений один и тот же, то приведем здесь доказа

тельство лишь уrверждения 1. 
Возьмем некоторый числовой набор из ОДЗ двух выра

жений А и В и обозначим соответствующие числовые 

значения этих выражений соответственно через Ао и Во. 
Тогда для чисел Ао и Во по свойству коммуrативности 
сложения чисел справедливо числовое равенство Ао + Во = 
=Во+ Ао. Значит, показано, что для данного числового 
набора из ОДЗ двух выражений А и В соответствующие 
числовые значения выражений Ао + Во и Во + Ао равны. Так 
как это рассуждение можно провести для любого числового 
набора из ОДЗ двух выражений А и В, то справедливость 
на ОДЗ этих выражений тождественного равенства А + В = 
= В + А доказана. 
Аналогично доказываются и следующие утвержде

ния. 

6. На ОДЗ выражения А справедливы тождес1118еннЫе 
равенства А + О = А, О + А = А. 

7. На ОДЗ выражения А справедливы тождес1118енные 
равенства А · 1 = А, 1 · А = А. 
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8. На ОДЗ выражения А справедливы тождественные 
равенство А + (- А) = О. 

9. На области М - части ОДЗ выражения А, на которой 
ни для одного числового набора соответствующее числовое 
значение выражения А не равно нулю, - справедливо тож-

дественное равенство А · ~ = 1. 

Используя уrверждения 1 - 9, можно показать, что 
действия вычитания и деления алгебраических выражений 
ЯRЛяются соответственно обратными к действиям сложе
ния и умножения алгебраических выражений. А именно, 
справедливы следующие утвержден и я. 

10. На ОДЗ двух выражений А и В справедливо тождест
венное равенство В + (А - В) = А. 

11. На области М - части ОДЗ двух выражений А и В, на 
которой ни для одного числового набора соответствующее 
числовое значение выражения В не равно нулю, - справедливо 

тождественное равенство В ( ~) = А. 
Приведем теперь утверждения, которые часто ис

пользуются при доказательстве равенств алгебраических 
выражений. 

12. Если на некоторой области М, принадлежащей ОДЗ 
трех алгебраических выражений А, В и С, одновременно 
справедливы тождественные равенства А = В и В = С, то на 
области М справедливо и тождественное равенство А = С 
(транзитивность равенств). 

13. Если на некоторой области М, принадлежащей ОДЗ 
четырех алгебраических выражений А, В, С и D одновременно 
справедливы тождественные равенства А = В и С= D, то на 
области М справедливо и тождественное равенство А + С = 
= B+D. 

14. Если на некоторой области М, принадлежащей ОДЗ 
четырех алгебраических выражений А, В, С и D одновременно 
справедливы тождественные равенства А = В и С = D, то на 
области М справедливо и тождественное равенство 
АС= BD. 
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Метод доказательства уrверждений 10 - 14 является тем 
же самым, что и при доказательстве уrверждений 1 - 9. 
Докажем, например, уrверждение 12. 

Возьмем некоторый числовой набор из области М. Обо
значим сооrветствующие числовые значения выражений А, 

В и С соответственно через Ао, ~ и Со. Из справедливости 
на области М тождествеНЮdХ равенств А = В и В= С выте
кает справедливость числовых равенств Ао = ~ и ~ = Со. 
По свойству транзитивности числовых равенств тогда спра
ведливо и числовое равенство Ао = Со. Таким образом, 
показано, что для данного числового набора из области М 
соответствующие числовые значения выражений А и С 
равны. Поскольку это рассуждение можно провести для 
любого числового набора из области М, то справедливость 
на области М тождественного равенства А = С доказана. 
Принято следующее соглашение: если не указана явно 

область М, на которой рассматривается тождественное 
равенство А = В, то оно рассматривается на ОДЗ двух 
выражений А и В. Поэтому слова сдано, что А = В. озна
чают, что на ОДЗ двух выражений А и В справедливо 
тождественное равенство А = В. Слова «доказать, что 
А= В. означают, что сначала надо найти ОДЗ двух выра
жений А и В, а затем доказать тождественное равенство 
А = В на этой ОДЗ. 
В частности, исходя из этого, утвержденuя 1 - 5, назы

ваемые обычно законами сложения и умножения алгебра

ических выражений, можно переписать и так: 
Справедливы следующие за к он ы сложения и умноже

ния алгебраических выражений: 
1. А+ В= В+ А (коммуrативность сложения); 
2. (А+ В)+ С= А+ (В+ С) (ассоциативность сложе-

ния); 
3. АВ = ВА (коммуrативность умножения); 
4. (АВ)С= А(ВС) (ассоциативность умножения); 
5. (А + В) С= АС+ ВС (дистрибуrивность сложения от

носительно умножения). 
Прежде чем рассмотреть применение данных уrвержде

ний для доказательства равенств, дадим определение рав

носильного перехода от одного равенства к другому. 
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Если на некоторой области Миз.справедливости одного 
тождественного равенства вытекает справедливость второ

го, а из справедливости второго вытекает справедливость 

первого, то говорят, что такие два тождественные равенства 

равносW1ьны на области М, а замену одного из них другим 
называют равносW1ьным переходом на области Мот первого 
равенства ко второму. 

В дальнейшем, если это не будет вызывать недоразуме
ний, для краткости слово «Тождественное• будем опускать. 

Равносильный переход на области Мот одного равенства 
к другому обозначается двойной стрелкой, над которой 

м 
сверху написана буква М, т.е. запись А = В<=> С= D озна-
чает, что на области М равенства А = В и С= D равносиль
ны. 

Тогда из справедливости утверждений 13, 14 следует 
справедливость следующих равносильных переходов. 

15. Пусть М - ОДЗ трех алгебраических выражений А, В 

и С, тогда А = В g А + С= В+ С. 
16. Пусть некоторая область М принадлежит ОДЗ трех 

алгебраических выражений А, В и С и обладает следующим 
свойством: ни для какого числового набора из области М 
соответствующее числовое значение выражения С не равно 

нулю. Тогда А= BgAC= ВС. 
Докажем, например, уrверждение 15. Так как С= С, то 

из утверждения 13 следует ·справедливость перехода от 

равенства А = В к равенству А + С= В + С. Обратно, имея 
равенства А + С= В + С и (- С) = (- С) и используя 
уrверждения 13 и 8, получим справедливость перехода от 
равенства (А+ С)= (В+ С) к равенству А= В. Следова
тельно, справедлив равносильный переход 

м 
А=В<=>А+ С=В+ С. 

Приведенные уrверждения 1 - 16 позволяют доказывать 
равенства алгебраических выражений. Докажем, например, 
что на ОДЗ двух выражений А и В справедливо равенство 

А- В=А + (-В). 

77 



На основании уrверждения 15 это равенство равносиль
но равенству 

А - В+ В= А + (- В) + В. 

Согласно утверждениям 1, 2 и 1 О справедливы следующие 
равенства: 

А - В+ В= В+ (А - В) и В+ (А - В) = А. 

Следовательно, А - В + В= А. 
Аналогично, используя уrверждения 2, 8, имеем А + 

+ (-В)+ В=А. 
Таким образом, доказано, что равенство А - В + В = 

= А + (- В) + В справедливо на ОДЗ алгебраических вы
ражений А и В. Следовательно, на этой ОДЗ справедливо 
и равенство А - В= А+ (-В). 

НеравевС'IВа алгебраических выраж:евий. Перейдем теперь 
к употреблению знака неравенства для алгебраических 

выражений. Знак неравенства > (~, < или S) так :же, как и 
знак равенства, употребляется для алгебраических выраже
ний только с некоторыми пояснениями, как следует пони

мать такую запись. Приведем наиболее часто встречающие
ся случаи употребления этих знаков. 

а) Пусть известно, что на некоторой области М, принад
лежащей ОДЗ двух алгебраических выражений А и В, для 
любого числового набора из М соответствующее числовое 
значение выражения А больше соответствующего числово
го значения выражения В. Тогда это утверждение записы
вается так: •Известно (или дано), что А> В на области М•. 
В этом случае говорят также, что на области М справедливо 
тождественное неравенство А > В. 

б) Пусть требуется доказать справедливость уrвержде
ния: •Для любого числового набора из области М, принад
лежащей ОДЗ двух выражений А и В, соответствующее 
числовое значение выражения А больше соответствующего 
числового значения выражения .&. Тогда пишут: •дока
зать, что А > В на области М•. В этом случае говорят таюке, 
что требуется доказать справедливость на области М тож
дественного неравенства А > В. 
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в) Пусть требуется найти область М, принадлежащую 
ОДЗ двух алгебраических выражений А и В, такую, что для 
любого числового набора из области М соответствующее 
числовое значение выражения А больше соответствующего 
числового значения выражения В, а для любого числового 
набора из ОДЗ, не входящего в область М, соответствующее 
числовое значение выражения А меньше или равно соот
ветствующему числовому значению выражения В. В таких 

случаях говорят: "Решить неравенство А > В•. 
При доказательстве тождественных неравенств часто 

приходится пользоваться следующими утверждения

ми. 

17. Если на некоторой области М, принадлежащей ОДЗ 
трех алгебраических выражений А, В и С, одновременно 
справедливы тождественные неравенства А > В и В > С, то 
на области М справедливо и тождественное неравенство 
А> С (свойство транзитивности неравенств). 

18. Если на некоторой области М, принадлежащей ОДЗ 
четырех алгебраических выражений А, В, С и D, одновременно 
справедливы тождественные неравенства А > В и С > D, то 
на области М справедливо и тождественное неравенство 
А+ C>B+D. 

19. Если для любого числового набора из некоторой облас
ти М, принадлежащей ОДЗ четырех алгебраических выраже
ний А, В, С и D, соответствующие числовые значения этих 
выражений А, В, С и D положительны и если на ~той области 
одновременно справедливы тождественные неравенства 
А > В и С > D, то справедливо и тождественное неравенство 
АС> BD. 
Дадим теперь определение равносильного перехода от 

одного неравенства к другому. 

Если на некоторой области М из справедливости первого 
тождественного неравенства вытекает справедливость вто

рого, а из справедливости второго вытекает справедливость 

первого, то говорят, что такие два тождественные неравен

ства равносw~ьны на области М, а замену одного из них 
другим называют равносw~ьным переходом от первого нера
венства ко второму. При этом употребляется знак равно
сильного перехода<:>. 
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Из справедливости уrверждений 17 - 19 следует спра
ведливость следующих равносильных переходов. 

20. Пусть М - ОДЗ трех алгебраических вЬ1ражений А, В 

и С, тогда А > В:!. А + С> В+ С. 
21. Пусть некоторая область М принадлежит ОДЗ трех 

алгебраических выражений А, В и С и обладает САедующим 
свойством: для любого чиСАового набора из области М соот
ветствующее чиСАовое значение выражения С положительно. 

Тогда А> BJ!.AC> ВС. 
Принято следующее соглашение, если не указана явно 

область М, на которой рассматривается тождественное 
неравенство А > В, то оно рассматривается на ОДЗ двух 
выражений А и В. Поэтому слова «дано, что А > В. озна
чают, что на ОДЗ двух выражений А и В справедливо 
тождественное неравенство А > В; слова «доказать, что 
А > В. означают доказать, что на ОДЗ двух выра.Ж:ений А и 
В справедливо тождественное неравенство А > В (при этом 
имеется в виду, что эту ОДЗ обязательно следует отыскать). 
Если дано неравенство А > В, то ОДЗ двух выражений А и 
В называют часто ОДЗ неравенства А > В. 

Следует отметить, что уrверждения 17 - 21 останутся 
верными и в случае нестрогих неравенств. Например, свой
ство транзитивности неравенств может быть сформулиро
вано так. 

17а. Если на некоторой области М, принадлежащей ОДЗ 
трех алгебраических выражений А, В и С, одновременно 
справедливы тождественные неравенства А ~ В и В > С, то 
на области М справедливо и тождественное неравенство 
А> С. 

17б. Если на некоторой области М, принадлежащей ОДЗ 
трех алгебраических выражений А, В и С, одновременно 
справедливы тождественные неравенства А > В и В~ С, то 
на области М справедливо и тождественное неравенство 
А> С. 

Если оба неравенства являются нестрогими, то неравен
ство, вытекающее из них, будет также нестрогим. Напри
мер, в этом случае уrверждение о транзитивности нера

венств имеет вид. 
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17в. Ее.ли на некоторой области М, принадлежащей ОДЗ 
трех алгебраических выражений. А, В и С, одновременно 
справедливы тождественные неравенства А ~ В и В~ С, то 
на области М справедливо и тождественное неравенство 
А~ С. 
В дальнейшем, также, как и в случае равенств, слово 

тождественное будем опускать. 
Рассмотрим теперь некоторые способы доказателЬств 

равенств и неравенств. 

1. Перебор всех возможвых с.лучаев. Докажем этим спо
собом свойства абсолютных величин действительных чисел 
типа равенств и неравенств: 

1.1а + Ь1 :5 lal + IЬI; 
2. lal - IЬI :5 la - ЬI; 
3. laЬI = lal IЬI; 
4.1ъ1 =~.если b'l:O. 

(1) 

Начнем, например, со свойства 3. Рассмотрим все воз-
можные случаи: 

а) {(а, Ь) 1 а е [О; + оо); Ь е [О; + оо)}, 
р) {(а, Ь) 1 а е [О; + оо); Ь е (- оо; О]}, 
у) {(а, Ь) 1 а е (- оо; О]; Ь е [О; + оо)}, 
б) {(а, Ь) 1 а е (- оо; О]; Ь е (- оо; О]} 

и доказательство проведем отдельно в каждом случае. 

В случае а) по определению абсолютной величины lal = а 
и IЬI = Ь, поэтому laЬI = аЬ. Значит, в случае а) равенство 
laЬI = lal IЬI может быть записано в виде аЬ = аЬ, после чего 
оно становится очевидным. 

В случае ~) аЬ :5 О, поэтому по определению абсолютной 
величины lal = a, IЬI = - b, laЬI = - аЬ. Значит, в этом случае 
свойство 3 может быть записано в виде - аЬ =а (- Ь) или 
- аЬ = - аЬ, после чего оно становится очевиДным. 

В случае у) или б) свойство 3 доказывается аналогично. 
Из справедливости свойства 3 во всех возможных случаях 
вытекает его справедливость в той формулировке, в кото-
рой оно записано. · 
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Докажем теперь свойство 1. Рассмотрим следующие 6 
случаев: 

а) а ~О; Ь~О; 
I0 а ~ О; Ь s О; а + Ь ~ О; 
у) а ~ О; Ь s О; а + Ь s О; 
б) а s О; Ь ~ О; а + Ь ~ О; 
Л.) а s О; Ь ~ О; а + Ь s О; 
v) а s О; Ь s О. 
В случае а) la + Ь1 = а + Ь = lal + IЬI. поэтому свойство 1 в 

этом случае может быть записано в виде а + Ь = lal + IЬI, 
после чего оно становится очевидным. 

В случае Ю la + Ь1 =а+ Ь =а - (- Ь) = lal - IЬI, поэтому 
свойство 1 в этом случае может быть записано в виде 
а - Ь s а + Ь, после чего оно становится очевидным. 
В случае у) la + Ь1 = - (а+ Ь) = (- Ь) - а= IЬI - lal. 

поэтому свойство 1 в этом случае может быть записано ,в 
виде IЬ\ - lal s lal + IЬI. после чего оно становится очевид
ным. 

В случаях б), Л.) и v) и доказательства свойства 1 анало
гичны предыдущим. Из справедливости свойства 1 во всех 
возможных случаях вытекает его справедливость в той 

формулировке, в которой оно записано. Свойства 2 и 4 
абсолютных величин ( 1) доказываются аналогично. 

2. Использование зак:онов дейспий над алrебраичес11J1МИ 
выражениями и вытек:ающих из них свойсп (1 - 21). Дока
жем этим способом равенство 

(а+ Ь)(а2 + Ь2) =с?+ а2ь + аЬ2 + Ь3 • (2) 

Отметим, что равенство (2) доказывается на ОДЗ трех 
выражений (а+ Ь), (а2 + Ь2) и а3 + а2Ь + аЬ2 + Ь3 , т.е. на 
множестве {(а, Ь) 1 а е R; Ь е R}. На основании закона ди
стрибугивности действий над алгебраическими выраже
ниями можно уrверждать справедливость равенства 

(а+ Ь)(а2 + Ь2) = а(а2 + Ь2) + Ь(а2 + Ь2). (3) 

На основании закона коммуrативности умножения спра

ведливы равенства 
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a(d- + Ь2) = (d- + Ь2)а, 
Ь(а2 + Ь2) = (d- + Ь2}Ь. 

(4) 
(5) 

На основании закона дистрибуrивности справедливы ра
венства 

(6) 
(7) 

На основании законов коммуrативности и ассоциативнос
ти умножения справедливы равенства 

(8) 
(9) 

(10) 
(11) 

Вследствие того что равенства можно складывать (см. свой
ство 13 равенств), складывая равенства (8) и (9), а затем 
(10) и (11), получаем справедливость равенств 

d-а + Ь2 а = аз + аЬ2 

. ' 
а2Ь + Ь2Ь = а2Ь + ьз. 

Складывая эти равенства, а затем равенства (6) и (7), 
получаем справедливость равенств 

d-a + Ь2а + d-b + Ь2Ь = аз+ аЬ2 + d-b + Ьз, (12) 
(а2 + Ь2)а + (d- + Ь2)Ь = d-a + Ь2а + d-b + Ь2Ь. (13) 

·складывая равенства (4) и (5), получаем справедливость 
равенств 

a(d- + Ь2) + Ы..d- + Ь2) = (d- + Ь2}а + (d- + Ь2}Ь. (14) 

Применяя свойства транзитивности равенств, из спра
ведливости равенств (3), (14), (13) и (12) получаем справед
ливость равенства (2). 
. Оrметим, что все предшествующие выкладки записыва
ют в виде следующей цепочки равенств: 

83 



(а + b)(d- + Ь2) = 

= a(d- + Ь2) + Ь(d- + Ь2) = (d- + Ь2)а + (а2 + Ь2)Ь = 
= d-а + Ь2 а + а2 Ь + Ь2 Ь = J + d-ь + аЬ2 + Ь3 • 

Из справедливости этой цепочки равенств делается вывод 
о справедливости равенства (2). В дальнейшем при доказа
тельстве этим и другими способами будем писать лишь· 
цепочку очевидных равенств. 

3. Првюе доuза'JеJIЬСТВО. Часто в процессе поиска до
казательства, переходя от данного неравенства к следую

щим, приходят в конце к очевидному неравенству. Если 
при этом совершались только равносильные переходы, т.е. 

в результате перехода КЮIЩЫЙ раз получали неравенство, 

равносильное предьщущему, то тем самым получено дока

зательство исходного неравенства. Докажем этим способом 

следующее неравенство: 0
; ь ~ {iili на области М= {(а, Ь) 1 

1 а е (О;+ оо); Ь е (О; + оо)}. Напишем цепочку равносиль
ных на области М переходов: 

а; Ь ~ {iili Jt. а + Ь - 2{ii/i ~ О Jt. 

Jt, (-Га)2 - 2-ГаfБ + (..../Б)2 ~ о Jt, (Va - ...fli)2 ~ о. 

Поскольку справедливость последнего неравенства очевид
на, то из равносильности первого и последнего неравенств 

вытекает справедливость первого неравенства. 

Доказанное неравенство часто формулируют так: среднее 
арифметическое двух положительных чисел не меньше их 
среднего геометрического. 

4. Метод от lqI01W8ROl'O. Эrот метод уже использовался в 
главе 1 при доказательстве теоремы о том, что простых 
чисел бесконечно много. Можно его применять и при 
доказательстве равенств и неравенств. 

Докажем, например, этим методом, что для любого 
положительного числа а справедливо неравенство а + 
+ l ~ 2. Предположим противное, т.е. предположим, что 

а 

существует хотя бы одно положительное число а такое, что 
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для него справедливо неравенство а + l < 2. Так как а -
а 

положительное число, то это неравенство на основании 

уrвер.ждения 21 равносильно неравенству (а+ l)a < 2а, т.е. 
а 

неравенству d- + 1 < 2а, которое на основании уrвер.жде
ния 20 равносильно неравенству (d- + 1) - 2а < 2а - 2а, 
т.е. неравенству d- - 2а + 1 < О. Перепишем последнее 
неравенство в виде (а - 1)2 <О. Приходим к противоречию 
с очевидным фактом, что квадрат любого действительного 
числа неотрицателен. Полученное противоречие говорит о 
том, что сделанное предположение неверно. Следователь-

но, неравенство а+!~ 2 выполняется для любого поло:жи-
а 

тельного а. 

S. ИсПОА3ОВ81111е свойС'ПUI тpaвзll'l'lllUIOC'IR верuевств. 
Пусть требуется доказать на области М неравенство А < С. 
Если известно или уже доказано, что на области М спра
ведливы неравенства А < В, В < С, или неравенства А s В, 
В< С, или неравенства А < В, В s С, то по свойству тран
зитивности неравенств будет справедливо и исходное не
равенство. 

Докажем этим способом следующее неравенство: 

1 1 1 1 2+2+2+ ... +2<2 
1 2 3 п 

на множестве М = {(n) 1 пе N}. 
Для п = 1 неравенство очевидно. Рассмотрим теперь 

любое натуральное п ~ 2. Каждое слагаемое суммы, начи-

ная со второго, заменим на большее: ~2 = t · t < k (k ~ l)' где 
2 s k s п. Таким образом, имеем справедливое неравенство 
А,. < В", где А" = -\ + -\ + -\ + ... + -\ и В" = -\ + 2 

1
1 + 3 

1
2 + 

1 2 3 п 1 . . 

+ ... + 1 
1 

. Следует отметить, что неравенство А" < В" 
n(n- ) 

является строгим при любом натуральном п ~ 2. 
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Алгебраическое выражение в" можно упростить, если 
каждое слагаемое, начиная со второго, заменить алгебраи-

ческой суммой: k (k ~ l) = <k ~ l) - i· 
Получим 

в --+ --- + --- + + ----- + - 1 (1 1) (1 1) ( 1 1 ) 11 12 1 2 2 3 ... 11-::- 2 11- l 

+ (-1- - !) = 2 - !. 
11-l 11 11 

Неравенство В" < 2 является, как легко заметить, спра
ведливым для любого натурального n. Следовательно, по 
свойству транзитивности неравенств имеем А" < 2, что и 
требовалось доказать. 
Докажем в заключение свойства возведения алгебраи

ческих выражений в натуральную степень, которые часто 
используются при решении уравнений и неравенств (см. 

гл. 111). 
Теорем а 1. Пусть некоторая область М принадлежит 

ОДЗ двух алгебраических выражений А и В и обладает 
следующим свойством: для любого числового набора из облас
ти М соответствующие числовые значения выражений А и В 
положительны. Тогда на области М для любого натурального 
числа п (п ;;:::: 2): 

а) равенства А= В и А"= Jf равносильны; 
б) неравенства А > В и А" > Jf равносильны. 
До к аз ат ель ст в о. Обозначим алгебраическое выраже

ние А"- 1 + А"- 2В + ... + АВ"- 2 + Jf- 1 через С. В§ 6 будет 
доказана справедливость следующего равенства алгебраи
ческих выражений: 

А" - Jf = (А - 11) С. (15) 

Очевидно, что для любого числового набора из области М 
соответствующее числовое значение выражения С положи
тельно. 

Докажем угверждение а). Пусть дано, что А = В на об
ласти М. Тогда на основании угверждения 15 на М спра
ведливо равенство А - В = О, а отсюда по угверждению 16 
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получим, что на М справедливо равенство (А - В)С = О. 
По свойству транзитивности равенств из этого равенства и 
равенства (15) вытекает, что Ап - Н' =О, откуда по угверж
дению 15 следует, что на области М справедливо равенство 
Ап = Н'. 

Итак, доказано, что на области М из справедливости 
равенства А= В следует справедливость равенства Ап :::= Н'. 

Пусть теперь дано, что Ап = Н' на области М. Тогда на 
области М по уrверждению 15 справедливо равенство Ап -
- Н' = О. Огсюда и из равенства ( 15) на области М на 
основании свойства транзитивности равенств имеем, что 
(А - В)С= О, а отсюда по уrверждению 16 вытекает, что 
А - В= О, и наконец, по уrверждению 15 получаем, что 
А = В. Значит, на области М из справедливости равенства 
Ап = Н' вытекает справедливость равенства А = В. Утверж
дение а) доказано. 
Докажем теперь уrверждение б). Пусть дано, что А > В 

на области М. Тогда на основании уrверждения 20 на М 
справедливо и неравенство А - В> О, а отсюда по угверж
дению 21 получим справедливость неравенства (А - В)С > 
>О. Учитывая справедливость равенства (15) получим, что 
Ап - Н' > О. Наконец, по уrверждению 20 получим, что на 
М справедливо неравенство Ап > Н'. 

Итак, доказано, что на области М из справедливости 
неравенства А > В следует справедливость неравенства 
Ап > Н'. 

Пусть теперь дано, что Ап > Н' на области М. Тогда на 
области М по уrверждению 20 справедливо неравенство 
Ап - Н' >О. Отсюда и из равенства (15) получим, что 
(А - В) С> О на области М. Применяя теперь уrвержде
ние 21, находим, что А - В> О на М. Наконец, по уrверж
дению 20 имеем А > В на М. Итак, на области М из 
справедливости неравенства А" > Н' вытекает справедли
вость неравенства А > В. Утверждение б) доказано. Теорема 
доказана полностью. 



О 3. Мвоrочлеиы 

Рациональное выражение, содержащее относительно 
входящих в него букв только два действия - умножение и 
возведение в натуральную степень, называется одночленом. 

Примеры одночленов: За, 2а~аЬс, 2;ь. 
Рациональное выражение называется многочленом, если 

оно является целым относительно каждой буквы, входящей 
в это выражение. 

Например, рациональное выражение .../35 аЬс - 16
7
°d + 

+ 0,Зdс является многочленом, ибо это выражение являет
ся целым относительно букв а, Ь, с и d. 

В частности, рациональное выражение, содержащее 

только одну букву и являющее целым относительно этой 
буквы, называется многочленом относительно одной 
буквы. 
Из определения многочлена и правил действий над ал

гебраическими выражениями следует, что сумма, разность 
и произведение двух многочленов будут многочленами. 

Если в многочлен входит п букв, то многочлен имеет 
смысл для любого числового набора из п чисел. Поэтому 
обычно, рассматрИвая многочлен, не говорят о его ОДЗ. 
Обычно одночлены тоЖдеС"l·венно преобразуют по законам 
действий, приведенных в § 2, собирая вместе все числа, 
входящие в одночлен, и записывая их перед буквами одно
члена, а также собирая вместе одинаковые буквы, входя
щие в одночлен, и записывая их в виде натуральной степе

ни этой буквы. После такого преобразования одночлен 
считается записанным в стандартном виде, а числовой 
множитель, стоящий перед буквами одночлена, называется 
коэффициентом данного одночлена. 

Например, одночлен 3аЬс2с~ас преобразуется к стан-

дартному виду ~8 а2 Ь2 с3 , и число 1
7
8 есть его коэффициент. 

Согласно правилам действий над алгебраическими вы
ражениями многочлен всегда можно тождественно преоб
разовать к виду, в котором многочлен состоит из несколь

ких одночленов, записанных в стандартном виде и соеди-
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ненных знаками сложения и вычитания; поэтому обычно 
говорят, что многочлен есть алгебраическая сумма одночле
нов. 

Подобные члены многочлена - это его одночлены, запи
санные в стандартном виде и отличающиеся не более чем 
коэффициентами. Привести подобные члены многочлена -
это значит заменить алгебраическую сумму подобных чле
нов одним членом, тождественно равным этой сумме. 

Исходя из правил действий над алгебраическими выра
жениями, можно следующим образом конкретизировать 
законы действий над многочленами. 
Чтобы сложить два многочлена, следует записать подряд 

все члены первого многочлена, а затем все члены второго 

многочлена, сохраняя у каждого члена знак, стоящий перед 

его коэффициентом, после чего необходимо привести по
добные члены. 

Например: (2cd + 5а) + (х + 7 а - 4cd) = 2cd + 5а + х + 
+ 7 а - 4cd = 12а + х - 2cd. 
Чтобы вычесть из одного многочлена другой многочлен, 

следует записать подряд все члены первого многочлена, 

сохраняя у каждого одночлена знак, стоящий перед его 

коэффициентом, затем все члены второго многочлена, 
изменив на противоположные знаки, стоящие перед коэф
фициентами одночленов второго многочлена, после чего 

необходимо привести подобные члены . 
. Например: (r - i> - (- 7r + Sy2 - 5а) = r - у2 + 

+ 1r - sy2 + 5а = sX2 - 9у2 + 5а. 
Чтобы умножить одночлен на многочлен, следует умно

жить этот одночлен на каждый член многочлена, записать 
члены подряд с теми знаками, какие были у членов много
члена, если перед коэффициентом одночлена стоит знак 
плюс, и с противоположными знаками - если перед коэф
фициентом одночлена стоит знак минус, каждый одночлен 

произведения записать в стандартном виде, а затем привес

ти подобные члены. 
Например: (- 4аЬ)(ЗаЬ - 2 + За2Ь2) = - (4аЬ)(ЗаЬ) + 

+ (4аЬ). 2 - ( 4аЬ)(За2Ь2) = - 12а2ь2 + Sab - 12db3
; 

5с(_2аЬ + 1 - ЗЬ) = (5с)(2аЬ) + (5с) · 1 - (5с)(ЗЬ) = 10аЬс + 
+ 5с - 15Ьс. 
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Чтобы умножить многочлен на многочлен, следует каждый 
одночлен (вместе со знаком, стоящим перед его коэффи
циентом) первого многочлена умножить на второй много
член, записать подряд все произведения, каждый получен

ный одночлен записать в стандартной форме, а затем 
привести подобные члены. 

Например: (аЬ - cd) · (аЬ + cd) = (аЬ)(аЬ) + (ab)(cd) -
- (cd)(ab) - (cd)(cd) = dь2 + abcd - abcd - c2tf = а2Ь2 

-

- c2tf. 
Пользуясь правилами сложения и умножения многочле

нов и свойствами равенств алгебраических выражений, 
получим тождественные равенства, которые часто называ

ют формулами сокращенного умножения. 
Начнем с перемножения одинаковых многочленов вида 

(а+ Ь). Используя законы действий над алгебраическими 
выражениями, можно написать следующую цепочку тож

дественных равенств: 

(а+ Ь)2 = (а+ Ь)(а + Ь) = (а)(а) + (а)(Ь) + (Ь)(а) + (Ь)(Ь) = 

= d + аЬ + аЬ + Ь2 = d + 2аЬ + Ь2• (1) 

Формула ( 1) имеет следующую словесную формулиров
ку: квадрат суммы двух чисел равен квадрату первого числа, 
плюс удвоенное произведение первого числа на второе, плюс 
квадрат второго числа. 

Теперь используя предыдущую формулу, можно напи
сать следующую цепочку тождественных равенств: 

(а+ Ь)3 = (а+ Ь)(а + Ь)2 = (а+ b)(d + 2аЬ + Ь2) = 
= (а)(а2) + (а)(2аЬ) + (а)(Ь2) + (Ь)(а2) + (Ь)(2аЬ) + (Ь)(Ь2) = 

= а3 + 2db + аЬ2 + а2Ь + 2аЬ2 + Ь3 = а3 + ЗdЬ + 3аЬ2 + Ь3.(2) 

Формула (2) имеет следующую словесную формулиров
ку: куб суммы двух чисел равен кубу первого числа, плюс 
утроенное произведение квадрата первого числа на второе, 
плюс утроенное произведение первого числа на квадрат вто
рого числа и плюс куб второго числа. 
Напишем еще одну цепочку тождественных равенств: 
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(а + Ь)4 = (а+ Ь)(а + Ь)3 = (а+ Ь)(а3 + 3а2Ь + 3аЬ2 + Ь3) = 
= (а)(а3) + (а)(3а2Ь) + (а)(3аЬ2) + (а)(Ь3) + (Ь)(а3) + 

+ (Ь)(3а2Ь) + (Ь)(3аЬ2)+ (Ь)(Ь3) = а4 + 3а3Ь + 3а2Ь2 + аЬ3 + 
+ а3Ь + 3а2Ь2 + 3аЬ3 + Ь4 = а4 + 4а3Ь + 6а2Ь2 + 4аЬ3 + Ь4 • 

Приведенные формулы позволяют заметить некоторую за
кономерность, с помощью которой можно записать фор

мулу для (а + Ь)", где п - любое натуральное число. 
А именно легко заметить, что всех членов будет (n + 1 ); 
первый член есть п~рвое число в степени n; в каждом 
последующем члене степень первого числа на единицу 

меньше его степени в предшествующем члене, а в послед

нем члене оно в нулевой степени; второе число находится 

в первом члене в нулевой степени, во втором члене в 
первой степени, в каждом последующем члене степень 

второго числа на единицу больше его степени в предшест
вующем члене, а в последнем члене вт~рое число в степе

ни n. 
Коэффициент же при каждом члене можно найти при 

помощи «rреуrольника Паскаля•: 
о 1 
1 1 1 
2 1 2 1 
3 1 3 3 1 
4 1 4 6 4 1 
5 1 5 10 10 5 1 
6 1 6 15 20 15 6 1 
7 1 7 21 35 35 21 7 1 
8 1 8 28 56 70 56 28 8 1 
9 1 9 36 84 126 126 84 36 9 1 

Правило образование строк «rреуrольника Паскаля• 
простое. Каждая строка может быть получена из предыду
щей верхней строки следующим образом. В промежуrке 
между любыми соседними числами верхней строки (но 
ниже их) пишется сумма этих чисел, а по краям пишутся 
единицы. Номер строки показывает, в ка.кую степень воз
водится двучлен (а+ Ь), а числа этой строки являются 

91 



коэффициентами соответствующих членов, записанных в 
рассмотренном выwе порядке. 

Конечно, если надо написать формулу для (а+ Ь)", где 
п - большое число (например, 100), то ясно, что по 
треугольнику Паскаля вычислять коэффициенты правой 
части долго. Поэтому желательно знать общую формулу 
вычисления (а+ Ь)". Эrа формула носит название формулы 
бинома Ньютона и имеет вид 

(а + Ь)" = С',.а" + С,.а"- 1 Ь + ". + с«,.а"- tьt + ". + С',.Ь", (3) 

где С: = /d (ll "}__ k)! (следовательно, С: = с,:- t), О! = 1, k! = 
= 1·2 · 3 · ". · kдля любого ke {l, 2, 3, "., n}. 

Доказательство равенства (3) будет дано в § 6. 
Применим фор~лу бинома Ньютона, например, для 

вычисления (а + Ь) : 

(а+ Ь)5 = ~J + Csa4b + qа'ь2 + qa2b3 + Gab4 + qьs. 

Вычислим коэффициенты с;, где те {О, 1, 2}. Для вычис
лением остальных коэффициентов воспользуемся равенст

вом. 

,.._,,.= 111 11' дляО_,.т,,,.п \..." = 1 ( ,. ;;:, ;;:, ' [11 - (11 - m)]! (11 - m)! т: 11 - m). 

доказанным в главе 1. 
Таким образом, 

.г(1 - r6 - 1 ,.... - А - S! - 5 А - ,.а - S! - 10 "'s - "'s - , "'s - Ч - 114, - • "'s - "'s - 1! 3! - · 

Следовательно, 

(а+ Ь)5 = а5 + 5а4Ь + 1Оа'Ь2 + 1Оа2Ь3 + 5аЬ4 + Ь5• 

Из формулы бинома Ньютона легко получить формулу 
для (а - Ь)". Обозначим d= - Ь и применим формулу 
бинома Ньютона: 
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(а - Ь)" =(а+ d)" = c!,,d' + C,,d'- 1d + ... 
". + ~,,d'~"tf + ". + C',,t!'. 

Подставляя (- Ь) вместо d, получим 

(а - Ь)" = c!,,d' - С,,а" - •ь + ". 
". + (-1)"~,,d'-"ь" + ". + (-l)"С',,Ь". 

Частные случаи этой формулы для п = 2 и п = 3: 

(а - Ь)2 = а2 - 2аЬ + Ь2, 
(а- Ь)3 = ti'- за2ь+ ЗаЬ2 

- Ь3• 

' Формула бинома Ньютона (а+ Ь)" и вытекающая из нее 
формула (а - Ь)" яВJIЯются формулами сокращенного умно
женШI, в которых берется произведение одинаковых много
членов (биномов) п раз. 
Докажем теперь некоторые формулы, в каrорых берется 

произведение разных многочленов. Очевидна следующая 
цепочка тоuественных равенств: 

(а - Ь)(а + Ь) = (а)(а) + (а)(Ь) - (Ь)(а) - (Ь)(Ь) = 
= а2 + аЬ - аЬ - ь2 = а2 - ь2 • 

Эrа формула обычно запоминается в записи, где меняются 
местами правая и левая часrи: а2 - Ь2 =(а - Ь)(а + Ь). 
Приведем ее словесную формулировку: разность квадратов 
двух чисел равна произведению разности этих чисел на их 
сумму. 

Выведем формулу разности кубов этих чисел (ti' - Ь3). 
Поскольку 

(а - Ь)(а2 + аЬ + Ь2) = (а)(а2) + (а)(аЬ) + (а)(Ь2) -

- (Ь)(а2) - (Ь)(аЬ) - (Ь)(Ь2) = J + а2Ь + аЬ2 
-

- а2Ь - аЬ2 
- Ь3 = J - Ь3, 

то 

J - Ь3 = (а - Ь)(а2 + аЬ + Ь2). 
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Приведем словесную формулировку этой формулы: раз
ность кубов двух чисел равна произведению разности этих 
чисел на неполный квадрат суммы этих чисел. 
Приведенные формулы позволяют заметить закономер

ность, с помощью которой легко записать формулу d' - Ь" 
для любого натурального числа п. Эrа формула имеет вид 

d' - Ь" =(а - Ь) (d'-' + d'- 2ь + ... + аЬ"- 2 + Ь"- 1 ). 

Доказательство этой формулы будет проведено в § 6 мето
дом математической индукции. 

Наконец, выведем следующую формулу: 

аз + ьз = (а+ Ь)(а2 - аЬ + Ь2). 

Действительно, 

(а + Ь)(а2 - аЬ + Ь2) = 

= (а)(а2) - (а)(аЬ) + (а)(Ь2) + (Ь)(а2) - (Ь)(аЬ) + (Ь)(Ь2) = 
= а3 - а2 Ь + аЬ2 + а2 Ь - аЬ2 + ьз = а3 + ьз. 

Словесная формулировка этой формулы следующая: сумма 
кубов двух чисел равна произведению суммы этих чисел на 
неполный квадрат разности этих чисел. 
Приведем формулы, которые желательно запомнить: 

(а+ Ь)2 = а2 + 2аЬ + Ь2 , 
(а+ Ь)з = а3 + За2Ь + ЗаЬ2 + ьз, 
(а - Ь)2 = а2 - 2аЬ + Ь2 , 
(~ - Ь}з = а3 - зtiь + ЗаЬ2 

- ьз. 
а - Ь = (а - Ь)(а + Ь), 
а3 - ьз = (а - Ь)~а2 + аЬ + Ь2), 
аз + ьз = (а+ Ь)(а - аЬ + Ь2). 

Формулы, доказанные в этом параграфе, справедливы 
для любьtх числовых значений букв а и Ь. Иногда эти 
формулы употребляются и тогда, когда буквами а и Ь 
обозначены некоторые алгебраические выражения, но 
тогда очевидно, что эти формулы будуr справедливы уже 
на ОДЗ двух алгебраических выражений а и Ь. 
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В ряде вопросов при действиях с многочленами удобнее 
рассматривать их не стандартном виде, а н· виде rtрби'зве"
дения. 

Тождественное преобразование многочлена к виду про
изведения многочленов называется разложением многочле

на на множители. Собственно говоря, все формулы сокра
щенного умножения и есть формулы разложения много

члена на множители. 

Кроме применения формул сокращенного умножения, 
есть и другие приемы для разложения многочлена на 

множители, например, вынесение за скобки общеzо множи
теля, группировка. Для разложения многочлена на множи
тели употребляются все приемы. 

Рассмотрим пример разложения многочлена на множи
тели. Группируя, вынося за скобки общий множитель и 
пользуясь формулой сокращенного умножения, получаем 
цепочку тождественных равенств: 

а2с + 2аЬс + Ь2с + (а+ b)2d = с(а2 + 2аЬ + Ь2) + d(a + Ь)2 = 

= с(а + Ь)2 + d(a + Ь)2 = (а+ Ь)2(с + d). 

§ 4. Амебраическне дроби 

Алгебраической дробью называется дробное рациональное 
выражение, являющееся частным от деления одного 

многочлена на другой. 
Алгебраическая дробь, которая есть частное от деления 

многочлена А на многочлен В, обычно записывается в виде 

~· причем многочлен А называется числителем алгебраи
ческой дроби, а многочлен В - ее знаменателем. 
Примеры алгебраических дробей: 

За+Ь. аЬ-Ь. 

аэ + 1' d+ а ' 

2 ь2 
а+ . 
а-Ь' 

ху+бу 

1х+ 8у· 

ОДЗ алгебраической дроби ~· в которую входит п букв, 
есть множество всех числовых наборов, соответствующих 
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буквенному набору дроби 1· кроме тех, для каждого из 
которых соответствующее числовое значение многочлена 

В равно нулю. 
2 1 . 

Например, ОДЗ алгебраической дроби : .:_ ~ есть множе-
ство {(а, Ь) 1 а е R; Ь е R; а :;i1: Ь}. 
Докажем несколько утверждений о равенстве алгеб

раических дробей. 

1. Если "обозначить алгебраическую дробь~ одной бу1'Вой С, 
то на ОДЗ этой дроби равносильны тождественные равен

ства С= ~ и А= СВ. 
Справедливость этого свойства вьпекает из справедли

вости утверждения 14 § 2. 
2. Равенства~ = ~и AD = ВС равносильны на ОДЗ первого 

из них. 

Эrо свойство часто формулируют так: две дроби ~ и ~ 
тождественно равны на ОДЗ тогда и только тогда, когда 
на этой ОДЗ справедливо равенство AD = ВС. 
Доказательство. Пусть область М - ОДЗ двух дро-

бей ~ и ~· Рассмотрим случай, когда А = О на М. Тогда ~ = 
= О и из равенства~ = ~следует, что и ~ = О на М. Поэтому 
С= О на М, а это значит, что AD = ВС на М. 

Наоборот, пусть AD = ВС и А = О на М. Так как на М 
D :;i1: О и В :;i1: О, то С= О на М. Следовательно, ~ = ~· 
Рассмотрим теперь случай, когда ни для одного набора 

из области М многочлен А не обращается в нуль, т.е. 

рассмотрим случай, когда А :;i1: О на М. Пусть ~ = _g, тогда 

отсюда следует, что С :;i1: О на М. Обозначим ~ через а и ~ 
через ~. По свойству 1 алгебраических дробей А = аВ и 
~С= D. По утверждению 14 § 2 имеем 

A~D= СаВ. (1) 
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Так как а= р :1: О на М, что по утверждению 14 § 2 из (1) 
следует, что AD = СВ. 

Наоборот, пусть AD = ВС, тогда, так как А :1: О, D-:1: О и 
В :1: О на М, то и С :1: О на М Следовательно, а = 1 и р = ~ 
не равны нулю на М. Тогда умножим данное равенство 
AD = ВС на ар. Получим равносильное равенство 

aj3AD= арвс. (2) 

Но аВ = А, pD = С, и равенство (2) примет вид 

аАС= РАС. (3) 

Используя утверждение 14 § 2, получим а =: р, что и тре
бовалось доказать. 
Таким образом, свойство 2 алгебраических дробей дока

зано. 

3. На ОДЗ алгебраической дроби ~ справедливы тождест-

венные равенства -4 = - А = - _д__ = _ - А. 
В -В -В В 

Каждое из этих равенств становится очевидным, Р.сли 
воспользоваться только что доказанным свойством 2. 

4. Для любого многочлена К, не обращающегося в нуль на 
ОДЗ алгебраической дроби ~, справедливо тождественное 

равенство -4 = АХ 
в вк 

Поскольку на ОДЗ дроби ~ это равенство по свойству 2 

равносильно равенству А(ВК) = В(АК), которое является 
очевидным, то столь же очевидна и справедливость свой
ства 4. 

5. Ча ОДЗ алгебраической дроби~ справедливо тождест-

венное равенство ~ = А · i· 
Действительно, по утверждению 9 § 2 

4 Алгебра, триrонометри.1 
11 элеиентарные функции 

-4=-4(в.1-) в в в . 
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Используя ассоциативность умножения алгебраических 
выражений, имеем 

4(в. l)= (4. в). l 
в в в в· 

Применяя утверждение 11 § 2 получаем, что 

4=A.l 
в в· 

· 6. На ОДЗ алгебраической дроби Jв справедливо тождест

венное равенство -1 = l . l 
АВ А в· 

Действительно, на ОДЗ дроби Jв очевидна справедли-
вость цепочки тождественных равенств 

_1 = _1 (в. l) (А . l) = (_!_ . Ав) (1 . l) = l . l 
АВ АВ В А АВ А В А в· 

7. На ОДЗ двух алгебраических дробей i и ~ справедливо 
тождественное равенство ~ = 1· 

А 
Действительно, применяя сначала свойство 5 дробей, 

затем свойства действий над алгебраическими выражения
ми, затем свойства 5 и 6 дробей, имеем цепочку тождест
венных равенств 

~=А ·i=A·i· (1·1)=(А·чi· ~)= 8
11=1· 

Напомним следующее соглашение: если не указана явно 
область М, на которой рассматривается некоторое тожде
ственное равенство, то оно рассматривается на ОДЗ двух 
выражений, стоящих в левой и правой частях равенства. 
Поэтому дальше не будет явно указываться область, на 
которой будет справедливо тождественное равенство, имея 
в виду, что оно справедливо на ОДЗ двух выражений, 
стоящих в левой и правой частях равенства. 
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Пользуясь свойствами сложения и умножения алгебра
ических выражений и свойствами алгебраических дробей, 

легко доказать справедливость тождественных равенств 

~+ C=AD+BC . .4.- С =АС 
В D BD ' В D BD" 

Действительно, используя свойства алгебраических дро
бей, получим 

А С AD СВ 1 1 
В+ D= BD+ DB=AD· BD+ СВ· BD" 

Применяя теперь свойства сложения и умножения алгеб
раических выражений, а затем опять свойства алгебраичес
ких дробей, имеем 

J 1 1 AD+ СВ 
AD·вD+CB·вD=(AD+CD)вD= BD' 

что и требовалось доказать. 
Аналогично доказывается второе равенство: 

~ · с= (А· .!.)(с· .l)= АС·.!.· .l =АС· - 1 =АС 
В D В D В D BD BU 

Так же доказываются и равенства 

А С AD- ВС. А . С AD 
в - D = BD ' в . D = вс· 

Часто надо привести алгебраические дроби к общему 
знаменателю, т.е. записать их так, чтобы у всех этих дробей 
был один и тот же знаменатель. Для этого существует 
следующий способ: надо разложить каждый знаменатель на 
множители, а затем числитель и знаменатель каждой дроби 
умножить на произведение тех множителей знаменателей 
остальных дробей, которые не содержатся в данном знаме

нателе, что по свойству дробей их не изменит. 
Пр им ер. Привести к общему знаменателю следующие 

алгебраические дроби: 
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о . с . 
э----ьз' -т--ь2' 
о- о-

d 
а2+оь+ь2 • 

Разлагая знаменатели на множители, перепишем дроби 
так: 

о . с . d 
(о - Ь) (о2 + оЬ + Ь2)' (о - Ь) (о+ Ь)' 

Теперь, умножая числитель и знаменатель первой дроби на 
(а + Ь), второй - на (а2 + аЬ + Ь2), третий - на (а - Ь) х 
х (а + Ь), получаем 

2 2 
о (о + Ь) • с (о + оЬ + Ь ) . 

2 2' 2 2,.• 
(о- Ь)(о+ Ь)(о + оЬ+Ь) (о- Ь)(о+ Ь)(о + оЬ+ Ь J 

d (о - Ь)(о + Ь) 
2 2 • 

(о - Ь)(о+ Ь)(о + оЬ+ Ь) 

У этих дробей одинаковые знаменатели, т.е. первона
чальные дроби приведены к общему знаменателю. 
В ряде случаев требуется представить дробь в виде суммы 

дробей с более простыми знаменателями. Эrо можно сде
лать только в том случае, когда многочлен, стоящий в 
знаменателе дроби, разлагается на произведение многочле
нов меньшей степени. ПокаЖем на примере, как это дела
ется. 

Пусть надо разложить алгебраическую дробь -2-
1- на 

х -1 
простейшие. Так как многочлен ~ - 1 разлагается на 
произведение многочленов (х - 1) и (х + 1), то это можно 
сделать. Для этого нужно найти алгебраические дроби 

~1 и --1L
1 
такие, чтобы было выполнено тождественное 

х- х+ 

равенство -2-
1
- = ~1 + --1L

1
• Рассмотрим сумму ~1 + 

х -1 х- х+ х-

+ --1L
1
• По только что сформулированным правилам 

х+ 

--=1_ + __lL = А (х + 1) + В (х - 1) = (А + В) х + (А - В). 
х -1 х + 1 (х - 1 )(х + 1) (х - 1 )(х + 1) 

100 



Так как эта дробь должна тождественно равняться дроби 

- 2-
1- (заметим, что эти рассуждения проводятся для любого 

.х - 1 
х, кроме х = 1 их= - 1), то по свойству 2 эти две дроби 
равны только тогда, когда [(А + В)х + (А - В)) (х - 1 )(х + 
+ 1) = (х - l)(x + 1). Так как это равенство должно выпол
няться для любого х, кроме х = 1 и х = - 1, то, полагая, 
например, х = О, затем х = 2, получаем, что это будет верно 
только тогда, когда одновременно А - В= 1 и ЗА + В = 1. 
А эти два равенства справедливы ОдНовременно только для 

А=! и В= - !· Значит, данная дробь разложена на про
стейшие, а именно, справедливо следующее тождественное 

равенство: 

1 1 
_l __ _I__+ -2 
.х2 - l - .х - l .х+ 1 · 

Эrот способ разложения дроби в сумму более простых 
дробей называется способом неопределенных коэффициентов. 
Действительно, полагая числа А и В вначале неизвестными, 
получаем на ОДЗ равенство двух многочленов, один из 
которых с известными коэффициентами, другой с неиз
вестными, выраженными через А и В. Эго дает возможность 
выписать алгебраические равенства относительно неиз
вестных коэффициентов (в данном случае А - В = 1, ЗА + 
+ В= 1). Найдя числовые значения неизвестных коэффи
циентов, обращающие данные алгебраические равенства в 
верные числовые равенства,·тем самым решим поставлен

ную задачу о представлении дроби в виде суммы более 
простых дробей. 
Неравевспа а.лrебраических дробей. Докажем два у т

в ер жд е ни я, которые часто применяются при рассмотре

нии алгебраических дробей. 

8. На ОДЗ алгебраической дроби ~ равносильны следующие 

неравенства: ~ > О и АВ > О. 
Докажем, что из справедливости первого неравенства 

следует справедливость второго неравенства. 
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До к аз ат ель ст в о. Обозначим алгебраическую дробь 

~ одной буквой С, т.е. С= ~· На ОДЗ данной алгебраичес
кой дроби алгебраическое выражение С положительно, так 
как любое числовое значение алгебраического выражения 
С является положительным числом. По свойству 1 равенств 
алгебраических дробей имеем А = СВ на ОДЗ дроби. Сле
довательно, алгебраическое выражение АВ равно CJ/: 
АВ = CJ/. По определению на ОДЗ дроби ~алгебраическое 
выражение В в нуль не обращается, т.е. алгебраическое 

выражение Ii положительно на ОДЗ дроби ~· Произведе
ние положительных алгебраических выражений С и Ii 
будет также положительным. Аналогично доказЩ1ается, 

что на ОДЗ алгебраической дроби ~ из справедливости 
неравенства АВ > О следует справедливость неравенства 
А 
в> о. 

9. На ОДЗ алгебраических дробей ~ и Б равносильны 

нероsенства ~ > Б и ш в > cli п. 
До к аз ат ель ст в о. Используя уrверждение 20, полу

чим равносильные .неравенства: ~ > ~ и ~ - ~ > О. 
Выше было доказано равенство 

А C_AD-BC 
В- D- BD 

которое позволяет сделать еще один равносильный пере

ход: 

~ > С<::> AD- ВС > О 
В D BD . 

Последнее неравенство по уrверждению 8 на ОДЗ алгебра
ических дробей ~ и Б равносильно неравенству (AD -

- B(JBD > О, которое равносильно неравенству Ali В > 
> cli D. Утверждение 9 полностью доказано. 
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Утверждения 8, 9 используются при доказательстве дру
гих неравенств. 

Докажем, например, что неравенства а+ ьь > а -ьЬ и а > Ь 
а- а+ 

равносильны для любых, не равных друг другу положитель
НЪIХ чисел а и Ь. 
Действительно, по уrверждению 9 равносильны следую

щие неравенства: 

а+Ь > а-Ь и (а2 - Ь2)[(а+ Ь)2 - (а- Ь)2] >О. 
а-Ь а+Ь · 

Так как (а + Ь)2 
- (а - Ь)_2 = 4аЬ, то последнее неравенство 

равносильно неравенству (а - Ь)(а + Ь) 4аЬ >О, которое в 
силу положительности а и Ь равносильно неравенству 

а > Ь. Следовательно, а+ ьь > а -ьь <=> а > Ь для любых, не 
а- а+ 

равных друг другу, положительных а и Ь. 

§ s. Мвоrочпены ОТВОСитеJIЬВО ОДНОЙ буквы 
Многочлен относительно одной буквы х имеет одночле

ны разных степеней, ибо в противном случае можно при
вести подобные члены. Одночлены разных степеней можно 
упорядочить относительно возрастания или убывания сте
пеней буквы х. Обычно многочлен относительно одной 
буквы записывают в порядке убывания степеней. 

Многочлен, записанный в виде аоХ' + а1Х' - 1 + а~ - 2 + 
+ ... + а" _ 1х + а", называется расположенным многочленом. 
Если ао '*О, то говорят, что этот многочлен имеет степень п. 
Если не известно, равен или не равен нулю коэффициент 

ао, то говорят, что этот многочлен степени не выше, чем п. 

Из этого определения в частности вытекает, что много
члены нулевой степени - это отличные от нуля числа. 
Число нуль также считается многочленом, причем это 
единственный многочлен, степень которого не определена. 
Для сокращенного обозначения многочленов обычно упот
ребляют следующие записи: 
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при этом, если хотят подчеркнуrь, что многочлен .Р(х) -
степени п, то пишуr Р"(х). 
Для нахождения суммы многочленов Р"(х) и Qт(х) нужно 

записать подряд все члены этих двух многочленов и затем 

сделать приведение подобных членов. 
Для нахождения произведения многочленов Р"(х) и Qт(х) 

нужно каждый одночлен многочлена Р"(х) умножить на 
каждый одночлен многочлена Qт(х), сложить полученные 
произведения и привести подобные члены. 
Теорем а 1. Два многочлена относительно х тождест

венно равны тогда и только тогда, когда равны их степени 
и равны коэффициенты при одина!'ОВЫХ степенях х. 
Доказательство этой теоремы опускается. 
В этом параграфе для обозначения тождественного ра

венства двух многочленов .Р(х) и Q(x) будет употребляться 
запись .Р(х) = Q(x), т.е. в этом параграфе знак <с=)), связы
вающий два многочлена, будет пониматься в смысле тож
дественного равенства этих многочленов. В частности, 
запись .Р(х) = О будет означать, что многочлен .Р(х) тожде
ственно равен нулю, т.е. есть число нуль. 

Теорема 1 может бьпь применена для разложения много
члена на множители. Воспользуемся методом неопределен
ных коэффициентов. Суrь применения этого метода состо
ит в следующем. Пусть дан многочлен Р"(х) степени пи его 
надо представить в виде произведения многочленов степе

ней k и (п - k), где k < п. Тогда выписываются два много
члена Pk(x) и Р" _ k(x); первый - степени k и второй -
степени (п - k), с коэффициентами, обозначенными не
которыми буквами, скажем, у первого <Хо, а1 , "., ak, у 

второго р0 , р 1 , "., р" _ k· Перемножая многочлены Pk(x) и 
Р" _ k(x) получаем многочлен Т"(х) степени п с коэффици
ентами, зависящими от а, (i =О, 1, "., k) и Р1 (j =О, 1, ". 
"., п - k). Из условия, что многочлены Р"(х) и Т"(х) тож
дественно равны, получаем п + 1 равенство, в которых 
участвуют п + 2 коэффициента а, и р1, которые надо найти. 

Полагая, например, коэффициент ао = 1, приходим к п + 1 
равенству, из которых надо найти п + 1 коэффициент а, 
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(i = 1, 2, ... , k) и Р1 U =О, 1, "., п - k). Найдя их, найдем и 
многочлены Р"(х) и Р11 _ "(х). 
Пр им ер. Разложить многочлен ; + Зх + 4 на множи

тели, среди которых один - многочлен первой степени, а 

второй - многочлен второй степени. Будем искать .много

члены (х + а1 ) и <Poi + р 1х + Р2) такие, что справедливо 
тождественное равенство (х + a 1)(Poi + р1х + Р2) = ; + 
+ Зх + 4. Применяя теорему 1, получаем четь1ре равенства: 
Ро = 1, Роа1 + Р1 = О, Р1а1 + Р2 = 3, а1Р2 = 4. Эгим равенст
вам удоаnетворяют Ро = 1, а1 = 1, Р 1 = - 1, Р2 = 4. Значит, 
многочлен ; + Зх + 4 разлагается на множители (х + 1) и 
(~ - х + 4), т.е. 

; + Зх + 4 = (х + 1)(~ - х + 4). 

Заметим, что не всякий многочлен можно разложить на 
множители. Например, многочлен ~ + х + 1 нельзя разло
жить в произведение двух многочленов первой степени. 

Теорем а 2. Если произведение двух многочленов тожде
ственно равно нулю, то хотя бы один из этих многочленов 
тождественно равен нулю. 
Доказательство этого угверждения опускается. 
Вычесть из многочлена .Р(х) многочлен ТТх) - это значит 

найти такой многочлен Q(x), что ..Р(х) = ТТх) + Q(x). 
Нетрудно проверить, что для любых двух многочленов 

Р(_х) и ТТх) такой многочлен Q(x) существует и при этом 
только один, он называется разностью многочленов Р(х) и 
ТТх) и обозначается Q(x) = Р(х) - ТТх). 
Разделить нацело многочлен .Р(х) на многочлен ТТх), 

отличный от нуля - это значит найти многочлен Q(x) 
такой, что .Р(х) = TTx)Q(x). 

Если такой многочлен Q(x) существует, то говорят, что 
многочлен ТТх) является делителем многочлена .Р(х), а 
многочлен Q(x) является частным от деления многочлена 
Р(_х) на многочлен ТТх). Не всегда многочлен .Р(х) можно 
разделить нацело на многочлен ТТх). Например, многочлен 
-; + 1 не делится нацело на многочлен х + 1. Значит в 
множестве многочленов не всегда выполнимо деление на-
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цело. Зато, как будет показано ниже, в множестве много
членов всегда выполнимо деление с остатком. 

Деление с остатком. Разделить с остатком многочлен 
Р(_х) на многочлен 7{х), отличный от нуля, - это значит 
найти два многочлена q(x) и r(x) такие, что 

Р(_х) = 7{x)q(x) + r(x), (1) 

причем либо степень многочлена r(x) строго меньше сте
пени многочлена 7{х), либо r(x) есть нуль. 
В случае, если выполнимо равенство (1), говорят, что 

многочлен Р(.х) делится на многочлен 7{х) с остатком r(x) 
и частным q(x); если r(x) =О, т.е. если остаток есть число 
нуль, то говорят, что многочлен Р(_х) делится на многочлен 
7{х) с остатком нуль или многочлен Р(_х) делится нацело на 
многочлен 7{х). 
Пр им ер. Пусть Р(.х) = х' - х6 + 2х! + J-, 7{х) = J- - х + 

+ 2. Тогда легко видеть, что Р(_х) = 7{х)(; + 1) + х- 2, т.е. 
многочлен Р(_х) делится на многочлен 7{х) с остатком r(x) = 
= х - 2 и частным ; + 1. Отметим, что из равенства 
Р(_х) = 7{х); + J- не вытекает, что многочлен Р(_х) делится 
на многочлен 7{х) с остатком J-, ибо нарушено условие: 
степень остатка r(x) должна быть строго меньше степени 
многочлена 7{х). 
Теорема 3. Для любых двух многочленов Р(_х) и 1{х), где 

7{х) '*О, существует пара многочленов q(x) и r(x) таких, что 
Р(_х) = 7{x)q(x) + r(x), причем либо степень многочлена r(x) 
строго меньше степени многочлена 1{х), либо r(x) есть нуль. 
Доказательство. Пусть Р(.х) =О, а 7{х) - любой от

личный от нуля многочлен, тогда многочлены q(x) =О и 
r(x) = О удоалетворяют условиям теоремы. 

Пусть Р(_х) '*О, а многочлен 7{х) имеет степень б6льшую, 
чем степень многочлена Р(_х), тогда многочлены q(x) = О и 
r(x) = Р(_х) удоалетворяют условиям теоремы. 

Наконец, пусть Р(.х) '* О, а многочлен 7{х) имеет степень, 
меньшую или равную степени многочлена Р(_х). Если 
7{х) = с, где с - константа, отличная от нуля, то много
члены q(x) = Р(_х)/ с и r(x) = О удоалетворяют условиям тео
ремы. 
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Остается рассмотреть случай, когда многочлен Р(х) 
имеет степень n, причем п 2: 1, а многочлен 1l:x) имеет 
степень m, причем О < т s п. Пусть Р(х) = Р"(х), 1l:x) = 
= Тт(х), где О< т s 11, п 2: 1, т.е. 

Р"(х) = аоХ' + а1Х' - 1 + ... + а"_ 1х + а", 
Тт(х) = Ьс;Х" + Ь1:х!" - 1 + ... + Ьт _ 1Х + Ьт, 

где ао Ф О, Ь0 -:1: О. Построим последовательность многочле
нов Q,, (х) следующим образом. Положим 

А 

Тогда либо Q" (х) = О, либо Q,, (х) можно записать в вuде 
1 1 

причем tfo1
> -:1: О и степень многочлена Q,,

1
(x) меньше, чем n, 

т.е. n1 < п; если окажется, что n1 < т или Q,, (х) = О, то 
1 

многочлены q(x) = Ооь Х' - т и r(x) = Q,, (х) удовлетворяют 
о 1 

условиям теоремы; если :же n1 ~ т, то делаем следующий 

шаг: положим 

(1) 

Q,,
2
(x) = Q,,

1
(x) - ~о Х'· - • Тт(Х). 

Ясно, что либо Q"
2
(x) = О, либо n2 < п1 < п и Q,,

2
(x) можно 

записать в вuде 

причем tJ;> -:1: О. Если окажется, что n2 < т или Q,, (х) = О, то 
2 

(1) 

многочлены q(x) = 0oxi-m + !!!Lxi·-m, r(x) = ~(х) удовле-
. Ьо Ьо 

творяют условиям теоремы; если :же n2 ~ т, то делаем 

следующий шаг и продолжаем этот процесс. Поскольку на 
каждом шагу степень уменьшается: п > n1 > n2 > ... , то на 
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некотором k-м шагу натуральное число пk станет меньше 
натурального числа т или Qn (х) = О и процесс закончится. 

t 

В результате получим, что 

Р.(х) = (~'Г • + i'x-.-• + ... + .;~ "х-• • -•) Т.(х) + Q.,(x). 

Тогда многочлены r(x) = C?nJx) и q(x) = 

= ( ~ х--• + i'x"'-• + ... + .:: "Х'•- • -•) удовлетворяют ус.ло-
ви~м теоремы. . 

Итак, утверждение теоремы о существовании многочле
нов q(x), r(x) доказано. 
Теорема 4. Пара многочленов q(x), r(x), удовлетворяю

щая условиям теоремы 3, единственная. 
Доказательство. Предположим противное, т.е. пред

положим, что существуют две пары многочленов q(x), r(x) 
и q1(x), r1(x), таких, что Р(х) = J{x)q(x) = r(x) и Р(х) = 
= 7{x)q1(x) + r1(x). Пользуясь определением равенства 
многочленов, имеем 

J{x)[q(x) - q1(x)] = r1(x) - r(x). (2) 

Возможны два случая: либо r1(x) - r(x) =О, либо r1(x) -
- r(x) *О. В первом случае, так как J{x) *О, то q(x) -
- q1(x) =О, и единственность имеет место. 
Во втором случае, так как степень r1(x) - r(x) не больше 

ни степени r1(x), ни степени r(x), то степень r1(x) - r(x) 
меньше степени многочлена J{x). В то же время .степень 
многочлена J{x)[q(x) - q1(x)] либо больше, либо равна 
степени многочлена J{x). Значит, в равенстве (2) много
члены, стоящие в левой и правой частях, имеют разные 

степени, что противоречит теореме 1. Полученное проти
воречие означает, что r1(x) - r(x) =О, а в этом случае 
единственность уже доказана. Объединяя теоремы 3 и 4, 
получаем справедливость следующей теоремы. 

Теорема 5. Для любых двух многочленов Р(х) и J{x), где 
J{x) *О, существует и притом единственная пара многочле
нов Q(x) и r(x) таких, что Р(х) = J{x)q(x) + r(x), причем либо 
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степень многочлена r(x) строго меньше степени многочлена 
Т(х),.либо r(x) есть нуль. 
Для определения коэффициентов многочленов q(x), r(x) 

существует несколько способов. Наиболее распространен
ным среди них является метод неопределенных коэффици
ентов, уже рассмотренный раньше. 

Пусть даны многочлены Рп(х) и Тт(х), где п > т. Поло
жим 

q(x) = coi' - т + С1Х' - т - 1 + "· + Сп - m• 

r(x) = tJoi" - 1 + d1X"- 2 + ". + dm - l• 

где коэффициенты с1 и ~пока не определены (отметим, что 
их всего п + 1 и Со -:;: О). Потребуем, чтобы бьшо справедливо 
равенство 

Раскрывая скобки и приравнивая коэффициенты при оди
наковых степенях х в левой и правой частях, получим п + 1 
равенство, в которых участвует п + 1 коэффициент Со. с1 , 
С2, "., Сп_ m• t/o, d1, d1, .•. , dm _ 1; Найдя ИХ, тем саМЫМ Найдем 
многочлены q(x) и r(x). 
Пример. Пусть .Р(х) = 2х4 - 5х3 + 2, Т(х) = ъ? - Зх. 

Полагая q(x) = ~ + с1х + с2 (Со-:;: О), r(x) = dox + d1, напи
шем равенство 

2х4 - 5х3 + 2 = (ъ! - Зх)(~ + С1Х + с2) + (dox + di), 

которое можно переписать в виде 

2х4 - 5х3 + 2 = 

= 2еох4 + (2с1 - Зео)х3 + (2с2 - Зс1 )х2 + (t/o - 3с2)х + d1• 

Согласно теореме 1 справедливы равенства 
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2ео = 2, 
2с1 - Зео = - 5, 
2с2 - Зс1 =О, 

do- Зс2 =О, 
d1 =2. 

Из этих равенств находим Со= 1, с1 = - 1, С2 = - t' do = 

= - .2 d1 = 2 и тог.:ца получаем что ""х) = ~ - х - 1 2' ' ' '1\ 2' 

1(х) = - ~х+ 2. 

Схема Горвера. Рассмотрим деление многочлена на дву
член (х- а). 

Пусть даны многочлен 

Р"(х) = аоХ8 + а1Х' - 1 + а~ - 2 + ... + а"_ 1х + а", 

где ао ':1: О, п ~ 1, и двучлен (х- а). По теореме S существуют 
многочлен q(x) и число r такие, что Р"(х) = (х - a)q(x) + r. 
Степень многочлена q(x) равна (n - 1 ). Поэтому q(x) = 
= Ьr,Х'- 1 + Ь,Х'- 2 + ... + Ь" _ iX + Ь" _ 1, где Ьо ':1: О. Найдем 
числа Ь0, Ь1 , Ь2, .. , Ь" _ 1 и r методом неопределенных 
коэффициентов. Подставим Q(x) в равенство Р(х) = 
= (х - a)q(x) + r, получим, что 

аоХ8 + а1Х' - 1 + а~ - 2 + ... + а"_ 1х + а" = 
= ЬоХ' + (Ь, - a./Jo)X'-1 - (~ - аЬ,)Х'-2 + ... 

... + (Ь"_ 1 - аЬ"_ 2)х+ (r- аЬ"_ 1). 

По правилу равенства многочленов отсюда получаем, что 

r ао = Ьо, 
1 а1 = Ь1 - аЬо, 
~ а2=Ь2-аЬ1 , 
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откуда 

r Ь0 = Оо, 
1 Ь1 = а1 + аЬ0, 
~ Ь2 = а2 + аЬ1 , 
1 ••••••• 

1 ь_ 1 =а"_1 + аЬ"_ 2, 
l r = а" + аЬ" _ 1• 

(3) 

Итак, коэффициенты частного q(x) и остаток r выража
ются через коэффициенты многочлена Р(х) и число а при 

помощи действий сложения и умножения согласно форму
лам (3), откуда следует: 

а) если ао, а1 , а2, ••• , а" и а - рациональные числа, то Ь0, 
Ь1 , ~ •••• , Ь" _ 1 и r - также рациональные числа; 

б) если ао, а1 , а2 , ••• ,а" и а - целые числа, то Ь0, Ь1 , ~ •••• 

"" Ь" _ 1 и r - также целые числа. 
Из формул (3) вытекает следующее правило для вычис

ления коэффициентов Ь0, ь,, Ь2, ••• , Ь" _ 1 и остатка r. 
Выписать подряд, начиная с·ао, в строку все коэффици

енты многочлена Р"(х). Во второй строке под ао написать 
коэффициент Ь0, равный коэффициенту ао. Умно.жить а на 

Ьо и, прибавляя произведение аЬ0 к а1 , получит.ь коэффи
циент Ь1 и написать его во второй строчке под а,. Умножить 
а на Ь1 и, прибавляя произведение аЬ1 к а2, получить 
коэффициент ~ и написать его во второй строчке под а2• 
Продолжая этот процесс, получить коэффициент Ь" _ 1 и 
написать его во второй строчке под а" _ 1• Умножить, 
наконец, а на Ь" _ 1 и, прибавляя произведение аЬ" _ 1 к а", 
получить остаток r и написать его во второй строке под а". 
Это правило записывается в виде следующей таблицы, 

которая называется схемой Горнера: 
~ ~ ~ ~ а~ ~ 

i Jь}J:.l:f :.ы ... аь=1:1 а+а. 
Ь0 Ь1 Ь2 Ь3 Ь,,.... 1 r 

111 



Схема Горнера позволяет легко разделить многочлен Р(х) 
на двучлен х - а, т.е. найти коэффициенты частного q(x) 
и остаток r. 
Пр им ер. Применяя схему Горнера, найдем частное q(._x) 

и остаток r при делении многочлена Р(х) = ъ! - х4 - 3,XJ · + 
+ х - 3 на многочлен 7{х) = х - 3. 
Схема Горнера имеет вид: 

2 -1 -3 о 1 -3 

1 J:.1-J·:1-J )·:r:r ,.:1+J )·~i+(-)) 
2 5 12 36 109 324 

Таким образом, ъ! - х4 - 3i1 + х - 3 = (х - 3)(2х4 + Si1 + 
+ 12х2 + 36х + 109) + 324. 
Теорема 6 (теорема Безу). Остаток от деления много

члена Р(х) на двучлен (х - а) равен значению многочлена Р(х) 

при х = а, т.е. r = Р(а). 
·доказательство. Подставив в равенство Р(х) = 

= (х - a)q(x) + r вместо х значение, получим Р(х) = 
= (а -a)q(a) + r, откуда и вытекает, что r = Р(а). 
Теорема 7. Многочлен Р(х) делится нацело на двучлен 

(х - а) тогда и только тогда, когда значение многочлена при 
х = а равно нулю, т.е. Р(а) = О. 
Доказательство. Необходимость. Пусть много

член Р(х) делится нацело на двучлен (х - а). Это значит, 
что остаток r равен нулю. По теореме Безу остаток r = Р( а). 
Следовательно, Р(а) = О. 
Достаточность. Пусть Р(а) =О. С другой стороны, по 

теореме Безу r = Р(а). Значит, r =О, т.е. Р(х) делится нацело 
нах- а. 

Приведем несколько следствий из этой теоремы. 

1. Многочлен Р"(х) = Х' - а" делится нацело на двучлен 
(х - а) при любом натуральном п. 

Действительно, Р"(а) =а" - а"= О. 
2. Многочлен Р"(а) = Х' - а" делится нацело на двучлен 

(х + а) при любом четном п (т.е. п = 2т). 
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Действительно, Рип(- а) = (- а)ип - аип = О. 
3. Многочлен Р"(х) = Х' +а" делится нацело на двучлен 

(х + а) при любом нечетном п (т.е. п = 2т + ll. 
Действительно, Рип+ 1(- а) = (- а)ип+ + а2"'+ 1 =О. 

Приведем пример на применение этих следствий. 
Требуется доказать, что при любом четном натуральном 

п число (20" + 16" - З" - 1) делится на 19. Так как п = 2т, 
где т е N, то воспользуемся формулами сокращенного 
умножения: 

20" + 16" - З" - 1 = (202
"' - 1) + (l621n - 32

"') = · 
= (20"' - 1) (20"' + 1) + (16"' + 3"')(16"' - Зj. (4) 

В первом слагаемом первый сомножитель при любом 

т е N делится без остатка на число (20 - 1), т.е. на 19. Во 
втором слагаемом первый сомножитель при т = 2k + 1, 
k е N, делится без остатка на число (16 + 3), т.е. 19. При 
т = 2k второй сомножитель можно представить в виде 
произведения сомножителей (16А: + ЗА:)(16А: - ЗА:). Если k 
нечетно, то разложение второго слагаемого на сомножите

ли заканчивается. Если же k четно, то разложение продол
жается. Через конечное число шагов, не превышающее 
(п - 1), разложение будет закончено и один из сомножи
телей этого разложения будет иметь вид 16' + З', где s -
нечетное число. Тогда этот сомножИтель делится на 19. 
Таким образом, и первое и второе слагаемые в равенстве 

(4) при любом те N делятся на 19, значит, и (20" + 16" -
- З" - 1) делится на 19 при любом четном натуральном n. 
Корни мвоrоЧJJеиа. Число а называется 1(,()рнем многочле

на Р(.х), если Р(.а) =О. Переформулируем теорему 7, ис
пользуя определение корня многочлена. 

Теорема 8. Число а явмется корнем многочлена Р(.х) 
тогда и только тогда, когда многочлен Р(.х) делится нацело 

на двучлен х - а. 
Докажем теорему о нахождении целых корней многочле

на. 

Теорем а 9. Если все коэффициенты многочлена степени 
п, где п ~ 1, - целые числа и корень а этого многочлена -
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также целое число, то число а - делитель свободного члена 
многочлена. 

Доказательство. Пусть дан многочлен 

Р"(х) = аох" + а1Х' - 1 + а~ - 2 + ... + а"_ 1Х + а" (ао *О) 

степени n, где п ~ 1, и пусть а - корень этого многочлена. 

Разделим с остатком многочлен Р"(х) на двr,лен (х - а), 
тогда частное есть многочлен q(x) = ЬоХ' - + Ь1Х' - 2 + ... 
.. . + Ь" _ 1, а остаток - число r. Как показано выше, если 
все коэффициенты многочлена Р"(х) и а - целые числа, то 
числа Ьо, Ь1 , ••• , Ь" _ 1 и r - также целые числа. По схеме 

Горнера r = а" + аЬ" _ 1, а по теореме 8, если а - корень 
многочлена, то r = О. Поэтому имеем равенство а" +аь_1 = 
=О, откуда а"= а(- Ь"_ 1). Так как а", а, (- b"_ i) - целые 
числа, то отсюда вытекает, что а - делитель числа а", и 

теорема доказана. 

Следствие. Целыми корнями многочлена с целыми коэф
фициентами могут быть лишь делители свободного члена 
многочлена. 

Это следствие позволяет находить все целые корни 
многочлена с целыми коэффициентами, применяя схему 
Горнера. 
Пр им ер. Выяснить, имеет ли целые корни многочлен 

Р4(х) = х4 + ъ! + ъ? - 6х + 5. (5) 

. Делители свободного члена: 1, - 1, 5, - 5. Найдем 
значение многочлена в этих точках: 

Р4(1) = 1 + 2 - 2 -. 6 + 5 =О, 
Р4(- 1) = 1 - 2 - 2 + 6 + 5 = 8 *О, 
Р4(5) = 625 + 250 - 50 - 30 + 5 = 800 *О, 

Р4(- 5) = 625 - 250 - 50 + 30 + 5 = 360 * О. 
Итак, многочлен (5) имеет целый корень х1 = 1, а числа 

5, - 5 и - 1 не являются его корнями. Применив схему 
Горнера, разложим многочлен (5) на множители. Схема 
Горнера имеет вид: 
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1 2 -2 -6 5 

LA,J.~1-:J···:l-:J··+· 
1 3 1 -5 о 

Следовательно, х4 + ~ + ъ? - 6х + 5 = (х - 1) (х3 + зх2 + 
+ х- 5). 
Теперь будем искать корни многочлена Р3(х) = х3 + Зх2 + 

+ х- 5. Делители его свободного члена: 1, - 1, 5, - 5. Нет 
необходимости искать значение многочлена Р3(х) в точках 
- 1, 5, .;_ 5, так как эти чисЛа заведомо не являются 
корнями многочлена Р4(х), а значит, и многочлена Р3(х) в 
силу того, что многочлен Р4(х) в них не обращается в нуль. 
Поэтому проверим только число 1: 

Р3(х) = 1 + 3 + 1 - 5 = О. 
Применив опять схему Горнера: 

1 3 1 -5 

LPd?rR(-S) 
1 4 5 о 

получим Р3(х) = (х - l)(r + 4х + 5), а потому многочлен 
Р4(х) можно записать так: Р4(х) = (х - 1 )2(х2 + 4х + 5). 
Так как квадратный трехчлен У!- + 4х + 5 целых корней 

не имеет, то следовательно многочлен Р4(х) имеет два целых 
корня х1 = 1, ~ = 1. В таких случаях целесообразно ввести 
понятие кратности корня. Если многочлен Р"(х) делится 
нацело на (х - a)t, где k - некоторое фиксированное 
натуральное число, но не делится нацело на (х - a)t + 

1
, то 

число а называется корнем кратности k многочлена Р"(х). 
Корни кратности единица называются простыми корнями 
многочлена. Таким образом, многочлен Р4(х) в вышепри
веденном примере (5) имеет один корень х = 1 кратности 
два. 
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3 а меч ан и е. Если найден один корень х1 = а многочле
на Р(х), то этот многочлен можно записать в виде Р(х) = 
= (х - a)q(x), где коэффициенты многочлена q(x) легко 
вычисляются по схеме Горнера. Чтобы найти другие корни 
многочлена Р(х), следует найти корни многочлена q(x). 
Важно отметить, что многочлен q(x) может иметь корнем 
то же число а, которое находится также {10 схеме Горнера. 

Если не искать корни многочлена q(x), а отыскивать 
корни многочлена Р(х), то корень, который уже найден, во 
второй раз этим же способом не будет обнаружен. Поэтому 
после нахождения одного корня надо искать корни част

ного, т.е. корни многочлена q(x). 
Теорема 10. Если многочлен 

Р"(х) = Х' + а1Х' - 1 + а~ - 2 + ... + а"_ 1х + а" 

с tселыми коэффициентами и со старшим коэффициентом, 
равным единице, имеет рациональный корень, то этот ко
рень - целое число. 

До к аз ат ель ст в о. Доказательство этой теоремы про
ведем методом от противного. Предположим, что много

член Р"(х) имеет корень а= p/q, где р и q - взаимно 
простые целые числа. Так как число р/ q - корень много
члена Р"(х), то справедливо числовое равенство 

11 11-I 11-2 

2;;+ а,~+ а~+ ... + a"_ /q!. +а"= О, 
q q q 

которое можно записать в равносильной форме 

~=-(а/=:+ d/:=: + ... + а"_,е+ а"). q q q q 

Умножая это равенство на tf - 1 получим равносильное 
равенство 

11 
ft-1 ff-2 -2 -1 

/!... = - aUJ - а,р q - ... - а"_ 1Ptl' - a"tf . q 
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Так как числа р и q - взаимно простые, то число i - не 
q 

целое, а справа в последнем равенстве стоит целое число. 

Такое равенство не возможно, значит, предположение не
верно, а верна теорема. 

Следствие . Если у многочлена все коэффициенты -
целые числа, а старший коэффициент равен единице, то все 
рациональные корни этого многочлена - целые числа. 

Рассмотрим многочлен Р"(х) = аоХ' + а1Х' - 1 + а~ - 2 + 
+ ... + а"_ 1х + а" с целыми коэффициентами и многочлен 

Q"(x) = а;;- 1 Р"(х) = (аох)" + а. (аох)" - 1 + ... + а"а;;- 1
• 

Ясно, что многочлены Р"(х) и Q"(x) имеют одинаковые 
корни. Обозначим у = аох, тогда 

Q"(x) = Т"(у) = У' + а1У' - 1 + а2йоУ'- 2 + 
+ а3~-э + ... + a"tto-· •. 

Многочлен Т"(у) имеет по теореме 10 только целые корни, 
которые можно найти. Пусть это будуr числа у1 , у2 , ••• , у,,., 

тогда числа Xt = yJao, где k е {1; 2; ... ; т}, и только ·они 
будуr рациональными корнями многочлена Р"(х). Итак, у 
любого многочлена с целыми коэффициентами можно 
найти все его рациональные корни. 

Если коэффициенты многочлена - рациональные 
числа, то после приведения их к общему знаменателю 
можно искать лишь корни числителя, который есть много

член с целыми коэффициентами. 

Пр им ер. Найти корни многочлена Р3(х) = ~ + tx2 -
- ix - ~· Рассмотрим многочлен Q3(x) = 8Р3(х) = (2х)3 + 
+ (2х) 2 

- 2х - 1 или T3(t) = i' + f - t - 1, где t = 2х. 
Делители свободного члена многочлена T3(t): + 1, - 1. 
Найдем значение многочлена T3(t) в этих точках: 

Т3(1) = 1 + 1 - 1 - 1 =О, 
1)(- 1) = - 1 + 1 + 1 - 1 = о. 
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Применив схему Горнера, получим 73(1) = (1 - l)(f + 21 + 
+ 1). Многочлен (t + 21+1) есть полный квадрат бинома 
(1 + 1). Следовательно, многочлен 73(1) имеет три корня: 
11 = 1, 12 = - 1, 13 = - 1, а многочлен Р3(х) - соответствен-

но три корня: х1 = !' ~ = - !' х3 = - t, или два различных 
корня; один простой корень х1 = ! и другой корень~ = - ! 
кратности два. 

В эахлючение остановимся на корнях двучлена Р"(х) = 
= i' - а. Как следует из § 5 предыдущей главы, при четном 
п двучлен Р"(х) имеет: если а > О, то два корня: 'Vi и - 'Vi; 
если а = О, то один корень О; если а < О, то не имеет корней. 
&лип - нечетное число, то двучлен Р"(х) имеет: если а ~ О -
один корень 'Vi, если а < О - один корень (- \/Гаf ). Напри
мер, двучлен ; + 11 имеет один корень (- W). 

О 6. Метод математнческой ивдукции 

Существует очень много угверждений, зависящий от 

натурального числа n. Как понимать такие угверждения? 
Поскольку натуральных чисел бесконечно много, то на 

самом деле каждое такое угверждение содержит в себе 
бесконечно много утверждений. Например, угверждение -

сумма п первых натуральных чисел равна 11 <11

2
+ 1> - содер

жит в себе следующие утверждения: 
для п = 1: первое натуральное число, т.е. число еди-

ница равно 1 <1 + 1> · 
' 2 ' 

для п = 2: сумма двух первых натуральных чисел, 
т.е. сумма чисел единица и два, равна 

2(2+1). 

для п = 3: 
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сумма трех первых натуральных чисел, 

т.е. сумма чисел единица, два и три, равна 

3(3+1). 
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для п = 10000: сумма десяти тысяч первых натуральных 
чисел равна IO OOO(I~ 000 + 1> и т.д.,, ' 

т.е. рассматриваемое угверждение действительно содержит 

бесконечно много уrверждений. 
Аналогично и любое другое угверждение, зависящее от 

натурального числа n, на самом деле есть простая форма 
записи бесконечного числа уrверждений. 

Возникает вопрос, а как убедиться в справедливости 
угверждения, зависящего от натурадьного числа? 
Для доказательства угверждений, зависящих от нату

рального числа n, часто применяется общий метод доказа
тельства - метод математической индукции. Этот метод 
основан на аксиомах натуральных чисел. Но поскольку 
ранее эти аксиомы не приводились, то метод полной 

математической индукции принимается здесь без доказа

тельства. 

Для доказательства некоторого уrверждения, зависящего 
от натурального числа n, делается следующее: 

1. Проверяется справедливость этого угверждения для 
п = 1. 

2. Предполагается справедливость этого угверждения для 
n=k. 

3. Доказывается справедливость этого угверждения для 
п = k + 1 с учетом предполагаемой справедливости его для 
n=k. 
После чего делается вывод, что угверждение справедливо 

для любого натурального 11исла n~ ' 
Пользуясь этим методом, докажем, что для любого на

турального числа п справедливо равенство 

1 + 2 + 3 + ... + п = п (n2+ 1). (1) 

Проверяем справедливость равенства (1) для п = 1. Для 
п = 1 оно запишется так: 1 = 1 <1

2
+ I), и очевидно, что это 

равенство верное. Предположим, что равенство (1) спра
ведливо для п = k, т.е. предположим, что справедливо ра
венство 
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1 + 2 + 3 + ... + k = k(k2+ 1>. (2) 

Используя равенство (2), докажем, что равенство (1) спра
ведливо для п = k + 1, т.е. докажем справедливость равен
ства 

1 + 2 + 3 + ". + (k + 1) = (k+ 1) ((~+ 1) + 1). (3) 

Действительно, рассмотрим сумму 1 + 2 + 3 + ". + (k + 1). 
Используя сначала свойство ассоциативности сложения, 
затем равенство (2) и делая простейшие преобразования, 
получаем 

1 + 2 + 3 + ". + (k + 1) = (1 + 2 + 3 + ". + k) + (k + 1) = 
= k(k+ 1) + (k + 1) = (k+ l)(k+ 2) = (k+ 1) ((k+ 1) + 1) 

2 2 2 ' 

т.е. получаем справедливость равенства (3). На основании 
метода полной математической индукции делаем вывод, 

что равенство (1) справедливо для любого натурального 
числа п. 

Рассмотрим еще пр им ер. Докажем, что для любого 
натурального числа п справедливо равенство 

(4) 
t 

Доказательство. Для п = 1 неравенство (4) превра-
щается в верное числовое неравенство 1 s 21 

-
1
• Предполо

жим, что неравенство (4) справедливо для п = k, т.е. пред
положим справедливость неравенства 

(5) 

Используя неравенство (5), докажем справедливость нера
венства (4) для п = k + 1, т.е. докажем справедливость 
неравенства 

(6) 
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Действительно, очевидно, что k + 1 s; 2k. Оrсюда, исполь
зуя неравенство (5) и свойство транзитивности неравенств, 
получим, что k + 1 s; 2 · 2k - 1

• Правая часть последнего 
неравенства может быть записана в виде 2<k + 0 - 1

, откуда и 
следует справедливость неравенства (6). На основании ме
тода полной математической индукции делаем вывод, что 
неравенство ( 4) справедливо для любого натурального 
числа n. 
Обобщеввwй Мет()д полной математической индукции. 

Часто метод полной математической индукции применя
ется к доказательству уrверждений, справедливых не для 

всех натуральных чисел n, а лишь для n, больших или 
равных некоторого натурального числа р. Тогда формули
ровка сути метода полной математической индукции оста
ется почти такой же, но с заменой пункта 1 на пункт la): 
«Проверяется справедливость этого уrверж:дения для 
п = р». В этом случае для доказательства справедливости 
уrверждения для любого натурального п (п ~ р) делается 
следующее: 

1. Проверяется справедливость уrверждения для п = р. 
2. Предполагается справедливость этого уrверждения для 

п = k, (где k ~р). 
З. Доказывается справедливость этого уrверждения для 

п = k + 1 с учетом его справедливости для п = k. После 
этого делается вывод, что уrверждение справедливо для 

любого натурального п ~ р. 
Приведем пример доказательства неравенства с помо

щью обобщенного метода полнq~ математической индук

ции: докажем, что если а - фнiссированное число такое, 
что а > - 1 и а* О, то для любого натурального п ~ 2 
справедливо неравенство Бернулли 

(1 + а)11 > 1 + ап. (7) 

Действительно, при п = 2 неравенство (7) имеет вид 

(1 + а)2 > 1 + 2а. (8) 

Неравенство (8) равносильно неравенству 
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а2 >О. (9) 

Неравенство (9) при а * О очевидно. Следовательно, нера
венство (8) справедливо для рассматриваемых а. Предпо
ложим, что для рассматриваемых а при п = k (k~ 2) нера
венство (7) справедливо, т.е. 

(10) 

Докажем, используя неравенство (10), справедливость не
равенства (7) для п = k + l, т.е. докажем неравенство 

(l + a)k+ 1 > l + a(k + 1). (11) 

Для доказательства умножим обе части неравенства ( l О) на 
положительное число (l + а) (так как а > - l, то l + а > 
>О). Получим неравенство 

(1 + a)k+ 1 > (l + ak)(l + а), (12) 

равносильное неравенству (10), т.е. получим, что неравен
ство (12) справедливо. 
Докажем теперь справедливость неравенства 

(l + ak)(l +а)> l + a(k + 1). (13) 

Перенеся все члены неравенства (13) в одну сторону, 
раскрыв скобК1f и приведя подобные члены, получим рав

носильное неравенство a 2k >О, которое справедливо, так 
как а* О и k ~ 2. Следова,тельно, неравенство (13) справед
ливо, но тогда, используя справедливость неравенств (12), 
(13) и свойство транзитивности неравенств, получим, что 
справедливо и неравенство (11). Таким образом, неравен
ство Бернулли доказано для любого натурального п ~ 2. 

Эrо неравенство имеет смысл запомнить, так как с его 
помощью можно доказать справедливость многих других 

неравенств, например, справедливость для любого нату
рального п неравенства 

(14) 

122 



Действительно, сделав несложные преобразования, полу
. чим цепочку равносильных неравенств: 

1+- < 1+-- <::> >1<::> ( 
l)n ( 1 )n+I (n+2)н+ 1nn 
п n+l (n+l)". 1(n+l)" 

<::> n+2 [n(n+2/J > 1 <::> n+2 [1- _1_2J > 1. (15) 
п + 1 (n + )) п + 1 (n + 1) 

Для доказательства неравенства ( 15) для п ~ 2 к выражению 

~ - -
1-2~, считая а = - - 1

- 2, применим неравенство 
(n + 1) (n+ l) 

ернулли ). Получим 

[
1+(--1 2IT>1--n 2· 

(n+ 1)] (n+ 1) 

Умножая обе части этого неравенства на положительное 

число п + 21, получим 
п+ 

п + 2 [l + (-_1 !Т > п+ 2 (l __ п ) 
п + 1 (n + 1)

2 ~ п + 1 (n + 1)
2 · 

Поскольку 

] 2 

п + 2 (l _ -"-) = п + Зn + Зn + 2 > l 
2 ] 2 ' п + 1 (n + 1) п + Зn + Зn + l 

то, используя свойство транзитивности неравенств, имеем 

n+
2
[1+(--

1 
IT>n+

2
(1--" )>1 

п + 1 (n + 1)
2 ~ п + 1 (n + 1)

2 · 

Таким образом, неравенство (15) доказано. 
Так как неравенство (15) равносильно неравенству (14), 

то и неравенство (14) справедливо для п ~ 2. Поскольку при 
п = 1 оно очевидно, то справедливость неравенства (14) 
дока.За.но для любого натурального n. 
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Решепие задач на делимость. Метод математической ин
дукции применяется также и для решения задач на дели

мость. 

Докажем, нап~имер, что для любого натурального числа 
п число N(n) = п + 5п делится на 6. 
Доказательство. Для п = 1 число N(l) = 6, и потому 

N(l) делится на 6, т .е. угверждение справедливо, если п = 1. 
Предположим, что уrверждение справедливо для п = k, т.е. 
предположим, что число N(k) = (К + 5k) делится на 6. 
Используя то, что число N(k) делится на 6, докажем спра
ведливость угверждения для п = k + 1, т.е. докажем, что 
число N(k + 1) = [(k + 1)3 + 5(k + 1)) делится на 6. 

Действительно, используя свойства коммугативности и 
ассоциативности действий над числами и алгебраическими 
выражениями, имеем 

N(k + 1) = [(k + 1)3 + 5(k + 1)) =К+ ЗК + Зk + 1 + 
+ 5k + 5 = (К + 5k) + 6 + 3К + 3k = N(k) + 6 + 3k(k + 1). 

Поскольку k и k + 1 - два рядом стоящих натуральных 
числа, то одно из них четное, поэтому число Зk(k + 1) 
делится на 6. Учитывая, что число N(k) делится на 6 и 
число 6 делится на 6, получаем, что число N(k + 1) также 
делится на 6. На основании метода полной математической 
индукции делаем вывод, что число N(n) = п3 + 5п делится 
на 6 для любого натурального числа п. 

Рассмотрим решение более сложной задачи на дели
мость, когда метод полно~, математической индукции при
ходится применять несколько раз. 

Требуется доказать, что при любом натуральном п число 

(32
• - 1) не делится нацело на число 211

+
3

• 

При п = 1 уrверждение очевидно, так как 8 не делится 
на 16. Предположим теперь, что уrверждение справедливо 

t 

при п = k, т.е. число (32 
- 1) не делится нацело на число 

t+ 1 

2k+ 
3

• Докажем тогда, что число (32 
- 1) не делится нацело 

- 2k+4 
на число , т.е., что уrверждение справедливо при 
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&+1 

п = k + 1. Представим выражение (32 
- 1) в виде произ-

ведения: 

t+ 1 ' i t 

(32 
- 1) = (32 

- 1)(32 + 1). 

По предположению первый сомножитель произведения не 
делится нацело на число 2k+ 3

, т.е. в представлении состав-
а 

ного числа (32 
- 1) в виде произведения простых чисел 

число два повторяется не более, чем (k + 2) раза. Таким 
&+1 

образом, чтобы доказать, что число (32 
- 1) не делится 

& 

нацело на число 2k+ 4
, надо доказать, что число (32 + 1) не 

делится на 4. 
Для доказательства этого уrверждения докажем вспомо

гательное уrверждение: для любого натурального п число 
(3211 + 1) не делится на 4. Для п = 1 это уrверждение оче
видно, так как 10 не делится на 4 без остатка. При предпо
ложении, что (32.t + 1) не делится на 4, докажем, что и 
(32(t + 

1
> + 1) не делится на 4. Представим последнее выра

жение в виде суммы (32
<t+ •> + 1) = (32.t + .1) + 8 · 32.t. Второе 

слагаемое суммы делится на 4 нацело, а первое не делится. 
Следовательно, вся сумма не делится на 4 без остатка. 
Вспомогательное уrверждение доказано. 

& 

Теперь ясно, что (32 + 1) не делится на 4, так как число 
2k является четным числом. Окончательно получаем на 
основании метода полной математической индукции, что 

число (32
• - 1) не делится нацело на число 211

+
3 ни при 

каком натуральном п. 

В заключение докажем методом математической индук
ции два уrверждения, приведенные выше (§§ 2, 3 гл. 11). 
В § 3 бьmа приведена формула бинома Ньютона: 

(а+ Ь)11 =с~+ с:,t1- 1 ь + ... + c:a11 -kьk + ". + с:ь11 • 

(16) 

Здесь С: - биномиальные коэффициенты, вычисляемые 

по формуле С"' = п! . 
· 

11 m!(n-m)! 
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Докажем равенство ( 16). 
Для п = 1 формула (16) запишется в виде (а+ Ь) 1 = 

= С~а1 + С :ь1 • Учитывая правило для вычисления бино
миальных коэфсрициентов, перепишем эту формулу в виде 
(а+ Ь) 1 = а1 + Ь, т.е. убеждаемся в справедливости форму
лы ( 16) для п = 1. Предположим, что формула ( 16) справед
лива для п = k, т.е. предположим, что справедлива формула 

(а+ Ь)"= cW+ сw-.1ь+ ... + c~-ltJ-<l-l)ьt-I + 
+ с~- 1ь1 + c~+ 1t1-a+ l)ь'+ 1 + ... + с:- 1 аь"- 1 + с:Ь". 

(17) 

Докажем, используя справедливость формулы (17), что 
формула (16) верна для п = k+ 1, т.е. докажем справедли
вость формулы. 

(а+ b)k+I = C~+lak+I + cl+1D(k+l)-lb+ ... 
+С' Q(k+l)-lbl + ct+l 0(k+l)-(l+l)bl+I + 

··· k+I k+ 1 ••• 

+ c<"+l>-laЬ"+ с"+1ь"+1 ... k+ 1 k+ 1 • (18) 

Действительно, используя сначала свойства степени с на
туральным показателем, затем формулу (17), затем правило 
перемножения многочленов, получим 

(а+ Ь)н 1 = (а+ Ь)(а + Ь)" = 
=(а+Ь)(С~"+ сw- 1ь+ с-:_а"- 2ь2 + ... 

... + c~-1t1- <1-1>ь1-1 + с~"-1ь' + с~+ 1t1- <1+ l)ь'+ 1 + .. . 

... + с:- 1аь"- 1 + c'J,") =с~+ 1 + с Wь + с-:.о"- 1ь2 + .. . 
... + c~-1tJ-1+2ь1-1 + с~-1+1ь'+ с~+1t1-'ь'+1 + ... 

... +с:- 1а2ь"- 1 +с~"+ сWь+ сlа"- 1ь2+с-:.а"- 2ь3+ ... 
+ с'-1 k-1+1ь'+ с'-"-1ь1+1 + с'+1 "-'-1ь1+2+ ... "а 1Р "а ... 

... + с:- 1 аЬ" + с:_ьн 1 • (19) 

Приводя в этой сумме подобные члены, получим, что 
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." + (С~+ 1 + C~)tf- 1 + 1ь1 + (с:- 1 + с:- 2)аt- 1ь1 + 1 + ... 

... + (Cl+ Cl)a2ьt-t + <CZ+ cz- 1)abt+ сzьн 1 • (20) 

Так как коэффициент С: есть число сочетаний из п эле
ментов по k элементов (см.§ 7 гл. 1), то 

ст+t + ст~ ст+t 
" " 11+ \ • 

Пользуясь этим равенством, а также очевидными равен

ствами С~ = 1 = С~+ 1 и С Z = 1 = С Z::, из справедливости 
формулы (20) получим справедливость формулы (18). На 
основании метода полной математической индукцни дела
ем вывод, что формула бинома Ньютона ( 16) справедлива 
для любого натурального числа n. 
В § 2 было приведено равенство алгебраических выраже

ний 

(А - В)(А" - 1 + А" - 2 В + ... + AU' - 2 + U' - 1
) = 

=А" - U'. (21) 

Для доказательства этого равенства при п ~ 2 воспользуем
ся обобщенным методом полной математической индух
ции. 

При п = 2 имеем следующую цепочку равенств: (А - В) х 

х (А+ В) = А2 + АВ - ВА - Ji, = А2 
- Ji, т.е. равенство (21) 

верно. 

Предположим, что при п = k (k ~ 2) равенство (21) спра
ведливо, т.е. справедливо равенство 

(А _ В)(Аt - 1 + At - 2 В+ At - э Ji + ... + AJf- 2 + JI- 1) = 

= А1 - J/. (22) 

Докажем, используя равенство (22), справедливость равен
ства (21) для п = k + 1, т.е .. докажем равенство 

(А - В)(Аt + At - 1 В + At - 2 Ji + ... + AJI- 1 + //) = 

=Ak+t - Jl+ 1• (23) 
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Действительно, используя свойства действий над алгебра
ическими выражениями и равенство (22), имеем цепочку 
тождественных равенств 

(А - В)(Аk + Ak - t В + Ak - 2 Ji + ... + Ad- t + Jf) = 

=(А - В)(Аk + Аk-•в+ Ak- 2Ji + ... + Ad- 1) + 
+ (А - В)Jf = (А - В)(Аk - • + Ak - 29 + Ak - з Ji + . " 
... + ·Jf- 1)A +(А - В)Jf = (Ak - Jf)A +(А - В)Jf = 

=Ан 1 - Jf A + Ad - Jf+ 1 =Ан 1 - Jf+ 1• 

Тем самым равенство (23) доказано, а значит, доказано и 
равенство (21) для любого натурального п ~ 2. 

УПРАЖНЕНИJI 

Найти числовое значение СJJедующего алгебраического вырuс:еНИJ1 при 
а= - 0,1 (1 - 5): 

1 а2 - 2а + 1 . [<а+ 2)2 
- а2 __ з_] 

· а-З 4а2-4 а2 -а · 

1 [_2 + 6 -_4 ) . (1 - 4а2 + 1 ) 
· 2а-1 1-4а2 2a+l · 4а2-1 · 
а-2 1 а3-а 2 ' 3 --+ .--+~~--

. а3 +1 а3-а2+а а2+1 a3 +a2+a+i' 

a+l а-1 а3+а2-а-1 a+l 

5 -2а+4.2а2-а_~)·-4--~ 
· 4а2- 1 а3 + 8 2а2 +а · а2 + 2а З - 6а· 

Найти ЧИСJJовое значение СJJедующего алгебраического выражсНИJ1 при 
а = 1 и Ь = - 2 (6 - 10): 

6 
а2 (а+ Ь2)(а3 - ь3> (а2 - Ь) 

7 
а3 + Ь (11- +За) - 1 

. (а2 + Ь2)(2а - ЗЬ1 . . а (а - Ь + 1) + Ь (Ь + 1)' 

а4 +64 
8. 2 2 • 

~({а+ 2) -[ 4 (а -~~ = ~ -sШ 
9. 2 4Ь - Ь' а - Ь : Ь + 4а - а + 10. 

10. !! {аь2 - 2 [
4

•
75 < + 4Ь) - - За (4 - b)ll - lOb. 

2 а2ь4 + о,з (Ь4 - 6а> Jf 
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Найти числовое значение следующего алгебраического выражения при 
т = 10, п = 4 и р = 5 (11 - 15): 

111+2 

11. {[3 (n+ 5))111 -р (m-1)11
• r~ 10

) +4 (3п - 3)111 - 2 · 32р- •}: 

111+11+ 10 

:41·(п;5Г 
12. (ml2+p'11+I. 2111-l _p111+I. 2 3 } 

: [(20 - 4п)- 511 + 1 · (2п + 2)111 -"]. 
J0-11 

(2 (р- 4))2111 - 1 • (3р + 12)_2_+ 15 · rr3<P-2J · (m - l)11 +p-S 

13.-----~5------.------=20-----. 
6111 + · [2 (n - 5)]Р+) + (32- 4р) - 111 

5 · 431 · (2т - 11)"+ 5 - 4 (р-4) · 32т. (2n)9 

14. 5 . 22' - 1 . 62111 - 1 - 7 . (т - 8)2111+9 . 21•0- 11. 

(т + 26) · (3т - 12)20 - 411 
- 8 · 2" · (р + n)4 

- 311 + 1 • (m - 4f 
15. . 

(2п + 4т - 22f-

Найти числовое значение следующего алгебраического выражения при 
3 

a=-..JJ, Ь= 1, с= 3, х=-2 (16 - 20): 

%1- (х - а)2 (х - Ь)2 Ь - с с - а а - Ь 
16 -+ +--+--+--

. аЬ а (а - Ь) Ь (а - Ь) Ьс ас аЬ · 

1 1 4 ( Х1- с3х) а4 с3 17· 2 (х- а) - 2 (.х+ а)+(}_)?-+ Jь2 : аЬ3 • хЬ. qi· 

18 а2 - 4 . х3 - х + Зall- . 15Ь2с2 _ ---1!_ + _2_ 
. XJ- - 1 а3 + 2tl- 5Ь3с 9tl-b (Ь+ 1)2 Ь + 1 · 

19· [(а - Ь)0(а - с) + (Ь - с)Ь(Ь - а) + (с - а)с(с - Ь)]: 
. . (Х + 1)3 - (Х - 1)3 

3х3+х 

20. {rr:~~ J +з]:[(:-;:J +с]: :эс: 11 - а~ 1 +:+;. 

НаЙТh vДЗ следующего алгебраического выражения (21 - 25): 
; ь2 с2 

21· ь + ь ь + ь. (а - )(а - с) ( - с)( - а) (с -а)(с - ) 

22 (-2- 6Ь _ 4 )· tl-
. 2а - Ь + ь2 _ 4if (2а + Ь) . 4а2 _ ь2. 
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2З. a2-2o+I :(<о+2)2 -а2 __ 1_]· 
о-3 а2-1 а2-о 

Z4. т (Ь - с) + п (а - с) : оЬ (m - с) : (т - 2) (о+ 1) · 
[( 

о Ь ) 9а2-ь2~ т-4 

25 a+t -~+ a-t]._E!l._ _ _!i_ 
· (а- ()2 а2 - t (t+ о)2 • о4 - ! t-a2· 

Найти ОДЗ двух следующих алгебраических выражений (26 - 30): 

26_ 4о2 +12а+9:а2+6о+З и 2о+з. 
2а2 - о - 6 а2 + а - 6 о+ 3 

27 
2о 1 о2 - 2а 

· а2 - ь2 + аЬ (Ь + 2) и а2 (а+ 1)2 - i" 

21. (i-~} (~-~) и а2 ~ с2 + ь!2Ьс· 
29 с-Ь.ь2-с2 и b+l +-1-

. Ьс · а2 - 1 (т - li) (Ь + 1) Ьст" 

[( 
0 + ь )

2 
] [(о _ ь)2 ] а3 + ь3 х + о ох+ а2 30· о - ь + 4 : о+ ь + 4 : а3 - ь3 и 2х +о : 4,(- - ;· 

Найти ОДЗ следующего алгебраического выражения и упростить это 
выражение на его ОДЗ (31 - 40): 

31. (3а2х+ а2х-18а2х): (1- ~+х- 7;} 
32. <2x2!.fy7 

· 6Х1-у2): (- Зх4у · 4;уху). 
33. [Зо Ь7х3 · So3bx· (- 6а3~)): (ISox· 2ухо · 7аух). 

34 
ц2у. si-x . 21X1-r3i-

. 3YZ 1xl · 40xlz · 

35 8а2Ь . оЬс ) . 15а2Ь2с 
· 12ь2с · а3ь2с · ЗаЬс · 

36. (~=1*} ~;1: ~-
37 02 - Sa + 6 . ~ - 4о + 3]. а2 + Зо - 4 

· a2+So+4 '2а2+Зо+I 2а2-Зо-2· 

38 
iJ - 100. Ь + 10 о - Ь . ь2 + аЬ 

. а2 - ь2 • а - ь + а2 + 2оЬ + Ь2 ь2 - оь· 

39 [d' - 8 • (с - 2 . _lL 11. с2 + 2с + 4 
· с+ о " l 4с с2 +ас]· 2Ь (о - с)· 

40 ( а2 + оЬ + ь2 • а2 + 2оЬ - 31}] . _1_ + а2 _ р . 
. а2-4аЬ-21Ь2 а3-ь3 ·о-1Ь sa3d'. 
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. (а+ / . 2а - 2/) 
· 10а4 ас4 · 

Упростиrь следующее алгебраическое выражение (41 - 65): 
41. З(х - 2) - 2(х - 1). 
41. 18 - 5(х + 2) - З(х + 1). 
43. 6(х - 2) - lЗ(х - З) - 2х + 4. 
44. З(х - 4) - 4(х - З) - 5(х - 2) - 9(8 - х) + 20. 
45. 2х- 5[7 - (Х - 6) + Зх) - 21. 
46. 1 - х + 2{З - 2[х + 2(х - 2)) - х}. 
47. 2 + З[х-4(1-х)] -х-{(х- 1)- З[х+ 2(х- 1)) - 2х}. 

х 1 2х х 
48· 3+ 12-9+6- 4х. 

49. i(x-i)-!r+t)-i<x-1). 

5о. з+~-з(4-j)-~+-}(~-11} 
51 

О, 15 - х _ 2х + J _ _ 
4
l 

. з 1,5 х з· 

5"" о 5 _ З 0,25 - Зх _ t! 
6-. 1 х + 1 2х. 

44 
53. 3х; 5 

+ 4- о, 1 (7: + 8) 

54 
1х + 2 _ 

1 5 
_ 4х - 1 _ О, 15х 

. 2 1 з 6 . 
1 Зх 55. 52 + О,5х - 4 + 2(х + О,(З)-1). 

56. ~(~+j- ~)-o.5[!r~;- ~+~)+2(~- ~]. 
57. а - {2а - [ЗЬ - 2(4с - ~а)) - З(Ь - с)}. 
58. 2х- 4[5х- (lly - Зх)] - З[5у- 2(Зх- 6у)]. 
59. Зу- {16у- 2[3х - 2(х - 12у) - 5х] + х}. 
60. - 2[а - 2(Ь - а)] - З[Ь - 4(2а - ЗЬ)] + 2а. 
61. 6{2а - З[Ь - 2(с +а)] - ЗЬ} - 4{Ь - 2[а - 4(с - а) - 2с] +За}. 

61. О,5а--}(2:-О,5а)-{а-[1!а-(~-О,25а ]-(~ -*! · 
63. ~ [с-4(Ь- с) - 2hJ -1i{o.5 (ь- 3 )-t[ 2с- о,15(ь- 5сш. 
64. ~(2;-.1~)-2[о.4 (5: ~i- :о )-о,2 (ь-j)- ь 4 2а]. 
65. О,2(З) +а- 0,5 [2 (j- ~)- li(1+ 0,(6)-*]- а+ f5- 1

. 

Следующий многочлен разложить в произведение не менее чем двух 
многочленов (66 - 85): 

66. 5тх + Зпу- 5ту - Зпх. 67. 5х + .ху + 5у + у2. 
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68. ох+ ~х + Ьу +су - сх- ОУ.· 69. з;-:- ~а4Ь + за3ь2• 
70. збХJу - НЮ. 71. 25 - 49а2Ь6с4• 72. 4jrq4 

- 81z2. 
73. (2а - ЗЬ)2 - (За - 2Ь)2• 74. (m + 2n) - 4(Зm - п)2• 
75. 9ia - ЗЬ) 2 

- 16(Ь - 2а).2• 76. а4 - с + 9у - 6а2у. 
77. с - 6tf...,... с2- 2~-Х2 + 9. 78. а3Ь3 - 27m3. 

79. 1 + 1000у6. 80. т Ь6с9 - 8k6. 81. 12sa3 - 34ЗЬ3 . 
82. 8а3 + (Ь - 2а)3• 83. 64(m - п)3 + 1 
84. (2а - Ь)3 - (ЗЬ - a)j .. 85. 8(х - iJ + 27(у - 2х)3• 

Следующий мноrочлен разложить в произведение не менее, чем четы-
рех мноrочленов (86 - 100): 

86. 2sь2 . 81/.г- 121а2. 81y.t2 - 2sь2 . 169а2 + 121а2 . 169а2• 
87. 144а2Ь8 · 2Sa10 

- 49с4 · 2Sa10 
- 144а2Ь8 + 49с4• 

88. 12sx3. (а+ Ь)2 - 12sx3. (За - 2Ь)2 - 8(а + Ь)2 + 8(За - 2Ь)2• 

89. 2S(a - ЗЬ) 2 -t (За+ 7Ь)2 
- 12Sz3y6(a - ЗЬ)2 + 

1~5,i'у6(За + 7Ь)2 . 
90. 16Х2 · 64а6Ь6 - 22S(Зm - п)2 · 64а6Ь6 + IW - 22S(Зm - п)2• 
91. 9(х + у)2 • 27а6Ь3 - 16(х + 2у)2 · 64а6Ь3 + 9(х + у)2 • 12Sm3 -

- 16(х + 2у)2 · 12sm3. 
92. 2а2; + аЬу - аьу3 - 2а2у3. 
93. IЗ}у ·За - З9/ ·За - tзXJ,i · 9а2 + З9у4 · 9а2• 
94. З6а3 

· 49Х2 - 9аЬ2 · 49Х2 + З6а3 1ху - 9аЬ2 · 1ху + З6а3 · 14х -
-9аЬ2 · 14х. 

95. ISb · 4а2 + 4SтЬ2 
· 4а2 + ISb · 16аЬ + 1SmЬ2 • 16аЬ. 

96. (1 -Х2){у2- m2) + (6х - 9){у2- m2) - (1 -Х2) (2тп + п2) -

- (6х - 9)(2mn + п2). 
97. (2SXJ + Ь2)(а2 + 6аЬ) + 9(2SXJ + Ь2) (Ь2 - с2) -

- 9(у2 + 10xh)(b2 - с2) - (у2 + IОхЬ) (а2 + 6аЬ). 
98. (х + у)4(а3 + Ь3) - а3Ь3 + (х + у)4(а + Ь) - (а+ Ь). 
99. &3-'У + у)(121 - 2sX2- IOx)- 021 - 2sXJ - IOx)-

- <У3 - у + у) + 1. 
100. 16(а3 - Ь3 - Ь)(9х3у - 4хУ) + 16а(9х3у- 4ху\ 

Привести к общему знаменателю следующие три алгебраические дроби 

(101 - 110): 
1 1 1 

101.~. 2 .2' ... 2 • 
ху+ х- х- - у .г.х- - 2ху 

1 1 1 
102. ~· а3 ;; ' (} ;;· (а+ Ь) - Ь -

1 
103. ----r-· 2 • 2 • 

а- - 4 а- + За+ 2 а- + 2а 
1 1 1 

104
· а2+а-2' а2-4а+3' а2-1· 

1 1 1 
105. 20а - 4' 2 ' 2 • SOa- + 2 1Sa-c - Зс 
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106 l 1 
. 9Ьх+ 4Ьу' 18а+ l2cy' s1X2- 16;· 

l l l 
107. --т----. -;г--. 1 3 . 

tr+ab tг+аЬ trb-bo 
l 1 l 

108. 2 ' 1 • 8.х-32" 
х--х-20 х--9х+20 

l l 1 
109. 2 2• З• • -2 2 · 

(2а- - 3оЬ) (4о - 6Ь) 'Ш""" - 9Ь 
l 1 l 

110. ,-----,. "'2 ,_j• 2 _2· 
r - у ~+ 2ху+ 2у or -ау 

Найти ОДЗ следующего алгебраического выражения и упростить эrо 
выражение на его ОДЗ (111 - 130): 

; - а2ь - aJl- - 2li 
111

· ;; + 3(}ь + 3оЬ2 + 2ii. 

111_ 4Ь4 + llb2 + 25 . 
4Ь4 - 9Ь2 + 30Ь - 25 

113 3а2+6о . ; _ 2о 
· а2 + 4о + 4 а4 - 4а2 + 4 · 

114 
ь2 - 5Ь :5а3ь+ 10а2ь2 

. ь2 - 4Ь - 5 . 3(}/?- + 6olJ3 . 

115_ (x2+l+xy: а3ь- 2а2ь+4оьJ= ,?-2х+ 1 . 
х3 - у3 а3 + 8 3х3 + 1х - 10 

l1б. iJ - 17 Ь + 72 . 
2 
ь2 - l : Ь - 9Ь + 8. 

ь2 - 25 Ь - 8Ь - 9 ь2 + 4Ь - 5 

с! - с - 20 r? - с ( r? r? - 3с - 15) 117. 1 . 2 : 2 . 3 . 
с-+ Sc + 4 с- + с - 2 с- + 3с + 2 с+ 

118 6xy- l4y_ х2-4 . 4х-1. 3x2-x- l4 
· х- 2 x+4x2- l4 4х2 · 2х2+4х · 

119 l а2- 4о - 45 . а2 - 120 - 45). ( ь2 - 4 . ь + н) 
· a2-l4o-l5. а2-6а-21 'Lь2 -121 Ь+2 · 

110_ 12а3+24а2: а2+2о)=( 16а2-49 : 2а2-о- l)· 
14а2-7о 2o- l 4o2+o- l4 2а2+5а+2 

111 _а_+ а2+3о -~ 
· а + 2 4 _ а2 3о - 6 · 

111. 6а3 + 48а2 + а2 - 4 _ 3а2 . 
а3 + 64 а+4 а2-4а+ 16 

113 1 3 
"х2+3х+2 (x+l)(x2+5x+6). 
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124 
(х - Ь) (х - с) (х - с) (х - а) (х - а) (х - Ь) 

· (а - Ь) (а - с) + (Ь - с) (Ь - а) + (с - а) (с - Ь) · 
125. Ь - с + с - а + __ а_---'-Ь _ 

~-~~-~ ~-~~-~ ~-~~-~ 
2 2 2 

- а - Ь - Ь - с - с=а· 
1 l l 1 

126. ~ + 2 + 2 + 2 • 
tГ+а tГ+За+2 tГ+5а+6 tГ+1a+l2 

ti - Ь6 а6 + Ь6 а4 - ь4 127
' t?--Ь2- dl+Ь2-(dl+Ь2)(a-b) 0 

1%8. 1 + !) [(х - у)2 + .xyt + (! -!) [(х + у)2 - ху]. 
х у х у 

129. х+у _х у):(х+у _х у)· 
х-у х+у х-у х+у 

130 _1_ - х +у ) . :J i + XJ r 
· х+у Xl--xy+y Xl-1 ху · 

Найrи ОДЗ двух следующих алгебраических выражений А и В и 
доказать, чrо на :пой области справедливо тождестве1D1ое равенство А -= В 
(131 - 160): 

tl- - 2 18Ь3 зь2 
131. А=-т::т- · 4 (}' B=--:-'f· 

оао Sa - 10 Str 

132.А= а3-ь~ _;-ь2, В=tl-+аЬ+ь2. 
tl--2аЬ+Ь2 tl-+ab а 

133 А- tl--16 . 2а+8 8_З(а-З) 
· - tl- - 8а + 16 · За - 9' - 2 (а - 4)' 

lЗ4. А= а3 + 9tl-+ 20а: tl-+ 1а + 10, В=а. 
tl- + 5а + 4 tl- + За+ 2 

135. А= 2а - 3 . 4tl- - За - 7 . а2 + 5а - 24, В= l. 
2tl-+l3a-24 4а-1 J-2а-З 

136 А_ 2а
2 + ЗаЬ - 2ь2 . а3 - sь3 . 2J - 5аЬ + 2Ь2 в- ь 

. - J + 2аЬ + 41} J + ЗаЬ+ 2Ь2 • J + 2аЬ + Ь2 ' - а+ . 

tl--9 (а+З 2а-6) 2 137. А= -ГТ: --4 · --4- , В= tГЬ. 
5tГЬ lOa аЬ 

138 А-( m
3 

+4fiiln +4mn
2 

• (m + 2п)3 )· т2 - 4,,2 в-!!! 
· - Зm2n - 5тп2 - 2113 • 27m3 + 113 9m2 - Зтп + п2' - п' 

139. А= с2- 4m2 - с2+ 2ст- sm2, В= 4т2 . 
с2 - 2ст с2 - 4m2 с (с+ 2m) 

l+tl-+a a-tl- l 
140. А= (} + З• В= 2· 

l - (1 - а) (1 - а) 
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141. А=~+~~: ~~~· В= l. 
141_ А= За - 5 За + 5 1 ' В= 2_ 

за2 - 2а - 5 За2 +1а + 2 6а2 - а - l 
143.А= 5(2Ь-З) + 1Ь 12(ЗЬ+l) 'B•l2b+l. 

11(6ь2+Ь-1) 6/}+ 1Ь- З 11(4Ь2 +8Ь+ 3) 

144_ А= a- l +а+ l __ 4_+_2_ В=О. 
а - 2 а+ 2 4 _ J 2 - а' 

145. А=_з ___ 1_+_з ___ 1_, В= 48 . 
x+I х+З 1-х З-х (x2-9)(x2-l) 

а За 1 х 
146. А= 2 +; (} +--, В= 2· 

(а - Х) + ах - 2 2а + х (а - х) 

141.А= l+x + l+y + l+z , В=О. 
~-У>~-~ ~-Z)~-x> а-х>~-У> 

148. А= ,J-nr + ,ilmr + ?тп , В= О. 
(m-n)(m-1' (n-1'(n-m) (r-m)(r-n) 

149. А= (ас+ Ьт)3 
- (ат+ Ьс)3 _ (ас+ bm)3 +(ат+ Ьс)3 , 

(а - Ь) (с - m) (а+ Ь) (с+ m) 

В· 2(ас + bf1t)(am + Ьс). 

150. А=-з __ 2с+ 15 __ 2_+18(2с+ 15) В=О. 
2с-3 4С+9 2с+З 81-16с4 ' 

151 А-х3+з.х2+5х+15 _ х4 +х3+зх2+х-2 
· - х3+2х'+5х+ 10 х4 +2х3+зх2+4.х-4' В= 2· 

2 2 !1 4 
151. А = (х +у) + (х - у) : х - У , В= - 1-. 

(х + у)2 - (х - у)2 2ху (х - у) х +у 
х2 - ~ - 1.)2. у2 - (Z - Х)2 (Х - у)2 - ;. 

153. А= 2 _2 + 2 -2 - 2 2 , В= 1. 
(х + Z) - у (х +у) - ~ ~ + Z) - х-

(х - у)4 -ху(х-у)2 - 2х2у2 х2-4.ху+ l 
154. А= (х - у)(х3 -11 + 2х2у ' В= Х2 + )12 . 

;. а2 + ,; ( zJ ~
2 

(х)2 (z _ х)2 155. А=~+-;Ть2 х- а2+Ь2 , В= 0 - -Ь- · 

156. А = .....o...:!:l_ + а + 5) : а2 + 5а + ___:!:2 В= а - 1. 
5а-1 a+l l-5a a+l' 

ь - з ь - з) 1ь - 4 ь2 - 14 
151.А= 1Ь-4-Ь-4 .9Ь-3Ь2+ 4-Ь' В=-(Ь+4). 

158 А- 1 +6ас __ l_)·( 1 _ l ). 
. - sc3 - а3 2с - а . а3 - sc3 а2 + 2ас + 4с2 • 

В= l-2c+a. 
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159 А-Ь-4.(~+ 2Ь _Ь-16)- 6Ь+4 
. - Ь - 2 . Ь3 - 8 Ь1 +2Ь + 4 2 - Ь (4 - Ь>1 ' 

160 А- 9т - l. (_.!!!__ l2m1-9m 9 ) 
· - (3 - m)1 · т - 3 + 27 - т3 + m1 + 3m + 9 ' 

В=-1. 

Для любых поло:жительных чисел а и Ь доказать, что справедливо 
неравенство (161 - 165): 

161. (а1 - Ь1)1 ~ 4аЬ(а - Ь)1 . 161. -а3 + Ь3 ~ а1ь + аЬ1• 
4 4 4 а+Ь а Ь 

163. (а + Ь) s 8а + 8Ь . 164. 1 Ь < -
1
- + -

1 
ь· 

+а+ +а + 

165. а3;ьз ~(а;ьJ. 
Исполъэуя неравенство о среднем арифметическом и среднем геомет

рическом, доказать, что для любых положительных чисел а, Ь, с справед
ливо следующее неравенство (166 - 168): 

166. Ьс + аЬс + аЬ ~ а + Ь + с. 
а с 

167. (а+ Ь)(Ь + с)(а + с)~ 8аЬс. 
168. (} + Ь~ + с1 ~ аЬ + Ьс + ас. 
169. Доказать, что для любого действительного числа а справедливо 

неравенство 

l+l'_k_ а "" _2 • 
(Т + l 

170. Доказать, что если а~ Ь ~с> О, то 

!+!+!~ 3. 
ь с с 

171. Доказать, что если а 1 >О, Oz >О, ... , ап >О и а1 + Oz + ... + ап = l, 
то 

af +~+ ... +~~!. 
п 

Доказать, что для любых натуральных т и р справедливо следующее 
неравенство (174 - 176): 

l l l 174· l 2 + 2 3 + 3 4 + ... (m + ) (m + ) (m + )(m + ) (m + )(m + ) 
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1 1 
."+ <--. 

(m+ p)(m+ р+ 1) m+ 1 
1 1 1 1 _J_ 

175.--1+--2+--з+".+--> . 
т+ т+ т+ т+р т+р 

1 1 1 1 1 
176. 2 + 2 + 2 + ". + 2 < -. 

(m + l) (m + 2) (m + З) (m + р) Р 

Доказать, чrо для тобого натурального п ~ 2 справед,IDIВО следующее 
неравенсrво (177 - 184): 

1 2 "' п 2 '1' 9 (2)" 177. (п.) ~ . 178. 211 < п _ 1. 179. п! s 2 3 . 

180. ~! s 2":.1. 181. (п!)2 < [<n + 1) ~2п + 1) J. 
(
1 + nJ" 1 З 5 2n-l 1 

182. n\ < - 2- . 183. 2 · 4 · 6 · "" 2iJ< ..J2n+ 1. 

1 1 1 1 184· --.+--2+--з+ ... +-з 1 > l. 
п+ п+ п+ п+ 

Разложиrь по формуле бинома Ныоrона (185 - 187): 

185. (а+ t J· 186. (а - .../2)7
. 187. (а - .../3)1 + (а+ .../3)1. 

НаАти 7-й член в разло:жеЮDI бинома Ньютона (188 - 191): 
12 

188. (2 + Ь)9• 189. (За - 2)10. 190. (а2 - 2а) 11 • 191. (~+За) . 

Найти все k, при Кl)ЦОМ из коrорых коэффициент при tl в разложсЮDI 
бинома Ньютона есrь рациональное число (192 - 194): 

192. ( ~ + 7../f. а)24 . 193. (..J! - Vf. а)76 • 194. ( 3../3. а+ 1\12 102. 

Найrи коэффициент при ; следующего многочлена (195 - 200): 

195. (x+i)
14

. 196. (2х- 1)17. 197. (1 +х-х2>4. 
198. t1 - dx + х2)~. 199. (1 - х)2 · (2 + х)6. 200. (1 + 2х)4 · (х - 1)7. 

Подобрать числа А, В, С так, чтобы было с~ следующее 

~~~~~:r- ~о! i5 ~~~:+ щх1 + А1- + Вх + С). 
202. з; - х4 - Зх + 1 =- (х2 + l)(Зх3 + М + Вж + С). 

203. ,(- + 4х - 1 = ~ + _f!_ + __f_, 
х1+9х2+2Зх+ 15 х+ 1 х+З x+S 

Ш. r- 1 А +....!.._+ С 
:ХЭ + sX2 + зх - 9 х 1 х + з (х + з{ 
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Применяя схему Горнера, найти частное и осrаток при делеlПIИ на 
(х + 1) ~едуюр.tего многочлена (206 - 211): 

206. ~ + 9х' + 32х + 16. 
207. 14х- 4 + 27х4 - 9х7• 208. х' - 1х - 6. 209. х4 + 19х2 - 30. 
210. 4~ + 5)(х + 6~(х + lO}(x + 12) - 3.х2. 
211. (~ + 4х + 18) + 3х(~ - 4х + 8) + 3. 

Применяя схему Горнера, убедиrься, что и чис.ло (- 2) и чис.ло 1 
ЯВllЯIО1'СЯ корнями с.л,рдующего мноrочл~на (212 - 214): 

212. (.х2 + х)2 + 4(.r + 1) - 12. 213. (.r + х + l)(x2 + х + 2) - 12. 
214. 2х4 + iXJ - 2:2- - 13х + 6. 
215. Применяя схему Горнера, убедиrься, что многочлен 

(.х2 + 4х + 3)(.х2 + 12х+ 35) + 15 

детrrся на многочлен (х + 2)(х + 6), и найти частное. 
216. Применяя схему Горнера, убедиrься, что мноrочлен 

х' - 6х4 + 16iJ - 32.х2 + 48х - 32 

делится на многочлен (х - 2)3. 
217. Делится ли многочлен (х4 - lox2 + 16) + (х4 - 11.х2 + 24) на 

многочлен (.х2 - 8)? 
218. Доказать, что сумма одинаковых степеней :х!" + d" не детrrся на 

разность их оснований х - с. 
~•9+ fl:_ока.эать, что разность одИНаКовых нечетных степеней ? + 1 

-
- С1-" не делится на сумму их оснований х + с. 

220. Доказать, что сумма одинаковых четных степеней ? + tl-k не 
делится на сумму их оснований х + с. 

221. Найти целые корни многочлена х4 - XJ - 2х2 + 4х - 24. 

Доказать методом математической индукции, что для тобого натураль
ного п справецливо с.ледующее равенсrво (222 - 241): 

_ n(n+ 1) 
222. 1 + 2 + 3 + ... + " - 2 . 

223. 12 + 22 + 32 + ... + "2 = n(n+ 1~(2n+ 1). 

224. 22 + 42 + 82 + ... + (2")2 = 2п (n + 1~ (2n + 1). 

225. 12 + 32 + 52 + ... + (2n _ l)2 ... n(2n - ~ (2n+ 1). 

226. 1 · 2 + 2 · 3 + 3 · 4 + ... + п(п + 1) = "(п + 1~ (n + 2>. 
227. 1 · 2 · 3 + 2 · 3 · 4 + 3 · 4 · 5 + ... + п(п + l)(n + 2) -

_ п (п + l)(n + 2)(n + 3) 
- 4 
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228. 1 . 22 + 2 . 32 + 3 . 42 + ... + (n - l)n2 = п (n2 - :~ (Зn + 2). 

229. 13 + 23 + 33 + ... + n3 =[n(n2+ l)r. 
230. 3 + 32 + 33 + ... + 3" = З <3"

2
- I>. 

231. 2 · 2° + 3 · 21 + 4 · 22 + ... + (n + 1) · 2" - 1 = п · 2". 
1 1 1 1 п 232· "2.3' + 3 . 4 + 4 . 5 + ··· + (n + 1) (n + 2) 2 (n + 2) · 

1 2 3 п п+2 
233. 2+2!+?+ ... + 2"=2-7. 

1 3 5 2n - 1 . 2п - 3 
234. 2+2!+?+ ... +~=3-~. 

1 1 1 1 п 
235· т:-4 + 4 . 7 + 7 . 10 + ··· + (3n - 2) (3n + 1) = 3n + 1 · 

1 1 1 1 п 
236· )":"'1о" + 10 · 19 + 19 · 28 + ··· + (9n - 8)(9n + 1) 9n + 1 · 

1 1 1 1 п 237.-5-+--1+-1 2з+ ... + 6 1 6п s =s 6 s · · 11 11·1 1 · ( n- )( + ) ( n+ ) 
238 _1_+_1_+_1_+ + 1 =-"-

. 1 · 3 3 · 5 5 · 7 ··· (2n - 1) (2n + 1) 2n + 1 · 
1 22 32 n2 п (n + 1) 

239.-3+-3 5+-5 7+ ... + 2 2 =2 . 1 · · · ( п - 1) ( п + 1) (2n + 1) 
1 1 1 1 

24О.-2 3+-2 3 4+-3 4 5+ ... + 1 2 1 · · · · · · п (n + ) (n + ) 

=t(i· (n+ l)\n+2))-
l 2 3 п 241·-3 5+-3 5 1+-5 7 + ... + 2 (2п 2 = 1 . . . . . . 9 ( п - 1) + 1) ( п + 3) 

п (n + 1) 

=: 2 (2n + 1)(2n + З)" 

Доказать (методом математической индукции), что для любоrо нату

ральноrо п справедливо следующее равенство (242 - 244): 
1 1 1 1 1 

242. -1 +1+2+ ... +--2 <2---1· 
2 3 (n + 1) п + 
.~ 1 1 1 1 .С--Т 

Ю. 2'1n+ 1 >1f'+~+Тз+ ... + ..Jn+ 1 >'ln+ 1. 
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146. Доказать, что для любого натурального п <:!: 3 справедливо неравен-
ство п! > 2" - 1• 

Доказать, что при любом натуральном п: 
147. Число п3 + 5п делится на 6. 
248. Число п3 + (п + 1)3 + (п + 2)3 делится на 9. 
149. Число 4" + l5n - 1 делится на 9. 
250. Число 3211 - 1 делится на 2" + 2 и не делится на 2" + 3• 
251. Число п5 - п f,,елится на 30. 
252. Число 4211 

- 3 - 7 ~елится на 84. 
253. Число 6211 + 19" - 2" 1 делится на 17. 
254. Число 4211 + 1 + 3" + 2 делится на 13. 
255. Число п2 Jn4 

- l) детrrся на 60. 
256. Число 6п + l 5n + 10п3 - п релится на 30. 
257. Число 20" + 1 + 16" + 1 

- 3" + - 1 делится на 323. 
258. Число (2п)3 + 20 (2п) детrrся на 48. 



Гл а в а 111 . АЛГЕБРАИЧЕСКИЕ 
УРАВНЕНИЯ И НЕРАВЕНСТВА 

Пусть даны два многочлена А и В. Если стоит задача 
(гл. 11) решить уравнение А= В, то говорят, что дано алгеб
раическое уравнение А =:= В. Если же стоит задача решить 
неравенство А > В (А < В, А ~ В, А :s; В), то говорят, что дано 
алгебраическое неравенство А> В (А< В, А~ В, А :s; В). 
В этой главе рассматриваются только алгебраические 

уравнения и неравенства. Поэтому в этой главе часто 
вместо слов «алгебраическое уравнение• будем писать про
сто «уравнение•, вместо слов «алгебраическое неравенство• 
будем часто писать «неравенство•. 

§ 1. УравнеИИJ1 с одним неизвестным 

ОсноВИЬ1е по11ЯТЯJ1 и определения. Пусть стоит задача 
решить уравнение 

R(x) = Q(x), (l) 

где R(x) и Q(x) - многочлены (см. гл. 11) относительно 
одной буквы х; тогда букву х называют неизвестной буквой, 

или просто неизвестным, а уравнение (1) - алгебраическим 
уравнением с одним неизвестным. 

Поскольку ОДЗ многочленов R(x) и Q(x) состоит из всех 
действительных чисел, то задача о решении уравнения (1) 
может быть сформулирована так: найти все числовые значе
ния неизвестного х, каждое из которого обращает уравнение 
(l) в верное числовое равенство. Каждое такое число назы
вают корнем или решением уравнения (1). Поэтому решить 
уравнение (1) - это значит найти множество всех его кор

ней. 
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Если множество всех корней уравнения ( 1) состоит из k 
чисел х1 , ~ •••• , хь среди которых нет равных, то говорят, 

что уравнение (1) имеет только k корней х1 , ~ •••• , xk, т.е. 
множество всех решений уравнения ( 1) есть множество 
М = {х1 , ~ •••• , xk}. Если же множество всех корней состоит 
из одного числа х1 , то говорят еще, что уравнение (1) имеет 
единственный корень или единственное решение х1 • 
В случае, если множество всех корней уравнения (1) есть 

пустое множество, то говорят, что уравнение (1) не имеет 
корней. 

Например, очевидно, что уравнение r + 1 = - (х4 + 1) 
корней не имеет, ибо ни для одного числового значения 
неизвестного х это уравнение не превращается в верное 

числовое неравенство. 

Теперь рассмотрим простейшее алгебраическое уравне
ние с одним неизвестным 

х=а, (2) 

где а - некоторое фиксированное число. Очевидно, что 
это простейшее уравнение имеет единственный корень -
число а, поэтому множество всех корней уравнения (2) 
состоит из одного числа а. 

Не для всякого алгебраического уравнения с одним 
неизвестным так же очевидно, как в двух рассмотренных 

примерах, множество всех. корней уравнения. Обычно для 

нахождения множества всех корней уравнения это уравне
ние равносильными переходами (определение равносиль
ного перехода см. ниже) сводят к одному или совокупности 

нескольких уравнений (определение совокупности уравне
ний см. ниже), каждое из которых - либо простейшее 
уравнение типа (2), либо уравнение, для которого очевид
но, что оно не имеет корней. 

В этом параграфе рассматриваются примеры равносиль
ных переходов. 

Пусть даны два алгебраических уравнения с одним не
известным R(x) = Q(x) и S(x) = ТТх). Эти уравнения назы
ваются равносШlьными, если любой корень первого уравне
ния является корнем второго уравнения, и наоборот, 
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любой корень второго уравнения является корнем первого 
уравнения. В силу этого определения равносильны любые 
два уравнения, не имеющие корней. 

Замена одного уравнения равносильным ему другим 
уравнением называется равносильным переходом от одного 

уравнения к другому. Равносильный переход от одного 
уравнения к другому обозначается двойной стрелкой ~. 
Запись 

R(x) = Q(x) ~ S(x) = ТТх) 

означает, что уравнения R(x) = Q(x) и S(x) = ТТх) равно
сильны. 

Приведем некоторые утвержден и я , при помощи ко
торых и будут совершаться равносильные переходы. 

1. Уравнения R(x) = Q(x) и R(x) - Q(x) = О равносильны. 
2. Уравнения R(x) = Q(x) и R(x) + а = Q(x) + а равносиль

ны для любого действительного числа а. 
3. Уравнения R(x) = Q(x) и aR(x) = aQ(x) равносильны для 

любого отличного от нуля действительного числа а. 
4. Пусть известно, что для любого действительного 

числах справедливо равенство R(x) = ТТх), тогда равносиль
ны уравнения R(x) = Q(x) и ТТх) = Q(x). 
Доказательства справедливости этих угверждений похо

жи, поэтому докажем, например, угверждение 2. Пусть 
число х1 - некоторый корень уравнения R(x) = Q(x). Тогда 
справедливо числовое равенство R(x1) = Q(x1). Поскольку 
справедливость числового равенства не нарушается при 

прибавлении к обеим его частям любого действительного 
числа (см. гл. 1), то справедливо числовое равенство 
R(x1) + а = Q(x1) + а. Справедливость этого числового ра
венства означает, что число х1 является корнем уравнения 

R(x) + а = Q(x) + а. Поскольку такое рассуждение можно 
провести для любого корня уравнения R(x) = Q(x), то тем 
самым показано, что любой корень уравнения R(x) = Q(x) 
является корнем уравнения R(x) + а = Q(x) + а. 
Покажем теперь обратное. Пусть число х2 есть некото

рый корень уравнения R(x) +а= Q(x) +а, тогда справед
ливо числовое равенство R(x2) + а = Q(x2) + а. Прибавим 
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к обеим частям этого числового равенства число (- а), 
получим справедливость числового равенства R(~) = Q(~), 
откуда вытекает, что число ~ есть корень уравнения 

R(x) = Q(x). Поскольку такое рассуждение можно провести 
для любого корня уравнения R(x) + а = Q(x) + а, то тем 
самым показано, что любой корень уравнения R(x)· + а = 
= Q(x) + а является корнем уравнения R(x) = Q(x). 
Из доказанного вытекает, что если уравнение R(x) = Q(x) 

не имеет корней, то и уравнение R(x) + а= Q(x) + а также 
не имеет корней. Действительно, предположим, что урав
нение R(x) = Q(x) не имеет корней, а уравнение R(x) + а = 
= Q(x) + а имеет хотя бы один корень. Из условия, что 
уравнение R(x) + а = Q(x) + а имеет корень, по доказанно
му выше следует, что имеет корень и уравнение R(x) = Q(x), 
что противоречит предположению. Значит, если уравнение 
R(x) = Q(x) не имеет корней, то и уравнение R(x) + а = 
= Q(x) + а корней не имеет. 
Аналогично показывается, что если уравнение R(x) + 

+ а = Q(x) + а не имеет корней, то и уравнение R(x) = Q(x) 
корней не имеет. 

Итак, показано, что в этом случае уравнения R(x) = Q(x) 
и R(x) +а= Q(x) +а равносильны. Тем самым утвержце
ние 2 доказано полностью. 
Пусть дан многочлен Р(х) степени п относительно 

буквы х: 

Р(х) = аоХ' + а1Х' - 1 + ". + ап _ 1Х + ап (Оо *О), (3) 

где буквами Оо, 01, "., ап - 1, ап обозначены некоторые 
фиксированные действительные числа, называемые коэф
фициентами многочлена Р(х). 
Из утвержцений 1 и 4 вытекает, что кажцое алгебраичес

кое уравнение с одним неизвестным можно привести к 

виду Р(х) = О, поэтому достаточно рассмотреть лишь урав
нение 

Р(х) =О, (4) 
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где Р(.х) есть многочлен вида (3). Всякое такое уравнение 
называется алгебраическим уравнением степени п. 
Из определений корня многочлена Р(.х) (см.§ 5 гл. 11) и 

корня (решения) алгебраического уравнения следует, что 
любой корень многочлена Р(.х) является корнем (решени
ем) уравнения (4). Следовательно, нахождение всех корней 
(решений) уравнения (4) сводится к нахождению всех 
корней многочлена Р(х). Следует только иметь в виду, что 
при нахождении корней уравнения (4) не учитывается 
кратность корня многочлена Р(х). Например, многочлен 
Р(.х) = r - 2х + 1 имеет КОреНЬ Х1 = 1 Кратности два, а 
уравнение r - 2х + 1 = о имеет единственный корень 
(единственное решение) х1 = 1. Хорошо известно, что на
хождение корней многочлена является сложной задачей. 

Поэтому рассмотрим только некоторые такие случаи, когда 
удается найти все корни многочлена, т.е. решить уравне

ние (4). 
Уравнение первой степени. Рассмотрим случай, когда Р(.х) 

есть многочлен первой степени, т.е. рассмотрим уравнение 

аоХ + а1 = О (йо :1: О). (5) 

На основании угверждения 2 уравнение (5) равносильно 
уравнению 

аоХ = - а1 (а0 :1: О). (6) 

Поскольку число ао :1: О, то на основании угверждения 3 
уравнение (6) равносильно уравнению 

(7) 

Все равносильные переходы от уравнения (5) к уравнению 
(7) можно записать более коротко в виде следующей це
почки равносильных переходов: 

ОоХ + а1 = О (ао :1: О) <=> аох = - а1 (а0 :1: О) <=> 

<=> х = - а1 <ао *О). 
Оо 
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Простейшее уравнение х = - ~ имеет единственный 
tlo 

корень - число - ......!. • Так как уравнение (5) равносильно t а~ простейшему ур н: ю (7), то уравнение (5) таюке имеет 
единственный корень - число ( - 0

! ~ . 
Таким образом, уравнение пе)вой °;J,,епени с одним неиз

вестным (5) имеет толысо один корень х1 = - tii. 
tlo 

Для решения алгебраических уравнений более высоких 
степеней понадобится понятие совокупности уравнений. 
Пусть дано т многочленов Р1 (х), Р2(х), ... , Р,,,(х). Говорят, 
что дана совокупность т алгебраических уравнений с одним 
неизвестным х: 

Р1 (х) =О, Р2(х) =О, ... , Р,,,(х) =О, (8) 

если требуется найти все числовые значения неизвестно
го х, каждое из которых является корнем хотя бы одного 
уравнения из этой совокупности (8) (уравнения совокуп
ности обычно записываются в строчку). 
Таким образом, решить совокупность уравнений (8) -

значит решить каждое уравнение РЛ.х) =О, где i = 1, 2, ... 
... , т, т.е. найти множества N1, N2, ••• , N,,, всех корней 
каждого из уравнений и затем взять объединение этих 
множеств. Это объединение N = N1 u N2 u ... u N,,, будет 
множеством всех корней совокупности уравнений (8), а 
каждое число из множества N будет называться корнем или 
решением совокупности (8). Если множество N состоит из 
k чисел: х1 , ~, ••• , Xt, среди которых нет равных, то говорят, 
что совокупность уравнений (8) имеет только k корней х1 , 
~, ... , Xt; если же множество N состоит из одного числа х1 , 
то говорят, что совокупность уравнений (8) имеет единст
венный корень х1 • 

Часто возникает необходимость совершить равносиль
ный переход от уравнения к совокупности уравнений. 

Будем говорить, что уравнение 

Р(.х) =О (4) 
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равносШ1ьно совокупности уравнений 

Р1 (х) =О, Р2(х) =О, ... , Р,,,(х) =О, (8) 

если любое решение (любой корень) уравнения (4) являет
ся решением (корнем) совокупности (8), и наоборот, любое 
решение (любой корень) совокупности (8) является реше
нием (корнем) уравнения (4). Замена уравнения (4) равно
сильной ему совокупностью (8) называется равносШ1ьным 
переходом от уравнения (4) к совокупности (8). 

Например, уравнение 

(Зх + 4)(- 7х + 2)(2х - ../5)(- 12х - 16) =О (9) 

равносильно совокупности уравнений 

Зх + 4 =О, - 1х + 2 =О, 2х - ../5 =О, - 12х - 16 =О. 

Действительно, любой корень уравнения (9) обращает в 
нуль хотя бы один из многочленов (Зх + 4), (- 1х + 2), 
(2х - ../5), (- 12х - 16), т.е. является корнем хотя бы 
одного из уравнений совокупности, и, наоборот, любой 
корень совокупности обращает в нуль хотя бы один из этих 
многочленов, т.е. удовлетворяет уравнению (9). Совокуп-
ность уравнений имеет только три корня х1 = - j, ~ = ~· 

х3 = ~· Следовательно, в силу равносильного перехода эти 
корни и только они являются корнями уравнения (9). 
Рассмотрим алгебраическое уравнение второй степени, т.е. 

уравнение 

td + Ьх + с = О (а* О). (10) 

Такие уравнения принято называть квадратными уравне

ниями. Многочлен ~ + Ьх + с, где а * О, называют обычно 
квадратным трехчленом, число а (а* О), стоящее при 1-, -
называется первым коэффициентом, число Ь, стоящее при 
х, - вторым коэффициентом, число с - свободным членом. 
Кроме того, число D = Ь2 

- 4ас называется дискриминан-
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том квадратного трехчлена, а также дискриминантом квад

ратного уравнения (10). 
, Проведем тождественное преобразование квадратного 

трехчлена. Так как а * О, то справедливо тождественное 
равенство 

~ + Ьх +с= a(.i +~х+;). 

Теперь применим тождественное преобразование, которое 
называется свыделением полного квадрата»: 

2 2 

.i + !!.х + f = r + 2х.!. + (.!.J - (.!.) + f = 
а а 2а 2а 2а а 

2 2 2 2 

=(х+.!.) +f_L=(x+.!.) +4ас-Ь = 
2а а 4а2 2а 40

2 

2 2 2 
= (х + .!.) _ Ь - 4ас = (х + .!.) _ _R_, 

2а 402 2а 402 

Окончательно получаем справедливость следующего тож
дественного равенства: 

2 

~+Ьх+с=а[(х+:0)- 4~2] (а*О). 

На основании угверждения 4 уравнение (10) равносильно 
уравнению 

(11) 

а на основании угверждения 3, учитывая, что а* О, полу
чаем, что уравнение (11) равносильно уравнению 

х+- --=О (а*О). ( 
Ь )2 

D 
2а 4а2 

(12) 

Более коротко это можно записать так: 
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td- + Ьх + с= О (а :1; О), 

3 

a[(x+{0J- 4~2]=0 (a:t;O), 

3 

(х + 2ь )2 - D2 = О (а * О). 
а 4а 

В зависимости от дискриминанта D возможны три случая. 
а) D < О. Так как при любом числовом значении Хо число 

2 -

(Хо + :О) неотриц:тельно, а число (- 4~2 )- положительно, 

то число (.хо + ~) - -!} также положительно и потому не 
может равняться нулю. А это означает, что уравнение (12) 
не имеет действительных корней. Поскольку уравнение 
(10) равносильно уравнению (12), то оно также не имеет 
действительных корней. 

б) D =О. Тогда уравнение (12) принимает вид 

2 

(х+ :О) =О (а :1; О). 

Это уравнение равносильно уравнению первой степени 

х + 2: = О (а :1; О). 

Следовательно, если D =О, то уравнение (12) имеет един-
u ь 

ственныи корень х1 = -
20

. 

в) D >О. Тогда D = (Ш)2, и поэтому выражение, стоящее 
в левой части уравнения (12), можно рассматривать как 

разность двух квадратов (х + :а J и (~· Воспользовавшись 
формулой сокращенного умножения, получим уравнение 
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[(х+ ~)+ ~][(х+ ~)-~]=О (а*О), 
равносильное уравнению (12). Эrо уравнение, в свою оче
редь, равносильно совокупности двух уравнений 

х+1-+ {]5 =О (а*О) х+1-- {]5 =О (а*О). (13) 
2а 2а ' 2а 2а 

Каждое уравнение в этой совокупности является уравне
нием первой степени и, следовательно, по доказанному 
выше имеет только один корень. Решая каждое уравнение 
совокупности (13), получаем, что совокупность уравнений 
(13) имеет только два корня 

-Ь+Ш ( О) -Ь-Ш х1 = 2а а* , х2 = 2а (а* О). (14) 

В силу равносильных переходов, если D > О, то уравнение 
(10) равносильно совокупности (13) и потому имеет только 
два корня х1 и х2, вычисляемые по формулам (14). 

Итак·, квадратное уравнение (10) не имеет действитель
ных корней, если его дискриминант отрицателен, имеет 
только два действительных корня, если дискриминант поло
жителен, и имеет только один действительный корень, если 
дискриминант равен нулю. 

Оrметим, что если дискриминант квадратного уравнения 
(10) положителен, то формулы (14) для нахождения корней 
этого уравнения часто записывают в виде одной формулы: 

-ь±':.JЬ2 -4ас 
Х1,2 = 

20 
(а* О). (15) 

Замечание. Если D = О, то можно считать, что форму
ла ( 15) остается справедливой, только надо помнить о том, 
что в этом случае квадратное уравнение имеет только один 

корень. 

Приведеввое квадратное уравнение. Квадратный трех
член, у которого первый коэффициент равен единице, 

называется прuбедепnЬlМ квадратным трехчленом. Обще
принято второй коэффициент приведенного трехчлена 
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обозначать р, а его свободный член - q, т.е. приведенный 
квадратный трехчлен имеет вид r + рх + q. 

Квадратное уравнение вида 

r+px+q=O (16) 

называется приведенным квадратным уравнением. 
Очевидно, что квадратное уравнение (1 О) равносильно 

соответствующему приведенному уравнению, а именно 

ar + Ьх + с = О (а* О) <=> r + ~х + .f = О (а* 0). (17) 
а а 

Если дискриминаIП приведенного уравнения (16) положи
телен, то формула ( 15) для нахождения корней этого урав
нения принимает вид 

Х1,2 = -}±"(1J-q. (18) 

Теорем а (теорема Виета). Если приведенное квадратное 
уравнение r + рх + q = О имеет положительный дискрими
нант, то сумма корней этого уравнения равна второму его 

коэффициенту, взятому с противоположным знаком, а про
изведение корней равно свободному члену, т.е. если х1 и ~ 
корни уравнения ~ + рх + q = О, то х1 + ~ = - р; х1х2 = q. 
Доказательство. Так как D >О, то, используя фор

мулы (18), получим 

х,+х,=(-1~ '1~J11' q)+(-~ ~(1)
2 

-q)=-p, 
х,х,=(-1+ (1) -q)(-1- (~) -q)= 

2 2 
=/!..._l!...+q=q 4 4 . 

Теорема доказана. 
3 а меч ан и е . При D = О, как следует из доказательства, 

теорема Виета верна, если рассматривать корень х1 = - } 
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как два совпадающих корня х1 = - ~и~= - ~·Теорема 

Виета имеет место и при D < О, но в этом случае корнями 
квадратного уравнения будуr комплексные сопряженные 
числа (см. гл. XI). 

Теорема Виета часто применяется при решении различных 
задач. Рассмотрим одну из них. Требуется найrи неизвестный 
свободный член q квадратного уравнения r + х + q = о, если 
известно, что это уравнение имеет два действительных корня 

х1 и ~ и сумма квадратов этих корней равна единице, т.е. r. + ~ = 1. Чтобы найти q, воспользуемся теоремой Виета. 
Справедлива цепочка тождественных равенств 

r. + ~ = r. + 2х,~ + ~ - 2х,~ = (х, + ~)2 - 2х,~. 

и потому r. + ~ = 1 - 2q, т.е. 1 - 2q = 1, откуда q = О. 
Симметричное уравнение треп.ей степени. Алгебраическое 

уравнение третьей степени называется симметричным урав

нением, если оно имеет вид 

ar + ь;;. + Ьх + а = О (а * О). (19) 

Преобразуем многочлен ar + br + Ьх, + а, воспользо
вавшись способом разложения многочлена на множители. 
Очевидна справедливость следующей цепочки тождествен

ных равенств: 

ar + br + Ьх + а = а(х1 + 1) + Ьх(х + 1) = 
= а(х + 1 )(r - х + 1) + Ьх(х + 1) = 

= (х+ l)[a(r - х+ 1) + Ьх] = 

= (х + l)[ax2 + (Ь - а)х + а], 

поэтому уравнение ( 19) равносильно уравнению 

(х + l)[ax2 + (Ь - а)х + а] = О (а* О). (20) 

Уравнение (20), в свою очередь, равносильно совокупности 
уравнений: 

х + 1 = О (а * 0), ах2 + (Ь - а)х + а = О (а* О). (21) 
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Следовательно, и уравнение (19) равносильно этой сово
купности. Решение совокупности (21) легко находится, так 
как она содержит только уравнения первой и второй сте

пени. 

Пр им ер. Найти корни уравнения 

х3 + 4r + 4х + 1 ;: о. (22) 

Преобразуем левую часть уравнения: 

х3 + 4r + 4х + t = (х3 + 1) + 4х(х + 1) = 
= (х+ I)(r + 3х+ 1). 

Очевидно, что уравнение (22) равносильно совокупности 
уравнений 

х + 1 = О, r + 3х + 1 = О. (23) 

Первое уравнение совокупности (23) имеет только один 

корень х1 = - 1; второе - только два корня ~ = - 3
; ..g и 

х3 = - 3 2 -15. Следовательно, совокупность уравнений (23), 

а значит, и данное уравнение (22) имеют только три корня 
- 1 - -3+-15 - -3--15 

Х1-- ,~- 2 ,Х3- 2 . 

Свмметричвое ураввевий четвертой степени. Алгебраичес
кое уравнение четверной степени называется симметрич

ным, если оно имеет вид 

ах4 + Ьх3 + d + Ьх+ а= О (а*О). (24) 

Учитывая, что а* О, запишем это уравнение в равносиль
ном виде: 

Очевидна справедливость следующей цепочки тож,цест
венных равенств: 
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(х4 + t) + 12.цr + t) + E.:f = (х4 + 2:1- + о +12.цr + t) + 
а а а 

+ (~ - 2)r = <r + 02 + 2<r + 1~ + (~J + 

( 

2 ) 2 2 + r Е. - 2 - _!_ = (r + ..!.х + l) .....:. ь - 4а (с - 2а) r. 
а 4а2 2а 4d 

Из справедливости этой цепочки получаем, что уравнение 
(24) равносильно уравнению 

2 2 (r + :ах+ l) - Ь - 4~с - 2а> r = О (а* О). (25) 

В зависимости от числа М = Ь2 - 4а(с - 2а) возможны три 
случая: 

а) М <О. Уравнение (25), а значит, и равносильное ему 
уравнение (24) действительных корней не имеют. 

6) М = О. Уравнение (25) в этом случае принимает вид 

2 

(r+ :ах+ 1) =о (26) 

Очевидно, что уравнение (26) равносильно уравнению 

(27) 

Следовательно, множество корней симметричного урав
нения 4-й степени в этом случае совпадает с множеством 
корней квадратного уравнения 

(28) 

в) М > О. Уравнение (25), а значит, и равносильное ему 
уравнение (24) равносильны совокупности квадратных 
уравнений 

r + ь+..Jь
1

-24;<с-2а> х+ l =О (а*О), (29) 
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r + b-..Jb2 -2~D(C- 2о) Х + 1=0 (а ;f: 0), (30) 

каждое из которых легко решить. 

Пр им ер. Решить уравнение 

х4 + ; - r + х + 1 = о. (31) 

Приведем следующую цепочку тождественных равенств: 

х4 + Jt - r + х + 1 = х4 + 'Ы' + 1 + x(r + 1) - 3r = 
2 1 2 

= <r + 1)
2 

+ 2<r + 1> I + (1) - 3r - ~ = (х2 + j + 1) -

- 1:
1 =(r+ l+;гз х+ l)(r+ l-/ГЗ х+ 1} 

откуда следует, что уравнение (31) равносильно совокуп
ности уравнений 

;. + 1 
+ ;гз х + 1 = о, ;. + 1 -/гз х + 1 = о. 

Первое уравнение этой совокупности имеет только два 
корня: 

= -../fЗ -1 +../2 'J13 - 2 = -../fЗ -1-../2 'JlЗ - 2 (32) 
х, 4 ' ~ 4 ' 

а второе уравнение действительных корней не имеет, т.к. 

его дискриминант отрицателен. Следовательно, уравнение 
(31) имеет только два корня (32). 

Двуч.леввое уравнение. Алгебраическое уравнение назы
вается двучленным уравнением, если оно имеет вид 

Х' - а= О. (33) 

Рассмотрим сначала двучленное уравнение (33) в частном 
случае, когда а = 1: 

Х' - 1 =о. (34) 
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При п = 1 уравнение (34) есть частный случай уравнения 
первой стерени и потому имеет единственный корень 
х1 = 1. При п = 2 уравнение (34) есть частный случай 
квадратного уравнения с положительным дискриминантом 

и потому имеет только два корня: х1 = 1 и~= - 1. Пока
жем теперь, что при п ~ 3 для любого нечетного п уравнение 
(34) имеет только один действительный корень х1 = 1, а для 
любого четного п уравнение (34) имеет только два дейст
вительных корня х1 = 1 и ~ = - 1. 

Пусть п - фиксированное нечетное натуральное число, 
п ~ 3, т.е. пусть п = 2k + 1, где k - фиксированное нату
ральное число. Пользуясь формулой сокращенного умно
жения, получаем справедливость тождественного равенст

ва (см. гл. 11): 

?+ 1 -l=(x-l)(?+?-•+ ... +x2+x+l). 

Из справедливости этого тождественного равенства вы
текает, что уравнение (34) при п = 2k + 1 равносильно 
совокупности уравнений 

(х - 1) = О, ? + ?- 1 + ... + х2 + х + 1 = О. 

Первое уравнение этой совокупности имеет только один 
корень х1 = 1, второе уравнение совокупности действитель
ных корней не имеет. Для доказательства этого покажем, 
что для любого действительного х справедливо неравенство 

?+?-• + ... +х2+х+ 1 >О (35) 

Действительно, для любого хе [О, + оа) справедливость не
равенства (35) очевидна. При любом хе [- 1; О), переписав 
левую часть неравенства (35) в виде 

,x2k + ?- 2 (х + 1) + ... + х2 (х + 1) + (х + 1), 

убеждаемся, что первое слагаемое этой суммы положитель
но, а остальные - неотрицательны. Значит, для любого 
хе [- 1; О) неравенство (35) справедливо. Переписав 
левую часть неравенства (35) в виде 
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? - 1 (х + 1) + ? - 3 (х + 1) + ... + х(х + 1) + 1, 

убеждаемся, что для любого х е (- оо, - 1) все слагаемые 
этой суммы положительны. Значит, для любого хе (- -, 
- 1) неравенство (35) справедливо. 
Итак, показана справедливость неравенства (35) для 

любого действительного х, а это означает, что уравнение 

?+?- 1 + ... +х2+х+ 1 =О 

действительных корней не имеет. Значит, уравнение (34) 
при п = 2k + 1 имеет только один действительный корень 
х, = 1. 

Пусть теперь п = 2k (k - фиксированное натуральное 

число и k ~ 2). Пользуясь формулой сокращенн9го умно
жения (см. гл. 11), получаем справедливость тождественно
го равенства 

? - 1 = (х2 - l)(r<k-1) + _x2<k- 2) + ... + х4 + х2 + 1). 

Из справедливости этого тождественного равенства выте
кает, что уравнение (34) при п = 2k (k ~ 2) равносильно 
совокупности уравнений 

х2 - 1 = О, _x2<t - 1> + _x2<t - 2> + ... + х4 + х2 + 1 = О. 
Первое уравнение этой совокупности имеет два корня 
х1 = 1 и ~ = - 1, а второе уравнение действительных 
корней не имеет, так как для любого действительного х 
очевидна справедливость неравенства 

;<t- 1> + ,гi.t - 2> + ... + х4 + х2 + 1 > О. 

Значит уравнение (34) имеет при п = 2k два действительных 
корня: х1 = 1 и~= - 1. 

Итак, уравнение (34) при любом нечетном п имеет 
только один действительный корень х1 = 1, а при любом 
четном п - только два действительных корня: х1 = 1 и 
.x:z=-1. 

Раесуждая аналогично, можно показать (см. § 1 гл. VII), 
что: 
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- при любом положительном а уравнение (33) имеет: 
l) при любом нечетном п только один действительный 
корень х1 = 'Vй, 2) при любом четном п - только два 
действительных корня х1 = 'Vй и х2 = - 'Vй; 

- при а = О уравнение (33) имеет только один корень 
х, =О; 

- при любом отрицательном а можно показать (см. § l 
гл. Vll), что уравнение (33) имеет: 1) при любом нечетном 
п только один действительный корень х1 = - 'V а, 2) при 
любом четном п не имеет действительных корней. 

Пр им ер . Решить уравнение 

х1+8 =о. 

Так как в данном случае п - нечетно (n = 3) и а -
отрицательно (а= - 8), то данное уравнение имеет един
ственное решение х1 = - 2. 

Трехчлеввое ураввевве. Алгебраическое уравнение вида 

~ + ьх- + с = о (36) 

при условии, что п ~ 2, а * О, Ь * О, с * О, называется трех
членным уравнением. При п = 2 трехчленное уравнение 
имеет еще одно название •биквадратное уравнени~. Для 
решения биквадратного уравнения 

ах4 + ld- + с= О (а* О) (37) 

его левая часть преобразуется способом •выделения пол
ного квадрата»: 

аж•+ Ьх' +с= a[(x'+zx' ~ +(:.]')+;- ~.]= 
= а [( r + :а J - Ь

2 

~Q:ac] . 
На основании этого тождественного равенства уравнение 
(37) равносильно уравнению 
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2 1 

а[(х2+:0)-ь ~)ас]= о (а*О). .(3&) 

Очевидно, что если Ь2 - 4ас < О, то уравнение (38), а 
значит, и равносильное ему уравнение (37), корней не 
имеют. 

При Ь2 - 4ас =о уравнение (38) принимает ВИД 

(39) 

Очевидно, что уравнение (39) равносильно уравнению 

х2 +:а= О (а* О). (40) 

Таким образом, при Ь2 - 4ас = О биквадратное уравне
ние (37) равносильно квадратному уравнению (40), т.е. при 

:а < О имеет только два действительных корня х1 = 

= ...J_ ь и х2 = - ...J_ ь · при..!!..= О - единственный корень 
2а 2а' 2а 

х1 = О; при i'a > О - не имеет решений. 
Если же Ь2 - 4ас >О, то уравнение (38), а значит, и 

равносильное ему уравнение (37) равносильны совокуп
ности уравнений 

х2 + ..!!.. - -..Jь2 _ 4ас =О (а* О), 
2а 2а 

х2 + ..!!.. + -.Jь2 - 4ас =О (а* О). 
2а 2а 

Перепишем эту совокупность в равносильном виде: 

х2 = - Ь + ~~ - 4ас (а * О), х2 = - Ь - ~:
2 

- 4ас (а * О) ( 41 ) 

Поскольку числа, стоящие в правых частях уравнений 
совокупности (41), есть корни квадратного уравнения 

а(+ bt +с= О (а* О), (42) 
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имеющего положительный дискриминант D = Ь2 
- 4ас, то 

совокупность уравнений ( 41) может быть записана в виде 

(43) 

где 11 и 12 - корни уравнения (42). 
Таким образом показано, что для решения биквадратно

го уравнения (37) надо сначала решить квадратное уравне
ние ( 42), при этом, если квадратное уравнение ( 42) не имеет 
действительных корней, т.е. его дискриминант отрицате

лен, то уравнение (37) также не имеет корней; если дис
криминант уравнения ( 42) равен нулю, то уравнение (37) 
равносильно квадратному уравнению (40), которое легко 
решается; если :же дискриминант уравнения (42) положи
телен, то уравнение (37) равносильно совокупности урав
нений ( 41). Каждое из уравнений совокупности ( 41) -
квадратное, поэтому корни этой совокупности, а значит, и 

корни равносильного этой совокупности уравнения (37) 
легко найти. 

Пр им ер. Реши"Хь биквадратное уравнение 

х4 - r - 6 =о. (44) 

Для решения уравнения ( 44) решим сначала квадратное 
уравнение r - 1 - 6 = О. Корни этого уравнения 11 = - 2, 
12 = 3. Поэтому уравнение (44) равносильно совокупности 
уравнений 

r = - 2, r= 3. 

Первое уравнение этой совокупности действительных кор

ней не имеет, а второе имеет только два корня: х1 = "3" и 
~ = - "3. Значит, и уравнение ( 44) имеет только два корня 
Х1 = .,/3 И Х2 = - .,/3. 
При п > 2 для решения трехчленного уравнения 

ах21' + ЬХ' + с= О (а :i! О) 

его левая часть также преобразуется способом «выделения 
полного квадрата)) 
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2 2 

аrл + ld' + с = а [( х" + :а) - ь ~:ас] . ( 45) 

На основании этого тождественного равенства уравнение 
(36) равносильно уравнению 

( 

2 2 
Х' + .!..) = Ь - 4ас (а:;!: О). 

2а 4а2 
(46) 

Очевидно, что если Ь2 - 4ас <О, то уравнение (46), а 
значит, и уравнение (36) корней не имеют. 
Если же Ь2 - 4ас =о, то уравнение (46) равносильно 

двучленному уравнению 

(47) 

Следовательно, при Ь2 - 4ас = о трехчленно уравнение (36) 
равносильно двучленному уравнению (47), решение кото
рого рассма1Вивалось в предыдущем пункте. 

Если же Ь - 4ас >О, то уравнение (46) равносильно 
совокупности двучленных уравнений 

Х' +.!..- ,,Jь2 -4ас =О (а:;!: О), Х' +.!..+ ,,Jь2 -4ас =О 
2а 4а2 2а 4а2 

(а :;1: О), (48) 

решение которых, как показано выше, можно найти. 
Пр им ер. Решить трехчленное уравнение 

х6 + 3х3 + 2 =о. (49) 

Так как данное уравнение равносильно совокупности двух 
двучленных уравнений 

х3 + 2 = о, х3 + 1 = о, 
то, решив их, получим, что уравнение (49) имеет только два 
действительных корня х1 = - V2 и ~ = - 1. 
Замечание . Выше было показано, как решить любое 

уравнение первой степени и любое квадратное уравнение 

6 ААrебра. тригоно...:етрш1 
и элеме1m1рн:ые функции 
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и были выведены формулы для нахождения их корней. Что 
касается уравнений. степени которых выше, чем два, то 

были рассмотрены лишь отдельные примеры. Связано это 
с тем, что хотя для уравнений третьей и четвертой степени 
такие формулы есть, они очень громоздки и потому при
меняются редко, а для уравнений пятой степени таких 

формул нет. В то же время следует отметить, что если все 
коэффициенты многочлена Р(х) в уравнении ( 4) являются 
целымп (или рациональными) числами, то для нахождения 
целых (или рациональных) корней уравнения (4) можно 
применить теорему о целых (или рациональных) корнях 
многочлена (см. гл. 11). 

§ 2. Неравенства с одним неизвеС111ЫМ 

Основные повя'IИЯ и определения. Пусть стоит задача: 
решить неравенство 

R(x) > Q(x) [или R(x) < Q(x)]. (1) 

где R(x) и Q(x) - многочлены (см. гл. 11) относительно 
одной буквы х. Буквах называется неизвестной буквой, или 
просто неизвестным, неравенство (1) - алгебраическим не
равенством с одним неизвестным. 

Поскольку ОДЗ многочленов R(x) и Q(x) состоит из всех 
действительных чисел, то задачу о решении неравенства (1) 
можно сформулировать так: найти все числовые значения 
буквы х, каждое из которых обращает неравенство ( 1) в 
верное числовое неравенство. Каждое такое числовое зна
чение называется решением неравенства (1). Поэтому ре
шить неравенство ( 1) - это значит найти множество всех 
его решений. В случае, если множество всех решений 
неравенства (l) есть пустое множество, говорят. что нера
венство (1) не имеет решений. 
Два алгебраических неравенства R(x) > Q(x) и· ~х) < S(x) 

называются равносильными, если любое решение первого 
неравенства является решением второго, и, наоборот, 
любое решение второго неравенства является решением 
первого. В силу этого определения равносильны любые два 
неравенства, не имеющие решений. Замена одного нера-
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венства равносильным ему другим неравенством называет

ся равносильным переходом от одного неравенства к дру

гому. Равносильный переход принято обозначать двойной 
стрелкой <=>. Запись 

R(x) > Q(x) <=> ~х) < S(x) 

обозначает, что неравенства R(x) > Q(x) и ~х) < S(x) рав
носильны. 

Приведем некоторые утверждения, при помощи ко
торых будут совершаться равносильные переходы. 

1. Неравенства R(x) > Q(x) и R(x) - Q(x) >О равносильны. 
2. Неравенства R(x) > Q(x) и R(x) + а > Q(x) + а равно

сильны для любого действительного числа а. 

3. а) Неравенства R(x) > Q(x) и aR(x) > а Q(x) равносильны 
для любого положительного числа а. 

б) Неравенства R(x) > Q(x) и aR(x) < а Q(x) равносильны 
для любого отрицательного числа а. 

4. Пусть известно, что для любого действительного числа 
х справедливо равенство R(x) = ~х), тогда равносильны не
равенства R(x) > Q(x) и ~х) > Q(x). 

Доказательства справедливости этих утверждений похо
жи, поэтому докажем, например, утверждение 1. Пусть 
число х1 есть некоторое решенИе неравенства R(x) > Q(x), 
т.е. пусть справедливо числовое неравенство R(x1) > Q(x1). 

Тогда по свойству числовых неравенств справедливо и 
числовое неравенство R(x1) - Q(x1} >О. Справедливость 
этого числового неравенства означает, что число х1 являет
ся решением неравенства R(x) - Q(x) > О. Поскольку такое 
рассуждение можно провести для любого решения нера
венства R(x) > Q(x), то любое решение неравенства 
R(x) > Q(x) есть решение неравенства R(x) - Q(x) > О. 
Покажем теперь обратное. Пусть число ~ есть некоторое 

решение неравенства R(x) - Q(x) >О, т.е. пусть справедли
во числовое неравенство R(x2) - Q(x2) >О. Из справедли
вости последнего неравенства следует справедливость чис

лового неравенства R(~) > Q(~). а это означает, что число 
х2 - решение неравенства R(x) > Q(x). Поскольку такое 
рассуждение можно провести для любого решения нера-
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венства R(x) - Q(x) >О, то любое решение неравенства 
R(x) - Q(x) > О есть решение неравенства R(x) > Q(x). Зна
чит, если каждое из неравенств R(x) > Q(x) и R(x) - Q(x) > 
> О имеет решение, то эти неравенства равносильны. 
Из доказанного вытекает, что если одно из неравенств 

R(x) > Q(x) или R(x) - Q(x) > О не имеет решений, то и 
другое не имеет решений, т.е. в этом случае неравенства 

R(x) > Q(x) и R(x) - Q(x) > О равносильны. Утверждение 1 
доказано. 

Из уrверждений 1 и 4 вытекает, что каждое алгебраичес
кое неравенство можно привести или к виду Р(х) > О или к
виду Р(х) < О, поэтому достаточно рассмотреть лишь нера
венства вида 

Р(х) >О (2) 

и 

Р(х) <О (3) 

где Р(х) - многочлен степени п относительно буквы х, т.е. 

Р(х) = аоХ' + a1.xi- 1 +".+а"_ 1х +а" ("о :;1: О). 

Такие неравенства называют алгебраическими неравен
ствами степени п. 

Неравевспuа первой степени. Метод ивтер88Jlов. Пусть 
надо решить неравенство 

(4) 

которое называется нера8енством первой степени. На осно
вании уrверждения 2 неравенство (4) равносильно неравен
ству 

"оХ > - а1 ("о :;1: О). (5) 

Рассмотрим случаи "о > О и "о < О. Пусть "о > О, тогда на 
основании уrверждения За) неравенство (5) равносильно 
неравенству 
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х > - а. (Do * О). 
tlo 

(6) 

Очевидно, что любое х из промежуrка (- ~' + аа) удовле
творяет неравенству (6). Следовательн , :=.ожеJво всех 
решений неравенства (6) есть промежуrок ( - ~' + оа) 
(рис. ll). Так как неравенство (4) при ао >О рJвнос~ьнJ 
неравенству (6), то множество ~шшшшшшш• 
всех решений неравенства (4) -а/а0 х 

также есть промежуток Рис. 11 • 

( - ~' + аа) . Все равносильные 
Ьере~оды 6т неравенства (4) к неравенству (5), а затем к 
очевидному неравенству (6) записываются более коротко в 
виде следующей цепочки равносильных переходов: 

аох + 0 1 > О (Do > О) <:> DoX > - 01 (ао > О) <:> 

<:> х > - 01 (Do > О). 
tlo 

Аналогично справедливы следующие цепочки равносиль

ных переходов: 

аох + 0 1 >О (Do <О)<:> DoX > - 0 1 (Do < О)<:> 

<:> х < - 01 (Do < О). 
tlo 

йоХ + 01 <О (Do >О)<:> DoX < ...... 01 (йо >О)<:> 
а <:> х < - ....!. (Do > О). 
tlo 

йоХ + 01 <О (Do <О)<:> DoX < - 01 (ао< О)<:> 

<:> х > - 01 (Do < О). 
tlo 

В каждой из этих цепочек из последнего неравенства легко 
найти множество всех решений первого неравенства дан-
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ной цепочки (при указанном ограничении на tzo). Итак, 
решением неравенства аох + 0 1 > О при ао < О является про-
межуток (- -, - ~) ; решением неравенства аох + о1 < О 
при йо > О является промежуrок ( - 00, - ~ J; решением 
неравенства аох + 0 1 < О при ао < Ь являете~ промежуток 

( -Вс~ ;j~написанное о решении неравенств первой сте
пени часто формулируют так: многочлен первой Степени 

аох + 01 (йо *О): 

а) при ао >О положителен для любого хе ( - ~· + оо) и 
отрицателен для любого х е (- -, - ~); 

б) при ао < О положителен для любого хе (- 00
, - :: ) и 

отрицателен для для любого хе l- ~. + 00 J. 
В частности,_ двучлен (х - а) ол~житJен для всех х, 

находящихся на числовой оси справа от точки, изображаю
щей число а, и отрицателен для всех х, находящихся слева 

от этой точки. Другими словами, точка а делит числовую 

ось на две части: в части, находящейся справа от точки а, 

двучлен (х- а) положителен, а в части, находящейся слева 

от точки а, отрицателен. 

Эrо свойство двучлена (х - а) лежит в основе метода 
интервалов и часто используется для решения алгебраичес
ких неравенств более высоких степеней. 

Пусть требуется решить неравенство 

(х - а1)(х - а2) ". (х - а"_ 1 )(х - а") > О, (7) 

где а1 , а2, "., а"_ 1, а" - фиксированные числа, среди 
которых нет равных, причем такие, что а1 < а2 < ... < а"_ 1 < 
<а". 
Рассмотрим многочлен 

Р(.х) = (х - а1)(х - ~) ... (х - а"_ 1)(х - а"). (8) 
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На основании сделанного выше замечания очевидно, что 

для любого числа Хо такого, что Хо > а", соответствующее 
числовое значение любого сомножителя в произведении 
(8) положительно, поэтому соответствующее числовое зна
чение Р(Хо) многочлена Р(х) также положительно. Для 
любого числа х1 , взятого из интервала (а"_ 1, а"), соответст
вующее числовое значение последнего сомножителя отри

цательно, а соответствующее числовое значение любого из 
оставшихся сомножителей положительно, поэтому число 

Р(х1 ) - отрицательно; аналогично для любого числа ~ из 

интервала (а"_ 2, а"_ 1) число Р(х2) - положительно и т.д. 
На этом рассуждении и основан метод интервалов, со

стоящий в следующем: на числовую прямую наносят числа 

сх 1 , сх2 , "., сх" _ • • сх"; над лучом справа от наибольшего из них 
ставят знак плюс, под следующим за ним справа налево 

интервалом ставят знак минус, затем - знак плюс, затем -
знак минус и т.д. (рис. 12). Тогда множество всех решений 
неравенства (7) будет объеденением всех промежуrков, в 
которых постамен знак плюс. 

~ ~ v+" 
···~~ 

а"_1 а"_, а"_1 а._, а. х 

Рис. 12. 

Методом интервалов можно решать те алгебраические 

неравенства, которые цепочкой равносильных переходов 

можно свести к неравенствам вида (7). 
Пр им ер . Решить неравенство 

(х - 3)(2 + х)(4 - х) >О. (9) 

Умножая неравенство (9) на (- 1) получим равносильное 
ему неравенство 

[х - (- 2)](х - 3)(х - 4) <О. (10) 

Для решения неравенства ( 10) применим метод интервалов: 
на числовую прямую наносим числа (- 2), 3, 4.В проме
жутках справа налево расставим знаки плюс и минус 

(рис. 13). Множество всех х из промежуrков (- оо, - 2) и 
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(3, 4) - множество всех решений неравенства (10). По
скольку неравенство (9) равносильно неравенству (10), то 
множество всех решение неравенства (9) есть множество 
(- оо, - 2) u (3, 4). 

~ + 
3?'-2 

Рис. 13. 

з 4 х 

Квадра111ое неравенС111О. Применим метод интервалов к 
решению алгебраических неравенств второй степени. Ог
метим, что обычно их называют квадратными неравенст
вами. Рассмотрим квадратное неравенство 

d + Ьх + с > О (а* О). (11) 

Применяя тождественное преобразование «выделение пол
ного квадрата~> (см. § 1, гл. 111), получаем 

d + Ьх +с= а [(х+ _!_)
2 

- _!!._] 
2а 4а2 ' 

где D = Ь2 
- 4ас. Поэтому неравенство (11) равносильно 

неравенству 

a[(x+;aJ-- 4~2]>0 (а*О). (12) 

Пусть а> О. Тогда неравенство (12) равносильно нера-
венству 

х + - - - > О (а > О). 
( 

Ь )
2 

D 
2а 4а2 

(13) 

а) Если D < О, то при любом числовом значении неиз
вестного х = .XQ в левой части неравенства ( 13) стоит сумма 

2 

неотрицательного числа ( .XQ + {а) и положительного числа 

(- 4~2 )' т.е. неравенство (13) превращается в верное чис-
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ловое неравенство. Следовательно, неравенство (13) спра
ведливо при любом х. Другими словами, множество всех 
решений неравенства (13) в этом случае есть множество 
всех действительных чисел. 

б) Если D = О, то очевидно, что неравенство (13) превра
щается в верное числовое неравенство для любого числа х, 

кроме Хо = - :О. Следовательно, множество всех решений 
неравенства ( 13) в этом случае есть множество 

' 2а 2а' · (- оо - L~u ~- _!?_ + оо) 
в) Если > , то неравенство (13) равносильно неравен

ству 

(х - х1 )(х - ~)>О (а> О), (14) 

-ь-Ш -b+W О где х1 = 20 , ~ = 20 . чевидно, что х1 < ~' поэто-
му, применяя метод интервалов, получим, что множество 

всех решений неравенства (14) есть множество (- оо, xi) u 
U (~, + оо). 

Пусть а< О. Тогда неравенство (12) равносильно нера
венству 

х+- --<О (а<О). ( ь)2 D 
2а 4а2 

(15) 

а) Если D < О, то очевидно, что для любого числа х это 
неравенство превращается в неверное числовое неравенст

во, а потому неравенство (15) не имеет решений. 
б) Если D =О, то столь же очевидно, что неравенство (15) 

не имеет решений. 

в) Если D > О, то неравенство (15) равносильно неравен
ству 

(х - х1)(х - ~)<О (а< О), (16) 

-ь-Ш -ь+Ш О 
где Х1 = 20 , ~ = 20 . чевидно, что х1 > ~' поэто-
му, применяя метод интервалов, получим, что множество 

всех решений неравенства (16) есть интервал (~; xi). 
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Аналогично проводится решение неравенства ~ + Ьх + 
+ с< О (а* О). Приведенные выше рассуждения можно 
собрать вместе (см. табл. 1). 

Таблица 1 

~-а D Неравенство Решение неравенства 

а>О D>O ах2+Ьх+с>О (' -Ь-~ (--Ь+Ш ·) 
-

00

' 2а u 2а ' + -
а>О D>O ах2+Ьх+с<О r--b-W -Ь+W:) 

2а ' 2а 

а>О D=O ах2+Ьх+с>О r-oo, -fa ju(- ~· +-j 
1 

а>О D=O ах2+Ьх+с<О нет решений 

а>О D<O ах2+Ьх+с>О (- -, + оо) 
а>О D<O ах2+ьх+с<О нет решений 

а<О D>O ах2+Ьх+с>О r--ь+Ш -Ь-Ш) 
2а ' 2а 

а<О D>O ах2+Ьх+с<О (· -Ь+~ r--b-W ·) 
-

00
' 2а u · 2а ' + 00 

а<О D=O ах2+Ьх+с>О нет решений 

а<О D=O ах2+Ьх+с<О (-оо -~)u[--°- +-) ' 2а 2а' 

а<О D<O ах2+Ьх+с>О нет решений 

а<О D<O ах2+Ьх+с<О (- 001 + оо) 

Оrметим, что запоминать эту таблицу не надо, для ре
шения конкретного квадратного неравенства лучше каж

дый раз повторять те рассуждения, которые были сделаны 
выше. 

Пр им ер . Решить неравенство 

~ - х- 6 <О. 
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Поскольку корни квадратного трехчлена Р(х) = ;- - х -
- 6 есть Х1 = 3 и Х2 = - 2, то Р(х) = (х - З)(х + 2). 

Значит, неравенство равносильно неравенству 

(х - З)(х + 2) < О. 

Применив метод интервалов к последнему неравенству 
(рис. 14), получим, что множество всех решений исходного 
неравенства есть интервал (- 2; 3). 

~ ::::?~" ~ - - з х 
Рис. 14. 

ОбобщеНRЫЙ метод интервалов. Некоторые алгебраичес
кие неравенства степеней, более высоких чем два, цепоч
кой равносильных переходов приводятся к вuду 

(х - a1)k• (х - ai'1 ••• (х - an_ 1)k·-• (х - а,/·> О, (17) 

где k1, k2, ••• , kп_ 1, kп - фиксированные натуральные числа, 

а1. а1, ... , an-1• ап - фиксированные действительные числа, 
среди которых нет равных, и такие, что а 1 < а2 < ... < ап _ 1 < 
< ап (отметим, что если хотя бы одно из чисел k1 ~ 2, то для 
решения неравенства ( 17) неприменим приведенный выше 
метод интервалов). Тогда неравенства вuда (17) решаются 
так называемым обобщенным методом интервалов. Рассмот
рим многочлен 

Очевuдно, что для любого числа Хо такого, что Хо > ап, 
соответствующее числовое значение любого сомножителя 
в произведении (18) положительно, поэтому числовое зна
чение Р(.хо) многочлена Р(х) также положительно. 

Для любого числа х1 , взятого из интервала (ап _ 1, ап), 
соответствующее числовое значение любого сомножителя, 
кроме последнего, положительно; соответствующее число

вое значение последнего сомножителя положительно, если 

kп - четное число, и отрицательно, если kп - нечетное 
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число. Поэтому число Р(х1 ), положительно, если k" - чет
ное число, и число Р(х1 ) - отрицательно, если k,, - нечет
ное число. Обычно в этих случаях говорят, что многочлен 
Р(х) при переходе через точку с:х" меняет знак, если k" -
нечетное число, и не меняет знака, если k" - четное число. 
Аналогично показывается, что если известен знак много

члена Р(х) на интервале (с:х1, с:х1+ 1), то на интервале (с:х,_ 1, с:х1) 
знак определяется по правилу: многочлен Р(х) при переходе 

через точку с:х1 меняет знак, если k1 - нечетное число, и не 
меняет знака, если k1 - четное число. На этом рассуждении 
и основан обобщенный метод интервалов: на числовую ось 

наносятся числа с:х 1 , ~' ••• , с:х" _ 1, с:х"; над лучом справа от 

наибольшего из этих чисел, т.е. справа от с:х", ставят знак 
плюс, над следующим за ним справа налево интервалом 

ставят знак плюс, если k" - четное число, и знак минус, 
если k" - нечетное число; над следующим за ним справа 
налево интервалом ставят знак, пользуясь правилом: 

многочлен Р(х) при переходе через точку с:х" _ 1 меняет знак, 
если k" _ 1 - нечетное число, и не меняет знака, если 
k" _ 1 - четное число; затем рассматривается следующий за 
ним справа налево интервал, в нем ставят знак, пользуясь 

тем же правилом; таким образом рассматриваются все 
промежуrки. 

Решением неравенства ( 17) будет объединение всех про
межуrков, в которых поставлен знак плюс. 

Пр им ер . Решить неравенство 

(х + 5)(2х - 3)5 
(- х + 7)3 (Зх + 8)2 <О. (19) 

s 2 

Прежде всего, умножая это неравенство на (- ( ! ) (~·) ) , 
получим равносильное ему неравенство 

[х - (- 5)) [х -(- ~)f (х - ~J (х - 7)
3 > О. (20) 

Для решения неравенства (20) применим обобщенный 
метод интервалов. На числовой оси отметим числа (- 5), 
(- ~} ~' 7 (рис. 15). Справа от наибольшего числа, т.е. от 
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числа 7, ставим знак плюс. При переходе через точку (7) 
многочлен 

Р(.х) = [х- (- 5)J[x-(-~J(x-iJ (х- 7)3 
(21) 

меняет знак, так как двучлен (х - 7) содержится в произ
ведении (21) в нечетной степени, поэтому под интервалом 

(~' 7) ставим знак минус. При переходе через точку (~) 
многочлен Р(.х) меняет знак, так как двучлен (х - ~) содер-

~ ~. 
:::7-5-8/ЗЗJF= ~х 

Рис. 15. 

жится в произведении (21) в нечетной степени, поэтому 

над интервалом (- ~'~)ставим знак плюс. При переходе 
через точку (- ~) Р(.х) не меняет знака, так как двучлен 

[ х - (- ~] содержится в произведении (21) в четной сте
пени, поэтому над интервалом (- 5, - ~) ставим знак 
плюс. Наконец, при переходе через точку (- 5) многочлен 
Р(.х) меняет знак, так как двучлен [х - (- 5)] содержится 
в произведении (21) в первой степени, поэтому под лучом 
(- оо, - 5) ставим знак минус. Итак, решение неравенства 
(20) и равносильного ему неравенства (19) - совокупность 
всех промежуrков, где :r:~оставлен знак плюс, т.е. множество 

всех решений неравенства ( 19) есть множество 

' 3 З' 2 ' . (- 5 - !) U (- ! 1) U {7 + оо) ' 

Нестро111е неравенства. Перейдем теперь к решению не
строгих неравенств 

Р(.х) ~О, 
Р(.х) ~О. 

(22) 
(23) 
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Если некоторое число Хо есть решение неравенства (22), то 
справедливо числовое неравенство Р(.Хо) ~ О. Тогда в силу 
определения нестрогого знака неравенства справедливо 

или числовое равенство Р(.Хо) = О или числовое неравенство 
Р(.Хо) > О. Другими словсiми, если число Хо - решение не
равенства (22), то оно либо решение уравнения Р(_х) = О, 
либо неравенства Р(_х) > О. Такое рассуждение можно про
вести для любого решения неравенства Р(_х) ~ О. Аналогич
но показывается, что любое решение неравенства Р(_х) > О 
и любое решение уравнения Р(_х) = О также есть решение 
неравенства (22). 
Таким образом, множество решений нестрогого нера

венства (22) является объединением двух множеств: мно
жества всех решений строгого неравенства Р(_х) > О и мно
жества всех решений уравнения Р(_х) = О. 
Аналогично множество всех решений нестрогого нера

венства (23) является объединением двух множеств, мно
жества всех решений строгого неравенства Р(_х) < О и мно-
жества всех решений уравнения Р(_х) = О. · 
На этом и основано правило решения нестрогих нера

венств. Сначала решаются соответствующее строгое нера
венство и соответствующее уравнение, а затем множества 

решений строгого неравенства и уравнения объединяются; 

объединение этих множеств и является множеством всех 
решений нестрогого неравенства. 

Пр им еры . 1. Решим нестрогое неравенство первой 
степени: 

аох + а, ;:: О (йо ;t О). (24) 

Решаем сначала уравнение 

аох +а,= О (ао ;t О). (25) 

Его единственное решение - число (- : ) . Затем решаем 
неравенство 

ОоХ + а1 >О (йо ;t О). (26) 
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При ао > О множество всех его решений - множество 

(- ~, + - } при а, 
0

< О множество всех его решений -

множество (- °"• - -1 ~ ; объединяя решения уравнения (25) 

и неравенс ва (26), °;.{олучаем: для йо > О множество всех 
решений неравенства (24) есть множество r- ~· + °") 
(рис. 16); для ао <О множество всех решений н равенств 

(24) есть множество (- оа, - :~](рис. 17) .. 

-а/а0 х 

Рис. 16. 

2. Решить неравенство 

-а/ао 

Рис. 17. 

" 
х 

(;:; - 3х + 2)(.х3 - 3;;)(4 - ;:;) ~О. (27) 

Поскольку справедливы следующие тождественные равен

ства 

;:; - 3х + 2 = (х - 2)(х - 1), 
х3 - 3;; =;:; (х - 3), 

4 - ;:; = - (х - 2)(х + 2), 

то согласно утверждениям 4 и 36) этого параграфа неравен
ство (27) равносильно неравенству 

[х - (- 2));:; (х - l)(x - 2)2 (х - 3) s О. (28) 

Решим сначала уравнение 

[х - (- 2));:; (х - l)(x - 2)2 (х - 3) =О. (29) 

Оно имеет только пять корней: х1 = - 2, х2 = О, х3 = 1, х" = 
= 2, х5 = 3. Затем решаем строгое неравенство 

[х - (- 2));:; (х - l)(x - 2)2 (х - 3) <О. (30) 
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обобщенным методом интервалов (рис. 18). Множеством 
всех его решений будет множество (- -; - 2) u (1; 2) u (2; 
3). Объединяя множество всех решений уравнения (29) и 
строгого неравенства (30), получим множество всех реше
ний неравенства (28), а в силу равносильного перехода -
неравенства (27). 

Итак, множество всех решений неравенства (27) есть 
множество (- -, - 2) u {О} u [1; 3). 

§ 3. Уравнения с двумя веиэвеСТВЫМ11 

Освоввые 00ВЯ111Я. Пусть дано уравнение 

R(x, у) = Q(x, у), (1) 

где R(x, у), Q(x, у) - многочлены (см. § 3 г.Л. 11) относи
тельно двух букв х и у. Тогда говорят, что дано алгебраичес
кое уравнение с двумя неизвестными х и у. Упорядоченная 
пара (х, у) называется набором неизвестных уравнения (1). 
ОДЗ уравнения (1) яаляется множество всех пар (х, у), где 
буквы х и у могут быть любыми действительными числами. 
Числовой набор (Хо, у0) соответствующий набору неиз

вестных (х, у) называется решением уравнения (1), если 
равны числовые значения многочленов R и Q, соответст
вующие этому числовому набору, т.е. если справедливо 
числовое равенство R(Xo, у0) = Q(Xo, у0). Решить уравнение 
(1) - значит найти множество всех его решений, т.е. найти 
все числовые наборы, каждый из которых обращает урав
нение (1) в верное числовое равенство. Если множество 
всех решений уравнения (1) состоит из k пар (среди кото
рых нет равных) действительных чисел (х1 , у1 ); (~, у2); ••• 

. " ;(xk, Yk), то говорят, что уравнение (1) имеет только k 
решений, т.е. множество всех решений есть множество 

М = {(х1, У1); (оХ1, У2); ... ; (xk, Yk)}. Если же множество всех 
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решений состоит из одной пары (х1 , у1 ), то говорят, что 
уравнение (1) имеет единственное решение. Например, урав
нение r + у2 = О имеет единственное решение (х, у): (О, О). 
В случае, если множество всех решений уравнения ( 1) есть 
пустое множество, говорят, что уравнение (1) не имеет 
решений. Например, уравнение r + у2 = - 1 не имеет ре
шений. 

Пусть даны два алгебраических уравнения с двумя неиз
вестными: 

R(x, у) = Q(x, у) и 1{х, у) = S(x, у). 

Эти уравнения называются равносш~ьными, если любое ре
шение первого уравнения является решением второго урав

нения и любое решение второго уравнения является реше
нием первого уравнения. В силу этого определения равно
сильны любые два уравнения, не имеющие решений. 
Замена одного уравнения равносильным ему другим 

уравнением называется равносш~ьным переходом от первого 
уравнения ко второму. 

Справедливы следующие утвержден и я : 
1. Уравнения R(x, у) = Q(x, у) и R(x, у) - Q(x, у) = О 

равносш~ьны. 

2. Уравнения R(x, у) = Q(x, у) и R(x, у) + S(x, у) = Q(x, у) + 
+ S(x, у), где S(x, у) - любой многочлен относительно букв 
х и у, - равносш~ьны. 

3. Уравнения R(x, у)= Q(x, у) и aR(x, у)= aQ(x, у) равно
сш~ьны для любого, отличного от нуля действительного 
числа а. 

4. Пусть известно, что справедливо тождественное равен
ство R(x, у) = 1{х, у), тогда уравнения R(x, у) = Q(x, у) и 
Т{х, у) = Q(x, у) равносш~ьны. 
Справедливость этих уrверждений доказывается анало..: 

гично доказательству соответствующих уrверждений § 1 и 
потому опускается. Из уrверЖдений 1 и 4 вытекает, что 
каждое алгебраическое уравнение с двумя неизвестными х 
и у можно привести к виду Р(_х, у) = О, поэтому можно 
рассматривать лишь уравнения вида 
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Р(х, у)= О, (2) 

где Р(х, у) - многочлен относительно букв х и у. Для 
геометрической иллюстрации множества всех решений 

уравнения (2) целесообразно ввести систему координат на 
плоскости. 

Прямоуrольная система координат на rшоскости. Если 
указан способ, позволяющий устанавливать положение 
точек на плоскости заданием пар чисел, то говор11т, что на 

плоскости задана система координат. Плоскость в этом 
случае называют координатной плоскостью. Рассмотрим 
простейшую и чаще всего употребляемую систему коорди
нат, которая называется прямоугольной. 

Пусть дан отрезок, длина которого принята за единицу 
измерения длины на плоскости, т.е. пусть введен масштаб. 
·Пусть даны две взаимно перпендикулярные прямые. Точку 
пересечения прямых будем считать началом отсчета или 
началом координат. На каждой прямой зададим положи
тельное направление и отложим от начала координат за

данный единичный отрезок. Таким образом, на каждой 
этой прямой введена своя система координат (см.§ 5 гл. 1); 
эти прямые называют координатными прямыми, их часто 

называют еще координатными осями, причем одну из них 

принято называть осью абсцисс, а другую - осью ординат. 
Если на плоскости введен масштаб и заданы две взаимно 

перпендикулярные координатные оси и указано, какая из 

этих осей является осью абсцисс, а какая осью ординат, то 
говорят, что на плоскости задана прямоугольная система 

координат. 
Обозначим начало координат буквой О, ось абсцисс -

буквами Ох и ось ординат - буквами Оу. На рисунках 
координатные оси обычно располагаются так, чтобы ось 
абсцисс была горизонтальной' и ее положительная полуось 
направлена вправо, а положительная полуось ординат -
вверх (рис. 19). 
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Пусть М - любая точка координатной плоскости. Про
ведем через точку М прямые, параллельные координатным 
осям. Пусть прямая, проходящая через точку Ми парал
лельная оси Оу, пересечет ось 

абсцисс в точке N, а прямая, М(~!..Ь!_ _ _ _ _ iro,b) 
проходящая через точку М, 
параллельная оси Ох, пересе-
чет ось ординат в точке L (см. 
рис. 19). Так как на осях зада
ны системы координат, то 

точка N имеет в системе ко-
ординат на оси абсцисс коор-

динату а, точка L имеет в N(a,O) 
своей системе координат на 

оси ординат координату Ь. 
Тогда координатами то'11'и М 
в выбранной системе коорди-

(0,1) 

о (1,0) х 

Рмс. 19. 

нат с осями Ох и Оу называют упорядоченную пару чисел 
(а, Ь). Число а называется первой координатой, или абс
циссой molt1'и М, число Ь называется второй координатой, 
или ординатой точки М Тот факт, что точка М имеет 
абсциссу а и ординату Ь записывается так: М(а, Ь) (при этом 
сначала пишется абсцисса, затем ордината точки М). 

Часто, когда рассматриваются несколько разных фикси
рованных точек координатной плоскости, их обозначают 
некоторой заглавной буквой с разными номерами, напри

мер, М1 , М2, "., М", ... Координаты этих точек помечаются 
соответствующими номерами: М1(х1 , У1), M2(XJ, У2), " . 
... М"(х", у"), ... 
Так как через любую точку плоскости можно провести 

только одну прямую, параллельную данной оси координат, 
а каждая такая прямая пересечет соответствующую перпен

дикулярную ей ось только в одной точке, то каждой точке 
координатной плоскости соответствует только одна упоря

доченная пара чисел - координаты этой точки. 
Между точками, лежащими на любой оси, и множеством 

действительных чисел имеется взаимно однозначное соот
ветствие (см. гл. 1), следовательно, разным точкам плос
кости хОу будут соответствовать разные упорядоченные 
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пары действительных чисел. Итак, если на плоскости зада
на прямоугольная система координат хОу, то· между мно
жеством точек на плоскости и множеством упорядоченных 

пар действительных чисел существует следующее с о от

в е т ст в и е: 

1. Каждой точке плоскости соответствует одна упорядо
ченная пара действительных чисел. 

2. Двум разным точкам плоскости соответствуют разные 
упорядоченные пары действительных чисел. 

3. Нет ни одной упорядоченной пары действительных 
чисел, которая бы не соответствовала какой-нибудь точки 

плоскости. 

Такое соответствие называется взаимно однозначным со
ответствием. Таким образом, введение на плоскости пря
моугольной системы координат позволяет установить вза

имно однозначное соответствие между множеством всех 

точек плоскости и множеством упорядоченных пар дейст

вительных чисел. Это соответствие дает возможность сво
дить изучение множества точек плоскости к изучению 

множества пар действительных чисел, т.е. применять к 

изучению вопросов геометрии алгебраические методы. 
Сделаем несколько замечаний: 
1. Абсцисса точки М равна нулю тогда и только тогда, 

когда точка М лежит на оси Оу. 
2. Ордината точки М равна нулю тогда и только тогда, 

когда точка М лежит на оси Ох. 
3. Точка О- начало координат (и только она) имеет обе 

координаты, равные нулю. 
4. Множество всех точек координатной плоскости, каж

дая точка которого имеет положительную ординату (у> О), 
называется верхней полуплоскостью. 

5. Множество всех точек координатной плоскости, каж
дая точка которого имеет отрицательную ординату (у < О), 
называется нижней полуплоскостью. 

6. Множество всех точек координатной плоскости, каж
дая точка которого имеет положите.Льную абсциссу (х > О), 
называется правой полуплоскостью. 
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7. Множество всех точек координатной плоскости, каж
дая точка которого имеет отрицательную абсциссу (х < О), 
называется левой полуплоскостью. 

8. Множество всех '1'9чек координатной плоскости, каж
дая точка которого имеет положительную абсциссу (х > О) 
и положительную ординату (у > О), называется первой ко
ординатной четвертью. 

9. Множество всех точек координатной плоскости, каж
дая точка которого имеет положительную ординату (у > О) 
и отрицательную абсциссу (х <О), называется второй коор
динатноu четвертью. 

10. Множество всех точек координатной плоскости, каж
дая точка которого Имеет отрицательную абсциссу (х < 0) 
и отрицательную ординату (у< О), называется третьей 
координатной четвертью. , 

l l. Множество всех точек координатной плоскости, каж
дая точка которого имеет отрицательную ординату (у < 0) 
и положительную абсциссу (х >О), называется четвертой 
коордuнатной четвертью. 

12. Две точки М1(Х1, У1) 
и М2(х2, у2) ~азываются 
симметричными относи

тельно оси ординат, если 
их координаты таковы, 

ЧТОХ1 = -Х2ИУ1 = У2(РИС. 
20); симметричными отно
сительно оси абсцисс, если 
их координаты таковы, 

у 

М/х1'у) (0,yJ M/x11yJ 
~ - - - (0,у) /~ ;i - - - ~ 
1 {' 1 / 1 

(х"О) о 

Рис. 20. 

что х1 = ~и у1 = - у2 (рис. 21 ); симметричными относитель
но начала координат, если их координаты таковы, что 
Х1 = - ~ и У1 = - у2 (рис. 22). 
Теорема l. При любом расположении двух точек М1(х1 , 

у.) и М2(~. у2) на координатной плоскости квадрат рассто
яния между ними (т.е. квадрат длины отрезка М1М2) опре
деляется формулой tf- = (~ - х1 )2 + (у2 - у1 )2, т.е. квадрат 
расстояния между двумя любыми точками координатной 
плоскости равен сумме квадратов разностей одноименных 
координат. 
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Доказательство. Пусть даны две несовпадающие 
точки М1 (х1, У1) и М2(~. у2). Прямая М1М2 может быть: 

а) параллельна оси Оу (или совпадать с ней); 
б) параллельна оси Ох (или совпадать с ней); 

у (O,yJ 
у M/x,,yJ 
---1 

M,(x,,yJ 
(O,yJ -- -

(0,1) 1 
1 

(0,1) (хьОJ 
•rx,,OJ 

о (х,,0) х 
1(х1,О) о х 

1 х,=х1 х,=-х1 
1 
1 

у,=-у1 у,=-у1 

&- - - (O,yJ 1 

М/ХьУJ &- - - - (O,yJ 
М/ХьУJ 

Рис. 21. Рис. 22. 

в) не параллельна ни оси Оу, ни оси Ох. Доказательство 
теоремы проведем для каждого из этих случаев отдельно. 

а) Пусть прямая, на которой лежат точки М1(х1 , у1 ) и 
М2(~. у2), параллельна оси Оу (или совпадает с ней). Тогда 
у любой точки, лежащей на этой прямой, одна и та же 

абсцисса, т.е. у точек М1 и М2 одинаковые абсциссы: х1 = 
= ~ = т (рис. 23). 

Эта прямая может быть рассмотрена как ось с положи
тельным направлением вверх, с тем же самым единичным 

отрезком, что и для системы координат хОу, и началом в 
точке (т, О). Координата любой точки этой оси будет 
совпадать с ординатой той же точки, рассматриваемой как 

точка плоскости. Согласно теореме 1 (§ 5 гл. 1) расстояние 
между точками М1 и М2, как точками этой координатной 

прямой, равно d = У2 - У1. откуда 

tf = tv2 - Y1l2 = О + (у2 - yi)
2 = (т - т)2 + (у2 - У1)2 = 

= (~ - Х1)2 + (у2 - У1>2· 
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б) Пусть прямая, на которой лежат точки М1 и М2, 
параллельна оси Ох (или совпадает с ней). Тогда у любой 
точки, лежащей на этой прямой, одна и та же ордината, 
т.е. у точек М1 и М2 одинаковые ординаты: у1 = у2 = п 
(рис. 24). 

у, 

(О ,yJ 
' 

M/x,,yJ 

( 0,1) d 

(О ,у,) 
, 

Mfx1,Y 

о (т,О) -х 

Рис. 23. 

(х1,О) 

м /x,,yJ 

у 

(0,1) 
о (х1,О) 

х 

d 

Q(O,n) Mjx"y 
У1=у1=п 

Рис. 24. 

Эта прямая может быть рассмотрена как ось с положи
тельным направлением вверх, с тем же самым единичным 

отрезком, что и для систе

мы координат хОу, и нача-

лом в точке (О, п). Коорди- K(x"yJ 
ната любой точки этой оси 
будет совпадать с абсциссой 
той же точки, как точки 

плоскости. Согласно теоре- dм,х 
ме 1 (§ 5 гл. 1) расстояние 
между точками М1 и М2, как 
точками этой координатной 

прямой, равно d = ~ - Х1, М' / , ' AX1,Yv 
откуда 

у 

dм,х 

Рис. 25. 

(0,1) 

о х 

"= ~ - Х112 = (Х2 - Х1)2 + о = (~ - Х1)2 + (п - п)2 = 
= (~ - Х1)2 + (у2 - У1)2 • 
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в) Пусть теперь точки М1 и М2 не лежат ни на прямой, 
параллельной оси ординат, ни на прямой, параллельной 

оси абсцисс. Тогда одноименные координаты этих точек 

будуr разные числа, т.е. х1 °"' ~ и У1 °"' у2 (рис. 25). Проведем 
через точку М1 прямую, параллельную оси абсцисс, а через 
точку М2 - прямую, параллельную оси ординат. Эти пря
мые пересекугся в точке К(х2, у1 ). Точка М1 и точка К лежат 
на прямой, параллельной оси абсцисс, следовательно, как 
было установлено в случае б), расстояние между этими 
точками (длина отрезка М1К) равно dмк = ~ - xil· 

1 

Точка М2 и точка К лежат на прямой, параллельной оси 
ординат, следовательно, как было установлено в случае а), 
расстояние между этими точками (длина отрезка М2К) 
равно dм.к = lv2 - у1 1. Так как треугольник М1КМ2 - пря-

~ 

моугольный, то по теореме Пифагора tf = tfмк + tfм.к = 
1 i 

= lx2 - х112 + lv2 - У112 . На основании свойств абсолютной 
величины получим 

tf = (Х2 - Х1)2 + (у7 - У1)2 • 

Теорема доказана полностью. 
Следствие . Расстояние d между двумя любыми точками 

М1 (х1, у1 ) и М2(х2, у2) на координатной плоскости определя
ется по формуле 

d= V(X2 - Х1)2 + <У2 - У1)2 • 

Пр им ер. Найти расстояние dмежду точками М~<- 3, - 2) 
и М,.(- 2, 1). 

d= vr- 2 - <- 3))2 + r1 - <- 2>12 
= ...rш. 

Геометрическая ИJJJПОСтрация мво:жесnа реmевий. Непус
тое множество всех тех точек координатной ,плоскости, 
координаты х и у каждой из которых являются решением 

уравнения (2): Р(х, у) = О есть некоторая фигура G. Говорят, 
что уравнение Р(х, у) = О задает фигуру G или что оно 
является уравнением фигуры G, если выполнены два сле
дующих условия: 
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1. Координаты каждой точки М0(Хо, у0) фигуры G явля
ются решением уравнения Р(х, у) = О, т.е. удовлетворяет 
числовому равенству Р(.хо, у0) =О. 

2. Любому решению уравнения Р(х, у)= О, т.е. любой 
паре чисел (х1 , у1 ), удовлетворяющей числовому равенству 
Р(х1 , у1 ) =О, соответствует на координатной плоскости 
точка М1 (х1 , у1 ), принадлежащая фигуре G. 
Приведем некоторые пр им еры . 
1. Пусть дано уравнение 

(х - а)2 + (у - Ь)2 = If. (3) 

Покажем, что на координатной плоскости это уравнение 
является уравнением окружности радиуса R с центром в 
точке С(а, Ь). 
Действительно, возьмем любую точку М0 с координатами 

Хо и у0, лежащую на данной окружности. По определению 
окружности расстояние от точки М0 до центра окружнос
ти - точки С - равно R. Используя следствие из теоре
мы 1, получим, что R = ...J(Xo - а)2 + (у0 - Ь)2 • Из этого чис
лового равенства вытекает числовое равенство 

If = (Хо - а)2 + <.vo - Ь)2• 

Следовательно, каждая точка, лежащая на данной ок
ружности, имеет координаты, являющиеся решением урав

нения (3). 
Возьмем теперь любое решение уравнения (3), т.е. возь

мем любую пару чисел (х1 , у1 ), такую, что справедливо 
числовое равенство 

(Х1 - а)2 + (.У1 - Ь)2 = If. 

Это числовое равенство равносильно числовому равенству 

Упорядоченной паре чисел (х1 , у1 ) соответствует на коор
динатной плоскости точка М1(х1 , у1 ), причем из справедли
вости числового равенства ...J(x1 - а)2 + (у1 - Ь)2 = IRI = R 
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следует, что точка М1(х1 , у1) лежит на окружности радиуса 
R с центром в точке С(а, Ь). 

Значит, действительно, уравнение (3) является уравне
нием окружности радиуса R с центром в точке С(а, Ь) 
(рис. 26). Пусть на координатной плоскости дана окруж:-

/ у 

(0,1) 

А(а,О) О х 

l (x-af +(y-bf=lf 
M/a,yJ 

l х-а=О 
/ 

Рис. 26. Рис. XI. 

ность радиуса r с центром в точке (а, р). Рассуждая анало
гично, можно показать, что уравнение 

(х - а)2 + (у - р)2 = l 

есть уравнение этой окружности. 

Итак, на координатной плоскости каждое уравнение 
вида (3) есть уравнение некоторой окружности, а каждая 
окружность задается некоторым уравнением вида (3). 

Поэтому, говоря, что на координатной плоскости дана 
окружность, имеют в виду, что дано уравнение этой окруж
ности, т.е. что дано уравнение вида (3). 

2. Пусть дано уравнение 

х- а=О (4) 

Покажем, что на координатной плоскости это уравнение 
яаляется уравнением прямой, параллельной оси ординат и 

проходящей через точку А(а, О). 
Действительно, возьмем любую точку М0, лежащую на 

этой прямой. Тогда абсцисса этой точки есть число Хо = а, 
а ордината у0 есть какое-то фиксированное действительное 
число. 
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Очевидно, что эти координаты Xji и у0 являются решени
ем уравнения (4), т.е. координаты любой точки, лежащей 
на прямой, параллельной оси ординат и проходящей через 

точку А(а, О) являются решением уравнения (4). 
Возьмем теперь любое решение уравнения (4), т.е. возь

мем любую пару чисел (х1 , у1 ), такую, что она удовлетворяет 
числовому равенству х1 - а = О. Другими словами, возьмем 
любую пару чисел (а, у1 ), где у1 - любое фиксированное 
действительное число. 

Легко видеть, что точка М1 (а, у1 ) лежит на прямой, 
параллельной оси ординат и проходящей через точку 
А(а, О) (рис. 27). Значит, действительно, уравнение (4) 
является уравнением прямой, параллельной оси ординат. 

Пусть на координатной плоскости дана прямая, парал
лельная оси ординат и проходящая через точку D(d, О). 
Рассуждая аналогично, можно показать, что уравнение 
х - d = О является уравнением этой прямой. 

Итак, на координатной плоскости каждое уравнение 
вида (4) есть уравнение некоторой прямой, параллельной 
оси ординат, а прямая, параллельная оси ординат, задается 

некоторым уравнением вида (4). 
Поэтому, говоря, что на координатной плоскости дана 

прямая, параллельная оси ординат, имеют в виду, что дано 

уравнение этой прямой, т.е. дано уравнение вида (4). 
3. Рассуждая аналогично, можно показать, что на коор

динатной плоскости каждое уравнение вида 

у- Ь=О (5) 

есть уравнение некоторой прямой, параллельной оси абс
цисс (рис. 28), а каждая прямая, параллельная оси абсцисс, 
задается некоторым уравнением вида (5). 
Поэтому, говоря, что на координатной плоскости дана 

прямая, параллельная оси абсцисс, имеют в виду, что дано 
уравнение этой прямой, т.е. дано уравнение вида (5). 

4. Пусть дано уравнение 

у= kx+ ь, (6) 

где k* О. 
187 



В главе VI будет показано, что на координатной плос
кости. это уравнение является уравнением прямой, прохо

дящей через точку М(О, Ь) и образующей с положительным 
направлением оси Ох угол, тангенс которого равен k 
(рис. 29). 

1 

у 

(О,Ь) 1 

о (1,0) х 

/. у-Ь=О 

Рис. 28. 

у 

(1,0) х 

/. y=kx+b, где k=tg ер 

Рис. 29. 

Пусть на координатной плоскости дана прямая, прохо
дящая через точку М(О, Ь1 ) и образующая с положительным 
направлением оси Ох угол, тангенс которого равен k1, где 
k1 "Ф О; можно показать, что уравнение 

у= k1X + Ь1 

является уравнением этой прямой. 
Итак, на координатной плоскости каждое уравнение 

вида (6), где k"Ф О, есть уравнение прямой, не параллельной 
ни одной из осей координат, а каждая прямая, не парал

лельная ни одной из осей координат, задается некоторым 

уравнением вида (6), где k "Ф О. 
Поэтому, говоря, что на координатной плоскости дана 

прямая, не параллельная оси абсцисс и не параллельная 
оси ординат, имеют в виду, что дано уравнение этой 

прямой, т.е. дано уравнение вида (6), где k "Ф О. 
Уравве•е первой степе•. Уравнением первой степени с 

двумя неизвестными называется уравнение вида 

Ах+ Ву+ С= О, 

где А2 + Jf "Ф О, или другими словами, где хотя бы один из 
двух коэффициентов А и В отличен от нуля. 
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Из вышеизложенного вытекает, что на координатной 
москости каждое уравнение первой степени с двумя неиз
вестными есть уравнение некоторой прямой, а каждая 
прямая плоскости задается некоторым уравнением первой 

степени с двумя неизвестными. 

Действительно, пусть дано уравнение 

Ах + Ву + С= О (А2 + К '* О). (7) 

Если В= О, то учитывая, что А'* О, уравнение (7) равно
сильно уравнению 

х-(- ~)=О, 

а выше показано, что это уравнение есть уравнение пря

мой. Если В-:# О, то уравнение (7) равносильно уравнению 

а выше показано, что это уравнение есть уравнение пря

мой. Значит, действительно, уравнение (7) является урав
нением некоторой прямой. Кроме того, можно показать, 
что если на координатной плоскости дана прямая, то она 
задается некоторым уравнением вида (7). 
Поэтому, говоря, что на координатной плоскости дана 

прямая, имеют в виду, что дано уравнение этой прямой, 
т.е. что дано некоторое уравнение первой степени с двумя 
неизвестными. Поскольку через две несовпадающие точки 
проходит единственная прямая, то для того чтобы задать 
прямую, достаточно задать две несовпадающие точки, ле

жащие на этой прямой. 
Значит, если известны координаты двух несовпадающих 

точек, лежащих на этой прямой, то можно написать урав
нение этой прямой. 

Пр им ер. Написать уравнение прямой, проходящей 
через начало координат и через точку М(р, q), где р2 + t/ '* 
'* О. Если р = О, то очевидно, что эта прямая есть ось 
ординат и ее уравнение есть х = О. 
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Если q =О, то очевидно, что· эта прямая есть ось абсцисс 
и ее уравнение есть у = О. 
Если q * О и р * О, то как указано выше, уравнение этой 

прямой есть уравнение вида (7), где А, В, С - некоторые 

фиксированные числа, причем А2 + Ji * О. 
Найдем эти числа, используя услоJJие, что две точки 

0(0, О) и М(р, q) лежат на этой прямой. 
Так как прямая проходит через начало координат, то 

пара (0, О) должна являться решением уравнения (7), а это 
возможно только если С= О. Ясно, что В* О, т.к. если бы 
коэффициент В был равен нулю, то уравнение (7) имело 
бы вид Ах= О, т.е. бьmо бы уравнением оси ординат (А* О, 

т.к. А2 + Ji * 0), что противоречит условию р *О. Так как 
В* О, то уравнение (7) равносильно уравнению 

y=kx, 

где k = - ~·Так как прямая проходит через точку (р, q), то 
справедливо числовое равенство 

q=kp. 

Следовательно, k = !l. и уравнение прямой, проходящей 
р 

через начало координат и через точку М(р, q), не лежащую 
ни на одной оси координат, имеет вид 

y=!l.x. 
р 

Совокупвосп. урuвевий. Пусть даны многочлены Р1 (х, у), 
Р2(х, у), "., Рт(х, у) относительно букв х и у. 

Говорят, что дана совокупность т алгебраических уравне
ний с двумя неизвестными 

Pi(X, у)= О, Р2(Х, у)= О, "., Рт(Х, у)= О, (8) 

если требуется найти все пары чисел (х, у), каждая из 
которых является решением хотя бы одного уравнения из 
совокупности (8), и которая называется решением сово
купности (8). Таким образом, решить совокупность урав-
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нений (8) - это значит решить каждое уравнение совокуп
ности, т.е. найти множества М1 , М2, "., Мт, где Мt
множество всех решений уравнения Pl..x, у) = О~ а затем 
найти множество М0, являющееся объединением всех этих 
множеств: М0 = М1 u М,, u ... u Мт. Множество М0 и будет 
множеством всех решений совокупности уравнений (8). 
Уравнение (1) равносш~ьно совокупности уравнений (8), 

если любое решение уравнения ( 1) является решением 
совокупности уравнений (8), а любое решение совокупнос
ти уравнений (8) является решением уравнения (1), иными 
словами, если множества всех решений совпадают. Замена 
уравнения ( 1) равносильной совокупностью уравнений (8) 
называется равносш~ьным переходом от уравнения (1) к 
совокупности уравнений (8). 
Часто с помощью таких равносильных переходов к со

вокупности уравнений удается решить исходное уравнение. 

Например, пусть требуется найти все корни уравнения 

;. -у2 =о. (9) 

Воспользуемся формулой сокращенного умножения (см. 
гл. 11) r - у2 = (х - у)(х + у). Тогда по утверждению 4 
получим уравнение (10), равносильное уравнению (9): 

(х - у)(х + у) = О. (10) 

Уравнение (10), как легко видеть, равносильно следую
щей совокупности уравнений: 

х - у = о, х +у = о. (11) 

Множество всех решений первого уравнения совокуп
ности есть множество всех пар (t, t), где t - любое дейст

вительное число: М1 = {(t, t) 1 t е R}. Множество всех реше
ний второго уравнения совокупности есть множество всех 

пар (q, - q)-, где q - любое действительное число: М2 = 
= {(q, - q) 1 q е R}. Таким образом, множество всех реше
ний совокупности (1), а значит и уравнения (9), есть 
объединение этих множеств М= М1 u М2, т.е. М= {(t, t) 1 

1 t е R; (q, - q) 1 q е R}. 
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Как было показано 
выше, каждое из урав

нений совокупности 
( 11) есть уравнение 
прямой. Поэтому фи
гура, задаваемая урав

нением (9), представ
ляет собой две пря-

Рис. зо. мые; причем легко ви-
деть, что эти прямые 

проходят через начало 

координат и являются биссектрисами координатных углов 
(рис. 30). 

§ 4. Системы уравнений 

Система двух уравнений с двумя веизвеС111ЫМИ. Пусть 
даны многочлены Р(х, у), Q(x, у) относительно букв х и у. 
Говорят, что дана система двух алгебраических уравнений 
с двумя неизвестными х и у: 

{Р(х, у)= О, (!х, у)=О, 
(1) 

если требуется найти числовые наборы, соответствующие 
набору неизвестных (х, у), каждый из которых является 
решением каждого из уравнений системы (1), т.е. если 
требуется найти все такие числовые наборы неизвестных 
(х, у), при подстановке каждого из которых в оба уравнения 
системы (1) последние обращались бы в верные числовые 
равенства. Каждый такой числовой набор называется ре
шением системы ( 1) (уравнения системы обычно записыва
ются в столбик, слева от которого пишется фигурная 
скобка). 
Решить систему уравнений ( 1 ), это значит найти множе

ство всех решений данной системы. Следует отметить, что 
это множество является пересечением двух множеств: мно

жества всех решений первого уравнения системы и множе
ства всех решений второго уравнения системы. Рассмотрим 
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еще одну систему двух алгебраических уравнений с двумя 
неизвестными: 

{
R(x, у)= О, 
S(x, у)= О, 

(2) 

где R(x, у), S(x, у) - многочлены относительно букв х и у. 
Две системы алгебраических уравнений ( 1) и (2) называют
ся равносильными, если любое решение первой системы 
является решением второй системы и любое решение вто
рой системы является решением первой системы. Другими 
словами, системы (1) и (2) равносильны, если множества 
их решений совпадают. -Из определения следует, что две 
системы равносильны, если множества их решений пусты. 

Говорят, что дана совокупность k систем двух алгебраи
ческих уравнений с двумя неизвестными: 

{Р1(х, у)= О, {Р2(х, у)= О, "., {Pi,x, у) =О, (3) 
Q1(x, у)= О, Q2(x, у)= О, "., QJt;(.x, у)= О, 

где Р1(х, у), Р2(х, у), "., P1t(x, у), Q1(x, у), Q2(x, у), ". 
". Q1t(X, у) - многочлены относительно букв х и у, если 
требуется найти все числовые наборы, каждый из которых 

является решением хотя бы одной из систем уравнений 

совокупности (3). Каждый такой набор является решением 
совокупности систем уравнений (3). 
Система уравнений ( 1) равносильна совокупности систем 

уравнений (3), если любое решение системы уравнений (1) 
является решением совокупности систем уравнений (3), а 
тобое решение совокупности систем уравнений (3) явля
ется решением системы уравнений (1). 
Приведем некоторые утверждения о равносильности 

систем: уравнений: 
1. Если изменить порядок следования уравнений системы 

(1), то полученная система равносильна системе (1). 
2. Если одно из уравнений системы ( 1) заменить на равно

СШlьное уравнение, то полученная система равносильна сис

теме (1). 

7 A.'IJ"eбpa, трИГйНОМ"J'И11: 
и ЗJlемеитарные функции 
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3. Пусть в системе уравнений с неизвестными х и у одно 
из уравнений записано в виде, где в левой части стоит одно 
из неизвестных, например х, в первой степени, а в правой 
части многочлен относительно у. Тогда говорят, что неиз
вестное х выражено через другое неизвестное у. Если неиз
вестное х выражено из первого уравнения системы (1), то, 
подставив в другое уравнение системы ( 1) вместо х этот 
многочлен от у, получим равносильную систему уравнений, т.е. 
равносильны следующие системы: 

{х= R(y), 
Q(x, у)= О, {Х= R(y), 

и Q[R(y), у]= о. 

Заметим, что второе уравнение Q[R(y), у] = О является 
уравнением с одним неизвестным, и поэтому для нахожде

ния его решений можно применить способы, рассмотрен

ные в§ 1. 
4. Если первое уравнение системы ( 1) заменить уравнением, 

равным сумме первого уравнения, умноженного на некоторое 

действительное число ~ * О, и второго уравнения, умножен
ного на некоторое действительное число а, то полученная 
система уравнений равносильна системе уравнений (1), т.е. 

при любых действительных ~ * О и а следующие системы 
уравнений равносильны: 

{Р(х, у)= О, и {~Р(х, у)+ aQ(x, у)= О, 
Q(x, у) = О, (!х, у) = О. 

В качестве следствия утверждения 4 имеем утверждение: 
5. Если первое уравнение системы (1) заменить на сумму 

(или разность) первого и второго уравнений системы, то 

полученная система уравнений будет равносильна системе 
уравнений ( 1 ). 

6. Если первое уравнение системы (1) равносильно совокуп
ности уравнений Р1 (х, у)= О, Р2(х, у)= О,"., Pk(x, у)= О, то 
система (1) равносильна следующей совокупности k систем 
уравнений: · 
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{Р1(х, :У)~ О, {Р2(х, у)~ О, "., {Pix, у)~ О, (4) 
Qx, у)-0, Q(x, у) - О,"., Q(x, у) - О. 

Если и уравнение Q(x, у) = О, равносильно совокупности 
т уравнений Q1(x, у) = О, Q2(x, у) = О, "., Q"(x, у) = О, то к 
каждой системе совокупности (4) применимо утвержде
ние 6 и каждая система совокупности (4) может быть 
заменена своей совокупностью т систем. 
Доказательство всех этих утверждений опускается. 
Рассмотрим применение этих утверждений при решении 

систем уравнений. 

Система JJJJyx ураввевий первой степевв с JJJJYМJI иеиэвест
ВЫМll. Рассмотрим систему двух уравнений первой степени 
с двумя неизвестными: 

{о1х+ Ь.у+ с1 =О, 
о~+ Ь,у+ с2 = О, 

(5) 

где ~ + Ь: *' О и ~ + ~ *' О, другими словами, где хотя бы 
один из двух коэффициентов о1 и Ь1 , а также хотя бы один 
из двух коэффициешов о2 и Ь,, отличны от нуля (в против
ном случае по крайней мере один из многочленов о1х + 
+ ЬIУ + с1 или о~ + Ь,у + с2 не был бы многочленом первой 
сrепени ни относительно неизвестного х, ни относительно 

неизвестного у). 
Каждое из двух уравнений системы (5) (как было пока

зано в§ 3) является уравнением прямой на координатной 
москости. Как известно, две прямые на плоскости мoryr 
либо пересекаться в одной точке, либо совпадать, либо 
быть параллельными, но не совпадающими. Следователь
но, и при нахождении всех решений системы уравнений 
(5) мoryr возникнуrь эти ситуации. 
Рассмотрим их на примерах. 
1. Пусть дана система уравнений 

{х-у= О, x+y+l=O. 

Система (6), как легко видеть, равносильна системе 

1' 

(6) 
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{~:~'+ 1 =0. 
(7) 

Используя уrвер:ждение 3, перейдем от системы (7) к сис
теме 

{х=у, у+ у+ 1 =0, 
(8) 

ей равносильной. 
Второе уравнение системы (8) есть уравнение первой 

степени с одним неизвестным и имеет единственное реше-

ние у1 = - !· Следовательно, система (8), а значит и 

х 

/. у-х=О 
lL y+x+l=O 

// 

Рис. 31. 

у 

о х 
/. x+y=J 
lL 2х+ 2у+ 2=О 

// / 

Рис. 32. 

равносильная ей система (6) имеет единственное решение 
(х1 , yi): (- i. -i) Точка с этими координатами является 
точкой пересечения прямых задаваемых уравнениями (6) 
(рис. 31). 

2. Пусть дана система уравнений 

{
x+y+l=O, 
2х+2у+2=0. 

(9) 

Разделив левую и правую части второго уравнения на 2, 
перейдем к системе 
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равносильной исходной системе (9). 
Система ( l О) состоит из двух одинаковых уравнений, что 

соответствует даум совпавшим прямым на координатной 

плоскости (рис. 32). Очевидно, что множество всех реше
ний системы (10), а значит и равносильной ей системы (9) 
есть множество всех пар вида (t, - l - f), где t - любое 
действительное число. 

3. Пусть дана система уравнений 

{х+ у=О, 2х+ 2у+ l =0. 

Перейдем к равносильной ей системе 

{х=-у, 2х+2у+ l =0. 

(ll) 

(12) 

Воспользовавшись уrверждением ·3, получим систему 

{х=-у, 2(-y)+2y+l=0, 

равносильную системе (12). 
Второе уравнение 

системы ( 13) равно
сильно числовому ра

венству l = О, кото
рое не верно. Следо
вательно, система 

(13), а значит и сис
тема ( l l) не имеют 
решений, что соот
ветствует двум не со-

впадающим, но па-

у 

раллельным прямым -·-rwn.. 33. 
на координатной 
плоскости (рис. 33). 

х 

L х+у=О 

(13) 

11. х+2у+ 1=0 

1 

Способ решения систем уравнений (6), (9) и (ll), осно
ванный на уrверждении 3, называется способом подстанов
ки или способом исключения неизsестного. 
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Рассмотрим его применение на более сложном примере, 
когда одно из уравнений системы не является уравнением 
первой степени: 

{ах+ Ьу+ с= О, х'+У=1. 
(14) 

Рассмотрим случай; когда Ь = О. Тогда первое уравнение 
системы (14) есть уравнение прямой, параллельной оси 
ординат. Второе уравнение системы (14) есть уравнение 
окружности единичного радиуса с центром в начале коор

динат. Применив метод подстановки (а*' О, так как Ь = О), 
получим систему 

(15) 

равносильную исходной системе (14). Второе уравнение 
системы (15) яаляется квадратным уравнением. Если 1 -

1 

- с1 <О, то это уравнение не имеет корней и, следователь
а 

// у /// 

х 

// 

Рис. 34. 

но, система (15) и равносильная ей система (14) не имеют 
решений. Эrо соответствует ситуации, когда прямая х = 

= - Е. не пересекает единичную окружность х' + у2 = 1 
а 
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(рис. 34). (На рис. 34 прямая х = - -; иэоб~ена и в случае 

(-;) > 1, и в случае(-;)< - 1\Если1 - : 2 =О, то второе 
уравнение системы (15) имеет еJинственное решение у= О. 
Система (15), а значит, и система (14) имеют при этом 

единственное решение (х1 , у1 ): (-;,О~. Геометрически это 
соответствует случаю касания прямод единичной окруж-
ности в точке (- -;. О) (рис. 35). (на рис. 35 прямая х = - ; 

изображена' и в случае (- -; ) = 1, и в случае. (- ; ) = - 1.) 
Если 1 - с2 > О, то второе уравнение системы (15) имеет 

а 

только два корня у1 = '11 - С: и у2 = - '11 - С: . Следова-
а а 

тельно, системы (15) и (14) имеют при этом только два 

решения (х1, У1), (х2, У2): (- ;. '11 :: } (- ;. - '11 5 )-
Геометрически это соответствует пересечению единичной 

окружности прямой х = - ; в двух точках: (- ;. '11 :: ) 

и(--;. - --/1 5) (рис. 36). (на рис. 36 прямая х = - ~ 
изображена в трех случаях: 1) О< - ; < 1, 2) (-;)=О, 

3) О > (- ;i) > - 1.) 
. Если Ь *О, то из первого уравнения системы (14) можно 

выразить неизвестное у: у = - ~х - Ъ - и аналогично 

вышесказанному применить способ подстановки. При 
этом возможны только три ситуации: 

1. Система (14) не имеет решений, т.е. прямая и окруж
ность не имеют общих точек (см. рис. 34); 

2. Система имеет единственное решение, т.е. прямая 
является касательной к данной окружности (см. рис. 35); 
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З. Система имеет только два решения, т.е. прямая пере
секает окружность только в двух точках (см. рис. 36). 

/// 
у 

о 

/// 

// 

(1,0) х 

/. ~+y=l 
с с 

//. x=-ii, где ii =-1 
///. х=-;, где i=l 

// 

Рис. 35. 

Проведение соответствующих выкладок в этом случае 
предоставляется читателю. 

// 

[-;,~] 

у 

(1,0) 

х 

.___~(0,-1 [-;,-v'1-(;)2
] 

JV /// 

Рис. 36. 

/. ~+y=l 
11 t: где О<!.<1· . x=-ii, а 

Ill х=-;, где о>;>-1 

IV. х=-;, где ;=о 

Способ линейного преобразования (способ базируется на 
уrверждении 4 и заключен в равносильной замене первого 
уравнения системы другим уравнением, равным сумме 
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первого уравненияt умноженного на число р ':/: ot и второго 
уравненияt умноженного на число а). 
Рассмотрим применение этого способа на примере ре

шения следующей системы уравнений: 

{х' + у2 + Зу+ 1 = Ot 
х'+у2+у-3=0. 

(16) 

Вычитая из первого уравнения второеt получим на основа
нии уrверждения 5 систему 

{2у+ 4 = ot 
х'+у+у-3=0. 

(17) 

равносильную системе ( 16). Первое уравнение системы ( 17) 
имеет единственное решение у1 = - 2. Подставив это зна
чение у1 во второе уравнение системы (17)t получимt что 
эта системаt а значит и равносильная ей система (16) имеет 
только два решения: (lt - 2) и (- lt - 2). Огметимt что 
часто эти решения записываются в виде множества: М = 
= {(lt - 2); (~ lt - 2)}. 

Способ замены системы уравнений совокупностью систем 
уравнений (способ базируется на уrверждении 6 о равно
сильности системы уравнений совокупности систем урав

нений). 
Рассмотрим применение этого способа на примере ре

шения следующей системы уравнений: 

(18) 

Поскольку первое уравнение этой системы равносильно 
совокупности уравнений 

х - у = ot х + у - 1 = ot 

то система (18) равносильна совокупности систем 

{
x-y=Ot {х+у-1 =Ot 
х + 1 - 2 = ot х + 1 - 2 =о. 

(19) 
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Кажцая из систем совокупности ( 19) легко решается спо
собом подстановки. Первая система имеет только два ре
шения: (1, 1); (- 2, - 2); вторая система тоже имеет только 

(
1+./5 1-~ (1-./5 1+~ с 

два решения: - 2-, - 2--); - 2-, - 2-). ледовательно, 

система (18) имеет только четыре решения: (1, 1); 

( 2 2 (
1+"5 1-~ (1-"5 1+~ р - ' - ); - 2-, - 2--l; - 2-_, - 2-). ассмотрим еще 

применение этого спос6ба на примере решения системы 
двух уравнений с двумя неизвестными, если одно из этих 
уравнений будет однородным уравнением второй степени. 
Уравнение ОХ- + Ьху + су2 = О называется однородным урав
нением второй степени. Итак, решим систему уравнений 

{ах2 + Ьху + су2 = О, 
Р(х, у)= О, 

где Р(х, у) - многочлен относительно х и у. 

(20) 

1. Пусть а = О. Очевидно, что система (20) равносильна 
совокупности систем 

{у= О, {Ьх+ су= О, 
Р(х, у) = О, Р(х, у) = О. 

Каждую из этих систем можно решить способом подста
новки. 

2. Пусть а "# О. Применим к левой части первого уравне
ния системы (20) тожцественное преобразование «выделе
ние полного квадрата.: 

ах2 + Ьху + су2 = а(х2+~ху+~)= 

=а [r + 2х~+ (~)}~ -(~j) = 

=а {(х+ :av J -Z}· (21) 

где D = Ь2 - 4ас. 
В случае, если D > О, левая часть первого уравнения 

системы (20) представляется в виде произведения 
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d + Ьху+ CJ2 = а(х+ :QY+ ~у)(х+ :QY- ~У)· 
и поэтому система (20) равносильна совокупности систем 

l
x+ ь+Шу=О /х+ b-..JD =0 2а • 2аУ • 
Р(х, у) =О, Р(х, у) =О. 

(22) 

Каждую из этих систем можно решить способом подста
новки. В случае, если D =О, совокупность систем (22) 
состоит из двух одинаковых систем уравнений, т.е. на 
самом деле есть только одна система уравнений. 

В случае, если D < О, из равенства (21) вытекает, что 
уравнение системы (20) имеет единственное решение (х1 , 
yi): (О, О) - и поэтому остается проверить, удовлетворяет 
ли это решение второму уравнению системы (20). 
Решим следующую систему уравнений: 

{х2 + ху + у2 = 19, 
x2-xy+.v2=7. (23) 

Применим сначала способ линейного преобразования сис
темы: умножая первое уравнение на 7. а второе на 19 и 
вычитая затем из второго уравнения первое, приходим к 

системе уравнений 

{
12.i - 26ху + 12у2 =о. 
х2-ху+у2=7, 

(24) 

равносильной системе (23). Применим к левой части пер
вого }'равнения тождественное преобразование «выделение 
полного квадрата.: 

t2.x2 - 26ху + 12-.2 = 12 [х2 - 2x.lli: + (lli)
2 

+ у2 - 169/] = у 12 12 144 

= 12 [(х - lli)2 

-
25/J = 12 (х _ lli + ~) (х - lli - ~) = 12 144 12 12 12 12 

= 12 (x-lf)(x- ~} 
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На основании этого тожцественноrо преобразования и 
уrвержцения 6 можно уrвержцать, что система уравнений 
(24) равносильна совокупности систем уравнений: 

!
x-ly=O ix-ll=o 3 ' 2 ' 
r-xy+l=1, r-xy+l=1, 

Решая каждую из этих систем способом подстановки, 
получаем, что первая система имеет только два решения: 

(2; 3) и (- 2; - 3); и вторая система имеет только два 
решения: (3; 2) и (- 3; - 2). Следовательно, система (23) 
имеет только четыре решения: (2; 3); (- 2; - 3); (3; 2); 
(- 3; - 2). 
Иногда для решения системы уравнений уrвержцение 6 

надо применить не один раз, а несколько раз. Например, 
так надо поступать при решении системы уравнений 

{х1 - у= 19(х- у), 
х1 +у = 1(х +у). 

(25) 

Перепишем 'Угу систему в следующем равносильном 

виде: 

{
<x-y)(r +ху+ 1- 19) =о, 
(Х +у) (r - ху + у2 - 7) = 0. 

На основании уrвержцения 6 эта система равносильна 
совокупности систем 

{х-у= о, {r+xy+ 1- 19=0, 
<х +У> <Х- - ху +у- - 7> = о, <х +У> <r - ху + 1 - 7> = о. 

Применяя к кажцой системе опять уrверждение 6, получим, 
что исходная система уравнений (25) равносильна совокуп
ности систем уравнений 
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{х - у= О, {х - у= О, {Х- + ху + у2 - 19 = О, 
х+у=О, :i"-xy+y-1=0, х+у=О, 

{
:i-+xy+ 1- 19 =о, 
х- - ху + у2 - 7 = о. 

Первые три системы легко решаются способом подстанов
ки, а четвертая система уже была решена выше. Собирая 
вместе решения всех этих систем, получаем, что исходная 

система (25) имеет только девять решений: (О, О); (..Jf, ..Jf); 
(-..Jf, -"7); (- ffl, ffl); (ffl, - ffl); (2; 3); (- 2; - 3); 
(3; 2); (- 3; - 2). 
Оrметим, что обычно для решения системы приходится 

применять несколько способов. 
Системы уравнений с вескОJ1ЬКВМ11 ве11Эвес111ЫМ11. На прак

тике приходится решать системы уравнений не только с 

двумя неизвестными, но и с большим количеством неиз
вестных: с тремя, четырьмя и т.д. Поэтому приведем соот
ветствующие определения и рассмотрим необходимые для 
решения таких систем угверждения. 

Пусть надо решить уравнение 

R(x, у, z, ... , t) = Q(x, у, z, ... , t), (26) 

где R(x, у, z, ... , t) и Q(x, у, z, ... , t) - многочлены (см. гл. 11) 
относительно букв х, у, z, ... , t. Тогда говорят, что дано 
алzебраическое уравнение с неизвестными х, у, z, ... , t. Заме
тим, что неизвестные х, у, z, ... , t представляют собой 
множество всех неизвестных, содержащихся как в левой, 
так и в правой частях уравнения (26). Например, уравнение 
4.i = yz + 5у есть уравнение относительно неизвестных х, 
у, z, ибо многочлены, стоящие в левой и правой частях 
этого уравнения, могут быть записаны в виде R(x, у, z) = 
= 4.i = 4.i + о . у + о . z, Q(x, у, z) = YZ + 5у = о . х + YZ + 
+ 5у, откуда видно, что обе части являются многочленами 
относительно букв х, у, z. 
Упорядоченный набор (х, у, z, ... , t) называется набором 

неизвестных уравнения (26). ОДЗ уравнения (26) есть мно
жество всех числовых наборов, соответствующих набору 
неизвестных (х, у, z, ... , t), у каждого из которых на месте 
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каждого неизвестного может стоять любое действительное 
число. 

Числовой набор (Хо, у0, ~' ••• , fo), соответствующий набору 
неизвестных (х, у, z, ... , (),·называется решением уравнения 
(26), если равны числовые значения многочленов R и Q, 
соответствующие этому числовому набору, т.е. если справед
ливо числовое равенство R(Xo, Уо, q, ... , fo) = Q(.xo, Уо, ~' ... , fo). 

Решить уравнение (26) - это значит найти все его реше
ния, т.е. найти все числовые наборы, каждый из которых 
обращает уравнение (26) в верное числовое равенство. 

Пусть даны два аJiгебраических уравнения с одними и 
теми же неизвестными: 

R(x, у, z, ... , t) = Q(x, у, z, ... , () 

и 

1{х, у, z, ... , t) = S(x, у, z, ... , t). 
Эrи уравнения называются равносильными, если любое ре
шение первого уравнения является решением второго урав

нения и, наоборот, любое решение второго уравнения 
является решением первого уравнения. Замена одного 
уравнения равносильным ему другим уравнением называ

ется равносильным переходом от первого уравнения ко вто
рому. 

Справедливы следующие утверждения: 
1. Уравнения R(x, у, z, ... , () = Q(x, у, z, ... ,()и R(x, у, z, ... , () -

- Q(x, у, z, ... ,()=О - равносильны. 
2. Уровненин R(x, у, z, ... , () = Q(x, у, z, .", () и R(x, у, z, .", () + 

+ S{x, у, z, "., () = Q(x, у, z, "., () + S{x, у, z, ... , (), где S{x, у, 
z, ... , () - МНОЮЧ/lеН оmносительно букв х, у, z, ... , t, JIOflНOCШUJНЬl. 

З. Уравнения R(x, у, z, ... , () = (.Хх, у, z, ... , () и aR(x, у, z, .", t) = 
= aQ(x, у, z, ... , () ровносилъны для любою, отличного от нуЛR 
дейсmвителъного числа а. 

4. Пусть известно, что справедливо тождественное равен
ство R(x, у, z, ... , t) = 1{х, у, z, ... , t); тогда уравнения 
R(x, у, z, ... , t) = Q(x, у, z, ... , t) и 7{х, у, z, .", t) = Q(x, у, 
z, ... , t) - равносильны. 
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Справедливость этих уrверждений доказывается анало
гично доказательству соответствующих уrверждений § 1 и 
потому опускается. 

Из уrверждений 1и4 вьпекает, что каждое алгебраичес
кое уравнение можно привести к виду Р(х, у, z, "., t) = О, 
поэтому можно рассматривать лишь уравнения вида 

Р(х, у, z, ... , t) = О, (27) 

где Р(х, у, z, ... , t) - многочлен относительно букв х, у, z, ... 
"., t. 
Пусть даны многочлены Р,(х, у, z, ... , t), Р2(х, у, z, ... , t), ... 

... , Р"'(х, у, z, ... , t) относительно букв х, у, z, ... , t. Говорят, 
что дана совокупность т алгебраических уравнений с неиз
вестными х, у, z, "., t 

Р,(х, у, z, ... , t) =О, Р2(х, у, z, ... , t) = О, ... 
.•. , Рт(Х, у, Z, .•• , t) =О, {28) 

если требуется найти все числовые наборы, соответствую
щие набору неизвестных (х, у, z, ... , t), каждый из которых 
является решением хотя бы одного из уравнений совокуп
ности (28). Каждый такой набор называется решением со
вокупности (28). Таким образом, решить совокупность 
уравнений (28) - это значит решить КЗJ1Щое уравнение 
Р!._х, у, z, "., t) =О, где i = 1, 2, "., т, а затем взять объеди
нение этих решений. 
Уравнение (27) равносильно совокупности уравнений 

(28), если любое решение уравнения (27) является решени
ем совокупности (28), а любое решение совокупности (28) 
является решением уравнения (27). Замена уравнения (27) 
равносильной совокупностью (28) называется равносиль
ным переходом от уравнения (27) к совокупности (28). 
Пусть даны многочлены Р1 (х, у, z, ... , t), Р2(х, у, z, ... , t), ... 

"., Р"'(х, у, z, ... , t) относительно букв х, у, z, ... , t. Говорят, 
что дана система т алгебраических уравнений с неизвест
ными х, у, z, ... , t 
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{
Р1(Х, у, z, ... , f) =о, 
Pi,x, у, z, ... , f) =О, 
......... 
Рт(Х, у, Z, •.• , f) =О, 

если требуется найти все числовые наборы, соответствую
щие набору неизвестных (х, у, z, ... , t), ка.QЬ1Й из коrорых 
является решением каждого из уравнений системы (29), т.е. 
если требуется найти все такие числовые наборы неизвест
ных (х, у, z, ... , t), при подстановке каждого из коrорых во 
все уравнения системы (29) последние обращались бы в 
верные числовые равенства. Каждый такой числовой набор 
называется решением системы (29) (уравнения системы 
обьNНО записываются в столбик, слева от кoroporo пишет
ся фигурная скобка). 
Две системы алгебраических уравнений с одними и теми 

же неизвестными х, у, z, ... , t называются равносильными, 
если любое решение первой системы является решением 
второй системы и, наобороr, любое решение второй сис
темы является решением первой. 

Говорят, что дана совокупность k алгебраических систем 
уравнений с неизвестными х, у, z, ... , t 

{
Р11(Х, у, z, ... , f) =о, 
Р21(Х, у, z, ... , f) =о, 
. . . . . . . . . 
Рт~(Х, у, Z, ••. , f) =О, 

{

Pii,X, у, Z, •.. , f) =о, 
Р22(Х, у, z, ... , f) =о, 
......... 
Рп2(Х, У, Z, •.• , f) = О, 

{

P1J...x, у, z, ... , f) =О, 
PvJ...x, у, z, ... , f) = О, ... , ......... 
Ри!...х, у, z, ... , f) =О, 

(30) 

если требуется найти все числовые наборы, каждый из 
коrорых является решением хотя бы одной из систем 
уравнений совокупности (30). Кажцый такой набор явля
ется решением совокупности систем уравнений (30). Сис
тема уравнений (29) равносильна совокупности систем урав
нений (30), если любое решение системы уравнений (29) 
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является решением совокупности систем уравнений (30), а 
любое решение совокупности систем уравнений (30) явля
ется решением системы уравнений (29). 
Приведем некоторые утверждения о равносильности 

систем уравнений. 
1. Если изменить порядок следования уравнений системы 

(29), то полученная система равносильна системе (29). 
2. Если одно из уравнений системы (29) заменить на 

равносильное уравнение, то полученная система равносильна 

системе (29). 
3. Пусть в системе уравнений с неизвестными х, у, z, ... , t 

первое уравнение записано в виде, где в левой части стоит 
одно из неизвестнЬlХ, например х, в первой степени, а в правой 
части - многочлен относительно других букв. Тогда говорят, 
lf11IO неизвестное х выражено из первого уравнения системы 

через другие неизвестные. Если неизвестное х выражено из 
первого уравнения системы через другие неизвестные, то, 
подставив в другие уравнения системы вместо х этот много
член от других неизвестнЬlХ, получим равносильную системы 
уравнений, т.е. равносильны две следующие системы: 

{
Х= Q(y, Z, .•. , (), {Х= Q(y, Z, "., (), 

~2~х,. У: z: .~., .() ~ ~, и ~2~ ~~ z: .~.,.()'.у: z, "., t) =О, 
Р,,!..х, у, z, .",()=О, P,,.[Q(y, z, .",(),у, z, "., t) =О. 

Заметим, что если во второй системе рассмотреть только 
уравнения Р2 =О, Р3 =О,"., Р,,. =О, то они образуют систе
му уравнений с числом неизвестных на единицу меньllПfМ, 
чем в первой системе. 

4. Если первое уравнение системы (29) заменить уравнени
ем, равным сумме первого уравнения, умноженного на неко

торое действительное число РФ О, и второго уравнения, 
умноженного на некоторое действительное число а, то по
лученная система уравнений равносильна системе уравнений 

(29), т.е. при любЬlХ действительнЬlХ РФ О и а две следующие 
системы уравнений равносильны: 
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и 

{

P1(Xt Yt Zt ···t f) = Ot 
Pi.xt Yt Zt ···t f) = Ot 
.......... 
P,,,(xt Yt Zt ···t f) = Ot 

{

PP1(Xt Yt Zt •••t f) + aP2(Xt Yt Zt •••t f) = ot 
Pi.xt Yt Zt ···t f) = Ot 
......... 
P,,,(xt Yt Zt ."t f) =О. 

В качестве следствия уrверждения 4 имеем ут в ер жд е -
ния: 

5. Если первое уравнение системы (29) заменить на сумму 
(или разность) первого и второго уравнений системы, то 
полученная система уравнений будет равносильна системе 
уравнений (29). 

6. Если первое уравнение системы (29) равносильно сово
купности уравнений Q1(Xt Yt Zt ···t t) = Ot Q1(Xt Yt Zt ···t t) = Ot 
"'t Qt(Xt Yt Zt ".t t) = Ot то система (29) равносильна следую
щей совокупности систем уравнений: 

{ 

Q1(Xt Yt Zt ···t f) = Ot 
P2(xt Yt Zt ···t f) = Ot 
. . . . . . . . . 
P,,,(xt Yt Zt '"t f) = Ot 

{ 

Q1(Xt Yt Zt ""t f) = Ot 
P2(xt Yt Zt ···t f) = Ot 
......... 
P,,,(xt Yt Zt ···t f) = Ot 

{ 

Qt(xt Yt Zt ···t f) = Ot 

'"t ~2~xt. У~ z: -~·'? ~ ~' 
P,,,(xt Yt Zt ···t f) = 0. 

(31) 

Если другие уравнения системы (29) равносильны своим 
совокупностям уравненийt то к каждой системе совокуп
ности (31) применимо уrверждение 6 и каждая система 
совокупности (31) может бьпь заменена своей совокупнос
тью систем уравнений. Полная совокупность систем урав-

210 



нений, равносильная системе (29) получается перебором 
всех логически возможных случаев. 

Замечание. Системы линейных алгебраических урав
нений подробно рассматриваются в гл. Х. 
Пр им ер. Решим систему трех уравнений с тремя неиз

вестными: 

{
r +у+ z=2, 
х+ 1+ Z= 2, 
x+y+i=2. 

(32) 

Первое уравнение заменим на разность первого и второ_:
го уравнений, второе уравнение заменим на разность вто

рого и третьего уравнений. В результате по угвер:ждению S 
получим систему, равносильную исходной: 

{
r+ у-х-1=0, 
1 + z - у - i = о, 
x+y+i=2. 

(33) 

Многочлены, стоящие в левой части первого и второго 
уравнений системы (33), можно разложить на множители: 

х2 +у - х -1 = (х - у)(х +у - 1), 
1 + z - у - i = (у - z)(y + z - 1). 

В результате, по уrвер:ждению 2, система (33) равносиль-
на следующей системе: 

{
(Х - у)(Х +у - 1) = 0, 
(у- Z)(y+z- 1) = 0, 
x+y+z2=2. 

(34) 

Первое уравнение системы (34) равносильно совокупности 
уравнений 

х - у= о, х +у - 1 = о. 
Следовательно, по угвер:ждению 6, система (34) равносиль
на совокупности систем 
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{х - у= О, {х +у - 1 =О, 
(y-z)(y+z-1)=0, (y-z)(y+z-1)=0, 
х +у+ .( = 2, х +у+ .( = 2. 

(35) 

Второе уравнение в системах совокупности (35) равносиль
но совокупности уравнений 

у - z = о, у+ z - 1 = о. 

Следовательно, первая система совокупности (35) равно
сильна совокупности систем 

{
х - у= О, {х - у= О, 
у- z=O, y+z- 1 =0, 
х +у+ .( = 2, х +у+ .( = 2. 

Вторая система совокупности (35) равносильна совокуп
ности систем 

{х+у-1=0, {х+у-1=0, у - z = о, у+ z - 1 = о, 
х +у+ .( = 2, х +у+ .( = 2. 

Таким образом, совокупность систем (35), а значит, и 
равносильная ей система (32), равносильна следующей 
совокупности систем уравнений 

{х - у= О, {х - у= О, {х +у - 1 = О, {х +у - 1 = О, 
y-z=O, y+z-1=0, y-z=O, y+z-1=0, 
х +у+ .( = 2, х +у+ .( = 2, х +у+ .( = 2, х +у+ .( = 2. 

Все системы этой совокупности легко решаются методом 
подстановки. Первая система имеет только два решения 
(х, у, z): (-1 + ..JЗ; - 1 + ..JЗ; -1 + ../3); (-1- ..JЗ; -1-..JЗ; 
- 1-"3°); вторая - только два решения (х, у, z): (-1; 
-1; 2); (1; 1; О); третья - только два решения (х, у, z): 
(О; 1; 1); (2; - 1; - 1); четвертая - только два решения 
(х, у, z): (1; О; 1); (- 1; 2 - 1). Следовательно, исходная 
система (32) имеет только 8 решений (х, у, z): (- 1 + ..JЗ; 
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-1 +..JЗ; - l +.../З); (- l - ..JЗ; - l - ..JЗ; - l - .../З); 
(о· l· l)· (l· о· t)· (l· l· О)·<- l· - l· 2)· <- l· 2· - l)· ''' ,, '''' ''' '' ' (2; - l; - 1). 

УПРАЖНЕНИЯ 

Применяя способ выде.леlDIЯ nOJП1oro JСВЭJфата, записать в виде 811Геб-
раичес~ой суммы JСВЭJфатов мноrоуенов Щiедующий мноrочлен (1 - 14): 

1. ~ + 7х - 3. 1. 23 + 31х - S.x". 3. 27.х" - ISx - 112. 

4.} - 6(х+ 12). 5 . .х(х+ 34) + 289. 6. -!} + 2х+ 1. 

1.1}- 4х+ 2. 8. 9- 3х - ~· 9. 4} - 4х+ 1. 

10. 4х4 + 3} + 1. 11. х4 - 4х3 + 6} - 4х+ 1. 
• ..,.] • ... ] 3} х 1 11. х + .lI - х + 14. 13. х - .lI + т - 2+16• 

14. 16Ji + 16х7 - 41' - 4XJ + х1°. 
Следующий мноrочлен записать в виде квадратноrо трехчлена аm:оси

тельно х и найти ero дискриминаиr (15 - 33): 

. 15. 3 -1~ + 4J. 16. 23х- 120 -}. 

17. 13х - 11 - 8.x(I + х). 18 . .х(22 + х) - 2(х - 3). 
19. 4 +} + 2(4х+ 6). 10. (х- 1)(3 - 2х) - 3} + 2. 
11. (2х - 3)(3х + 1) - (х - 11). 11. 3(х + 1.)(2х + 3) - (х - 1)2

• 

13. 8х - (4х + 3)(х - 2) - .х(2х - 1). 14. i" - (х + 2)(3 - х) - 2х - 8. 
2 1 х 

15. 5(4х- + 4) - 3(х - 1) + 4(х + 1). 16. )<1 - х)(2 - х) - 2· 

17. k<a+ 9) - 1~<; - 2Х). 18. 3 + <3 
+ 

1
> ;х- 2

> - ~· 
19. 2l!'fX - тп - пх + 2%1-. 30. } + 2а(Ь - х) + 3Ьх. 
31. 71' - Ь(2х - Ь) - 4ь2. 
31. Sa(x - а) + 8а(х + 2а) - .х(х - а) + 2а(х - а). 
33. (х - 3)(3х - а) - (х - 2а)(2х - 3). 

ПринадJ1ежит ли множество {1; - 2} множеству всех pewelDIЙ следуIО-
щеrо уравнеlDIЯ (34 - 41): 

34. 2х + 1 = 3(х - 2) - ~ - 7}; 35. (х - l)(x + 2) =О; 
36. 2х + i_ - 3 =О; 31. ~ + 1х' = 8; 
38. 4 + х = S}; 39. х' + 2x(I - х) = }; 
40. } + 3.х(х - 3) = 7х - 9; 41. (;? + 3х - 5)(} + 3х + 3) + 7 =О? 

РавносИ11ЬНЫ ли два следующих уравне1D1Я (41- 54): 
1x+S 41. 2х + 1 = 3 и 2х = 2; 43. --= 9,S и .х(х - 1) = 2; 

44.} = 4 и х4 - 16 =О; 45.) + 1=Оих4 +1 =О; 
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46. 9Ц2х - 3) = 26 и (6% - 13)(3х + 2) = О; 

47. (х - 2)(3 + 4х) = 2х'2 и (х+ "73
4
- ~)(х 5 +р!)= О; 

48. <х + 4) =о и <х + 4)(х2 i 4х + ню> Jь; 
49. х - 12 = 17 - 2х и (х - 12)2 = (17 - 2х)2; 
50. х2 = 6 - х и х2~ - 2) = (6 - х)(х - 2); 
51. х2 + 6 = 5х и (%" + 6)(х + 4) = 5х(х + 4); 
51. 3 = 2х - х2 и 3 + (%" + 5) = 2х - х2 + (х2 + 5); 

53. ~х - 4) =О и 2(х + l)(x + 3) + 8 = (2х + l)(x + 5); 

54. (Зх + 2)(2.х - 7) = 6(х + 2)2 + 7 и 3[5 - 2(х2 - 2х + 10)) = Sx? 

РавносИJIЬНЬI ли слсдуIОЩ11е уравнение и совохупность уравнений 
(55 - 71): 

Уравнение Совохупность уравнений 

55. 3х-4- 4 <7:5+ 9>=~(6+х 
3 

1) 13х-92=0; х=7 113 ; 

1х= 18 - 2х; 3х+ 6 =О; 
1 1 2 

56. 6<2х+ 9) -ю<х- - 1) = 
= (х+ 5)(х+ 3) 

57 (Зх- 2) (х - 1) = il + (х - 3)2 2х - 5[7 - (х - 6)(х + 1)) = 28; 
• 21 7 7 х=4; 

58. 2х2 - 32 = х + 4 

59. (3х - 5)(2.х- 5) = х2 + 2х+ 3 

'°· 2х(х + 7) = х2 + Зх 
61. ь-2- 15 =х 
61. 15 - llx= 8x(I + х) 
~~ 2+!=Зх 
~. х- 8 4 

64. (х + 1)(2.х+ 3) = 4х2 - 22 

65. (3х + 5)2 + 2х(Зх + 5) = О 

66. i (х - t )+ fr<3x - 1)
2 =о 

67. (х+ 1)2 + (х- 2)2 = 2(х2 - 2,5) 

~· х(2х+ 1) _ (х+ 2) (х- 4) = 1! 
-· 14 7 2 

3 2 2 
69. 5<2х - 7) = j<x - 8) 
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х=-4; Зх+ 12=0; 

х-4=0; x=t; 

s; = 6х; 5х + 4 = О; 
2(x-l)=x+I; 2х+5=0; 

8ж - 5 =О; х + 3 =О; 

2х= 1; 2х+ 6 = 2(х+ 4) + 1; 

О,Зх- 1,8 = 0,7 - О,2х; 
2х+ 5 =О; 

3{7 - 3[х - 2(х - l)]} = 6х; 
2х=5; 

Зх- 1 =О; 
6 - (3 - х) = 4х - 4; 

15 - х(8 - х) = (х - 5)2; х = S; 

O,Sx + j = х - 3; 2(х - 5)2 =О; 

х 1 1 3 - О,25х = 12; 2х - 3 =О; 



Уравнение Совокупность уравнений 

70. 3-5 х+3 =т; 3(х - 9)2 
- 2(х - 9) - 16 = О % 3 ( 4) 13 

,! - 14.х' + 49 =О; 
71. 3х(х - 2) - (х + l)(x - 13) =О ,! + 7 =О· 

' 
13,! - 14.х + 9 =О; 

..J'fXJ- -x + 2 =О; 
71. 4(2х - 3)2 

- 4(2х - 3) + 1 =о 3 (2х - 7) (Х7- + 1) = 0? 
4 . 

Решить следующее уравнение (73 - 113): 
73. 5 - 4(х - 3) = х - 2(х - 1). 
74. 4(3 + х) - 3(2х - 5) = 6 - х - 2(3 - х). 
75. 3{15 - 2[х - 2(х - 4)) - х} = 5х--:- 20. 

х-1 3-х х-2 2х-5 х-2 1 
76. 6 - -

2
- =-

4
- +-

3
-. 77. -

1
-
1

- - -
1

- = 5х - 172. 

% 78. О,2(х - 1) + О,5(3х - 9) = 3 - 2. 

79 
0,75 -х _ 0,47 + 2х = 4,4х 

. 3 5 1,5. 
80. (х + 2)(х - 1) =О. 81. 2х(3х - 4) =О. 
81. (~% + 4)(5 - 2х) =о. 
83. х'- - 7х + 6 = О. 84. 2Х7- - 5х + 12 = О. 
85. 3,} - 7х - 1 = О. 86. 2х(х + 6) = ,! - 3х. 
87. 3(Х7- + 20) = 21х. 88. х + 2х(х - 1) = 5. 

89. (2х + 5)
2 

+ 2х(3х + 5) = О. 90. ( х + ! ) (1+2 )- 1 = О. 
91. 7(Х7- + 5х + 8) = 3(х + l)(x - ~-
91. 3(Х7- - 3х + 1) - 2х(х - 2) = 20 - 3(х + 1)(2х - 4). 
93. 2(х - 3) - 3(Х7- - 2х - 4) = 4,! - (3 - 5х)(х - 1) - 34. 

94. 3(х - 2)2 - З <2 :;;- XJ-) = х - 1!. 

95. (х + 2)(х - 3) + х(х + 4) = (х - 3)(х - 7) + XJ-. 
96. (х + l)(x + 2) + 9 + (х + 2)(х + 3) = (х + 3)(х + 4). 

1% 1 1 ~ ll 97. (2 + О,5х) 3 - 1 + 32 = 0,2 2 + 22 . 

98. 18 + (х + )(х - )(х - 1} = + 1)( + 3)(х + 2). 
99. (1 - х)(х + 2)(х + 3) = 9.xl - .) + 4(1 - 7х). 
100. ,! + 4х - 8-18 · х + 20 =О. 101. х(х - 3) - 2%(../2 · х - 3) =О. 
101. (х + l)(x - 3) - 2(х + ..Jf) =О. 
103. 3,! - 2х(х - 11:) + (х + 2)(3х - 1) = О. 
104. (../2 - х)х - (../Зх + 4)(х + 2) = О. 105. (х + 2)2 = 2~ + 2) + 3. 
106. (f + 5-t - 7)(2XJ- + 10х - 11) + 1 =О. 107. Х' - 3.х' + 2 =О. 
108. % + 2х" - 8 =о. 109. х9 - 2XS +%=о. 
110. (х4 + ,! + l)(x4 + ,! + 2) = 12. 111. (,?- + 2х + l)(XJ- - 5х + 7) =О. 
111. (4.J - 19; + 12x)(2XJ- - 7х + 6) =О. 
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113. (х2 - l)(x2 - 5х - 6) =О. 114. зх3 - Зх(х - 1) = 7х2. 
115 . .хэ - ~ + х - 1 =о. 116 .х3 + х - 2 = о. 
117 . .х3 - 2(х + 1) =_ х~ 118. х'4 - 7.х3 + 14х2 - 7х + 1 =О. 
119. (х + 9)(х - ч<l.r' + 16х - 20) = 12. 
110. (х2- 5х+ 7) - 2(х- 2)(х- З) = 1. 
111. х4 + .х3 + х2 + х + 1 =О. 111. х4 - цх2 - х + 1) + 1 =О. 
113. ~ + .х3 = х4• 

Принадлежит ли мно:жесrво {- 2; 1} множссrву всех решений ел~ 
щеrо неравенсrва (114 - 134): 

х+ 1 1 1 - 2х 114. 7х - 3(2х + З) > 2(х - 4); 115. - 4- < 22 - -
3
-; 

6 - 5х 3х - 1 7х 1 116. - 5- + - 2- > 5 - .х; 117. 4 < О,З(х+ 7) + 25; 

118. х(х- 1) - 6 > 5х-х2; 119. х2- 4х+ 3 <О; 

130. ~х2 - 3(х+ 5) <О; 131. 9х2 - 6х+ 1 >О; 

131. х(х - 3) - 2 < 3х - (х2 + 2); 133. 4х2 + 6 ( х - ~) > 2; 

134. (х - 2)(3х + 4)(х2 + 1) > О? 

РавносИЛЬИЬ1 ли два следу10щих неравенсrва (135 - 153): 
135. х2 + 4х + 12 > О и х - х2 - 3 > О; 

1 5 
136. (2х - 5)(2х - 1) <о и 2 < х < 2; 

137. (х - 1)2 > О и 1 - х < О; 
138. 4х- 3 > 1и(4х-3)(х+ 2) >х+ 2; 
139. 2(5х - 4) < 4 и 4(5х - 4)2 s 16; 
140. х + 3 > о и :r > - зх2; 
141. х -х2 s 2 и (х-х2)(х+ 4х2 + 5) s 2(х+ 4х2 + 5); 
141. 2х - 4 > З и 2х - 4 + 2(х + 3) > 3 + 2(х + З); 
143. х2 - 5х + 6 s О и 1 s 2х + 7 s 3; 
144. х2 - х - 6 ~ 3х - 1 и 3 ~ 5 - 2х s - 5; 
145. х + 4 < 3х - 2 и х(х + 1) > 3(х + 1)2

; 

146. ~ _ 3 r 2х - 1 - 2~ - З)] > х + s! и х > 3; 

147. 6х2 - ~9х + 30 < О и - зR + 5х + 2 > О; 
148. (х2 - 4)(х + 1) >О !f х2 - 2х - 3 >О; 
1~.~-х+l>Ои~+х+З>~ 
150 . .х3 - 1 < о и х < 1; 
151. х~ - 1 и .х3 + 1 s О; 
151.} - ~ + х2 - х + 1 ~О и х2 - 3х + 10 ~О; 
153. 2х2 - 1 s х4 и 4х4 - 4.х3 + 5х2 - 4х + 1 ~ О? 

Решить следующее неравенство (154 - 105): 
154. 21 - 7(2х - 9) > 3х. 155. 5(3 - х) - З(х - 4) < 16х. 
156. 2(х - 1) - 3(2х - 3) > 6 - 3(х+ 5). 
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1 1 1 
157. )<3 - 2х) -i"<4 - 5.х) > j<x + 4) - 16. 

158 
,! _ (4.х-7) (3Х- 5) < 1_ _ (4.х- 9) (Х- 1) 

. 3 15 > 5 5 
1 2х 

159. 6(2х + 24) - O, l(x + 1) > 5 - 0,3(2 - 3.х). 

1 ( 5) 3 ~ 4) 1 160· 3 х-2 <5 х+3 +2. 

161 3 _ 4 _ 4(5 -9 >1~6 _х-2) . х 15 5 l 3 . 
162. (3.х - 2)(2х - 3) - (2х - l)(x - 2 + 6х > (2х - 3)2. 

163 
(Зх- 4)(3.х+ 1) _ (8.х- 11)(.х+ 2) < (6.х- 1) (2х- 3) 

. 3 4 12 . 

164. (3.х - ~1(.х- 1) < 1~ + <х-; 3)2 - 2(3.х + 1). 

165. (2х + 3)(.х - 7) - (23.х - 11) s 2(.х + 8)(.х - 2). 
3 2 4.х+ 1 4 

166. j<2x- 7) -j<x - 8) - 4 ~-ТS + в<х- 11). 

167.} - х - 2 <О. 168. з; - 5х - 8 s О. 
169. 15; - 11.х + 10 >о 110. 3; + 13.х - зо ~о. 
171. 16.х- 15.х(х + 1) <О. 172. 21 - 22х- 24} s О. 

2 (2-х)Х 1+3.х 
173. (х-4) (x+5)s0.174. 

2 
>х+-4 -. 

175. (х - 3) ~ (х - 3)2. 176. 8.х(х + 2) + 3(.х + 1) > - 1. 
177. (2х + 2)(.х - 1) < 5х + 6. 

1 2 3 
178. 2.х- - 2х+ 2 >.х(х- 1) + 4. 

179. {6} - 2../2.х - ../Зх + 2 s О. 
180. (; - 16х)2 - 63 ~ 2(; - 16.х). 
181. ; + 2х + 7 ~ (4 + 2х + })(3 + 2х + }). 
182. (3; - 4.х + 1)(4х4 - 5х3 + }) s о. 
183.; + 2Х1- > 6 + 3.х. 184. (х+ ч<х - l)(x - 3)2 s о. 
185. (х + 4)(.х + 2)3(.х - 1)(2 - х) (} - 3.х + 5) >О. 
186. (; - 4)(; - 4.х + 4)(; - х - 2) s о. 
187. (9 - }){.} - 2х - ~(х + 8) ~О. 
188. (х3 - '1i!' - 3.х + 4)( - 3.х + 7) > о. 
189. (27 - 37} - 16%4)( + х + 1) <о. 
190. (; - 4.х - 12)(х3 - 7.х - 6) ~о. 191. (; + 10.х + 25)(25 - }) >о. 
192. ('J.Xl- - 3.х - 14)(1.Х1- + 11.х + 14) <о. 
193. (3х3 - 24)(1.Х1- + 6х - 20) ~о. 
194. (} + 4.х - 45)(3} - 14.х - 5)(.х + 1) s О. 
195. ('J.Xl- + 2х)(; - 2х + 1)(3х3 + 7.х - 10) >о. 
196. <W - ,г + 16><а.х3 - 14; + 19.х - 4) <о. 
197. ц; + 3х - 4) > 1х3 - 18х2 + 6х + 5. 
198. 4Х1+3} - 5(4.х + 3) > 1.х1 - 5.х(2 + 5х - х3). 
199. (х - l)(x - 3)(.х - 4)(.х - 6) + 10 ~О. 



100. (:l- - Зх + 2)(.х2 - 5х + 6)(1 - х2) s О. 
101. (5х2 - х - 4)(.х3 - l)(x + 10) >О. 
101. З(х2 + Зх + 2) :<!: (х + 1l(x + 2)(х + З). 
103. (il- - 16)(Э,Ж - 9) s (,il - 8х + 16){2х + 8). 
104. (:l- + 4x)(.XZ + х - 6) > (х3 - 9x)(.xl + 2х - 8). 
105. (з.х2 - 1х + 2)(х2 - 9) < (l:l- - Sx - З) (9.xl - 6х + 1 ). 

В задачах №№ 206 - 21З под чисповым набором (а; Ь) понимается 
числовой набор, соответствующий набору неизвестных (х; у) при х = а и 
у=Ь. 

Принадлежит JDI множество {(2; 1)} множесrву всех решений следую
щей системы уравнений (106 - 109): 

106 !7х+ Sy= 1, 107 !95у-49 = 2Зх, 
• Sx+ 1у= 11; • 16у= 102- 1Зх; 

108. х+ 2у= 4• 109. { 4х+ 9у= 9• 
2х+ Зу= 7; 9х+4у= 4? 

ЯВJIЯется ли множество {(2; З), (З; 2)} множеством всех решений 
следующей системы уравнеlDIЙ (110 -113): 

!
х+у=5, 1 {х+у=5, 110

• х3 +; = З5; 11
• ;;.; + 24 = lOxy; 

111• x2+xy+l= 19, 113.{х2+4у2+80= 15х+ЗОу, 
х4 +х2у2+у4 =1ЗЗ; ху=6? 

В задачах №№ 214 - 221 по чисповым набором (а, Ь, с) понимается 
числовой набор, соответствующий набору неиэвесrных (х, у, z) при х = а, 
у= ь, z= с. 

Принадлежит ли множество {(З; 2; 1)} множеству всех решений сле
дующей системы уравнеlDIЙ (114 - 117): 

2х+ y+z= 8, 15х- Зz= 4(1 +у), 
114. 5х - Зу+ 2z= З, 115. 2(.t+ 2х) =" 8 +Зу, 

1х+у+Зz=20; 2у+Зх= 14-z; 
x2-l+l-=6, !(х-1)(}1+5)= 14, 

116. 2yx-zx+2xy= 1З, 117. (у+5)(z+8)=6З, 
x-y+z= 2; (Z+ 8)(х-1) = 18? 

ЯВJIЯется ли множество {(З; 4; 1), (- З; - 4; - 1)} множеством всех 
peшelDIЙ следующей системы уравнений (118 -111): 

:l-)'f. = З6, jx2 + ху + ц = 25, 
118. xYZ= 48, 119. ху+ у2 + yz= З2, 

ху.( = 12; д + )'f. + :(- = 8; 

.xY.t = 36, lxy+ 2х+ у= 24, 
110. х2,:(-= 144, 111. yz+Зy+lz= 15, 

x2lz=48; zж+х+ Зz=9? 
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РавносИJJЬНЫ JD1 с:ле.цующие две системы уравнений (111 - 119): 

!
Зх+ 1 - 2х у - 2у х 

111 {Зх+2у= lЗ, 7 2 - 8 • 
• Зх-2у=5 и 4х- 2 _ 4у-5х _х+у. 

з 2 - s . 
113 х+ У= 11, {х+ у= 11, 

• ху=12 и }+ху+1·91; 
х+ 5у= 26, {х+ 2у= 1, 114

• }-251=156 и .х-1+81=127; 
7х - 4у = 2З, {х +у= 5, 115

• 49} - 161=1081 и 4(} + 1> = 17.ху; 
116 у-х= 2, {;.-ху+ 1= 19, 

• з5х2+З51=74ху и х4 +}1+у4 =741; 
х+ у= 6, 14х- Sy+ 6.t= З, 

117. y+.t=IO, и 8х-7у-З.t=9, 
.t+x=20 7х- 8y+9.t=6; 

l
_yz+zж= 16, !х2+ху+д=48, 

118. zж+ух=25, и xy+l+Y.t= 12, 
ху+~=-З9 д+_yz+i=84; 

!y+x-.t= 14, j(x+y)2 -i=65, 
119. у +i-} =46, и ; _ (y+.t}2 = IЗ, 

y,t=9 X+Y-.t=5? 

РеuоtТЬ следующую систему уравнений (130 - 173): 
zзо. 4х+Зу=21, 131.{1З+2у=9х, 

4х- Зу= З. 7х= Зу. 

131 9х+ Зу- 2 =О, 133 {7х= 8 - 1у, 
0 

IОх+бу-4=0. 
0 

16у+16х-8=0. 

134 5х- З = - 2у, 135 {х +у= 12, 
• 6у+ 15х=9. • 2ху=9(х-у). 
х+у=5, 137 {х+Зу=IО, 136

• }у - IOxy + 24 =О. ' х1 + 271=280. 

138 х+у= 11 ' 139. {х4-у= 2' 4 
• ; + 1=341. х = 272 - у . 

14О х+у=З, l4t {х-у=2, 
• ,; + у5 = 102З. • (; + 1><х1-У>=260. 

141• х+ 3ху= З5, 143. {ХЗ = 5х+ у, 
у=22-2ху. l=x+5y. 

144 .ху== З5, 145 {.ху= 72, 
• 2(х+у)2 +З24=51(х+у). • }+1= 145. 

14б. х2+ху=210, 147_{<х-у)2 =З-2х-2у, 
1=2ЗI - ху. у(х-у+ 1) =х(у-х+ 1). 



иа 3х2 + .ху = 2х + 6, 249 {.j- - ЗI -= Зу - х - 30, 
• 2у;::: у+ 3.ху + 3. • .;. + 1 + х +у..,, 18. 

%50. .;. + 2ху+ 1оу2 = 145, %51. {.;. + 41 = S.xy, 
.ху+У=24. ~=1+31. 

Z5Z • .J-+ 1=8, %53. {.;.+.ху+ 1=37, 
х3-,Э =8(х-у). х3-,Э =37. 

%54 • .J- -.xy+ 1=39, %55. j.;. + 1=13, 
х3 + у3 = 351. (х+ ух_у1+х3)=19. 

%56. х2у + .х1 = 120, 157• {х + у4 - .;.1 = 5, 
х3 + у3 = 152. .J- -1-.xy= 1. 

{
.;. 1- 19 !Hk- 9z = 19, 

%58. " + .xr~ ~ . %59. 8х - у= 1 о, 
х +.ry +у= 133. y-12z= 10. 

Sx-4y+z ... 3, 12x-y=z+ 12, 
Z60. Зх+у-2z=31, %61. Зz+Зу=бх-36, 

8.х-Зу-z= 1. 2()'+.t)=4(x-6). 
х+ у- z= 1, 14х- 2у= 7х, 

Z6Z. y+z-x= 1, %63. y+z=x. 
x+z-y=l. l-4=&x-з.t2· 
x+y+z=19, 1x-y+z=2, 

%64 • .;. + 1+.г=91, %65 • .;. + .г = 1+6, 
l=:ц. 2(.xy+JIZ)= 13+zx. 
ху+ 2х+ У= 1, !ху+ )IZ= 10, 

Ш . .YZ+3y+2z=12, Z67. yz+zx=12, 
.а+z+Зх= 15. zx+.YZ= 10. 
(х + УХХ + Z) = 63, !Х(х +у+ Z) = 42, 

%68. ()' + Z){)I + .х) = 42, %69. у(х +у+ Z) = 70, 
(Z+.x)(z+ у)= 54. t(x+ у+ Z) = 84. 

l
y + z = .xyz, j.;..)IZ = 6, 

Z70. z + х = .xyz, Z71. .xlz = 18, 
х +у= .xyz. .ху,г = 12. 

j.;..,.г = 144, !x31z= 24, 
Z7Z • .;.lz=48, Z73. xy3,t2=18, 

х;.г = 36. .;.~ = 108. 

Кахую фиrуру на координатной плоскости задает следующее уравнение 
(%74 - Z81): 
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174. у= 1; %75. х- 2у=-0; Z76. Зх- 2у= 1; Z77 . .ху= О; 
178. (l - .V(x - у) = О; Z7'2 ,?- + 1 = 5; 
ZIO. 71" + ~ = О; Z81 . .;. - r = О? 



Иw:еют JD1 общую точку следующие прямые (182 - 284): 
282. . .х + 2у = 4 и 2.х + Зу= 7; 
2.83. 4.х - у = 3 и 8х = 2у + 6; 
284. 2.х - у - 3 = о и 2у + 9 =:= 4.х? 

Иw:еют JD1 общие точки сле.цующие окружность и прямая (285 - 2.89): 
285.} + _i = 16 и 2.х+ S =О; 
2.86. ;+ }(=25 иу=.х; 
2.87. ; + }( = 49 и у = 2.х - 3; 
2.88.}+:i=4иу=7-.х; · 
2.89.} + У1' = 18 и у= .х + З.J'f? 



Гл а в а 1 V. СТЕПЕНИ И ЛОГАРИФМЫ 

§ 1. Степень с целым поuзателем 

В первой главе было определено действие возведения 
любого действительного числа в степень с натуральным 
показателем. В этом параграфе повторяется это определе
ние, а также приводятся определения возведения числа в 

нулевую степень и в степень с отрицательным целым 

показателем. 

Пусть а - любое действительное число, п - любое на
туральное число, тогда степенью числа а с натуральным 

показателем п (ш~и п-й степенью числа а) называется число, 
записываемое как d' и определяемое по правилу 

r аа ... а, если п ~ 2; 
d'=~ llpa3 

La, если п = 1. 

Пусть а - любое отличное от нуля действительное 
число, тогда нулевой степенью этого числа называется число 
единица, т.е. по определению а0 = 1 для любого отличного 
от нуля действительного числа а. 

Нулевая степень числа нуль не определяется, и символ 0° 
считается лишенным смысла. 

Пусть а - любое отличное от нуля действительное 
число, п - любое натуральное число, тогда степенью чиCJUZ 
а с целым отрицательным показателем (- п) называется 

число~, т.е. по определению а-"=~ для любого отличного 
а а 

от нуля действитедьного числа а и любого целого отрица
тельного числа (- п). 

Целая отрицательная степень числа нуль не определяется, 
и символ о- " считается лишенным смысла. 
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Итак, натуральная (п-я) степень определяется для любо
го действительного числа, а нулевая и целая отрицательная 

степени лишь для любого отличного от нуля действитель
ного числа. 

Если а - любое отличное от нуля действительное число, 
то можно дать определение степени с целым показателем, 

которое есть объединение предыдущих определений. 
Пусть а - любое отличное от нуля действительное 

число, - любое целое число, тогда под числом аа. понимают 
число, определяемое по правилу 

r а, если а = 1; 
1

1 

аа ". а, если а = т, т - натуральное число, т ~ 2; 
"'раз 

аа.=0, еслиа=О; 

I_!_ если а= - п (- п) - целое 
1 а"' ' 
l отрицательное число; 

при этом число аа. называется степенью с целым показате
лем, число а - основанием степени, число а - показателем 

степени. 

В первой главе были приведены основные свойства, 
которыми обладает действие возведения в степень с нату
ральным показателем. Для действия возведения в степень 
с целым показателем эти свойства также имеют место. 
Именно, пусть а, Ь - любые, не равные нулю, действи

тельные числа, а, р - любые целые числа, тогда: 

а) (аЬ)а. = аа.ьа.; 6) (~J = ::; 
11 

в) aa.t! = аа.+Р; г) аа.: t! = j = аа.-Р; 

д) (аа.)р = аа.р. 

До к аж ем справедливость этих свойств. Справедли
вость свойства а) при натуральном а (а= п, пе N) следует 
из основных законов умножения действительных чисел: 
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(аЬ)а. = (аЬ)" = (аЬ)(аЬ) ... (аЬ) =а ... а Ь .•. Ь = 

Пусть а = О, тогда (аЬ)а. = (аЬ)0 = 1 = 1 · 1 = а0ь0 = аа.Ьа., 
т.е. (аЬ)а. = аа.ьа.. 

Пусть а = - т и т - натуральное число. По определе
нию степени с отрицательным показателем (аЬ)а. = (аЬ)-"' = 
=-·-= . 

(аЬ)"' 

по свойству степени с натуральным 

показателем 

по свойству дробей 

=-·-= 
а"'Ь"' 

= ..!.. . ..!.. = 
а"' ь"' 

по определению степени с = 0-ть-"' = 0а.ьа.. 
отрицательным показателем 

Следовательно, свойство а) справедливо. 
Свойство б) доказывается аналогично. 
Для доказательства свойства в) рассмотрим все шесть 

возможных случаев: 1) а= п, р = т; 2) а= п, р = - т; 

3) а = - п, р = т; 4) а = - п, р = - т (где пи т - любые 
натуральные числа); 5) а - любое целое число, р =О; 

6) а = О, р - любое целое число. 
1. При а= п, р = т справедливость свойства в) следует 

из основных законов умножения действительных чисел: 

aa.d' = а"· а"'= (а ... а) (а ... а) =(а ... а) 
(11+ lfl) р&3 

2. Пусть а = п, р = - т, где п и т - натуральные числа, 
тогда по определению степени с целым отрицательным 

показателем 

Применяя правило умножения дробей, имеем а". 1,,, = 0
:. 

а а 
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Пусть п > т, тогда, применяя свойство степени с нату
ральным показателем, получаем 

п 

а ... = d' : а"'= d'-"' = d' + <- 111) = аа. + Р. 
а 

Пусть п = т, тогда по определению степени с нулевым 
показателем получаем 

а:= 1 = а0 = a11 +(-m) = аа.+р. 
а 

Пусть п < т, тогда, применяя свойство степени с нату
ральным показателем и определение степени с целым оr

рицательным показателем, получаем 

ап = _1_ = _1_ = _1 _ = а- (m - 11) = а- т + 11 = 
"' 1 "' -п m-n 
а а"' а а а 

п 

а 

3. Пусть а = - п, р = т, где п и т - натуральные числа. 
Эrот случай аналогичен случаю а = п, р = - т. 

4. Пусть а = - п, р = - т, где n, т - на'JУР3..11ьные числа. 
Тогда аа.аР = а- 11а-"' = 

по определению степени с целым = _!_ • .!.. = 
п "' отрицательным показателем а а 

по правилу перемножения дробей 

по свойству степени с 

яатуральНЬIМ показателем 

по определению степени с целым 

отрицательным показателем 

=-1-= 
п "' 
аа 

=-1-= 
n+/ff 
а 

= a-(11+m) = а-11-т = 
= a(-11)+(-m) = аа.+р. 

5. Пусть а - любое целое число, р = О, тогда, применяя 
определение степени с нулевым показателем, получаем 

8 Aяmipl, трнrомоме1'ри• 
1 u:аенпрные фуu:ции 
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6. Пусть а = О, ~ - любое целое число, тогда, применяя 
определение степени с нулевым показателем, получаем 

aa.d' = 1 · d' = d' = ао+р = аа.+Р. 

Следовательно, свойство в) справедливо. 
Для доказательства свойства г) при натуральных а, р 

(а = п, р = т, п е N, т е N) рассмотрим три случая: 
1. Если п > т, то п = т + /, где / е N. Воспользуемся 

основными свойствами умножения и деления действитель
ных чисел: 

"' р&'1 / р&'1 

" --аа. . d' = tl . а"' = !!._ = (а ". а)(а ". а) = d = tl - "' = аа. - Р. 
• . а"' а ... а -"'раз 

2. Если п = т, то 

"раз 

" -аа.: d' = а"= а". а = l. 
а ~ 

"'р&'1 

По определению а0 = 1. Следовательно, 

аа.: d' = tl: а"'= а0 = tl-"' = аа.-Р. 

3. Если т > п, то т = п + k, где k е N. Воспользуемся 
основными свойствами умножения и деления действитель
ных чисел, а также определением возведения в отрицатель

ную степень: 

"р&'1 

" -аа. : d' = tl : а"' = а" = а". а 
а (а ". а) (а ". а) --" р&'1 k р&'1 

=-1- =a-k= 
а ... а -k р&'1 

= а - <т - "> = tl - "' = аа.- ~ 

Следует отметить, что в этом случае (n - m) не является 
натуральным числом. 

Для остальных пяти случаев значений а и ~ доказатель
ство свойства г) аналогично доказательству свойства в). 
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Для доказательства свойства д) также как и в случае 
свойств в) и г) рассмотрим все шесть возможных ситуаций: 

1. Пусть а= п, р = т, где пит - натуральные числа. 
Для доказательства свойства д) в этом случае воспользуемся 
основными законами сложения и умножения действитель
ных чисел: 

(аа.)р = (а")"' = (ап) (ап) ... (ап) 
"'раз 

= (а ... а) ". (а ... а) = аа ..• а = t!8 = аФ. 
"раз "раз -раз 

"'раз 

2. Пусть а = п, Р = - т, где п и т - натуральные числа. 
Тогда (аа.)Р = (а"}-"' = 

по определению степени с целым = _1 _ = 
(а ..... " отрицательным показателем · , 

по свойству степени с натуральным 

показателем 
=-1 = -а 
=а--= по определению степени с целым 

отрицательным показателем = tt<- m) = а°'. 
3. Пусть а = - п, р = т, где п и т - натуральные числа. 

Справедливость этого свойства доказывается аналогично 
случаю а = п, р = - т. 

4. Пусть а = - п, Р = - т, где n, т - натуральные числа. 
Тогда (аа.)р = (а-")-"' = 

по определению степени с целым = _1_ = 
отрицательным показателем (а-;-

по только что разобранному = _1_ = 
случаю 3 а--

_ 1 _ 
по определению степени с целым - - 1- -
отрицательным показателем 

0
-

по свойству дробей =1·-1 = . -
а 

по правилу деления дробей = tf'8 = а<-11Х- m) =а°'. 
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5. Пусть а - любое целое число, р = О, тогда по опреде
лению степени с нулевым показателем (а0')~ = (аа)о = 1 = 
= а0 = aoD = aot>. 

6. Пусть а = О, р - любое целое число, тогда по опреде
лению степени с lfУЛевым показателем (tr)~ =(а°)~= (l)~ = 
= 1 = а0 = а~ = aot>. 

Следовательно, свойство д) справедливо. 
Пр им ер. Применим свойства степени с целым показа

телем для вычисления следующего числового выражения: 

1 27 3 -.-.16 -
А =9 64 =.!=1 

1 1 3 . 
1+--- -4 2 4 

§ 2. Сппевь с рацвоват.вwм попзатеJ1ем 

В главе 1 было дано следующее определение арифмети
ческого корня из положительного числа. 

Пусть п - натуральное число, п ~ 2, а - положительное 
число. Тогда положительное число Ь, такое, что Ь" = а 
называется арифметичес1'им 1'0рнем п-й степени из числа а 

и обозначается Ь = "Га. 
Без доказательства было принято уrверждение, что ДJIЯ 

каждого положительного числа а существует и притом 

единственный арифметический корень n-й степени. 

По определению "{ii справедливо следующее уrвержде
ние: 
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{ 

а - положите.л:ьное число, 
'Vii п - натуральное число, 

а ~ "{ii - ПОЛО.JОIТеЛЬНое ЧИСЛО, 
11..r=;" 

( "'ID) =а. 

Используя определение возведения в целую· степень и 
определение арифметического корня из положительного 
числа, дадим теперь определение возведения положите.ль

ного числа в степень с рациональным показателем. 

Пусть а - положитеЛьное число, r = /!. - рационапьн~ 
,f 

число, причем q - натуральное число (q 2:: 2). Положите.ль-

ное число Ь такое, что Ь = Vil, называется r-й степеныо 
"'IUClltl а и обозначается Ь = tl, т.е. а~= !fil. 

11.. r=" 1 
Заметим, что ""а = ar.. Пусть а и Ь - тобые положитель-

ные числа, r1 и r2 - любые рационаJiьнЬlе числа, тоrда 
справедливы следующие свойсrва, называемые свойствами 

степеней с рациональными показатеJ1ЯМИ: 

а) (аЬ)'• = tf•lf•, 

б) (!!JI = Q' 
ь 1{•' 

в) t/•t/2 = t11•\ 
r) tl• : t/1 = tl• - '1, 

д) (t/•)'2 = tfi'2. 
Докажем справедливость этих свойств. 

а) Пусть r1 = l, причем q - натуральное число, q 2:: 2. 
q 

Рассмотрим [<аЬ>1 = 

по определению рациональной степени = ~(аЬf J = 
по определению арифметического корня= (аЬУ = 

по свойству степени с целым = tlll = 
показателем 

по определению арифметического корня= (·lil'J (Vl1)0 = 
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по определению рациональной степени = (a~J (ь~J = 

по свойству степени с натуральным ( е. е.)11 
показателем = а11Ь11 

• 

Итак, [(аЬ)'1] 11 = [d'1b'1]
11
• По теореме 1 § 2 гл. 11 это 

равенство равносильно равенству (аЬ)'• = d'•b'• и свойство а) 
доказано. 

Свойство б) доказывается аналогично. 
l. !! 

в) Пусть r1 = 1!, r2 = т. Тогда d'•a2 = а11а 11 • 
q п 

Рассмотрим 

по свойству степени с 

натуральным показателем 

по свойству степени с 
натуральным показателем 

по определению рациональной 

степени 

по определению арифметического 
корня 

по свойству степени с целым 
показателем 

по свойству степени с целым 

показателем 

по определению арифметическоfо 
корня 

по определению рациональной 

степени 

= (ap)11(am)9 = 

и (рп + mq~ - + ( J J. )-так, учитывая, что / - r1 r2, имеем а •а 2 .... = 
nq 

= (d'1 "
2
)". По теореме 1 § 2 гл. 11 это равенство равносильно 

равенству d'1d'2 = d'1 "
2 и свойство в) доказано. 

Свойство г) доказывается аналогично. 
l. !! 

д) Пусть r1 = ~, r2 = : . Тогда (d'1)'
2 = ( а11 J. 
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Рассмотрим 

по свойству степени с натуральным 

показателем 

по определению степени с 

рациональным показателем 

по определению арифметического 
корня 

по свойству степени с целым 

показателем 

по свойству степени с целым 

показателем 

по определению степени с 

рациональным показателем 

по определению арифметического 
корня 

по свойству степени с целым 

показателем 

по определению арифметического 
корня 

по определению степени с 

рациональным показателем 

- Jllll -
-и -

Итак, [(a'1)'
2Jllf = (a'"2)llf. По теореме 1 § 2 гл. 11 из спра

ведливости этого равенства вытекает справедливость свой
ства д). 
Докажем еще одно свойство степени с рациональным 

показателем. 

е) Пусть а - положительное число, r1 = /! - рациональ
q 

l. 1!! 
ное число, q и п - натуральные числа, q ~ 2. Тогда а1=а". 

Рассмотрим (а~)" = 

= [(а~)Т = 
по свойству степени с натуральным 

показателем 
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по определению степени с рациональным 

показателем 

по определению арифметического корня 

по свойству степени с целым показателем 

по определению арифметического корня 

по определению степени с рациональным 

показателем 

=[(~j= 
= (d')" = 
=tl"= 

Итак, Га~J" = (a~J", откуда и вытекает справедливость 
свойства Ъ). 
Для арифметических корней доказанные свойства имеют 

ВИД 

а) "Wili = va Vli; 
'!Га v; 

б) -vb = ~; 

В) VQ · VQ = ~а"+Е; 
Г) "{Q: VQ = ~а"- 13 ; 
д> <ra>" = "{(!, ~ = ""Га; 
е) ""{{!" = va. 
Пр им ер. Упростить числовое выражение 

А = (М + з../5 - 7../2)(.../72 + ~ - 4../2). 

Применим рассмотренные свойства: 

..JS = ff = 2../2; т = '123 
• з2 = ff ff = 6../2; 

~=~=ff../5=2../5. 

Следовательно, 

А= (4../2 + 3../5 - 7../2)(6../2 + 2../5 - 4../2) = 
= 3 . (../5 - ../2) . 2 . (../2 + ../5) = 6(../5 + ../2)(../5 + ../2) = 

= 6(5 - 2) = 18. 
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Рассмотрим теперь основные свойства типа неравенства 
для степени с рациональным показателем. 

ж:) Пусть а > 1, r = /!.. - положительное рациональное 
q 

число (q и п - натуральные числа, q ~ 2). Тогда tl > 1. 

Рассмотрим ( a~J = 
по определению степени с рациональным = f ....J(/'\q = 
показателем \ · - ) 
по определению арифметического корня = d'. 

По теореме 1 § 2 гл. 11 условия а > 1 и d' > 11 равносиль
ны, значит, из условия а > 1 вытекает, что d' > 11

, но тогда 

ra~J > 1q, т.е. (d)q > 1q, откуда по тому же свойству получа
~м, что tl > 1. Свойство ж:) доказано. 

з) Пусть О< а< 1, r = /!.. - положительное рационалыюе 
q 

ЧUC/IO (ре N, q е N, q ~ 2). Тогда tl < 1. 
Доказательство этого свойства аналогично доказательст

ву свойства ж). 
и) Пусть а > 1 и r1 и r2 - рациональные числа такие, что 

r1 > r2• Тогда tf• > t/2
• 

Доказательство. Поскольку (r1 - r2) - рациональ

ное положительное число, то по свойству ж) tl• - '2 > 1. 
Умножая это неравенство на положительное число t/2

, по 
свойству 21 неравенств (см. 2 гл. 11) получаем t/2(t/1

-'
2

) > 
> t/2

• Применяя к левой части свойство в) степени с раци
ональным показателем, получаем tl• > t/2

, т.е. свойство и) 
доказано. 

к) Пусть О< а< 1, r1, r2 - рациональные числа такие, что 

r1 > r2• Тогда tl• < t/2
• 

Доказательство этого свойства аналогично доказательст
ву свойства и). 
Пр им ер. Доказать, что для любых положительных 

чисел а и Ь справедливо неравенство 

2 2 2 
аЗ + Ь3 > (а+ Ь)З. 
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Доказательство. Обозначим а+ Ь через с и рассмот-

рим дроби! и!!., Так как!+!!.= 1 то О<!< 1 О<!< 1. 
с с с с' с' с 

1 1 

Исп~льзуя сво~ство к), получим (~J < 1, J~J < 1 ил: 

(~)
1

- 3 
< 1, r~J- 3 

< 1. Следовательно, (~) < (~1 и (~1 < (~1-· 
ho свойств~ числовых неравенств спр~ве~~о и ~iраве -
ство 

откуда, учитывая, что ! + ! = 1, получаем справедливость 
с с 

неравенства 

2 2 

(~) + (~) > 1. 

Учитывая, что с - положительное число, и умножая это 
2 

неравенство на с3, получаем справедливость неравенства 
2 2 2 

aJ + ЬJ > cJ, что и требовалось доказать. 

§ 3. Степень с иррациовальВЬIМ показателем 

Возьмем приближенные значения числа ..J2" с недостат
ком: 

1, 1,4, 1,41, 1,414, ". 

и приближенные значения числа ..J2" с избытком: 

2, 1,5, 1,42, 1,415, ". 

По свойству и) степени с рациональным показателем 

31 < 31.4 < 31,41 < 31.414 < ". 

и 
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32 > 31,S > 31,42 > 3 1,41S > ••• (2) 

В неравенствах (1) и (2) членов бесконечно много и 
любой член неравенств (1) меньше любого члена нера
венств (2). Естественно под числом 3"2 понимать число, 
которое больше любого члена неравенств ( 1) и меньше 
любого члена неравенств (2). Значит, под числом 3"2 пони
мается число, которое больше чем 3 в любой рациональной 
степени, приближающей -../2' с недостатком, и которое мень
ше чем 3 в любой рациональной степени, приближающей 
"'2 с избытком. Без доказательства эдесь принимается, что 
такое число существует и притом только одно. 

Так же определяется и аа., где а> 1, а - иррациональное 
положительное число. А именно, находятся рациональные 

числа r,, приближающее число а с недостатком: r1 < r2 < r3 < 
< ". < а, затем - рациональные числа lь приближающее 
число а с избытком: 11 > 12 > 13 > ". > а, и составляются 
неравенства: tf• < t/2 < d' < ". и d• > d2 > d' > ". Тогда под 
tf понимается число, которое больше любого числа tft и 
меньше любого числа dt. Эго определение можно сформу
лировать и так. 

Пусть даны число а > 1 и положительное иррациональное 
число а. Через r, обозначим рациональные· числа, прибли
жающие а с недостатком, через 11: - с избытком. Под числом 
аа. понимается число у такое, что для любых r1 и11: справед
ливо неравенство tft < у< dt. Без доказательства эдесь при
нимается, что та1С0е число существует и притом толь1'0 

одно. 
Пусть даны число а такое, что О < а < 1, и положительное 

иррациональное число а. Через r1 обозначим рациональные 
числа, приближающие с недостатком, через 11: - с избыт

ком. Под числом аа. понимается число утакое, что для любых 

r, и 11; справедливо неравенство tl• > у > dt. Без доказатель
ства эдесь принимается, что такое число существует и 

притом толысо одно. 
Пусть даны положительное число а такое, что а* 1, и 

отрицательное иррациональное число а. Под числом аа. пони-
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мается число, равное ~' т.е. если а Ф 1 и а - отрицательное 

иррациональное число, то о" = ~ •. Поскольку число ~ не 
Q 

равно нулю и в множестве действительных чисел деление 
всегда выполнимо, то существует и притом единСtn11енное 

число, равное частному ~· Эrо число называют числом аа. 

Замечание. 1. Если а= 1, то а"= 1 для любого дейст
вительного числа а. Поэтому в вышеприведеННЬIХ опреде
лениях случай а = 1 не рассматривается. 

2. В силу вышеприведеННЬIХ определений и определения 
степени с рациональным поIСаэателем для а > О и любого 
дейс'ГВителъНОГО ЧНСЛа а ЧИСЛО а" всегда ПОЛОжителЬНО. 
Для степеней с иррациональным поIСаэателем справед

ливы следующие свойства. Пусть а > О, Ь > О, а - ирраци
ональное число, р - рациональное или иррациональное, 
тогда: 

а) (аЬ)" = а"Ь"; 

б) (~1" =а•. 
~ ь•' 

в) а(/= а"+~; 
г) а": t! =а"-~; 
д) (а")~ = а°'. 

ДоIСаэательство этих свойств проводится с помощью теории 
пределов и поэтому здесь не приводится. 

1 4. Creoe" DOJJOJllDIТeJllilIOI чвс.u 

Изложенное в §§ 1 - 3 позволяет дать определение 
действительной степени положительного числа. Заметим, 
что число а" существует· и притом только одно для любого 
действительного а. 

Определение. Пусть дано положительное число а и 
действительное число а. Под чиСJЮА1 а" 'понимают положи
тельное число, определяемое по следующему правилу: 

1. &ли а > О и: 
1. а = т, т - натуральное число, то 
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{а, при т= 1, 
аа. _ 

- аа ... а, при т ;::: 2. 
",.. 

2. а=!, q - натуральное rии:.ло, q;::: 2, то tf' = !Ja (ариф
q 

метических корень q-й степени из положительного чш:па); 

3. а= 1!, где р, q - натуральные числа, q;::: 2, то а4= !Jtl; 
q 

4. а - иррациональное число, тогда: 

а) если а> 1, то аа. - wсло большее, чем t/1 и меньшее, чем 
tЛ где r1 - любое рациональное приближение ЧUCJIQ а с 
недостатком, /" - любое рациональное приближение чш:па а 
с избытком; 

б) если О < а < 1, то аа. - число меньшее, чем tft и большее, 
чем d• (r1 и /" - те же, что и выше); 

в) если а= 1, то tf' = 1. 
11. Если а= О, то а,..= 1. 
111. Если а < О, то tf' = ~-
Число аа. называется степенью, чш:по а - основателем 

степени, число а - показателем степени. 

Из§§ 1 - 3 вытекает, что степень положительного числа 
обладает следующими основными свойствами: если а и Ь -
положительные числа, а и IJ - любые действительные 
числа, то: 

а) (аЬ)а. = аа.Ьа.; 
б) (~1а. = а". 
~ ьа' 

в) а (/' = аа.• ~; 
r) аа.: ~ = аа.-~; 
д) ( а4)~ = aaf. 
Рассмотрим теперь основные свойства степени положи

тельного числа типа неравенства. 

Теорема 1. Если а> 1 и а> О, то аа. > 1. 

Доказа.тельство. Если а=/! - рациональное число q 
(р и q - на1УРальные числа), то свойство tf' > 1 уже дока-
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за.но в § 2. Если а - иррациональное число, то возьмем: 
любое поло:жите.льное рациональное число r, приближаю
щее а с недостатком, тогда аа. > tl по определеНИIО ирраци
ональной степени. В то же время по уже доказанному в § 2 
свойству tl > 1. По свойству транзитивности неравенств из 
справедливости двух неравенств аа. > tl и tl > 1 вытекает 
справедливость неравенства аа. > 1. Теорема 1 доказана. 
Теорем а 2. Если а > 1 и а < О, то аа. < 1. 
Доказательство. Число ~ = - а - положительное 

число, поэтому, применяя теорему 1, имеем t:! > 1. Умно
жим обе части этого неравенства на положительное число 
аа.. По свойству неравенств t:!d" > tf'; по свойству в) и 
определению степеней t:!aa. = аа. + 11 = а = 1, поэтому t! < 1 
и теорема 2 доказана. 
Теорема 3. Если а> 1 и t! > 1, то а> О. 
Доказательство. Предположим, что а> 1иt!>1, но 

а ~ О, т.е. либо а = О, либо а < О. Если а = О, то аа. = 1 по 
определению. Если а < О и а > 1, то применяя теорему 2, 
имеем аа. < 1. Итак, если а s О, то аа. ~ 1, что противоречит 
предположению аа. > 1. Теорема доказана. 
Теорема 4. Если а> 1иаа.<1, то а< О. 
Доказательство теоремы 4 аналогично доказательству 

теоремы 3. 
Обьединим теоремы 1 - 4. 
Утверждение 1. Если а> 1, то условия аа. > 1 и а> О 

равносильны; кроме того, равносильны условия аа. < 1 и а< О, 
т.е. если а> 1, то 

d" > 1 <::> а > О, 
аа. < 1 <::> а < О. 

Теорема 5. Если О< а< 1 и а> О, то аа. < 1. 
Доказательство. Рассмотрим число Ь > l. Так как 

а 

Ь > 1, то применяя теорему 1, имеем Ьа. = 1. Умножим обе 
части этого неравенства на положительное число аа.. По 
свойству неравенств Ьа.аа. > d". По свойствам степеней 
ьа.аа. = (ab)tl. = (1)0. = 1, поэтому Qtl. < 1. 
Теорема 6. Если О< а< 1 и а< О, то аа. > 1. 
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Теорема 7. Если О< а< 1 и аа. >О, то а< О. 
Теорема 8. Если О< а< 1 и аа. < 1, то а> О. 
Доказательство этих теорем аналогично доказательству 

теоремы 5. 
Объединим теоремы 5 - 8. 
Утвержден не 2. Если О< а< 1, то yCJIOtlШI tf' > 1 и 

а < О равносш~ьны; кроме того, равносш~ьны услоt1Ш1 аа. < 1 и 
а > О, т.е. если О < а < 1, то 

аа. > 1 ~а< О, 
аа. < 1 ~а> О. 

Из уrверждений 1 и 2 легко получить следующее след ст -
в и е: 

Утверждение 3. Если а> О и а :1: 1, то условШI аа. = 1 и 
а= О равносильны, т.е. если а > О и а :1: 1, то 

аа. = 1 ~а= О. 

Теорема 9. Если а> 1 и а1 > а2, то аа.• >а°'-. 

Доказательство. Рассмотрим число Р = а1 - а2• Так 
как р >О, то ар> 1. Умножим обе части этого неравенства 
на положительное число а°'-. По свойству 6 неравенств 
Ja°'- >а°'-; по свойству степеней t!tf'i = аа.•, поэтому 
d'1 > а°'- и теорема 9 доказана. 
Теорема 10. Если а> 1 и а1 < а2, то tf'• <а°'-. 
Теорема 11. Если а> 1 и аа.• >а°'-, то а1 > ~· 
Теорема 12. Если а> 1 и tf'• <а°'-, то а1 < ~· 
Доказательство этих теорем аналогично доказательству 

теоремы 9. 
Объединим теоремы 9 - 12. 
Утверждение 4. Если a>l, то YCllotlUR tf't>tf'i и 

а1 > а2 равносильны; кроме того, равносильны услоt1ия 

d"• < а°'- и а1 < а2, т.е. если а > 1, то 

tf'• > аа,. ~ а1 > ~' 
tf't < а°" ~ а1 < а1. 
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Теорема 13. &:ли О< а< 1 и а1 >~'то tf't < t/'2. 
Теорема 14. &:ли О< а< 1 и а1 <~'то tf't > t/'2. 
Теорема 15. Если О< а< 1 и а-•> t/'2, то а1 < а2• 

Теорема 16. &:ли О< а< 1 и аа.• < аа..,, то а1 > ~· 
Доказательство этих теорем аналогично доказательству 

теоремы 9. 
Объединим теоремы 13 - 16. 
Утверждение 5. &:ли О< а< 1, то условия аа, > аа.., и 

а1 < а2 равносильны; кроме того, равносильны условия 

аа.• < аа.., и а1 > а2, т.е. если О< а< 1, то 

аа.• > аа.., <:> а1 < ~' 
arl.i < аа.., <:> а1 > а2. 

Из угвержцений 4 и 5 легко получить следующее следст
вие: 

Утверждение 6. Если а> О и а :1: 1, то условия 
аа.• = аа.., и а1 = а2 ра8носильны, т.е. если а > О и а :1: 1, то 

Утвержцения 4 и 5 словесно формулируются следующим 
образом: 

Если основание степени больше 1, то большему показа
телю соответствует б6льшая степень и наоборот, большей 
степени соответствует больший показатель. 

Если основание степени меньше 1 (О< а< 1), то боль
шему показателю соответствует меньшая степень и наобо
рот, меньшей сrепени соответствует больший показатель. 

3 а меч ан и е. Если а > О, то понятие действия возведе
ния в степень можно расширить на множество всех неот

рицательных чисел, так как по определению оа. =О, если 
а> О. 
Рассмотрим пример на применение свойств степеней 

положительного числа. Пусть требуется доказать, что 

3"3 < 7. 
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По определению 3.JЗ < 3', где r- рациональное прибли
жение иррационального числа "3" с избытком. Возьмем 
_7 7 .J3 1 1 r - 4. Так как "3" < 4, то 3 < 34. Докажем, что 34 < 7. 
Используя два раза теорему 5, получим равносильность 

следующих неравенств: 

7 ( 7)4 
;· < 1 и ;

4 < 1. 

Используя свойства степеней типа равенства, получим, 

что неравенсrво (~')' < 1 равносильно неравенству ~ < 1, 

которое является верным, так как 37 = 2187, r = 2401. 
Следовательно, в силу равносильности переходов верно 

и исходное неравенство 3"3 < 7. 

§ 5. Лоrарифмы 

Рассмотрим основные задачи, коrорые возникают при 
изучении степеней. 

1. Даны действительные числа а и а. Найти дейсrмитель
ное число х такое, что х!" = а. Эrо - задача о возведении 
действительного числа в степень. Она разрешима для лю
бого положительного числа а и любого действительного 
числа а. Если а = О и а > О, то х = О (см. § 4 гл. IV). При 
а< О эта задача :щесь рассматриваться не будет. 

2. Даны действительные числа Ь и а. Найти дейстsитель
ное число х такое, что х!" = Ь. 
Если Ь - любое положительное число и а - любое 

отличное от нуля действительное число, то эта задача 
1 

сводится к предыдущей, ибо ответ дает число х = ь;. Дей-
l 11 !.11 

ствительно, х!" = ( Ь-;;~ = Ь11 = Ь1 = Ь. Если а = О и Ь = 1, то 
решением этой ~iчи является любое действительное от
личное от нуля число х. Если а = О и Ь Ф 1, то эта задача не 
имеет решения. При Ь < О эта задача :щесь рассматриваться 
не будет. 
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3. Даны действительные числа а и Ь. Найти действитель
ное число х такое, что tl = Ь. Будем рассматривать эту 
задачу только для действительных положительных чисел а 
и Ь. Если а = 1 и Ь = 1, то решением этой задачи является 
любое действительное число х. Если а = 1 и Ь '* 1, то задача 
не имеет решения. Рассмотрим случай а'* 1. 
Теорем а 1. Для любой пары действительных чисел а и Ь 

так.их, что а > О, а '* 1 и Ь > О, существует и притом только 
одно действительное число х такое, что tl = Ь. 
Доказательство существования такого числа х :щесь не 

приводится. Докажем единственность. Предположим, что 

существуют действительные числа х1 и .xi такие, что tl• = Ь, 
tf1 = Ь. По свойству транзитивности равенств tft = tfi. На 
основании угверждения 6 (см.§ 4) х1 = х2, что и требовалось 
доказать. 

Определение. &ли а>О, а"Ф1 и Ь>О, то действи
тельное число а называется логарифмом числа Ь по основанию 
а и обозначается а = log)J, если а0 = Ь. 

Заметим, что определение логарифма можно дать только 
после доказательства теоремы 1, так как до нее бьшо 
неясно, существует ли такое число а, что а0 = Ь, и единст
венно ли оно. Подчеркнем еще раз, что логарифм опреде
ляется только для положительного числа по положитель

ному не равному единице основанию, т.е. для любого а s О, 
а = 1 и любого Ь s О понятие логарифма лишено смысла. 
Например, утверждение, что число 3 является логарифмом 
числа (- 8) по основанию (- 2), лишено смысла. 

Итак, в определении логарифма log)J всегда а> О, а'* 1, 
Ь > О. Из определения логарифма вытекает основное лога
рифмическое тождество 

d08~ = ь. 

Пользуясь определением логарифма, получаем, что 
loga0 = 1 и log11l = О. 

Используя единственность логарифма, имеем, что если 

µ>О иµ'* 1, то всегда lo&iµ '*О, 
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Перейдем к рассмотрению основных свойств логариф
мов. 

Пусть числа М, N, а, Ь, а и р таковы, что М > О, N > О, 
а> О, Ь >О, а'* 1, Ь '* 1, а и Р - любые действительные 
числа <Р '* О). Тогда: 

а) logaMN = 1ogaM + logaN; 
б) loga ~ = 1ogaM - lo~N; 
в) lo&,1'11 = alog.М; 

r) log:Ar = jtogaМ; 

д) log.М = •:;;(правило перехода от логарифма по одно-
му основанию к логарифму по другому основанию); 

е) lo&,M= logaN ~ М= N; 
ж) если а> 1, то lо&,М < logfi ~ М < N; 
э) если О< а< 1, то logaM < logaN ~ М> N; 
r') log: М = lо&,М; 
д') log,,h · 1О8ь0 = 1. 
Докажем эти свойства. 
а) Рассмотрим t}OJ.МN = 

по основному логарифмическому 
тождеству 

по основному логарифмическому 
тождеству 

по свойству степени положительного 
числа 

=MN= 

Итак, t}oa.МN = t}OJ.М+ioa.н. Применяя к последнему равен
ству утверждение 6 свойств степеней, получим, что 
10&,МN = lо&,М + logaN. 
Свойство б) доказывается аналогично. 
в) Рассмотрим t}OIJM.> = 

по основному логарифмическому 
тождеству 

по свойству степени положительного 

числа 
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Итак, J°f.J-11) = tf*C.М. Применяя уrверждение 6 свойств 
степеней, получим log.(A/8) = alog.М 

r) Рассмотрим 

по основному логарифмическому 
тождеству 

по свойству степени положительного 
числа 

так как IJ .:1: О, то 1 = IJ · j, поэтому 

(t/)IDU(llJ• = 

= (МУ" = (J'11.1i)в = 

- Jdoиl_ - а---~ -

·r)I = [<t1>"6 = 
по свойсrву степени положительного = (.д~. 
числа и J 

• о; 

Итак, (t/)~<N) = (t/)~. Применяя к последнему ра-
венсrву уrверждение 6 свойсrв степеней, получим, что 

log., (М)°' = j•og.М: 

д) Рассмотрим ~ = 

по основному логарифмическому 
тождеству 

по основному логарифмическому 
тождесrву 

по основному логарифмическому 
тождесrву 

=М= 

- .JoL.11 --о - -

kll.AI 
= ( tl18-") = 

по свойсrву степени положительного = J°Vq.11_ 
числа 

Итак, ~ = J°Vkll.AI. Применяя к последнему равенству 
уrверждение 6 свойств степеней, получим, что log.М = 
= log.Ь loS&Al По свойсrву равенсrв обе части этого равен-
сrва можно умножить на число ~ (так как Ь .:1: 1, то 

log.Ь .:1: О) и получить справедливость равенсrва 

lЩьМ= '::· 
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е) По основному логарифмическому тождеству 

М = ~ и N = J'1"w'I, следовательно 

М = N ~ d°'-" = J'1"w'i. (1) 

По уrверQению 6 свойств степеней имеем 

d°'-" = J'1"w" ~ log.М = log.N. (2) 

Из (1) и (2) вытекает, что 

М = N ~ log.М = log.,N. 

ж) По основному логарифмическому тождеству 

М = d°'-" и N = J'1"w'I, следовательно 

М < N ~ d°'-" < J'1"w'i. (3) 

На основании уrверQения 4 свойств степеней имеем 

d°'-" < J'1"w'i ~ log.М < log.N. (4) 

Из (3) и (4) вытекает, что 

М < N ~ log.М < log.N. 

Свойство з) доказывается аналогично. 
Свойства ж) из) имеют словесную формулировку: 
При основании, большем единицы, меньшему из двух поло

жительных 11исел coomsemcmsyem меньший логарифм и мень
шему логарифму coomsemcmвyem меньшее lfUCЛO. 
При ОСНОt1ании, меньшем единицы, меньшему из двух поло

жительных 11исел соотsетамует больший Логllрифм и боль
шему логllрифму соответствует меньшее 11uсло. 
Логарифмы по основанию 10 называются дeCJUnU'IНWМи 

логарифмами, и вместо обозначения log1oМ часто упоrреб
пяется обозначение lgМ. 
Логарифмы по основанию е (е - иррациональное число, 

приближенное значение которого 2,718281828459045 ... ) на
зываются натуральнwми логарифмами, и вместо обозначе
ния 1~ часто употребляется обозначение lnN. 
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Свойства логарифмов испо.льэуются для преобразования 
разлИЧНЬIХ логарифмических выражений как с числами, 
так и с буквами. 

1 
- (..JnlojJ+IOJtrl2S 

Пр им ер Ь1. 1. ВЬIЧИСЛИТЬ А - \ . 2 7) • 

По свойству д') логарифмов 5 Iав,З = ~log35; по свойству 
д) логарифмов lo19-1r125 = log3" 53 = ~log35. Используя свой
ства степеней и основное логарифмическое тождество, 
получим 

2. Доказать, что если а, Ь, с - действительные числа, 
удовлетворяющие условию О < Ь :s; с < а - 1, то справедли
во неравенство log,,(a + Ь) < log. _ efl. 
Доказательство. Поскольку а> О и с:2: Ь >О, то оче

видна справедливость неравенства 

t1 - (с - Ь)а - Ьс < ti, 
которое можно переписать так: 

(а + Ь)(а - с) < ti. (5) 

Так как а > 1, то можно воспользоваться свойством ж) и 
получить неравенство 

log.(a + Ь)(а - с) < 2, 

равносильное неравенству (5). 
Используя свойство а), получим неравенство 

log,,(a + Ь) + log,,(a - с) < 2, 

равносильное неравенству (6). 

(6) 

(7) 

Каждое слаrаемое в левой части неравенства (3) положи
тельно, так как (а + Ь) > 1 и (а - с) > 1. Следовательно, 
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можно воспользоваться теоремой 1 § 2 гл. 11: возведя в 
квадрат левую и правую части неравенства (7) получим 
равносильное неравенство. 

Поэтому неравенство (7) равносильно неравенству 

[loga(a + Ь) + log,,(a - с)]2 < 4, 

коrорое равносильно неравенству 

[lo&i{a + Ь) + loga(a - с)}2 < 
< 4 - 4 loga(a + Ь) + loga(a - с). (8) 

Неравенство (8) равносильно неравенству (5), которое 
справедливо, значит, справедливо и неравенство (8). 
Так как при Ь > О, с > О справедливо неравенство 

О < [loga{a + Ь) + log,,(a - с)]2, (9) 

то можно воспользоваться свойством транзитивности не
равенств. 

Тогда из справедливости неравенств (8) и (9) будет 
следовать справедливость неравенства 

О < 4 - 4 log,,(a + Ь) + loga(a - с), 

которое можно записать так: 

loga(a + Ь) + log,,(a - с)< 1. 

Применяя свойство д') и учитывая, что а - с> 1 и а> 1, 
получим справедливость исходного неравенства. 

УПРАЖНЕНИЯ 

Найти числовое значение следующеrо числовоrо выражеНИJr (1 - 1!J): 

( 
2)2 з 2 ( 2)2 (J)з ( 1)2 

3 2 
1. 3 -((-2) J - -S .1.~ + 12 --[~-0,S) J~ 2 
3. 4-

2 
- 2- з + [(- 2) 

3
)-

1
• 4. (i J -(- 2~) + (- ~) о 

з - з ( 3) 2 о - 2 о ( 1) S. (-0,75) + (0,3) - -2 . 6. [(0,6) J - [(- 4,S) J + 32 . 
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Внесrи под энах корня все МНОЖИТСJIИ, стоJОЦИе перед энахом корня 
(16-30): 

26. 4'13, 5../2, rJf. ~· 21. 2 
3
./5, з W, 12 Vlf. 6 ~ 

28. }'r. 1~, lj"12f 29. (2 - '13) . ../2, (4 - ffl) . '13. 

30. ('13 - 2)- 4./5, (ll -ill)- 4..tr. 
Вынесrи эа знак корня знаменатет. дроби, СТОJDЦей под ЗJWСОМ корня 

(31- 33): 

31. {f. ~Vf. 21~ tю.2· 6"2f. 

32. \/f. \/Jf, 13
.Jl,5, i V20f. ~ \li3f 

33. Vf. 16 V1f. ~ lt 4fif. 
Записать в виде произведения двух чисел спQЦуЮщее чиспо (34 - 37): 
34. 7 + .Jf, ill + ./45' + ../ff, 5 + .g + ш. 

35.5- 3.JS, ~- ~+ ~.з- ~+~. 
3 3 3 3 

36. зill - з../6 + ../30" - Ш. 37. ~ - :.nr + :./3f - :./40. 
Найти чисповос значение спQЦуЮщсrо чисповоrо выражения (31- 45): 

за. z.rs:J4f + з...J4&/ff - 2...J15..J2f. 
39 . ..ffi6" - 2.J215 + ./В14 - .Js91. 
40. 2(../Ш - .Jl75) - (.Jfff - ../63 - ../28). 
41. 15.Jr,04 - j"5j + 6{.fi - (5./Q,02 - .JЗОО'). 

lП- 1 lfТ 3 3. 4 
42. ю -vи + 32 -v3 + 5 ~144. 43. 2 ;to,i2S + ;ю,оот6. 

4 s . '13 
44. ~ - :.J0,00032. 45. (-К - 2'/lS) . т + ..JIO. 

Записать в виде корней одной и той жс степени с:леду1ОЩ11е четыре 
числа (46 - 50): 

3 6 4 4 1 16 
46. ~ • ../2, ;g и '.Jf. 47 . ./5, Ш, ~и W7Г. 

3 4 12 3.. т=---:7" ~ r;--;'7l" 4. г.:-=т- -~ 48 . ../2, '.ff, Ш и ~. 49. ~2 . з ·, ~5 . 64-, ~з . 5- и ~1- . 1-. 

58. 3.Jf. ~· \Jf и ~ 
Записать в виде степени с рациоН8JIЬНЬIМ похазатмем следу1ОПD1е чиспа 

(51 - 53): 

51 . .JS, W, VW, Чw". 1&. 
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52. -Б,=Т, 9
../10- 2, vз=т. 6..fr4, 7~. 

5э. z..14ZГ, 3 W. 1 W. 3 
6
../215• 9 

1~. 
Записать, используя знак корня, следующую степень с рациональным 

показателем (54 - 57): 
11111 2! 

54. 23
, 34

, s5
, 77

, 43
• 55. 3°·5, 4°·25, 4°·75, 71•25, 3 2• 

1 ! 2!. 
56. 3. 23

, 4. 34
, s. 6°·25, 1. 32•25, 2. 9 2

• 

_! -21 _! 
57.2·3 2,3·2- 3•75,7-S 4,6·1°'7,8·10 2

• 

Заменив все энахи корней рационаm.иыми показатепями степени, 
найти числовое значеJП1е следующего числового выражения (58 - 64): 

2 

58. ~- (\/Гs: v'Fs). 3 

59. "2W:f~-~- 60. ~3t./3.JЗ :(...J3'fзW :~../3ffJ. 
61.с 16~

2

-~-...J2t4'F4°. 
3 1 

62. 3 ~9'/XNf : (6..rзr'. ~-
1 
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s 4 s 1 1 ! 
11. [(32 . 53): 2- 4]: [ 16: (52 . 24 . 32)]}'. 

S4S S 111 

72. {32. 53. 24. [ 16: (21 1 • 5-эя. (25. 32 : 24)}'. 

2 ( 1 1) _.! r 
73. ta2 · 1000 - 3 - 100 - i - 0,027 - 3 - [ 625- o,7s + (~J 3 

· (i)} 
! ! 1 

74. [<27.J2> 
3 

+ <В"2°> 3 ]-[~ · <343"2°>
3 

- 10 (О,001 · .J2>1 

75. 2. rRi-зt ~ )- 3. ~ ~144 - ~ VsI } 
76. ( 4..Jf - о,5М + ./0,02 - Sj"3) <- о, 75../2). ' 

77. ki - -5" + 442)(3-5° + ../6 - 2../i). 

11. (Vf + 4 ~ - 3./9 )<w + эм + т >· 

Доказать Cпpaвe.IUDIВOC'I сnсщующеrо чисnовоrо равенства (79 - 112): 
79. '110 - 4../6 = ../6 - 2. 80. '13 - 2../2 = "2 - 1. 

81. '15 + 2../6 + '15 - 2../6 = 2./3. 82. V../6 + ю + vr + ~ = Ю + :j2 + 
2

. 

вз. v11 - 4'19+ 4..JS = ..JS - 2. и. '1..g -V3 -'129- 1ю = 1. 

вs. "6 + 2V5 -'113 +.J48 = .JЗ + 1. 

86. "8 + ../40 + ../20 + ..J8 = -5" + "2 + 1. 

87. vs + 2'J10 + 2'lS + vs - 2'J10 + 2'lS = .J2(1 +-5°). 

а. ~ = 1 +
2 
..JS. 89. ~5../2+1 - ~5../2 - 1 = 2. 

90. ~20 + 14../2 + ~20 - 14../2 = 4. 91. ~25 + 4../6 - ~-. +_i'lt.......,_= о. 
92. Ч3+9П2-9-IТ8 =W-«. 

93.~9+4..JS +~·~..Jf-2=2. 
94. Vs"2°<7 + 4"'3). V4J'2..Jf -~ = 2 П. 
95. ~28 + 4.дг = .J3 + 1. 96. ~17 + 12"2 = .J2 + 1. 

97. t28 - 16"3 = .J3 - 1. 
98. '16 + 2(../6 + .J3 + ../2) - '16 - 2(../6 - .J3 + "2°) = 2../2. 
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"· '1..JS + ..Jf - ..g + ../f. 
V3../5" -3../f 

100 <2+ ..J5"><2 + 5..JS"> - <2 + I0)(2 - IO> = 3_15 · 4+ 3-'Гs' "l:J. 

1 з.:- з.:- з.:- 4 + 2 ь-
101 . ../2 + Ь" (v3 - ../2) (3 v3 + 2 'V'J + 4). 111. ~lO + 

6
../3 .J3 + 1. 

103 
v../3 - ff - V3 -../2(3 - ~)(3 -../f) 

. '1.JЗ+П - ' . 

104. т-:. п (m-+ П°) (./ГГ + ~). 

185. rз ~ ~ <Ь° - ~><ь-+ ~><.JЗ + ../2). 
2../3 2 + .J6 - {Ю 

l8' . ..Jf + ../3 + Гs 2 . 

187 2../30 - <30 - 2../30)(../5" + .J6 + ..ff) 
"..JS+'lt+..ff- 26 

108 6 3(3../2 - 4)(3 + ../2 + ../3) 
· 3+:/2 -../3 2 

109. rэ + п-~ ffl' + 3 = 3 - ~-
1 

. ..ff-7 6 2 
110.tf-tf _{.f+ 7(~+~+00-о. 

111
_ v..ff - 1 . f./3 + 2..f2 + ~<.JЗ + 12) rэ - 6.JЗ - s ... 

1
_ 

.JЗ - v..Jf + 1 . ~3 - ю 
2 

111. ( 2 +.JЗ + 2 -.JЗ~-2. l ..Jf + '12 + .J3 ..Jf - '12 - -(f 

113. Разность -.Jl40'/f - 571 - 4blf + 51 ЯВJU1ется цСJJЫК числом. 
Найти :ПО целое ЧИСJЮ. 

Какое иэ двух слцу1О1ЦП чисел бom.me (114 - 1Z3): 
114. '1о 11J111 Ь; 115. (-4о,2)- з.s 11J111 1; 
116. ,24 llJlll Ь; 117. 12~ llJlll Ь; 
118. (2 Ь°)- 6 ИJ1И г 11 ; 11t. 21../9 llJlll 

42./81; 

110. ~1в. 343 ИJ1И ~. VI. ~ 111. ~ 1;;» ИJ1И ш: Vf.; 
111. ~ ИJ1И 1./Ш; 1Z3. {f..Jf.125 ИJ1И VW2F? 
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Доказать mравсд1111ВОСm> CJICAYIOIЦCro Ч11С1ЮВО1'О RCpllCIIOl'U (124 -
132): . 

124. 334 > 251 • 125. 20~3 > 303102• 

126 . ../3+П + ../3 - ff < 2 Ь-. 
121. ~ш - 3 > 

10ш - П. 
121. 2<Ь° + rs + W> - <..Jf + ..JS + .ff> < 3. 
129. 6../2 + 4..Jf + s..JS > s t6 + 7 tю + 3 m. 
1эt. < rs + w + W><..JS + .;r + -19> > 9 rns. 
131. 3..Jf + ..Jf< 1 + ..J2 + ..Jf> > 2 tб< 1 + П + Ь°). 
132. « +flu" +Ш < ~-

Найти '111С11О11ОС значение ~ Ч11СJ1О8О1'О вмревиu (133 -
170): 

1эз. Iов2 т-+ Юsе П - Ioвз<27..Jf> - 1oss..Js..JS. 

m.~~)+~~)+~.:ri q,(~) 
135. Iов1 ../9' + 1ав,1r9 - Iов1 tэ2 + Iов 1 128..Jf. 

3 ~3 i ~ 

136. Iовз27 - l<J&.Jr27 -Iов127 -1ов.J.64} 
3 ~27 

137. 1ов{«. * т=)- Ioвt V-f + Ioв-J/9 Ь"). 
1эа.1аво.Jt. mJ+ 1аво.{:n+ 1аво1~ 
139. q2Ь° ~ - lol~S../S) + 108(.JJ + 1)(4 + ~-

.. 1'80. vlo&.ifV..Jr. ш +1ов~ ~-

1•1. "..._ V11I + kwь-'Пf. 
142. ~~)../q~(S..fS) +10&-JJ(S../S). 

143. 2 . Ioвs rs + ~ . logв-25 - q}JS - 2. 

144. !(~nS+ 1 - 32ra-1'2•t))-J.osm2-J2). 
145. Iовзlоваlов216. 146. Ю..Jo&.Jo12'4. 147. Iaв.lol~38l. 
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148. ~ав{ юd(~ )+ 6 lав2"2 + s]. 
149. ~OJ.Jfl25: lав~)· (1ав~../5: lоВо.2 ~ 

150. равt ~ +61авi~)-21ав~~~: 1~П-. 
151. 31 + lо&э4 + l°'z3-2. 15%. 43 la&t2 - (l,S)kllt 3 -1. 

! Jo&i.1 + 3 iar.s 
153. 23-Jo&.3+72Jo&72+1.154. 161-JareS+42 . 

155_ ~ 1о112 + 4 Jo&e12 . v 32+t1оа11б. 
156. (0,1)2 l&O.I - t.S l&O.I · (0,1)-(~+ 2 -1131} 

1 

157. 72. '492 1о&79 -1о&.,б + s-~) 
158. 1083 1 

( 361 - k1в62 + 49- 1oei6) 
lав39 

1 
1Qg.Jf16 2111 - 2 '82 

159. las.."2[108-n(2 %2°) + 100 J 
!1&9- J&S +112 

160. 102 . i0&э-tfl7• 
161. log.g-3·lав336+1~ · las..81. 

162. 7211112 ..Jf. 1оо,, ff + 10 .,,~ 
~332- ~]'4 +k113IO 2<9 kllo.z2- 3 kllo,2") 

163. 3 . 164. (0,2) . 

165. ("2)3 Jo&.<P- 2 Jоч2.5-Jоч10+2 Jo&.trlf_ 
1 

166. (lg2 + lgS + lg300 - lg3) · 35 lols). 

167. (1оВа27 - lаво.sз} lоВ363 - I0111113 1 ~О1312 lавз4} 
~гт 3 

I012 ~J 2 log.п- 3 ~ ГТ ~ ГТ 
168. iog}tr - iQg.Jf'if - i~ ~з . щ-~з. 

1 -Joвs2.S 
169. 21о&У. . logg2. 10&481. 

170. log32 · 3 - log_s4 · la&S · lав~ · lоВа7. 

Имеет JD1 смысл следующее числовое вырurение (171 - 173): 
111 . ..J1ав2 1,4+1ав2О,7: 11z . ..JJg1s+i30,07: 173. lglglgll? 
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Кахое из двух чисел больше (174 - 188): 

174. lg0,245 или О; 175.1{11 или О; 
176. lg m или 1082./Г; 177. 10&45 или 10&5; 
178. 10&910 или 10810 11; 179. log32 или 10823; 
180. 10&42 или laso,06250,25; 181. 108189 1323 ипи 10&3147; 

182. 108sl 1 или 108s"'4; 183. i + 1g3 или 1g19 - lg2; 

lg5 + JgV7" 5 + ..ff 
184. laso,,P,8 + loSo,25 или О; 185. 2 или ~ 

186. 3 (lg7 - lgS) или 2 (!lg9- ~lg8} 187. lg lg lg5 ~ tg35; 

188. 108110&-JP или l~log.g7? 
2 

Доказать справедпивосrь с:лr,цующеrо чис:ловоrо неравенства (10 -
105): 

189. 108s32<10825. 190. 108514 > log,18. 
191. 10816729<108316. 192. 1081.JЗ < log1.,,12'"· 

2 3 
1 1 1 

193. IО81ое3г2 > 0. 194. -
1 

- + -
1 

- < 2. 
08211: Ol4,s11: 

195. ( 1 + 10825) (lod.JP + 1 )> 2 log25. 

196.1Qg.JJ.J35(1 + log.;r7 ~ logф )>4. 

197. 1og3302 log2310825 < i1· 198. 3logs7+10875 + loa.,5 > 4. 

199. 1081m·1087(45.JЗ) > 241081 rs1087.J3. 
~АА lgl + lg2 + lg) + lg4 lgl + lg2 + lg) 
~. 4 > 3 

~·1 1.1. lgl + lg2 + lg3 + lg4 + lgS + tp 
1,,11 • 162 > 6 . 

7 6 
102. I082I08э6<1081 108!'7" 

2 3 
24 s 

203. 108!2·108122. 10825 > 1. 204. 10817>10873 - 2· 
s s ) 

105. log11~ +~<1087(2Г3). 
106. Зная, что 10&2 =а, най1и log~72. 
207. Зная, что 108368 = Ь, найти 108369. 
208. Зная, что 10&4125 =с, наАти 1081064. 
109. Зная, что 1081003 "а и 1081оо2 =~.найти loвs(i. 
210. Зная, что 10&15 = т и 1081218 = 11, найти 1082524. 
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Гл а в а V. ТРИГОНОМЕТРИЯ 

§ 1. Уrлы в их взмере•е 

ПOllll'Пle yrJ1a. Пусть даны два совпадающих луча: луч ОА 
и луч ОВ (рис. 37). 

Пусть луч ОА, поворачиваясь в плоскости вокруr точки 
О, совершит некоторый поворот. Тогда для любого такого 
поворота луч ОВ считается неподвижным (начальным) 
лучом поворота, а луч ОА - подвижным, совершившим 
данный поворот. 

Любой поворот подвижного луча ОА от неподвижного 
луча ОВ может быть совершен в двух противоположных 

--------- направлениях (по часоLсй и про-
0 А в тив часовой стрелки). Если на по-

Рис. 37. движном луче ОА приспособить 
пишущее устройство, равномерно 

удаляющееся от точки О вдоль 
луча ОА, то при вращении луча ОА оно будет оставлять след 
на плоскости. После того как луч ОА совершит некоторый 
поворот, этот след будет представлять собой раскручиваю-

Рис. 38. Рис. 30. 

щуюся вокруr точки поворота О кривую, которая начина
ется у неподвижного луча ОВ и оканчивается у подвижноrо 
луча ОА. С помощью такой кривой на рисунках показывают 
повороты. При этом возле подвижного луча кривая обяза-
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тельно оканчивается стрелкой, указывающей направление 
совершенного поворота. 

На рис. 38 показан один из поворотов по часовой стрел
ке. 

На рис. 39 показан один из поворотов против часовой 
стрелки. 

Пусть подвижный луч ОА совершил такой поворот по 
часовой стрелке, что луч ОА впервые совпал с начальным 
лучом ОВ. Эrот поворот принято называть полным оборотом 
по часовой стрелке (рис. 40). 
Пусть подви:ж:ный луч ОА совершил такой поворот про

тив часовой стрелки, что луч ОА впервые совпал с началь
ным лучом ОВ. Эrот поворот принято называть полным 
оборотом против часовой стрелки (рис. 41). 

Рис. 40. Рис. 41. 

На рис. 42 показан поворот, равным трем полным обо
ротам против часовой стрелки. 

На рис. 43 показан поворот, равным двум полным обо
ротам по часовой стрелке. 

Итак, из рассмотренных примеров ясно, как изобразить 
на рисунке любой поворот. 
Пусть подви:ж:ный луч ОА совершил некоторый поворот 

в плоскости вокруг точки О от неподви:ж:ноrо луча ОВ. 

А в 

Рис. 42. Рис. 43. 

Тогда принято считать, что тем самым образован некото
рый угол а, и в таком случае говорят, что подвюкный луч 

ОА задает угол а, соответствующий этому повороТу. Точку 

9 ADreбpa. триrоноистр1.1.1 
н .:t.11смситарньк: Ф>·•uщни 
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О называют вершиной угла а, неподвижный луч ОВ -
началом отсчета угла а, подвижный луч ОА - подвижным 
лучом, задающим угол а. Неподвижный луч ОВ (начало 
отсчета для любого угла) на рисунках принято располагать 
горизонтально вправо. Принято считать: если подвижный 
луч совершил некоторый поворот против часовой стрелки, 

то он задает соответствующий положительный угол; если 
подвижный луч совершил некоторый поворот по часовой 
стрелке, то он задает соответствующий отрицательный угол; 
если подвижный луч не сов~ршил поворота, то он задает 
нулевой угол. 
Например, если подвижный луч ОА совершил полный 

оборот против часовой стрелки, то он задает положитель

ный полный угол; если подвижный луч ОА совершил полный 
оборот по часовой стрелке, то он задает отрицательный 

полный угол. 
Градусная мера угла. Пусть подвижный луч ОА совершил 

поворот, равный 3~ части полного оборота против, часовой 
стрелки. Тогда говорят, что подвижный луч ОА задает угол, 
градусная мера которого равна одному градусу, или коро
че - угол в один градус (1~). Следовательно, положитель
ный полный угол и угол в 360° - это ОДИН и тот же угол -
угол, который задает подвижный луч ОА, совершивший 
полный оборот против часовой стрелки (см. рис. 41). 
Для частей угла в один. градус приняты специальные 

наименования - минута и секунда. 
Пусть подвижный .луЧ ОА совершил поворот, равный 

~ части поворота, соответствующего углу в один градус, 
против часовой стрелки. Тогда говорят, что подвижный луч 
· ОА задает угол в одну минуту (1 '). Следовательно, угол в 60' 
и угол в 1° - это один и тот же угол. 

Пусть подвижный луч ОА совершил поворот, равный 

~части поворота, соответствующего углу в одну минуrу, 
против часовой стрелки. Тогда говорят, что подвижный луч 
ОА задает угол в одну секунду ( 1 "). Следовательно, угол в 
60" и угол в 1' - ОДИН и тот же угол. 
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Пусть подвижный луч ОА совершил поворот, равный~ 
части полного оборота против часовой стрелки. Тогда 
говорят, что подвижный луч ОА задает положительный 
прямой угол, или угол в 90° (рис. 44). 

" " А в 

о в 

Рис. 44. Рис. 45. 

Пусть подвижный луч ОА совершил поворот, равный ! 
части полного оборота против часовой стрелки. Тогда 
говорят, что подвижный луч ОА задает развернутый поло
жительный угол, или угол в 180° (рис. 45). 
Пусть подвижный луч ОА не совершил никакого пово

рота, тогда говорят, что подвижный луч ОА задает нулевой 
угол, или угол в 0° (см. рис. 37). 
В таких случаях иногда говорят, что подвижный луч ОА 

совершил нулевой поворот. о 
Пусть подвижный луч ОА совер- ------~~ 

шил поворот, равный ! части полно
го оборота по часовой стрелке. Тогда 
говорят, что подвижный луч ОА за
дает развернутый отрицательный 
угол, или угол в (-180°) (см. рис. 45). А 

Пусть подвижный луч ОА совер- Рис. 48. 

шил поворот, равный ~ части полно-
го оборота по часовой стрелке. Тогда говорят, что подвиж
ный луч ОА задает отрицательный прямой угол, или угол в 
(- 90°) (рис. 46). 
Радиаввая мера уrла. Пусть подвижный луч ОА совпадает 

с неподвижным лучом ОВ, не совершив поворота. Возьмем 

9• 259 



произвольную точку М на неподвижном луче ОВ и точку 
N подвижного луча ОА, которая совпадает с точкой М. 
Проведем окружность с центром в точке О радиусом R, 
равным длине отрезка ON (рис. 47). 

N 
м А В в 

Рис. 47. Рис. 48. 

Если подвижный луч ОА будет вращаться вокруг точки 
О, то точка N будет двигаться по этой окружности. 
Пусть подвижный луч ОА совершил такой поворот про

тив часовой стрелки, что точка N, двигаясь по окружности, 
прошла расстояние, равное радиусу этой окружности. 

Тогда говорят, что подвижный луч ОА задает угол, радиан
ная мера которого равна одному радиану, или короче -
угол в один радиан (рис.48). 

Пусть дано положительное число IJ. Пусть подвижный 
луч ОА совершил такой поворот против часовой стрелки, 
что точка N, двигаясь по окружности, прошла расстояние 
S, равное IJR, тогда говор.яТ, что подвижный луч ОА задает 
угол в IJ радиан. 

Пусть дано отрицательное число IJ. Пусть подвижный луч 
ОА совершил такой поворот по часовой стрелке, что точка 
N, двигаясь по окружности, прошла расстояние S, равное 
llJIR, тогда говорят, что подвюкный луч ОА задает угол в Р 
радиан. 
Таким образом, радианную меру любого угла определяют 

следующим образом. Пусть дан некоторый угол а, задавае

мый подвижным лучом ОА. Радианной мерой угла а назы
вают такое число, абсолютная величина которого равна 
отношению расстояния S, пройденного по окружности 
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радиуса R точкой N подвюкного луча ОА, к радиусу R и 
знак которого определяется направлением совершенного 

поворота, другими словами, радианной мерой угла а назы-

вают положительное число j, если поворот совершен про-
тив часовой стрелки, или отрицательное число (- j} если 
поворот совершен по часовой стрелке. 
Если угол задается подвюкным лучом ОА, не совершив

шим поворота, то угол а будет нулевым и радианную меру 
этого угла полагают равной нулю. 
Пусть подвижный луч ОА совершил полный оборот 

против часовой стрелки, тогда точка N подвюкного луча 
ОА, двигаясь по окружности радиуса R, прошла расстояние 
21tR. Значит, в этом случае подвюкный луч ОА задает угол, 
радианная мера которого равна 27t радиан, или короче, угол 
в 27t радиан (рис. 49), т.е. угол в 360° и угол в 27t радиан, -
один и тот .же угол (см. рис. 41 и рис. 49). 

N N 
м А В м А /J 

Рис. 49. Рис. 50. 

Если подвюкный луч ОА совершил полный оборот по 
часовой стрелке, то он задает угол в (- 27t) радиан (рис. 50), 
т.е. угол в (- 360°) и угол в (- 27t) радиан, - один и тот 
.же (см. рис. 40 и рис. 50). 
Пусть подвюкный луч ОА совершил -;\- часть полного 

оборота против часовой стрелки. Тогда точка N подвюкно
rо луча, двигаясь по окружности радиуса R, прошла рас-
стояние ~- Следовательно, если подвюкный луч ОА совер-

шил-;\- часть полного оборота против часовой стрелки, то 
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он задает уrол в ~ радиан (рис. 51 ), т.е. уrол в 90° и уrол в 

~радиан, - один и тот же уrол (см. рис. 44 и рис. 51). 

А Если подвижный луч ОА совер-

N шил i часть полного оборота по 
часовой стрелке, то он задает угол в 

( - I ~ радиан (рис. 52), т.е. угол в 
м в ~- ifo0

) и угол в (-~~радиан, -

один и тот же уго~ ( cJ. рис. 46 и 
рис. 52). 

Рис. 51. Пусть подвижный луч ОА совер-

шил ~ часть полного оборота против 
часовой стрелки. Тогда точка N подвижного луча ОА, 
двигаясь по окружности радиуса R, прошла расстояние JtR, 
следовательно, в этом случае, задаваемый подвижным 

лучом ОА угол, будет углом в 1t радиан (рис. 53), т.е. угол в 
180° и угол в 1t радиан - один и тот же угол (см. рис. 45 и 
рис. 53). 

м в 

N " N@M • А в 
А 

Рис. 52. Рис. 53. 

Аналогично уrол в (- 180°) и угол в (-1t) радиан - один 
и тот же угол - уrол, задаваемый подвижным лучом ОА, 

совершившим ~ часть полного оборота по часовой стрелке 
(см. рис. 45 и рис. 53). 
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Если радианная мера некоторого угла есть jJ радиан, а 
градусная мера того же самого угла равна а градусов, то эти 

числа связаны пропорцией 

а
0 

: 360° = IJ : 211:. 

Пользуясь этой пропорцией, можно переводить радиан
ную меру угла в градусную и наоборот - градусную меру 
в радианную. Рассмотренные выше примеры - частные 
случаи этой пропорции. Приведем еще примеры. 

Угол в 30° и угол в ~ радиан есть один и тот же угол. Эrо 

вытекает из справедливости пропорции 30° : 360° = ~ : 211:. 

Угол в 45° и угол в ~ радиан есть один и тот же угол. Эrо 

вытекает из справедливости пропорции 45° : 360° = ~ : 21t. 

Угол в 60° и угол в -j радиан есть один и тот же угол. Эrо 
вытекает из справедливости пропорции 60° : 360° = 1 : 211:. 

3 а меч ан и е . Всюду в дальнейшем будет использоваться 
только радианная мера угла. В обозначениях меры угла в 
радианах почти всегда будет опускаться слово «радиан». 
Поэтому в дальнейшем 

- под углом 11: понимается угол в 11: радиан, т.е. угол, 
радианная мера которого равна 11: радиан; 

- под углом j понимается угол в j радиан, т.е. угол, 

радианная мера которого равна ~ радиан; 
- под углом а (где а - некоторое фиксированное число) 

понимается угол в а радиан, т.е. угол, радианная мера 

которого равна а радиан; 

- под углом (а+ IJ) понимается угол, радианная мера 
которого равна (а+ IJ) радиан; 

- под углом (а - IJ) понимается угол, радианная мера 
которого равна (а - IJ) радиан. 
Отметим еще, что под словами •угол а такой, что а "Ф jJ + 

+ k:y, k е о понимается, что угол а такой, что его радиан-
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ная мера не равна числу (р + /су) ни при каком целом 
числе k. 

Единичная окружность. Пусть на плоскости введена пря
моугольная система координат хОу с положительно полу
осью абсцисс Ох, направленной вправо, и положительной 
полуосью ординат Оу, направленной вверх. Пусть дана 

у (0,1) 
окружность радиуса, равно-

го единице измерения 

длин, и с центром в начале 

координат (рис. 54). Такую 
окружность принято назы

вать единичной окружнос
(-1,-0)-+----О.,,.._ _ __,.(1-, о--~+-.,..х тью. 

Примем за вершину лю
бого угла начало коорди
нат - точку 0(0, О). Поло
жительную полуось абсцисс 
примем за неподвижный 

(0,-1) 

Рис. 54. луч, т.е. за начало отсчета 

для любого угла а. 
Пусть дан любой угол а; очевидно, что подвижный луч 

ОА, задающий этот угол а, обязательно пересекает единич
ную окружность в некоторой точке {Ха, Ь). Столь же 
очевидн.о, что для любой точки R(c, d) единичной окруж
ности обязательно найдется угол р такой, что подвижный 

луч ОА, задающий этот угол р, пересекает единичную 
окружность именно в этой точке R(c, d). 
Определим координаты некоторых точек единичной ок

ружности. 

Прежде всего ясно (рис. 55), что: подвижный луч ОА, 
задающий нулевой угол, пересекает единичную окружность 

в точке M(l; О); подвижный луч ОА, задающий угол п, 
пересекает единичную окружность в точке Р(- 1; О); по-

движный луч ОА, задающий угол~, пересекает единичную 

окружность в точке 1{0; 1); подвижный луч ОА, задающий 

угол J- ~} пересекает единичную окружность в точке 
L(O, 1). 
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Пусть подвижный луч ОА, задающий угол~' пересекает 
единичную окружность в точке К (рис. 56). Вычислим ее 
координаты. Проведем через точку К прямую, параллель
ную оси Оу, пусть она пересекает ось Ох в точке К1 • 

у 

Т(О,1) 

M(l,0) х 

ЦО,-1) 

Рис. 55. Рис. 56. 

Поскольку обе координаты точки К положительны, то они 
соответственно равны длинам катетов равнобедренного 
прямоугольного треугольника ОК1К. Согласно теореме Пи
фагора IORJ2 = IOK112 + IКК112; так как IOK1I = IK1RJ, то отсюда 
получаем, что 1 OK1I = IКК1 1 = VJ. Поэтому абсцисса точки К 
равна ординате точки Ки равна VJ. Значит, подвюкныit луч 
ОА, задающий угол~' пересекает единичную окружность в 

пнке к('i, if) 
Пусть подвижный луч ОА, задающий угол i' пересекает 

единичную окружность в точке S (рис. 57). Вычислим ее 
координаты. Проведем через точку S прямую, параллель
ную оси Оу, пусть она пересекает ось Ох в точке S1• 

Поскольку обе координаты точки S положительны, то они 
соответственно равны длинам катетов прямоугольного тре

угольника OS1S. Из геометрии известно, что в прямоуголь-

ном треугольнике длина катета, лежащего против угла i' 
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равна половине длины гипотенузы. Значит, ISS11 = ~- По 

теореме Пифагора 1os.12 = IOS12 -1ss.12
• Оrкуда IOS1I = VJ. 

Поэтому абсцисса точки S равна VJ, а ее ордината 
1 

равна 2. 

Значит, подвижный луч ОА, задающий угол~' пересекает 

единичную окружность в точке s('f, ~) 
у 

Рис. 57. Рис. 58. 

Пусть подвижный луч ОА, задающий угол -j, пересекает 
единичную окружность в точке F (рис. 58). Вычислим ее 
координаты. Проведем через точку F прямую, параллель
ную оси Оу, пусть она пересекает ось Ох в точке Fi. 
Поскольку обе координаты точки F положительны, то они 
соответственно равны длинам катетов прямоугольного тре

угольника. Используя сформулированное выше угвержде-

ние о длине катета, лежащего против угла~' получаем, что 

IOFil =~'но тогда, применяя теорему Пифагора, находим, 
../3 1 

что IFilf = т· Поэтому абсцисса точки F равна 2' а ее 

ордината равна 'f. 
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Значит, подвижный луч ОА, задающий угол 1 · пересекает 
единичную окружность в точке F( ~. ~ 

Пусть подвижный луч ОА, зада~щ;~ угол а, пересекает 
единичную окружность в некоторой точке Q(a, Ь). Тогда 
легко видеть справедливость следующих утверждений: 

у у 

(1,0) Jt 

Рис. 59. Рис. 60. 

1. Подвижный луч ОА, задающий угол (а+ 2х), пересекает 
единичную окружность в той же точке Q(a, Ь) (рис. 59). 

2. Подвижный луч ОА, задающий угол (а - 2х), пересекает 
единичную окружность в той же точке Q(a, Ь) (рис. 60). 

у у 

Рис. 61. Рис. 62. 

3. Подвижный луч, задающий угол (а + 1t), пересекает 
единичную окружность точке Q2(- а, - Ь), симметричной 
точке Q(a, Ь) относительно начала координат - точки 
0(0, О) (рис. 61). 
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у 

Рис. 63. 

4. Подвижный луч, задающий 
угол (-а), пересекает единичную 
окружность точке Q1(a, - Ь), 
симметричной точке Q(a, Ь) от
носительно оси Ох (рис. 62). 

5. Подвижный луч, задающий 
угол (1t - а), пересекает единич
ную окружность точке Q3(- а, 
Ь), симметричной точке Q(a, Ь) 
относительно оси Оу (рис. 63). 

§ 2. Синус и косинус уrла 

Пусть на плоскости введена прямоугольная система ко
ординат хОу с положительной полуосью абсцисс Ох, на
правленной вправо, и положительной полуосью ординат 
Оу ординат, направленной вверх (рис. 64). Пусть дана 
единичная окружность. 

Примем за вершину любого угла начало координат -
точку 0(0, 0). Положительную полуось абсцисс примем за 

у 
неподвижный луч ОВ, т.е. за нача
ло отсчета для любого угла а. 

Пусть точка Месть общая точка 
неподвижного луча ОВ и единич
ной окружности. Тогда часть не

-+--_,.,___.__...........,.в--tх~ подвижного луча ОВ - отрезок 

ОМ - будем называть единичным 
неподвижным радиусом, или на

чалом отсчета углов. 

Пусть подвижный луч ОА со-
Рис. 64. впадает с неподвижным лучом ОВ, 

не совершив поворота. Точку по
движного луча ОА, которая совпадает с точкой М непо
движного луча ОВ, обозначим через N. Тогда часть подвиж
ного луча ОА - отрезок ON - будем называть единичным 
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подвижным радиусом, а точку N - концом единичного 
подвижного радиуса. 

Если подвижный луч ОА совершит некоторый поворот, 
то вместе с ним совершит этот же поворот и единичный 

подвижный радиус ON. Поэтому можно считать, что не 
только подвижный луч ОА задает некоторый угол а, но и 
единичный подвижный радиус ON задает этот же угол а. 
Условимся в дальнейшем говорить: единичный подвиж

ный радиус ON задает угол а, понимая под этим, что 
соответствующий подвижный луч ОА задает тот же самый 
угол а. 

Пусть конец подвижного единичного радиуса ON, зада
ющего угол а, совпадает с точкой Q(a, Ь) единичной 
окружности; тогда координаты точки Q будем называть 
координатами конца единичного подвижного радиуса, за

дающего угол а, и будем писать: N(a, Ь). 
Синус yr.11&. Пусть дан любой угол а. Число, равное 

ординате конца подвижного единичного радиуса, задающе

го этот угол а, называется синусом угла а и обозначается 

sin а (рис. 65). 
у у 

N(-1,0) N(l,O) 

О M(l,0) ж 

Рис. 65. Рис. 66. 

Из определения следует, что для любого угла а, сущест
вует синус этого угла и притом единственный. 
Примеры. 
Ордината конца единичного подвижного радиуса, зада

ющего нулевой угол, равна нулю (рис. 66), следовательно, 
sin О= О. 
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Ордината конца единичного подвижного радиуса, зада
ющего угол 1t, равна нулю (см. рис. 66). следовательно, 
sin 1t =О. 

Ордината конца единичного подвижного радиуса, зада-

ющего угол j. равна единице (рис. 67), следовательно, 

• я: 1 s1n 2 = . 

у N(O,I) 
у 

M(l,0) z 

Рис. 67. Рис. 88. 

Ордината конца единичного подвижного радиуса, зада

ющего угол (- 1} равна (- 1) (см. рис. 67), следовательно, 

sin(-1)=- l. 
у у 

о M(l,0) z M(l,0) J1, 

Рис. 89. Рис. 70. 

Ордината конца единичного подвижного радиуса, зада-

х 1 ( 68) . я: - 1 ющего угол 6, равна 2 рис. , следовательно, sm 6 - 2. 
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Ордината конца единичного подвижного радиуса, зада-

х ../2' ( 69) . х ../2' ющего угол 4°' равна 2 рис. , СJlедовательно, SlD 4 = 2" 
Ордината конца единичного подвижного радиуса, зада-

х .../J"( 70 . х .../J" ющего угол J' равна 2 рис. ), следовательно, SlD 3 = 2" 
Оrметим некоторые свойства синуса угла. 
Так как для любого угла а у 

ордината конца единичного по

движного радиуса, задающего 

этот угол а, не может быть 
меньше, чем (- 1), и больше, 
чем 1, а заключена между ними, 
включая (- 1) и 1, то для любо
го угла а справедливо двойное 

неравенство - l s; sin а s 1. 
Пусть ордината конца еди

ничного подвижного радиуса, 

задающего угол а, есть число Ь, 

Рис. 71. 

М(l,О) z 

тогда, как указано выше, ордината конца единичного по

движного радиуса, задающего угол (- а), есть число (- Ь) 
(рис. 71). Поэтому для любого угла а справедливо равенст
во 

sin (-а)= - sin а. 

Это свойство синуса угла можно сформулировать так: 
знак минус можно выносить за знак синуса или вносить 

под знак синуса, т.е. 

sin (- а) = - sin а = sin (- а). 

Примеры. 

- ~ = - sin .!! = - !. 
6 6 2' 

sin - * = - sin ~ = - f; 
• Jt • х .../J" 

SlD - J = - sm 3 = - Т· 
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Как указано выше, ордината конца единичного радиуса, 

задающего угол а, равна ординате конца единичного ра

диуса, задающего угол (Jt - а) (рис. 72). Поэтому для 
любого угла а справедливо равенство 

sin (Jt - а)= sin а. 

Примеры. 

sin 3't = sin Jt - ~ = sin ~ = ..ff. 
4 4 4 2' 

.sп. ·7t 1 
SlП 6 = sm Jt - 6 = SlП 6 = 2; 
• 2Jt • 7t • 7t ..J'J' 

SlП J = SlП Jt - j = SlП J = т· 

Пусть ордината конца единичного подвижного радиуса, 
задающего угол а, есть число Ь, тогда, как указано выше, 

у у 

М(/,О) х 

Рис. 72. Рис. 73. 

ордината конца единичного подвижного радиуса, задающе

го угол (Jt + а) есть число (- Ь) (рис. 73). Поэтому для 
любого угла а справедливо равенство 

sin (Jt + а) = - sin а. 
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Примеры . 

. 5'1:. 1t ·1t ../2 
SlП 4 = SlD 1t + 4 = - SlD 4 = - Т; 

• 711: • • 1t 1 
SlП 6 = Sln 1t + 6 = - Sln 6 = - 2; 
• 411: • 1t • 1t "3" 

SlП ) = S1П 1t + ) = - SlП ) = - т· 

Как указано выше, ордината конца единичного радиуса, 

задающего угол а, равна ординате конца единичного ра

диуса, задающего угол (а+ 2it), и равна ординате конца 
единичного радиуса, задающего угол (а - 2it). Поэтому для 
любого угла а справедливы равенства 

sin а= sin (а+ 2it), 
sin а= sin (а - 2it). 

Используя эти равенства и применяя метод математичес
кой индукции, можно показать, что для любого целого 

числа пи любого угла а справедливы равенства 

sin а= sin (а + 2itn) = sin (а - 2м). 

Это свойство синуса угла можно сформулировать так: 

синус любого угла а повторяется при изменении угла на 

2м, где п - любое целое число. 
Примеры. 

• 1311: • (2 11:) • 1t 1 SlD - = Sln 1t + - = Sln - = -· 6 6 6 2' 

Sl. ~ - s1· t + 11:~- s1· 11: - ../2. n-- n 1t - - n---
4 4 4 2' 

• 711: • 1t • 1t "3" s1n - = s1n 2it + - = s1n - = -· 3 3 3 2' 

Sl. lln: - s1· (21t 11:) _ s1· ( 11:) _ 1 • n-- n -- - n -- ---6 6 6 2' 

• 
7

11: • t 11:~ • t 11:~ ../2 
SlП 4 = SlП 1t - 4 = SlD - 4 = - Т; 

.511:. 2 1t. 1t "3" sm - = s1n 1t - - = sm - - = - -· 3 3 3 2 ' 
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sin (~ + 101t)= sin ~ = 1 · 
2 2 ' 

sin (- I - 24п) = sin (- I) = - l. 

Пусть дано число р е (0, п). Рассмотрим угол, радианная 
мера которого есть это число р. Конец единичного подвиж
ного радиуса, задающего этот угол, совпадает с некоторой 

точкой единичной окружности, лежащей или в 1 или во 11 
четвертях, или на положительной полуоси ординат. ПоЭ'1'9-
му ордината конца единичного подвижного радиуса, зада

ющего этот угол, положительна, другими словами, синус 

этого угла положителен. 

Учитывая, что sin Р = sin (р + 2пn) для любого ·целого 
числа n, можно утверждать, что sin а положителен для 
любого угла а такого, что его радианная мера - число а -
принадлежит при некотором целом п соответствующему 

интервалу (2пn, п + 2пn). На числовой прямой (рис. 74) 
указаны такие интервалы, что для каждого числа а из 

любого такого интервала sin а положителен. 

п=-1 

tастl:ши' 

-а -~ -х -j 

п-0 
tam:Чtttac· 

о • J 

Рис. 74. 

n=l 
ta:e:c\tttм' 

Аналогично показывается, что справедливо и такое ут

верждение: sin а - отрицателен для любого угла а такого, 
что его радианная мера - число а - принадлежит при 

п=-2 
taattt:::м' 

п=-1 

taшclcaat' 
• -х -1 о 

Рис. 75. 

п=О 

t а tt ttl::: •' 
• J 

некотором целом п интервалу (п + 2м; 2п + 2м). На чис
ловой прямой (рис. 75) указаны такие интервалы, что для 
каждого числа а из любого такого интервала sin а отрица
телен. 
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Наконец, учитывая, что sin а= sin (а+ 2nn) для тобого 
целого числа п и что sin О = sin п = О, получаем, что sin а 
равен нулю для любого угла а такого, что его радианная 
мера - число а - равно при некотором целом т числу nm. 
На числовой прямой (рис. 76) указаны такие числа а, для 
каждого из которых sin а равен нулю. 

т=-2 т=-1 т=О m=I т=2 т=З 

-2tc о lt 

Рис. 76. 

Арксинус чиСJJа. Часто возникает такая задача: для любого 
действительного числа а найти угол а такой, что его синус 
равен этому числу а. 

Сразу отметим, что если а > 1, а таюке если а < - 1, то 
эта задача не имеет решения, так как по определению 

синуса угла нет такого угла, синус которого был бы больше, 
чем 1, или меньше, чем (- 1). 
Если же а е [- 1; 1], то можно показать, что существует 

бесконечно много углов таких, что синус каждого такого 

угла равен числу а. Действительно, прямая у = а при а е 
е [- 1, 1] пересекает единичную окружность либо в двух 
точках (рис. 77), либо в одной (рис. 78). Но, как указано 

у у 

(1,0) .х 

Рис. Тl. Рис. 78. 

выше, для каждой такой точки единичной окружности 

существует угол а такой, что синус этого угла равен орди

нате этой точки, т.е. равен а. Далее, по свойству синуса 
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sin а= sin (а+ 2пп) 

для любого угла а и любого целого числа n. Поэтому для 
любого целого числа п синус угла (а+ 2пп) равен числу а. 
Принято следующее соглашение: тот угол, синус кото-

рого равен числу а и который взят из оrреэка Г- j, j1 
называть главнЪlМ углом и обозначать arcsin а (~J: 
арксинус числа а). Таким образом, по определению 
arcsin а - есть угол, удовлетворяющий одновременно двум 
условиям: 

- ! S arcsin а s ! sin (arcsin а) = а. 2 2' 

Легко видеть, что для любого числа а е [- 1; 1] арксинус 
этого числа существует и притом единственный. Для mо

бого числа а е (- оо, - 1) u (1, + оо) арксинус этого числа 
не существует. 

Примеры. 

1. arcsin О есть такой угол а, что - j S а s j и sin а = О; 

ясно, что это есть нулевой угол, следовательно, 

arcsin О= О. 

2. arcsin 1 есть такой угол а, что -j S а s j и sin а = 1; 

ясно, что это есть угол -j (см. рис. 78), следовательно, 

arcsin 1 = -j. 

3. arcsin (- 1) есть такой угол а, что - j s а· s j и sin а = 
= - 1; ясно, что это есть угол (-j) (см. ри. 78), следова
тельно, 

arcsin (- 1) = -j. 
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4 . 1 й 7t 7t • - 1 . . arcs1n 2 есть тако угол а, что - 2 s а s 2 и Stn а - 2, 
7t • 

ясно, что это есть угол 6, следовательно, 

. 1 7t arcs1n 2 = 6. 

arcs1n - - есть тако угол а что - - s а s - и Stn а = 5 •(~ й 7t 7t. . 2 ' 2 2 

= - ~; ясно, что это есrь угол (- ~) следовательш, 

• ( ~ 7t arcsm - 2 )=- 4. 

6. arcsin ~ есть такой угол а, что -1 s а s j и sin а = 
= f; ясно, что это есrь угол j, следовательно, 

arcsm. -13 = ! 
2 з· 

Огметим некоторые свойства арксинуса числа, вытекаю
щие из его определения. Для любого числа а, большего 
чем 1, а таюке для любого числа а, меньшего чем (- 1 ), 
лишена смысла запись arcsin а. Например, лшuены смысла 
записи 

arcsin 2, arcsin (- 3), arcsin (- VS), 
arcsin it, arcsin (- 31t), arcsin ...Jf. 

Для любого числа а е [- 1; 1] справедливо двойное 
неравенство 

7t • 7t - 2 s arcsm а s 2. 

Для любого числа а е [- 1; 1] справедливо равенство 

sin (arcsin а) = а. 
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Для любого угла а е [-1; j] справедливо равенство 
arcsin (sin а) = а. 

Примеры. 

1. Вычислить sin ( arcsin t) Поскольку t е [- 1; 1], то 

sin ( arcsin t) = t· 
2. Вычислить arcsin (sin ~ Поскольку~ е [- j; j} то 
. (. ~ -Гiё arcs1n sm ~з) = "Vj. 

3. Вычислить arcsin (sin l~'ltt Поскольку 1~ i [- j; j} то 
нельзя написать, что arcs1n s1n 6 = 6 . :цнак~ легко . . 13tt) l37t о 

видеть, что SID т = SID 7t + 6 = SID б· оэтому . 13п . t2 ) . 'lt п 

arcsin~sin l~'lt) = arcsin (sin ~) оскольку i е [- j; j} то 
· · 'lt~ 'ltи ·(· IЗ'lt~ 'lt arcsш sш 6 = 6. так, arcs1n s1n 6 = 6. 

4. ычи лить arcsin [sin (- 5)). егко видеть, что sin 
(- 5) = sin (27t - 5) и (27t - 5) е Г - j; j l. Поэтому arcsin 

[sin (- 5)) = arcsin [sin (27t - 5)) =~7t - ~Итак, arcsin [sin 
(- 5)) = 27t - 5. Наконец, отметим еще одно свойство 
арксинуса числа а: для любого числа а е [- 1; 1] справед
ливо равенство 

arcsin (- а)= - arcsin а. 

Действительно, по определению 

arcsin а = а, причем sin а = а и а е [- I; 1} 
arcsin (-а)= /3, причем sin /3 = - а и /3 е [- 2; j} 

Оrсюда очевидно, что /3 = - а, т.е. 

arcsin (- а)= - arcsin а. 
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Примеры. 
1 1. arcsin - 2 

2. arcsin 

= - arcsin ! = - ! 
2 6' 

= - arcsin .../2' = - ! 
2 4' 

3. arcsin = - arcsin 1 = - -j. 
Косивус ~а. усть дан любой угол а. Число, равное 

абсциссе конца подвижного единичного радиуса, задающе

го этот угол а, называется косинусом угла а и обозначается 

cos а (рис. 79). 
Из определения следует, что 

для любого угла а существует 

косинус этого угла и притом 

единственный. 
Примеры. 
Абсцисса конца единичного 

подвижного радиуса, задающе-

го угол ~' равна нулю (см. 

рис. 67), следовательно, 

cos ~=о. 

у 

M(l,0) х 

Рис. 79. 

Абсцисса конца единичного подвижного радиуса, зада

ющего угол (-~}равна нулю (см. рис. 67), следовательно, 

t~-o cos- 2 -. 

~ ц сса конца единичного подвижного радиуса, зада
ющего нулевой угол, равна l (см. рис. 66), следовательно, 
cosO = l. 
Абсцисса конца единичного подвижного радиуса, зада

ющего угол it, равна (- 1) (см. рис. 66), следовательно, 
cos 1t = - 1. 
Абсцисса конца единичного подвижного радиуса, зада-

ющего угол~' равна ~ (см. рис. 68), следовательно, cos 'i = 

- .Jf 
-т· 
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Абсцисса конца единичного подвижного радиуса, зада

ющего угол~' равна";' (см. рис. 69), следовательно, cos ~ = 
_.ff 
-т· 

Абсцисса конца единичного подвижного радиуса, зада-

ющего угол j, равна! (см. рис. 70), следовательно, cos j = 

- 1 -2· 
Оrметим некоторые свойства косинуса угла. 
Так как для любого угла а абсцисса конца единичного 

подвижного радиуса, задающего этот угол а, не может быть 
меньше чем (- 1) и больше чем 1, а заключена между ними, 
включая (- 1) и 1, то для любого угла справедливо двойное 
неравенство 

- 1 S cos aS 1. 

Как показано выше, абсцисса конца единичного по
движного радиуса, задающего угол а, равна абсциссе конца 

единичного подвижного радиуса, задающего угол (- а). 
Поэтому для любого угла а справедливо равенство 

cos (-а)= cos а. 

Эrо свойство косинуса угла можно сформулировать так: 
знак перед углом, стоящим под знаком косинуса, можно 

менять, не меняя значения косинуса угла, т .е. 

Примеры. 
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cos (-а)= cos а= cos (-а). 

2t 
cos -6 

cos 

= cos .!! = ..JJ. 
6 2' 

= cos .!! = -lf. 
4 2' 

= cosj =!· 



Пусть абсцисса конца единичного подвижного радиуса, 

задающего угол а, есть число а; тогда, как показано выше, 

абсцисса конца единичного подвижного радиуса, задающе

го угол (п - а), есть число (- а) (см. рис. 72). Поэтому для 
любого угла а справедливо равенство 

cos (1t - а) = - cos а. 

Примеры. 

cos 37t = cos 7t - ~ = - cos ~ = - .J'f. 
4 4 4 2' 

cos 5it = cos 7t - ~ = - cos ~ = - ../3. 
6 6 6 2' 

cos 2к=cos п-- =-cos~=-! 
3 3 3 2· 

Пусть абсцисса конца единичного подвижного радиуса, 

задающего угол а, есть число а; тогда, как указано выше, 

абсцисса конца подвижного единичного радиуса, задающе

го угол (п +а), есть число (-а) (см. рис. 73). Поэтому для 
любого угла а справедливо равенство 

cos (п + а) = - cos а. 

Примеры. 

cos 5it = cos 7t + ~ = - cos ~ = - .J'f. 
4 4 4 2' 

cos 7к = cos 7t + ~ = - cos ~ = - .../3. 
6 6 6 2' 

cos4Jt=cos п+- =-cos~=-! 
3 3 3 2· 

Как указано выше, абсцисса конца подвижного единич

ного pa.ziиyca, задающего угол а, равна абсциссе конца 
подвижного единичного радиуса, задающего угол (а+ 2п), 
и равна абсциссе конца единичного подвижного радиуса, 

задающего угол (а - 2п). Поэтому для любого угла а 
справедливы равенства 

281 



cos а= cos (а+ 2п), 
cos а = cos (а - 2п). 

Используя эти равенства и применяя метод математичес
кой индукции, можно показать, что для любого целого 

числа п и любого угла а справедливы равенства 

cos а = cos (а + 2пn) = cos (а - 2пn). 

Эrо свойство косинуса угла можно сформулировать так: 
косинус любого угла а повторяется при изменении угла на 

2пп, где п - любое целое число. 
Примеры. 

COS l31t = COS~7t + .!!j = COS .!! = ..Jf. 6 6 6 2' 

cos 97t = cos 1t + .!! = cos .!! = ..ff. 
4 4 4 2' 

cos ll11: = cos (2п - .!!j= cos t- .!! = ..Jf. 6 6 6 2' 

cos 7
11: = cos (- .!! + 2п = cos - .!! = .fI · 
4 4 4 2 ' 

cos 5Jt = cos (- .!! + 2п~= cos (- - = !. 
3 3 ln 3 2' 

cos 7
11: = cos ~.!! + 2п = cos - = -· 3 3 3 2' 

cos f 1- Oit = cos 1 = О; 
cos (- 2 - !О:Ъ. = cos (- ~ J = о. 

Cos (.!! - 12п = cos - = -· 3 з 2' 

Пусть дано число Ре (- ~' ~) Рассмотрим угол, радиан
ная мера которого есть ч~сло р. -kонец единичного подвиж
ного радиуса, задающего этот угол, совпадает с некоторой 
точкой единичной окружности, лежащей в 1 или в IV 
четвертях, или на положительной полуоси абсцисс. Поэто
му абсцисса конца единичного подвижного радиуса, зада
ющего этот угол, положительна; Другими словами, косинус 

этого угла положителен. УчитьIВая, что cos Р = cos (р + 21tn) 
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для любого целого числа n, можно уrверждать, что cos а 
положителен для любого угла а такого, что его радианная 
мера - число а - принадлежит при некотором целом п 

интервалу t~ + 2пп, ~ + 2пп \ На числовой прямой 
(рис. 80) ук ы такие интер1'алы, что для каждого числа 
а из любого такого интервала cos а положителен. 

п=-1 п=О n=J 
\1шАшмl '•tшtшмl \1tш\шмl " 51 -2zt л lt 

о· 
lt л 2zt 51 

-т -т 
, -1 J !t т т х 

Рис. 80. 

Аналогично, показывается, что cos у отрицателен для 
любого угла у такого, что его радианная мера - число у -
принадлежит при некотором целом п интервалу 

(~ + 2пn, з; + 2пп} На числовой прямой (рис. 81) указаны 
~ие интервалы, что для каждого числа у из любого такого 
интервала cos у отрицателен. 

п=-1 

tа:шtюм' 

-~ -х -j о 

п-0 

ta::::ktu' 
к .1Ji: 
' !t 'Т 

Рис. 81. 

n•I 
• 1 1 

!WttttUtttM " 

Наконец, учитывая, что cos а= cos (а+ 2пn) для любого 

целого числа п и что cos ~ = cos (-~)=О, получаем, что 
п=-З п=-2 п=-1 п=О n=l п=2 

11 

1 

Рис. 82. 

Jк 
2 х 

cos а равен нулю для любого угла а такого, что его ради
анная мера - число а - равно при некотором целом п 
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числу ( 7tn + ~) На числовой прямой (рис. 82) указаны такие 
числа h, для -kаждого из которых cos а равен нулю. 

Арвосввус: чиuа. Часто возникает такая задача: для 
любого действительного числа а найти угол а такой, что 
его косинус равен этому числу а. 

Сразу отметим, что если а > 1, а также если а< - 1, то 
эта задача не имеет решения, так как по определению 

косинуса угла нет такого угла, косинус которого был бы 
больше, чем 1, или меньше, чем (- 1). 

Если же а е [- 1; 1), то можно показать, что существует 
бесконечно много углов таких, что косинус каждого такого 
угла равен числу а. 

Действительно, прямая х = а при а е [- 1, 1] пересекает 
единичную окружность либо в двух точках (рис. 83), либо 
в одной (рис. 84). Но, как ухаэано выше, для каждой та.кой 

у 

ж--1 
у 

ж-1 

an:cos (-1) 

1,0) Jt 

Рис. 83. Рис. 84. 

точки единичной окружности существует угол а такой, что 

косинус этого угла равен абсциссе этой точки, т.е. равен а. 
Далее, по свойству косинуса 

cos а = cos (а + 2nn) 

для любого угла а и любого целого числа n. Поэтому для 
любого целого числа п косинус угла (а + 27tn) равен 
числу а. 

Принято следующее соглашение: тот угол, косинус ко
торого равен числу а и который взят из отрезка [О, 1t], 
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называть Z1108НЬIМ yZJJoм и обозначать arccos а (читается: 
арккосинус числа а). Та.хим образом, по определению 
arccos а есть угол, удовлетворяющий одновременно двум 
условиям: 

О s arccos а s 11:, cos (arccos а) = а. 

Легко видеть, что для любого числа а е [- 1; 1] арккосинус 
этого числа существует и притом единствеlПIЫЙ. Для лю
бого числа а е (- оо, - 1) u (1, + оо) арккосинус этого 
числа не существует. 

Примеры. 

1. arccos 1 есть такой угол а, что О S а S 11: и cos а= 1. 
Очевидно, что это есть нулевой угол (см. рис. 84), следова
тельно, arccos 1 = О. 

2. arccos О есть такой угол а, что О S а S 11: и cos а = О. 
Очевидно, что это есть угол j и, следовательно, arccos О = 

- 7t -2· 
3. arccos (- 1) есть такой угол а, что О s а s 11: и cos а = 

= - 1. Очевидно, что это есть угол 11: (см. рис. 84) и, 
следовательно, arccos (- 1) = 11:. 

4. arccos ! есть такой угол а, что О s а s 11: и cos а = !· 
Ясно, что это есть угол -j и, следовательно, arccos ! = 1· 

5. arccos ~ есть такой угол а, что О s а s 11: и cos а = ~· 
Ясно, что это есть угол ~ и, следовательно, arccos ~ = i· 

6. arccos ~ есть такой угол а, что О s а s 11: и cos а = ~· 
я 7t .../3" 11: 
сно, что это есть угол 6 и, следовательно, arccos Т = 6. 
Оrметим некоторые свойства арккосинуса числа, выте

кающие из его определения. 

Для любого числа а, меньшего чем (- 1), а таюке ДJJЯ 
тобого числа а, большего чем 1, лишена смысла запись 
arccos а. Например, лишены смысла записи 
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arccos "3, arccos (- ~) arccos 7t, 

arccos (- !!} arccos ~ arccos (- ~) 10 tt' 2 

Для любого числа а е [- 1; 1] справедливо двойное 
неравенство 

О s arccos а :S 7t. 

Для любого числа а е [- 1; 1] справедливо равенство 

cos (arccos а) = а. 

Для любого угла а е [О; 7t] справедливо равенство 

arccos (cos а) = а. 

Примеры. 

1. Вычислить cos (arccos О). Поскольку О е [- 1; 1), то 
cos (arccos 0) = О. 

2. Вычислить cos(arccos!) Поскольку je [- 1, 1), то 

cos ( arccos t) = j. 
3. Вычислить arccos (cos ..Jit). Поскольку ..Jit е [О, 7t], то 

arccos ( cos ) = ..Jit. 
4. Вычислить arccos [cos (- 6)). Так как (- 6) ~ [О, 7t], то 

нельзя написать, что arccos [ cos(- 6)] = - 6. Однако легко 
видеть, что cos (- 6) = cos (27t - 6) и (27t - 6) е [О, п]. 
Поэтому arccos [cos (- 6)) = arccos [cos (27t - 6)) = 27t - 6. 
Наконец, отметим, еще одно свойство арккосинуса 

числа: для тобого числа а е [- 1, 1] справедливо равенство 

arccos (-а)= 7t - arccos а. 

Действительно, по определению 

arccos а= u, причем cos а= а и а е [О, 7t], 
arccos (- а)=~' причем cos ~ = - а и~ е [О, 7t]. 

Оrсюда видно, что ~ = 7t - а, т.е. arccos (- а) = 7t - arccos а. 
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Примеры. 
1 1. arccos - 2 - arccos 1 - 7t - 27t -1t- --1t----

2 3 3' 

2. arccos = 7t - arccos ~ = 7t - .!! = Зtt 
2 4 4' 

3. arccos = 7t - arccos f = 7t -i = ~· 

§ 3. Тавrевс и котавrевс уrла 

Тавrевс уrла. Пусть дан любой угол а такой, что а *' ~ + 
+ nk, k е Z. Тангенсом этоrо угла а называется число, 
равное отношению синуса этоrо угла а к косинусу тоrо :же 

уrла а и обозначается tg а, т.е. 

tg а= sina. 
cosa 

Из определения следует, что для любоrо угла а такоrо, что 

а ""' ~ + 1tk, k е Z, тангенс этоrо угла а существует и притом 
единственный. 
Примеры. 

tg О = sin О = О tg 1t = sin 7t = О 
cosO ' COS7t ' 

. 7t . 7t 
7t sm 4 tg-=-= 1 
4 7t ' 

7t sm6 vr 
~g6 = --7t = J' 

cos-cos-
4 6 

. 7t 
7t SIП) 

tg 3 = -7t = "3. 
cos3 

Оrметим некоторые свойства тангенса угла. 

Для любоrо угла а такоrо, что а "/:. ~ + 1tk, k е Z, справед

ливо равенство 

tg (- а) = - tg а. 
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Действительно, для любого угла а справедливы равенства 
sin (-а)= - sin а и cos (-а)= cos а, поэтому для любого 
угла такого, что а -::1:- I + пk, k е Z, по определению тангенса 

tg (-а)= sin (-а) = -sina = _ sin а = _ tg а. 
cos (-а) cos а cos а 

Эrо свойство тангенса угла можно сформулировать так: для 

любого угла а такого, что а -::1:- I + пk, k е Z, знак минус 
можно выносить за знак тангенса или вносить под знак 

тангенса, т.е. если а -::1:-I + тtk, k е Z, то 

tg (-а)= - tg а= tg (-а). 

Примеры. 

tg - ~ = - tg~ = - 1· 4 4 • 

tg 6 = - tg i = - 1°; 
tg -j = -tgj= - ~. 

Используя свойства синуса и косинуса угла, можно 

показать, что для любого угла а такого, что а -::1:- I + тtk, k е 

е Z, справедливы равенства 

tg а = tg (а + 7t) = tg (а - п). 

Действительно, для любого такого угла справедливы цепоч
ки равенств 
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tg(a+п)= sin(a+7t) = -sina = sina =tga 
cos(a+tt) -cosa cosa • 

tg (а _ 1t) = sin (а - 7t) = - sin а = sin а = tg а. 
cos (а - 7t) -cos а cos а 



Примеры. 

tg s: = tg [ 1t + ~ 1 = tg ~ = 1; 

tg '; = tg l1t + i J = tg i = "{; 

tg ~ = tg 1t - ~ = tg - ~ = - 1; 

tg ~ = tg 1t - i = tg = - "{; 

tg~=tg 1t-j =tg -j =-~ 

Используя равенства 

tg а = tg (а + 7t) = tg (а - n) 

и применяя метод математической индукции, можно по

казать, что для любого целого числа п и любого угла а 

такого, что а '*' ~ + 1tn, п е Z, справедливы равенства 

tg а= tg (а + 7tn) = tg (а - 7tn). 

Это свойство тангенса угла можно сформулировать так: 

тангенс любого угла а такого, что а '*' ~ + 1tn, п е Z, повто

ряется при изменении угла на 7tn, где п - любое целое 
число. 

Примеры. 

6 .6 6 3' tg lЗк = tg (~ + 21t~= tg ~ = ../3 

(- llк)·- (1t )- к_../З tg~-т -tg 6- 1t -tg6-T' 

tg (-
7
4 )= tg (- i -2n )= ts(-i)=- 1, 

tg :=tg(-~+27tl=tg(-~)=- l, 

tg ~ = ts(~+ i~)= tsi = 1, 

tg(- ~к)= tg(- 3 -1t J=tg(-j)= - ~ 
1 О Алгебра, тригономе-rриа: 

и цемектариые фуяц,ии 
289 



Для любого угла а, синус и косинус которого одного 
знака, тангенс угла а положителен, т.е. tg а положителен 
для любого угла а, задаваемого подвижным единичным 
радиусом, конец которого совпадает с точкой единичной 

окружности, лежащей в 1 или 111 четвертях (т.е. для любого 
числа а как радианной меры соответствующего угла а, 
принадлежащего при некотором целом п интервалу 

( itn, 1 + тtn ~· На числовой прямой (рис. 85) указаны такие 
~нтерваль~ что для каждого числа а из любого такого 
интервала tg а положителен. 

п--з п=-2 

ta:ae' Ииt' 

-.ж 
5'r -.2rt э,. 

-т -т 

п=-1 п=О 

~ -.i 
11 

о 
11 

--it -" J 

Рис. 85. 

n=l .. ,". п=2 
1 1 

:а:м • 
.а .r 
1 

Для любого угла а, синус и косинус которого разных 
знаков, тангенс угла а отрицателен, т.е. tg а отрицателен 
для любого угла а, задаваемого подвижным единичным 

п--2 п=-1 п=О 

-.i Ииt' ta:ae' 
-~ -.2rt -~ --it -j о 

n=l 
\асы' 

11 
J lt 

Рис. 86. 

п=2 

taeae' 
э,. 

т .2rt 

п=З 

laea:' • 

радиусом, конец которого совпадает с точкой единичной 

окружности, лежащей в 11 или N четвертях (т.е. для любого 
числа а как радианной меры соответствующего угла а, 
принадлежащего при некотором целом п интервалу 

(-1 + тtn, тtn )} На числовой прямой (рис. 86) указаны 
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та.кие интервалы, что для каждого числа а из любого такого 

интервала tg а отрицателен. 
Для любого угла а, синус которого равен нулю, тангенс 

угла а то.же равен нулю, т.е. tg а = О для любого угла а, 
задаваемого подвижным единичным радиусом, конец ко

торого совпадает или с точкой М( 1; О) или с точкой 
.Р(-1; О) (т.е. для любого числа а как радианной меры 
сооrветствующего угла а, равного при некотором целом п 

числу м). На числовой прямой (см. рис. 76) указаны такие 
числа а, для каждого из которых tg а равен нулю. 

у у 

:х-1 

(1,0) 

M(l,0) х 

C(l,k) 

Рис. 87. Рис. 88. 

Приведенное выше определение тангенса угла можно 
переформулировать так: 

пусть дан (рис. 87) любой угол а такой, что а Ф ~ + м, 
п е Z, и пусть конец подвижного единичного радиуса, 

задающего этот угол а, есть точка N(a, Ь) (причем а Ф О, 

вследствие того Что а Ф ~ + тtn, п е z); тангенсом этого угла 
называется число, равное 011tоше~ю ординаты точки N 
к абсциссе той же точки N, т.е. 
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tg а=!!. 
а 

Легко видеть (см. рис. 87), что прямая, проходящая через 
начало координат и точку N(a, Ь), пересекает прямую х = 1 
в точке К ( 1, ~) Другими словами, прямая, проходящая 
через начало координат и конец подвижного единичного 

радиуса, задающего угол а (а '# 1 + пп, п е z} пересекает 
прямую х = 1 в точке К (l, tg а). Поэтому прямую х = 1 
часто называют линией тангенсов. 

Арктавrевс числа. Часто возникает такая задача: для 
любого действительного числа k найти угол а такой, что 
его тангенс равен этому числу k. 
Можно показать, что существует бесконечно много углов 

таких, что тангенс каждого такого угла равен числу k. 
Действительно, можно видеть (рис. 88), что прямая, про
ходящая через начало координат и точку C(l; k), лежащую 

на прямой ~тан~нса, п~рес)екlает ~~ини:_НГ°dоНкружность в 
двух точках _ г:--:т• " 2 и _ г:-;т. _ г.--:т о, как ука-

~ 1 + k 1+k ~1+k ~l+K 

зано выше, каждой так й чки единич й окружности 

существует угол а такой, что тангенс этого угла равен 

отношению ординаты этой точки· к абсциссе этой :же точки, 
т.е. равен k. Далее по свойству тангенса 

tg а = tg (а + n/) 

для любого угла а такого, что а * 1 + пт, т е Z, и любого 
целого числа /. Поэтому для любого целого числа / тангенс 
угла (а+ n/) равен числу k. Принято следующее соглаше
ние: тот угол, тангенс которого равен числу k и который 

взят из интервала ( - }. I \, называть главным углом и обо
значать arctg k (чкkется: ~рктангенс числа k). 
Таким образом, по опред_елению arctg ·k есть угол, удов

летворяющий одновременно двум условиям: 
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-1 < arctg k < I' tg (arctg k) = k. 

Легко видеть, что для любого действительного числа k 
арктангенс этого числа существует и притом единствен

ный. 
Примеры. 

1. arctg О есть такой угол а, что - I <а< I и tg а= О. 
Ясно, что это есть нулевой угол, следовательно, arctg О = О. 

2 й х< х . arctg 1 есть тако угол а, что - 2 а < 2 и tg а = 1. 

Ясно, что это есть угол ~' следовательно, arctg 1 = ~· 

3. arctg ../3" есть такой угол а, что - I < а < I и tg а = ../3". 

Ясно, что это есть угол j. Следовательно, arctg ../3" = j. 
4 ..Jj й х х _..Jj . arctg т есть тако угол а, что - 2 < а < 2 и tg а - т· 

х ..Jj х 
Ясно, что это есть угол 6. Следовательно, arctg Т = 6. 

5. arctg (- 1) есть такой угол а, что -1<а<1 и tg а= 

= - 1. Ясно, :" это есть угол (- ~} Следовательно, 
arctg (- 1) = (- ~) 
Оrметим н~к~рые свойства арктангенса числа, выте

кающие из его определения. 

Для любого действительного числа k справедливо двой
ное неравенство 

Для любого действительного числа k справедливо равен
ство 

tg (arctg k) = k. 

Для любого угла а е (- ;, I) справедливо равенство 
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arctg (tg а) = а. 

Примеры. 
1. Вычислить tg (arctg 10). Получаем tg (arctg 10) = 10. 

2. В':":':т" arcts ( ts j} Поскольку j е (-И} то 
arctg ( tg 3 )- з· 

3. hычислить arcts (ts Эх). Поскольку Эх " l- I· I \ то 
нельзя написать arctg (tg 31t) = 31t. Однако tg 31t - tg О. tnе
довательно, arctg (tg 31t) = arctg (tg 0) = О. 

4. Вычислить arctg (tg 10). Поскольку 10 t!: (-1, 1 L . то 
нельзя написать arctg (tg 10) = 10. Однако tg 1~ = tg (tO -

- 31t). Так как (10 - 31t) е (-1, 1} то arctg (tg 10) = 

= arctg [tg (10 - 31t)] = 10 - 31t~ 
Наконец, отметим еще одно свойство арктангенса числа: 

для любого действительного числа k справедливо равенство 

arctg (- k) = - arctg k. 

Действительно, по определению 

arcts k =а, причем ts а= k и а е (-1· I} 
arctg (- k) = f', причем tg f' = - k и f' е (- 2' 1} 

отсюда очевидно, что f' = - а, т.е. 

arctg (- k) = - arctg k. 

Примеры. 

1. arctg (- 1) = - arctg 1 = - ~· 

2. arctg (- ../3) = - arctg ../3 = - -j. 
З. arctg(- ~= - arctg 1 = - ~-
Котавrе~с ;..k. Пусть дан любой угол а такой, что 

а* 1t111, те Z. Ко111l1Н2енсом этого· угла а называется число, 
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равное отношению косинуса этого угла а к синусу того же 

угла а и обозначаемое ctg а, т.е. 

tg _ cosa 
с а--.-. 

sша 

Из определения следует, что для любого угла а такого, 

что а ~ 1tm, т е Z, тангенс этого угла а существует и 
притом единственный. 

Примеры. 

ctg!= cos! =.О=о ctg(-!)= -~-~~=-°-=о 2 . 1t 1 ' 2 . 1t -1 ' 
Sl.П2 S1.П -2 

1t ..ff './f cos- - cos- -
ctg ! = - 4 = -i.. = 1 ctg ! = --6 = .1... = ..J3" 

4 . к v2 ' 6 . к 1 ' 
sш4 Т sш6 2 

1t 1 
cos- - "3" 

ctg ! = __ з = .1... = -
з .к "3" з· 

SJ.n3 Т 

Отметим некоторые свойства котангенса угла. 
Для любого угла а такого, что а ~ 1tm, т е Z, справедливо 

равенство 

ctg (- а) = - ctg а. 

Действительно, для любого такого угла справедлива цепоч
ка равенств 

ctg (-а)= ~(-сх) = ~а = - ~а= - ctg а. 
sш (-а) -sша sшсх 

Это свойство котангенса угла можно сформулировать так: 
для любого угла а такого, что а ~ 1tm, знак минус можно 
выносить за знак котангенса или вносить под знак котан

генса, т.е. если а~ 1tm, те Z, то 

ctg (-а)= - ctga = ctg (-а). 
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Примеры. 

ctg(- ~)=- ctg~ = - 1; ctgt~)=- ctg~ = - -13; 
ctg (- j) = - ctg 3 = - f. 

Используя свойства синуса и косинуса угла, можно 

показать, что для любого угла а такого, что а -:1: 1tm, т е Z, 
справедливы равенства 

ctg а= ctg (а+ 7t) = ctg (а - 7t). 

Действительно, для любого такого угла справедливы 
цепочки равенств 

ctg (а+ 7t) = ~(а+11:) =-~а= ~а= ctg а 
· sш(а+11:) -sша sша ' 

ctg (а - 7t) = ~(а-11:) =-~а= ~а= ctg а. 
sm(a-11:) -sша sша 

Примеры. 

4 4 4 ' ctg 5х = ctg~7t ~ -~= ctg ~ = 1 · 

ctg ~11: = ctg 6 + 7t = ctg ~ = ..JЗ; 

ctg з; = ctg(- 4 +7t)= ctg(-~)= - 1; 

Используя равенства 

ctg а= ctg (а+ 7t) = ctg (а - 7t) 

и применяя метод математической индуIСЦИИ, можно по

казать, что для любого целого числа п и любого угла а 
такого, что а -:1: 7tm, т е Z, справедливы равенства 

ctg а= ctg (а+ mt) = ctg (а - mt). 

Эrо свойство котангенса можно сформулировать так: ко

тангенс любого угла а такого, что а -:1: 1tm, т е Z, повторя
ется при изменении угла нам, где п - любое целое число. 
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Для тобоrо угла а, косинус и синус кaroporo ОДIЮГО 

знака, каrанrенс угла а положиrелен, т .е. ctg а паложиrе
лен для любого угла а, задаваемого подвижным едиНИЧНЬIМ 
радиусом, конец которого совпадает с точкой единичной 

окружности, лежащей в 1 или 111 четвертях (т.е. для любого 
числа а как радианной меры соответствующего угла а, 

принадлежащего при некотором целом / интервалу 

( 1t1, j + 1t111. 
На чиd/.овой прямой (см. рис. 85) указаны такие интер

валы, что для каждого числа а из любого такого интервала 
ctg а положителен. 
Для любого угла, косинус и синус которого разных 

знаков, котангенс угла а отрицателен, т .е. ctg а отрицате
лен для любого угла а, задаваемого подвиж:ным единичным 
радиусом, конец которого совпадает с точкой единичной 

окружности, лежащей в 11 или IV четвертях ( -т.е. для любого 
числа а как радианной меры соответствующего угла а, 
принадлежащего при некотором целом k интервалу 

(I+м, п +м)} 
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.. На.числовой прямой (см. рис. 86) указаны такие интер
валы, что для каждого числа а из любого такого интервала 
ctg а отрицателен. 
Для любого угла а, косинус которого равен нулю, котан

ге:нс угла а тоже равен нулю т.е. ctg а = О для любого угла 
а, задаваемого подвижным единичным радиусом, конец 

которого совпадает или с точкой 1{0; 1), или с точкой L(O; 
- 1) (-т.е. для любого числа а как радианной меры cooтвeт-
Flf.ro угла а, равного при некотором целом п числу 

На ~~еловой прямой (см. рис. 82) указаны такие числе1 
а, для каждого из которых ctg а равен нулю. 
Приведенное выше определение котангенса угла можно 

переформулировать так: 

пусть дан (рис. 89) любой угол а такой, что а Ф 7tm, т е Z, 
и пусть конец подвижного единичного радиуса, задающего 

этот угол а, есть точка N(a, Ь) (причем Ь Ф О, вследствие 

у 

(0,1) D(d,l) 

.х (1,0) .х 

Рис. 89. Рис. 90. 

того что а Ф 7tm, т е 2); котангенсом этого угла а называ
ется число, равное отношению абсциссы точхи N к орди-
нате той :ж:е точки N, т.е. ctg а = i· 
Легко видеть (см. рис. 89), что прямая, проходящая через 

начало координат и точку N(a, Ь), пересекает прямую у = 1 
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в точке F(Ъ' 1) Другими словами, прямая, проходящая 
через начало координат и конец подвижного единичного 

радиуса, задающего угол а (а* 7tm, те Z), пересекает 
прямую у= 1 в точке F (ctg а, 1). Поэтому прямую у= 1 
часто называют линией котангенсов. 

Арккотанrенс числа. Часто возникает такая задача: для 

любого действительного числа d найти угол а такой, что 
его котангенс равен этому числу d. 
Можно показать, что-существует бесконечно много углов 

таких, что котангенс каждого такого угла равен числу d. 
Действительно, можно видеть (рис. 90), что прямая, 

проходящая через начало координат и точку D(d; 1), лежа-

щую на линии котан~генdсов, пе1ресjек~ае~ :дин~ч~~уюНокруж
ность в двух точках: _ г.----J"> _ г.--т _ г.--т, _ г.--т о, как 

-vl+a -vl+a -vl+a -vl+a 
указано выше, для аждой тако чки сущее ует угол 

такой, что котангенс этого угла равен отношению абсциссы 
этой точки к ординате этой же точки, т.е. равен d. Далее 
по свойству котангенса 

ctg а= ctg (а+ 7tn) 

для любого угла а такого, что а * 7tm, т е Z, и любого 
целого числа n. Поэтому для любого целого числа п котан
генс угла (а+ 7tn) равен числу d. 
Принято следующее соглашение: тот угол, тангенс кото

рого равен числу d и который взят из интервала (0, 7t), 
называть главным углом и обозначать arcctg d (читается: 
арккотангенс числа d). 
Таким образом, по определению arcctg d есть угол, удов

летворяющий одновременно двум условиям: 

О < arcctg d < 7t, ctg ( arcctg d) = d. 

Легко видеть, что для любого действительного числа d 
арккотангенс этого числа существует и притом единствен

ный. 
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Примеры. 

1. arcctg О есть такой угол а, что О < а < п и ctg а = О. 
я к о-к сно, что это есть угол 2, следовательно, arcctg - 2. 

2. arcctg -./3" есть такой угол а, что О < а < п и ctg а = "3. 
Яclio, что это есть угол~· Следовательно, arcctg-./3" = ~· 

3 .. arcctg 1 есть такой угол а, что О < а < п и ctg а= 1. 

я . ~ -~ 
q10, что это есть угол 4, следовательно, arcctg 1 - 4. 

4. arcctg ~ есть такой угол а, что О < а < п и ctg а = ~· 
Ясно, что это есть угол j. Следовательно, arcctg ~ = j. 

5. arcctg (- 1) есть такой угол а, что О< а< пи ctg а= 

= - 1. Ясно, что это есть угол (з:} Следовательно, 
arcctg (- 1) = (.~) 
Оrметим неk~рые свойства арпаrанrенса числа, вы

текающие из его определения. 

Для любого действительного числа d справедливо двой
ное неравенство 

О < arcctg d < п. 

Для любого действительного числа d справедливо равен
ство 

ctg (arcctg d) = d. 

Для любого угла а е (О, п) справедливо равенство 

arcctg (ctg а) = а. 

Примеры. 
1. Вычислить ctg (arcctg 10). Получаем 

ctg (arcctg 10) = 10. 
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2. Вычислиrь arcctg ( ctg -j} Поскольку j е (О, п) , то 
arcctg ( ctg j) = j. 

3. Вычислить аrсщ [ cts (-1] ~осколысу (-1)" (О, 1'), 

то не.11ЬЗЯ написать arccts t cts (~ 3] = -1· Ьднако J1erкo 
видеть, что ctg(-1)= ctg (- 3 +пJ= ctg ~ и ~ е (О, п). 
Следовательно, arcctg [ ctg (- -j 11 = arcctg ( ctg ~ J = ~. 
Наконец, отметим еще o;J6 свойств~ арdотангенса 

числа: для любого действительного числа d справедливо 
равенство 

arcctg (- d) = п - arcctg d. 

Действительно, по определению 

arcctg d = а, причем ctg а = d и а е (О, п), 
arcctg (- d) = р, причем ctg р = - d и р е (О, п), 

отсюда вытекает, что р = п - а, т.е. 

arcctg (- d) = - arcctg d. 

Примеры. 

1. arcctg (- 1) = п - arcctg 1 = п - ~ = : . 

2. arcctg (- "3) = п - arcctg ../3 = п - i = 5;. 
З. arcctg(- ~= п - arcctg "[ = п--j = ~-

§ 4. Основное 111иrовоме"1рвческое rо:ищеспю 

Теорем а. Для любого угла а справедлиsо равенство: 

sin2 а+ cos2 а= 1, (1) 

которое называется основным тригонометрическим тожде
ством. 
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Эrу теорему можно сформулировать так: квадрат синуа1 
любого угла мюс квадртп косинуса того же угла pot1e11 
единице. 

или 

у 

Рис. 91. 

Доказательство. Пусть 
дан некоrорый угол а. Тогда 
координаты конца единичноrо 

подвижного радиуса, задающе

го угол а, будут ( cos а, sin а) 
(рис. 91). Так как квадрат pac-

M(l,OJ х стояния меqу тобыми двумя 
точками плоскости, заданны

ми своими координатами, 

равен сумме квадратов разнос

ти одноименны:х координат, то 

для точки (cos а, sin а) и точхи 
(О, О) имеем 

(cos а - 0)2 + (sin а - 0)2 = t2 

sin2 а + cos2 а = 1 

и теорема доказана. 

Основное тригонометрическое тождество показывает, в 
какой зависимости находятся синус и косинус одного и 

того же угла. Зная одну из величин, входящих в основное 
тригонометрическое тождество для некоторого угла а, 

можно найти другую величину того же угла а. Действиrель
но, основное тригонометрическое тождество равносильно 

равенству cos2 а = 1 - sin2 а, коrорое равносильно следу
ющему: 

lcos ~ = "1 - sin2 а. (2) 

Из равенства (2) имеем 

cos а= "1 - sin2 а. (2а) 
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для любого угла а, для для любого угла а, для 
которого cos а не которого cos а не 

отрицателен (т.е. для положителен (т.е. для 

любого а, принадлежащего любого а, принадлежащего 
при каждом k е Z отрезку при каждом k е Z отрезку 

[ 2пk - ~; ~ + 27tk ]· [ 2пk + ~; 3
; + 2пk ]} 

Далее основное тригонометрическое ТО:JЩество равно

сильно равенству 

sin2 а = 1 - cos2 а, 

которое равносильно следующему: 

lsin а1 = .../1 - cos2 а. (З) 

Из равенства (З) имеем 

sin а= .../1 - cos2 а. (За) 

для любого угла а, для 
которого sin а не 
отрицателен (т.е. для 

любого а, принадлежащего 
при Ка:JЩОМ т е z отрезку 
[2пт; п + 2пт]). 

sin а= -.../1 - cos2 а Об) 

для любого угла а, для 
которого sin а не 
положителен (т.е. для 

любого а, принадлежащего 

при каждом т е Z отрезку 
[п + 2пт; 2п + 2пт]). 

3 а меч ан и е. Формулы (2а) и (2б) при граничных зна

чениях угла а, т.е. при а = ~ + пk, где k е Z, дают одно и 

то :же значение cos а = О; формулы (За) и (Зб) при гранич
ных значениях угла а, т.е. при а = пт, где т е Z, дают одно 
и то :же значение sin а= О. 
Примеры. 

1. Вычислить sin а, если cos а= - ?i и а е е ( п, ~) 
Для любого угла а из указанного проме:жуrка sin \х аФЬа-

телен, и поэтому sin а= - .../1 - cos2 а = -V 1 - (- r. J = 

- 2"10 ---11-· 
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2. Вычислить cos а, если sin а= - t и а е (- 3;. -JJ 
Для любого угла а из указанного проме~ cos а и-

цэ:rелен, и поэтому cos а = - '11 - sin
2 а = -"' 1 .._,... (- t J = 

- 2./2 
- --3-· 

Следствие 1. Д1U1 любого угла а такого, что а *1 + nk, 

k е Z, справедливо равенство 

(4) 

Доказательство. Так как а*~+ 1tk, ke Z, то 

cos а * О, и поэтому основное тригонометрическое тожде
ство (1) можно почленно разделить на cos2 а. Тогда для 
любого такого а имеем 

cos2 а+ sin
2 а l 

--......... -- = ---Т-t <::. 
cos а cos а 
2 • 2 

cos а+ Stn а l 
<::. -2- --2- = ---т- t <::. 

cos а cos а cos а 

<::. 1 + tg2 а = +. 
cos а 

Равенство (4) доказано. 
Равенство (4) показывает, в какой зависимости находят-

ся тангенс и косинус одного и того же угла а (а* -j + 7tk, 

k е Z). Зная одну из величин, входящих в равенство (4), 
для некоторого такого угла а можно найти другую вел~ 

того же угла. Действительно, так как а * ~ + rck, k е Z, то 

равенство (4) равносильно равенству cos2 а= 1 
2 , кото-

1 +tg а 
рое равносильно следующему: 

lcos~= 1 

../1+tia 
(5) 
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Из равенства (5) имеем 

cos а= 1 (5а) 
"l+tia 

cos а= 1 (5б) 
-~l +tg2 а 

для любого угла а, для . для любого угла а, для 
которого cos а положителен которого cos а отрицателен 
(т.е. для любого а, (т.е. для любого а, 
принадлежащего при принадлежащего при 

каждом k е Z интервалу каждом k е Z интервалу 

( 2пk - !; I + 2пk )} ( 2м + I; ~ + 2пk )} 

Далее равенство ( 4) равносильно равенству tg2 а = 
1 

= 1 - ~ а, которое равносильно следующему: 
cos а 

ltg а/ = ..J l i:os с:2 а (6) 

Из равенства (6) имеем 

tg 
..J1 - cos2 а a=----

cosa 
(6а) 

для любого угла а, для 

которого tg а и cos а одного 
знака (т.е. мя любого угла 

-..Ji-caia tg а= (6б) 
cos а 

для любого угла а, для 
которого tg а и cos а разных 
знаков (т.е. Д11Я любого угла 

а, принадлежащего при а, принадлежащего при 

каждом т е Z множеству каждом т е Z множеству 

[ 2пm; ~ + 2пm ~ u [ 2пm - п; - ~ + 2пm) u 

v ( I + d,,,,.; н 2mn ]} v (- I + 2,,,,.; 2,,,,. ]· 

Замечание. Формулы (6а) и (6б) при граничных зна
чениях угла а, т.е. при а= пm, где т е Z, дают одно и то 
же значение tg а = О. 
Примеры. 

1. Вычислить tg а, если cos а = - ~ и а е ( п; 3;} 
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Для любого угла а из указанного интервала tg а положи
телен, а cos а отрицателен, и поэтому tg а= 
= -Vl -cos2a = 2. 

cosa 

2. Вычислить cos а, если tg а = - З и а е ( - j; О) 
Для любого угла а из ~азаю:ого ~~вJа cos J поло-

жителен, и поэтому cos а - _, 2 - ю· 
'11 +tg а 

След ст в и е 2. Для любого угла а такого, что а Ф 1tk, 
k е Z, справедливо равенство 

1 +ctg2 a=+. 
sm а 

(7) 

Доказательство. Так как а Ф 1tk, k е Z, то sin а Ф О, и 
поэтому основное тригонометрическое тоJЦество (1) 
можно почленно разделить на sin2 а. Тогда для любого 
такого а имеем 

cos1 а+ sin1 а _ 1 
--.-1=--- - -.-1-t <:> 

sma sina 
1 • 1 1 cosa sina_ 

<:> -.-1- + ~ - -.-1-, <:> 
s1na sma sina 

<:> 1-+ cti а=-~-. 
sin а 

Равенство (7) доказано. 
Равенство (7) показывает, в какой зависимости находят

ся котангенс и синус одного и того же угла а (а Ф 1tk, k е 2). 
Зная одну из величин, входящих в равенство (7), для 
некоторого такого угла а можно найти другую величину 

того же угла а. Действительно, так как а Ф 1tk, k е Z, то 
равенство (7) равносильно равенству 

sin2 а= 1 
1 , 

1 +ctg а 

которое равносильно следующему: 

306 



lsin а1 = 1 
..J 1 + cti а 

(8) 

Из равенства (8) имеем 

sin а = ..J 1 
1 (8а) 

l+Щ а 

для любого угла а, для 
коrорого sin а положителен 
(т.е. для любого а, 
принадлежащего при 

.каждом п е Z интервалу 
(2м; п + 2м)). 

sin а = -l (8б) 
..J1 + ctt.1 а 

для любого угла а, для 

которого sin а отрицателен 
(т.е. для любого а, 
принадлежащего при 

кажцом пе Zинтервалу 

(п + 2м; 2п + 2пn)). 
Далее, так как а Ф п.k, k е Z, то равенство (7) равносильно 

равенству 

1 . 2 

Ctg2 = -sш а 
а . i ' 

sш а 

коrорое равносильно следующему: 

lctg а1 = ..J1 ~ s:2 а (9) 

Из равенства (9) имеем 

ctg а= ..J1-:- sin2 а (9а) 
sша 

для любого угла а, для 
коrорого ctg а и sin а одного 
знака (т.е. для любого а, 
принадлежащего при 

.каждом k е Z множеству 

[ы-р..t)~ 
u ( 2пk; 2 + 2п.k ]· 

для любоrо угла а, для 

которого ctg а и sin а 
разных знаков (т.е. для 

любого а, принадлежащего 

при каждом k е Z 
множеству 

[2кk+j; Ы+n)vэ. 
u ( Jt + 27tk; т + 2п.k ]· 
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Замечание. Формулы (9а) и (96) при граничных зна

чениях угла а, т.е. при а = 1 + м, k е Z, дают одно и то :же 

значение ctg а = О. 
Примеры. 

1. Вычислить ctg а, если sin а = - 24 
25 и ае 

е t:~:!lo yrJla а из укаэаmюго иmервала ctg а поло
жителен, а sin а оrрицателен, и поэтому 

-"l -sin
2 а 7 

ctg а= sina = 24· 

2. Вычислить sin а, если ctg а = 4 и а е ( п, 3;) 
Для любого угла а из указанного интер~ала Jin а оrри

цателе_ц, и поэтому 

Sl·na= 1 - Ш 
-"l+ctia --17· 

Из определения тангенса и котангенса одного и того :же 
угла следует справедливость следующего утверждения: 

дм любого угла а такого, что а - ~, п е Z, справедливы 
равенства 

tgactga= 1, 
tga=_L 

ctga' 

ctga=-1-. 
tga 

(10) 

(11) 

(12) 

Равенства (11) и (12) показывают, в какой зависимости 
находя'l'Ся тангенс и коrангенс одного и того :же угла а 

(-а. - ~, п е z} Зная одну из величин, входящих в равенства 
~11) и (12), для некоторого такого угла а можно найти 
другую величину того :же угла а. 
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Примеры. 

1. Вычис.лить cos а, tg а и ctg а, ее.ли sin а = - ~ и 

а е (-1t· -~) 
дЛя л:ООО:J угла а из указанного интервала ~ а отри

цателен, и поэтому 

cos а = -.../ 1 - sin2 а = - ~· 

Так как cos а * О, то 
tg а = sin а = 1. 

cos а 4 

Аналогично, так как sin а * О, то 
ctg а= ~а = ~3 . 

smcx 

2. Вычис.лить ~ а, sin а и tg а, ее.ли ctg а = - 7 и 

а е (~' 1t) 
Так как ctg а* О то tg а = - 1- = - !. 

' cta а 7 
Для любого угла а из указанного интервала sin а поло

жителен, а cos а отрицателен, с.ледовательно, 

. 1 ..ff vi . 2 1..ff 
sш а= 2 = -, cos а= - - sш а = - -. 

'11 + ctg а 10 10 

§ 5. ФopмyJJW CJIOJleВВЯ 

Пусть дан некоторый угол а и некоторый угол р, т.е. 
пусть даны чис.ло а, представляющее радианную меру угла 

а, и чис.ло р, представляющее радианную меру угла р. Тогда 

под углом (а - р) понимается угол, радианная мера кото
рого есть чис.ло (а - р); угол (а - р) называется разностью 
двух данных углов. Под углом (а+ р) понимается угол, 

радианная мера которого есть чис.ло (а+ р); угол (а+ р) 
называется суммой двух данных углов. 
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:К:осввус ра311ОС'111 • косввус суммы. 

Теорем а. Для любЬIХ углов а и р спрt18едливо равенстtJО 

cos (а - р) = cos а cos Р + sin а sin р, (1) 

1СОторое назЪl8аеmся формулой косинуса разности двух углов. 
Эrу теорему можно сформулировать так: IWCUНJ'C разнос

ти двух любЬIХ углов равен произведению 1'0синуса уменьшае
мого угла на косинус выr,итаемого угла мюс произведение 
синуса уменьшаемого угла на синус В61'1итt1емого угла. 

Доказательство. Пусть на плоскости даны прямо
угольная система координат хОу и единичная окружность. 
Будем считать началом отсчета неподвИЖНЬIЙ единичный 
радиус ОМэтой окружности, где M(l, О). 

Пусть угол а задается подвижным единичным радиусом, 
конец которого совпадает с точкой N(cos а, sin а) единич
ной окружности; угол Р - подвижным единичным радиу
сом, конец которого совпадает с точкой P(cos р, sin р) 
единичной окружности. 
Возможны два случая расположения точек N и Р. они 

или совпадают (рис. 92), либо не совпадают (рис. 93). 

у у 

M(l,O) .х M(l,O) .х 

Рис. 92. Рис. 83. 

Доказательство теоремы проведем отдельно в каждом из 
этих случаев. 

1. Пусть точки N и Р совпадают. В этом случае углы а и 
р таковы, что а= р + 21tk, т.е. (а - р) = 2пkдля некоторого 
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фиксированного целого числа k, и равенство ( 1) можно 
переписать в виде 

cos 2пk = cos Р cos (р + 27tk) + sin р sin (р + 2пk) 

ИJIИ, поскольку 

в виде 

cos 2пk= 1 
cos (р + 2пk) = cos р, 
sin <Р + 2пk) = sin р, 

1 = cos2 р + sin2 р, 

т.е. в рассматриваемом случае равенство ( 1) есть равносиль
ная форма записи основного тригонометрического тожде
ства, следовательно, равенство ( 1) справедливо. 

2. Пусть углы а и р таковы, что а Ф р + 2пk ни для какого 
целого числа k. Вычислим двумя способами длину отрезка 
PN. 
В данной системе координат координаты точек N и Р 

известны, поэтому по теореме о длине отрезка, координаты 

концов коrорого заданы, имеем 

tfнp = (cos а - cos р)2 + (sin а - sin р)2• (2) 

Введем теперь другую прямоугольную систеt.tу координат 

х оу так, чтобы единица масштаба совпадала с уже выбран-
ной ранее единицей длины; У 
положительная полуось абс

цисс (ОХ) была бы продотке

нием радиуса ОР; положитель
ная полуось ординат ( Оу') об
разовывала бы положительный --+--..,.~-..... М~--(-1,-0)•" 
угол ~ с положительной полу

осью абсцисс (ОХ) (рис. 94). 
В новой системе координат 

точка Р будет иметь координа- Рис. 94. 
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ты P(l, О). Примем теперь радиус ОР за неподвИЖНЬIЙ 
единичный радиус, т.е. за новое начало оrсчета углов. 

Система координат х Оу' вводится так, чтобы новое начало 
оrсчета углов (единичный неподвюкный радиус ОР) было 
смещено на угол Р относительно предыдущего начала аr
счета углов (единичного неподвижного радиуса ОМ). Тогда 
относительно нового начала оrсчета углов подвИЖНЬIЙ еди

ничный радиус ОNбудет задавать угол (а - р) и в системе 
координат хОу' точка N будет иметь координаты 
N(cos (а - р), sin (а - р)). По теореме о длине отрезка, 
координаты концов которого заданы (см.§ 3гл.111), имеем 

tl~p = [1 - cos (а - р)] 2 +[О - sin (а - р)] 2 • (3) 

Так как кве.драт расстояния между двумя фиксирован
ными точками плоскости, найденный в двух разных пря
моугольных системах координат с одной и той :ж:е единицей 

длины, есть одно и то :ж:е число, то tl~p = J1" 
Используя свойство транзитивности равенств, из ра

венств (2) и (3) имеем 

(cos а - cos Р)2 + (sin а - sin р)2 = 
= [1 - cos (а - р)] 2 + [sin (а - р)]2• 

Раскрывая скобки и группируя, имеем 

(cos2 а+ sin2 а)+ (cos2 Р + sin2 р) - 2(cos а cos Р + 
+ sin а sin р) = 1 + [cos2 (а - р) + sin2 (а - р)) -

- 2cos (а - ~). 

Применяя трюцы основное тригонометрическое тождест
во, перепишем это равенство в виде 

2 - 2[cos а cos Р + sin а sin PJ = 2 - 2cos (а - р). 

Оrкуда следует справедливость теоремы во втором случае. 
Теорема доказана. 
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Пример. 

Вычислить cos ;2. 

Поскольку ..!. = ! - ! то 
12 3 4' 

Итак cos ..!. = ..fr (l + Щ 
' 12 4 . 

Приведем несколько следствий из доказанной теоремы. 

Следствие l. Для лкiбых углов а и Р справедливо равен
ство 

cos (а + р) = cos а cos Р - sin а sin р, 

которое называется формулой 1'0Синуса суммы двух углов. 
Эrо следствие можно сформулировать так: косинус суммы 

двух углов равен произведению косинуса первого угла на коси'
нус второго угла минус произведение синуса первого угла на 
синус второго угла. 

Доказательство. Представим (а+ р) в виде [а -
- (а - р)] и применим теорему. Затем, пользуясь тем, что 
cos (- а)= cos а и sin (- а)= - sin а для любого угла, 
имеем 

cos (а+ р) = cos [а - (а -·р)) = cos а cos (- р) + 
+ ~in а sin (- р) = cos а cos Р - sin а sin р, 

что и требовалось доказать. 
Примеры. 

5tt l. Вычислить cos 12. 

п Stt_x+x 
оскольку 12 - 6 4' то 
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cos-=cos -+- =cos-cos--s1n-sin-= 51t (ft ft) 1t 1t • 1t • 1t 
12 6 4 6 4 6 4 

- ..g ..jf 1 .ff - .ff (..Jf - 1) 
-т·т-2·т- 4 

Итак cos 51t = .ff <..Jf - 1> 
' 12 4 

2. Вычислить cos r;. 
п 71t - 1t 1t 
оскольку 12 - 3 + 4' то 

cos 7
1t = cos (.!! + .!!) = cos .!! cos .!! - sin .!! sin .!! = 

12 3 4 3 4 3 4 

= ! . .ff - ..g . .ff = .ff (1 -.JЗ} 
2 2 2 2 4 . 

Итак cos 7х = .ff (1 - ..J3) 
' 12 4 . 

Формулы дJIJI дoпOJlllllТeJIЬllЬ уrлов. Два угла а и р, в 

сумме составляющие j, т.е. такие, что а + р = j, называют
ся дополнительными один к другому. Так, угол а дополни

тельный к углу ( j - а) и наоборот. 
Следствие ~. Для любого углll а сnр08едливы равенстsа 

cos (-i- а)= sin а, sin (-i- а)= cos а, 
которые называются формулами для дополнительньа углОtJ. 
Действительно, применяя равенство (1), имеем 

cos (-i- а)= cos j cos а+ sin j sin а= 
=O·cosa+ l·sina=sina, 

т.е. получаем справедливость первой формулы. 

Обозначая (-i - а)= р, получаем из уже доказанной пер-
вой формулы, что s1n р = cos (-i- р} Так как (-i- р )=а, 
то 

314 



sin (i-13 )= cos а. 
Следствие 2 можно сформулировать так: 
- синус любого у~а равен косинусу дополнительного у~а, а 
- косинус любого у~а равен синусу дополнительного у~а. 
Пример. 

в . Sк 
ЬIЧИСЛИТЬ Sin 12. 

п кол Sк_Jt Jt ТО • Sк_ • (21: XJ=cos Jt 
ОС ЫСу 12 - 2 - 12' Sln 12 - Sln 2 - 12 ~ 12· 

Значение cos ~ QЫЛО найдено выше и равно <1
4
+ "'3) 

Слеnовательно sin 51t = ..Jf (1 + "'3) 
..... ' 12 4 . 
Следствие 3. а) Для любого у~а а такого, что а Ф 1tk, 

k е Z, справедливо равенство 

tg (i- а)= ctg а. 

б) Для любого у~а а такого, что а Ф ~ + пт, т е Z, 

справедливо равенство 

ctg ( ~ - а)= tg а. 
Эrи равенства также называются формулами для дополни
тельных у~ов. Справедливость этих формул следует из 
определений тангенса и котангенса и следствия 2. 
Пример. 

в Jt Т Jt_Jt Sк х_ 
ычислить tg 12. ак как 12 - 2 - 12, то tg 12 -

Sx 

= tg (! - Sк) = ctg 51t = cos 12 Значения cos 51t и sin 51t были 
2 12 12 . Sк. 12 12 

smтт 

найдены выше и соответственно равны ..Jf <~ - l) и 
,fr (../3 + 1) Следовательно tg .!!. = ../3 - 1 или tg .!!. = 2 - '1! 

4 • ' 12 Тз+т 12 • 
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Синус суммы в сивус раэ1ЮС111. 

Следствие 4. Для любых углов а и р спрtl8едливо рtl8ен
ство 

sin (а + р) = sin а cos р + cos а sin р, 

которое назЪ1Ваеmсн формулой синуса суммы двух углов. 
Эrо следствие можно сформулировать так: синус суммы 

любых двух углов рмен произведению синуса первого угла на 
косинус второго угла плюс произведение косинуса первого y2J1a 
на синус второго. 

До к аз ат ель ст в о. Используя следствие 2, затем равен
ство ( 1) и еще раз следствие 2, имеем · 

sin (а+ р) = cos (j- а - Р)= ~[(j-a )~ Р] = 
=c.os (2 - а )cos р + sm (2 - а )s1n р = 

= sin а cos р + cos а sin р, 

что и требовалось доказать. 
Примеры. 

1. Вычислить sin ~-

Поскольку ~ = i + ~' то 

. 5х . (Jt: 11:) • 11: 11: + 11: • 11: s1n-=sin -+- =sin-cos- cos-s1n-= 
12 6 4 6 4 6 4 

- 1 ..ff ..J3 ..ff - ..ff (1 + ,/3) 
-2·т+т·т- 4 · 

Итак sin 51t = ..ff (l + ..J3) 
' 12 4 . 

2 в . 711: 
• ЬNИСЛИТЬ Sln 12. 

п 711: 11: 11: 
оскольку 12 = 3 + 4' то 
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Итак sin ?rt = ..fL" (../3 + l) 
' 12 4 

Следствие 5. Для лiобых углов а и Р справедливо равен
ство 

sin (а - р) = sin а cos р - cos а sin р, 

которое называется формулой синуса разности двух углов. 
Эго -следствие можно сформулировать так: синус разнос

ти любых двух углов равен произведению синуса уменьшаемого 
угла на косинус вычитq~ого угла минус произведение коси
нуса уменьшаемого угла на синус вычитаемого угла. 

Доказательство. Представим (а - р) в виде [а+ 

+ (- р)] и применим следствие 4. Затем, пользуясь тем, что 
cos (- р) = cos р и sin ( - р) = - sin р для любого угла р, 
имеем 

sin (а - ~) = sin [а + ( - р)] = sin а cos (- ~) + 
+ cos а sin (- р) = sin а cos Р - cos а sin р, 

что и требовалось доказать. 
Пример. 

в . 1t 
ЫЧИСЛИТЬ SIП }2. 

п 1t 1t 1t 
оскольку - = - - - то 

12 3 4' 

• 1t • ('IC ft) . 1t 1t 1t • 1t Stn - = SIП - - - = SIП - COS - - COS - SIП - = 
12 3 4 3 4 3 4 

- ../3 ..ff" 1 .J2 - ../2 (../3 - 1) 
-т·т-2·т- 4 

Итак sin ~ = ../2 (../3 - l) 
' 12 4 
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Тавrевс суммы • 'IUl'ellC ра31ЮС1В. 
Следствие 6. Для любых двух YZJIOIJ а и 13 mlllШX, ""'° 

а Ф ~ + м, k е Z, 13 Ф ~ + м, п е Z и а + 13 Ф ~ + ат, т е Z 
справедливо равенство 

tg(a+13)= !g«+tgp 
1-tgatgp' 

которое называется формулой тон.генса суммы двух yZJIOIJ. 
Доказательство. Для любых двух таких угяов спра

ведлива цепочка равенств 

tg (а+ l3) = sin(a+@> = sinac:osp+~a~p = 
c:os (« + Р> c:os а cas Р - sm а sm р 

sin а c:os р + c:os а sin р sin а c:os р + сов а sin р 
_ c:os а c:os р = c:os а c:os р c:os а c:os Р = 

c:osac:osp-sinasinp c:osac:osp sinasinp 
c:os а c:os р с:св а c:os р - c:os а c:os р 

sina sinp --+ 
= c:osa casp _ tga+tgp 

1 _ sin а . sln р 1 - tg а tg Р' 
c:osa c:os Р 

которая и доказывает следствие 6. 
Примеры. 

Sit l. Вычислить tg 12. 

Поскольку ~ = ~ + i• то 
Jt Jt tg-+tg-

tg Sit = tg (!+!)= 4 6 = 
12 4 6 1 Jt Jt -tg-tg-

4 6 

l+-1 
- ..Jf = ./3 + 1 = (б + 1)(../3 + 1) = 2 + -{3. 

l 1 1 ~ (Тз' - 1) ('iJ + 1) • 
- "13" 
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Итак, tg ~; = 2 + ../3. 

2. Вычислить tg ~;. Имеем 

1t 1t tg-+tg- _/>r 

tg 71t = tg (! + !) = 3 4 = -VЗ + 1 = 
12 3 4 1 1t 1t 1 - '13 1 -tg-tg-

3 4 

= (.Jf + 1)("3 + 1) = - (2 + ../3) 
(1 - 'Гэ')(l + "3) . 

Итак, tg ~; = - (2 + ../3). 
Следствие 7. Для любых двух углов а и р таких, что 

а Ф I + 1tk, k е Z, Р Ф j + 7tn, п е Z и а - р Ф j + 1Un, т е Z, 

справедливо равенство 

tg (а А)- tga-tgP 
-.., -l+tgatgp' 

которое называется формулой тангенса разности двух углов. 
Доказательство. Для любых двух таких углов спра

ведлива цепочка равенств 

tg(a-P)=tg[a+(-P)J= tg«+!g<-P>· =.tga-q-p-
1-tg а tg (- Р> 1 +tgatg Р' 

которая и доказывает следствие 7. 
Пример. 

Вычислить tg ~-

Поскольку .!.. = ! - ! то 
12 3 4' 
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Итак, tg ;
1 

= 2 - ~. 

Котавrевс суммы и к:отавrевс раэвОС111. 
Следствие 8. Для любых двух углов а и р таких, что 

а* пk, k е Z, р * пп, пе Z и (а+ р) * пт, те Z, справед
ливо равенство 

ctg (а + р) = ctg а ctg р - 1 
ctgp+ctga 

которое называется формулой котангенса суммы двух у2ЛО1l. 
Следствие 9. Для любых двух углов а и р таких, что 

а * пk, k е Z, р * пп, п е Z и (а - р) * пт, т е Z, справед
ливо равенство 

ct (а _ R) = ctg а cts р + 1 
g .., ctgp-ctga' 

которое называется формулой котангенса разности дву.r 
углов. 

Доказательство этих следствий аналогично доказательст
ву следствий 6 и 7 и потому опускается. 
Примеры. 

в Sn 1. ычислитъ ctg 12. 

Поскольку Sn = ~ + ~ то 
12 4 6' 

п п 

) 

ctg-ctg--1 
ctg Sn = ctg (~ + ~ = 4 6 = 

12 4 6 п п 
ctg-+ctg-6 4 
= 1 . ..J3 - 1 = (..Jf - 1) (..Jf - 1) = 2 - ..JЗ: 

..J3 + 1 (Гз + l)(Гз - 1) . 

Итак, ctg ~; = 2 - ~. 

2. Вычислить ctg ;1. Имеем 
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ctg~=ctg(~+~)= cta-jcta~+l = 
12 3 4 я 7t 

ctg--ctg-
4 3 

-!:..1+1 
_ -vЗ = (../3 + 1) (../3 + 1) = 2 + ...f3" 

1 - _1 6Гз - 1) (../3 + 1) • 
..J3 

Итак, ctg 
1
; = 2 + ~. 

Форму.llЫ дт1 вычис.яевu проВDеДеввй. 
Следствие 10. Для любых двух углов а и р спра8едлШ10 

равенство 

cos а cos R = cos (a-p)+cos(a+ Р> 
,., 2 ' 

которое называется формулой для вычисления произведения 
косинусов. 

Следствие 1 О можно сформулировать так: произведение 
косинуса любого угла а на косинус любого угла р ра8Но 
полусумме косинуса разности этих углов и косинуса суммы 

этих углов. 

Следствие 11. Для любых двух углов а и р спра8едливо 
равенство 

. • R _ cos (a-p)-cos(a+ Р> sinasm,.,-
2 

, 

которое называется формулой для вычисления произведения 
синусов. 

Следствие 11 можно сформулировать так: произведение 
синуса любого угла а на синус любого угла р равно полуразнос
ти т·осинуса разности этих углов и косинуса суммы этих 

углов. 

Доказательство. Выше было показано, что для 
любых углов и справедливы следующие равенства: 

cos (а - р) = cos а cos р + sin а sin р, 
cos (а + р) = cos а cos р - sin а sin р. 

11 Алгебра, ч>нrоиоме~риR 
и элементарные функции 

321 



Складывая и вычитая эти равенства, получаем формулы 
для вычисления произведения косинусов и произведения 

синусов: 

cos а cos А= cos (а -Р> + cos («+ Р> 
1-' 2 ' 

sin а sin ~ = cos (а -Р> ;-cos («+ Р>. 

(4) 

(5) 

Замечание. В формулах (4) и (5), в силу того что 
cos (- а) = cos а для любого угла а, при взятии косинуса 
разности двух углов можно брать косинус угла (а - ~) и 

угла(~ - а). 
Примеры. 

1 cos (~ +о) cos (~ - о)= . 6 2 6 2 

(~ а ~ а) (~ а ~ а) = cosi+2-6+2 +cos6+2+6-2 = 
2 

~ 1 
_ cosa+cos3 _ cosa+2 _ 2cosa+l 
- 2 - 2 - 4 

2. 2sin ( ~ - р) sin ( ~ + р) = cos ( ~ - р "--- ~ - ~ )-
- cos (~ - Р+~+ ~ )= cos (- 2~) - cos (I)= cos ~· 

3 s 4 os З = cos (4 - З) + cos (4 + З) = cos 1 + cos 7 . со с 2 2 . 

4 4 sin 7 sin 8 = 4 [cos (7 - 8) - cos (7 + 8)) = 2 [cos 1 - cos 15) 
• 5 5. 2 5 • 

Следствие 12. Для любых двух углов а и ~ справедливо 
равенство 

sin а cos А = sin (а+ Р> + sin (а - Р> 
1-' 2 ' 

которое называется формулой для вычисленшt произведения 
синуса одного угла на косинус другого угла. 

Следствие 12 можно сформулировать так: проuзведения 
синуса любого угла а на косинус любого угла ~равно полусумме 
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синуса суммы УZЛО8 а и р и синуса розности углов а и р, npurreм 
разность берется так, что от угла, стоящего под знаком 
синуса, вычшпается угол, стоящий под знtl1'0М косинуса. 
Доказательство. Выше было показано, что для 

любых углов а и р справедливы следующие равенства: 

sin (а+ р) = sin а cos р + cos а sin р, 
sin (а - р) = sin а cos р - cos а sin р. 

Складывая эти равенства, получаем формулу для вычисле
ния произведения синуса угла на косинус другого угла: 

sin а cos р = sin (а+ Р>; sin (а - Р>. 

Примеры. 

1. Вычислить 4 sin ( 1 + ilcos ( 1+1) 
Применяя форму.J (6), мее~ 

4sin(l+i cos(l+i)=2[~ш(1+i+l+i)+ 

(6) 

+sin l+i-l-1]=2[sin(2+I)+sin(-i]= 

=2[sin !-<-2>)-!]=2cos(-2)- l =2cos2- l. 

итак. 4 sm (1 +i1cos t ~Ч= 2 cos 2 - 1. 

2. Вычислить dcos тт·SШ тт· 
Применяя формулу (6), имеем 

2соs 5к. к [· (Sк •) .· (п Sк] 12 sm 12 = sm l 12 + ТТ + sm 12 - 12 = 

=sin!+ sin(-!)= 1- ..JJ" = 2-../f 2 3 2 2 . 

и 2 Sк • • 2-../f 
так, COS 12 Sln U = - 2-. 

з 3sin 4 cos S = З[sin (4 + S) + sin (4 - S>J = 3 (sin 9 - sin 1) 
. 7 7. 2 14 . 
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ФормуJJЫ суммw В р83ВОС'IИ сввусов В к:осввусов. 
Следствие 13. Для любых двух углов а и р справедлшю 

равенство 

cos а+ cos р = 2 cos а; Р cos а 
2 

Р, 

которое назЬlВ(Jется формулой суммы косинусов. 
Следствие 13 можно сформулировать так: сумма косину

сов любых двух углов равна удвоенному произведению косинуса 
полусуммы этих углов на косинус полуразности этих углов. 

~Сп ед ст в и е 14. Для любых двух углов а и р справедлшю 
равенство 

cos а - cos р = 2 sin а; Р sin Р 2 сх, 
которое называется формулой разности косинусов. 

Следствие 14 можно сформулировать так: разностъ коси
нусов любых двух углов равна удвоенному произведению синуса 
полусуммы этих углов на синус обратной полураэности этих 
углов (под обраТной разностью углов понимается такая 
разность, когда из угла, стоящего под знаком вычитаемого 

косинуса, вычитается угол, стоящий под знаком уменьша
емого косинуса). 

Следствие 15. Для любых двух углов а и р справедливо 
равенство 

sin а+ sin R = 2 sin сх+ Р cos сх Р ,., 2 2 ' 

которое называется формулой суммы синусов. 
Следствие 15 можно сформулировать так: сумма синусов 

любых двух углов равна удвоенному произведению синуса полу
суммы этих углов на косинус полуразности этих углов. 

Следствие 16. Для любых двух углов а и р справедливо 
равенство 

• • R 2 . а Р а+р stna-sm,.,= s1n 
2 

cos 
2

, 

которое назЬ1Вается формулой разности синусов. 
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Следствие 16 можно сформулировать так: разность сину
сов любых двух углов равна удвоенному произведению синуСfl 
полуразности этих углов на косинус полусуммы этих углов, 

при этом синус палуразности берета так, 'lf11IO из угла, 
стоящего под знаком уменьшаемого синуса, вычuтается угол, 
стоящий под ЗHQICOM выrштаемого синуса. 
Доказательство. Обозначая 

{а+Р=х, а-Р=у, 
(7) 

складывая эти равенства и вычитая вrорое из первого, 

получим 

{

a-!±.l 
- 2 ' 

А-.Х у 
... - 2 ' 

(8) 

Из равенств (8) следует, что для тобой пары .х и у всегда 
найдется пара а и р такая, что справедливы равенства (7). 
Если в формулах (4), (5) и (6) произвести замену а и р 

на .х и у по формулам (7) и (8), то по.лучим справедливость 
следующих формул: 

cos .х + cosy = 2cos .х;у cos .х 
2 

1 , (9) 

cos .х - cos у= 2 sin .х; у sin }' 2 ", (10) 

sin .х + sin у= 2 sin .х; у cos % 2 '· (11) 

Пользуясь тем, что sin (-у) = - sin у для тобого угла у, из 
формулы (11) по.лучим 

sinx - siny= sinx+ sin (-у)= 2 sin .х 
2 
У cos .х;1, 

т.е. по.лучим, что справедлива следующая формула: 

sinx - sin у= 2 sin .х 
2 
У cos .х; 1. (12) 
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Из справедливости формул (9), (10), (11) и (12) вытекает 
справедливость следствий 13, 14, 15 и 16. 
Примеры. 

1. cos 4а + cos 6а = 

= 2 cos 4а+6а cos 4а-6а = 2 cos 5а cos(- а)= 
2 2 

= 2 cos 5а cos а. 

2. cos (i- р )- cos (~ + р) = 

1t 1t 1t 1t 
--р+,+Р -+Р--+Р ( 

=2sin 3 о sin 6 З =2sin.!!sin А_..!.)= 
2 2 4 ... 12 

= "2 sin (Р - ~) 

3 sin у+ ! = sin у+ sin .!! = 2 sin (1 + ..!.)cos (1- ..!.) . 2 6 2 12 2 12 

4. sin а - cos ( ~ - 5а) = sin а - sin 5а = 

= 2 sin а- Sa cos a+Sa = 2 sin (- 2а) cos За= 
2 2 

= - 2 sin 2а cos За. 

§ 6. ФормуJJЫ AIUI Д8ОЙ11WХ И DOJIOllИИllЫX yrJIOВ 

ФормуJJЫ AIUI двойвых уrяов. Пусть дан некоторый угол 
а, т.е. пусть, например, дано некоторое число а, представ

ляющее радианную меру этого угла. Тогда под углом 2а 

понимается угол, радианная мера которого есть число 2а; 
угол 2а часто называют двойнЪIАI углом. 

1. Для любого угла а спраsедлШJо pDВeнcnuJo 

sin 2а = 2sin а cos а, (1) 

которое нозЬ1Sается формулой синуса двойного угла. 
Эrо уrверждение можно сформулировать так: синус двой

ного угла 2а раsен удвоенному произведению синуса угла а на 
косинус угла а. 
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Доказательство. Полагая а= р в формуле для синуса 
суммы двух углов 

sin 2а = sin (а + а) = sin а cos а + cos а sin а= 
= 2 sin а cos а, 

получаем справедливость уrвер:ждения 1. 
2. Для любого угла 2а справедливо равенство 

cos 2а = cos2 а - sin2 а, (2) 

которое назЬ1Вается формулой косинуса двойного угла. 
Эrо уrвер:ждение можно сформулировать так: косинус 

двойного угла 2а равен квадрату косинуса угла а минус 
квадрат cukyca угла а. 
Доказательство. Полагая р =а в формуле для коси

нуса суммы двух углов 

cos 2а = cos (а + а) = cos а cos а - sin а sin а= 

= cos2 а - sin2 а, 

получаем справедливость уrвер:ждения 2. 

З. Для любого угла а такого, что а "Ф j + 7tk, k е Z и 

а :t:. ~ + ';', k е Z, справедливо равенспию 

tg 2а = 2 ff ~ , 
1 -t& а 

которое называется формулой тангенса двойного угла. 

(3) 

Доказательство. Представляя 2а :как (а+ а) и при
меняя формулу тангенса суммы двух углов, имеем 

tg2a=tg(a+a)= tga+taa = 2!f~' 
1-tgatga 1-f&a 

что и требовалось доказать. 

4. Для любого угла а такого, runo а ._ ir:, k е Z, справедливо 
равенство 
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2 
ctg 2а = ctg а - 1 

2 ctg а ' 

которое назЫ8ается формулой котангенса дtiойного угла. 

(4) 

Доказательство. Представляя 2а как (а+ а) и при
меняя формулу котангенса суммы двух углов, имеем 

2 
ctg 2а = ctg (а + а) = ctg а ctg а - 1 = ctg а - 1 

ctga+ctga 2ctga ' 

что и требовалось доказать. 
Примеры. 

1. Вычислить sin 2а и cos 2а, если sin а = f и а е ( I' 1t) 
Для любого угла а из указанного интервала cos а отр~{-

цателен, и поэтому 

cos а= - .../1 - sin2 а= - ~· 

Применяя формуJIЫ (1) и (2), получаем 

sin 2а = 2 sin а cos а = - 24 
25' 

cos 2а = cos2 а - sin2 а= Js. 

2. Вычислить tg (~+а 1- tg (~ - а} если tg 2а = 3. При
меняя формулы ~ танhнса ~уммы двух углов, затем для 
тангенса двойного угла, получаем 

(
1t) 1t 

( ) ( ) 

ts - +tga tg--tga 
tg ~+а -tg ~-а =·

4 1t - 4 1t = 
l-ts4tsa l+ts4tsa 

= 1 + tg а _ 1 - tg а = 4 tg а = 2 tg 2а = б. 
1 - tg а 1 + tg а 1 - tg2 а 

Рассмотрим угол па, где п - любое натуральное число. 
Под углом па понимается угол, радианная мера которого 

есть число па, если а есть радианная мера угла а. Можно 
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вывести формулы, выражающие sin па и cos па (п е N) 
через sin а и cos а. В качестве примера приведем формулы 
для sin За и cos За: 

sin За = sin (2а + а) = sin 2а cos а + cos 2а sin а = 
= 2 sin а cos2 а+ (cos2 а - sin2 а) sin а= 

= З sin а cos2 а - sin3 а = З sin а - 4 sin3 а. 

Итак, sin За = З sin а - 4 sin3 а; 

cos За = cos (2а + а) = cos 2а cos а - sin 2а sin а = 
= (cos2 а - sin2 а) cos а - 2 sin2 а cos а = 

= cos3 а - (1 - cos2 а) cos а - 2(1 - cos2 а) cos а= 
= cos3 а - cos а + cos3 а - 2 cos а + 2 cos3 а = 

= 4 cos3 а - З cos а. 

Итак, cos За = 4 cos3 а - З cos а. 
Примеры. 

1. Вычи~ить sin За, если sin а=~· Используя формулу 
для sin За, получим 

3 
sinЗa=з.1_4(1) = 36 - 27 =..! 

4 4 16 16° 

2. Вычислить (sin За + cos За), если sin а - cos а = -:Jr. 
Используя формулы для sin За и cos За, имеем 

sin За + cos За = З(sin а - cos а) - 4(sin3 а - cos3 а). 

Применим формулу сокращенного умножения: 

(sin3 а - cos3 а) = 

= (sin а - cos а) (cos2 a+sin а cos а+ sin2 а) 

Таким образом, при sin а - cos а = :Jr имеем 
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sin За+ cos За= i- 4 · :k <t + sin а cos а)= 

= -if (- 1 - 4 sin а cos а). 

Дополним получившееся выражение до полного квадрата 
разности: 

- 1 - 4 sin а cos а = - З + 2( 1 - 2 sin а cos а) = 
= - З + 2( cos2 а + sin2 а - 2 sin а cos а) = 

= - З + 2(sin а - cos а)2 = - З + 2 · ! = - 2. 

Окончательно получаем, что sin За + cos За = - ..ff. 
ФормуJ1Ь1 д.1U1 DOJIOВIDlllUX уrлов. Пусть дан некоторый 

угол а, т.е. пусть, например, дано некоторое число а, 

представляющее радианную меру этого угла. Тогда под 

углом 1 понимается угол, радианная мера которого есrь 
число 1; угол 1 часто называется половинным углом. 

5. Дм любого угла а справедливо равенство 

cos20= l+cosa 
2 2 ' 

(5) 

которое назЪ1вается формулой квадрата косинуса половинно
го угла. 

До к аз ат ель ст в о. Очевидно, что угол а можно считать 

двойным углом по отношению к углу 1· Поэтому для 
любого угла а справедливо следующее равенство: 

cos а = cos2 О - sin2 О· 2 2' 

кроме того, для любого угла а справедливо основное три
гонометрическое тождество: 
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Складывая эти два равенства, получаем равенство (5). 
Равенство (5) равносильно равенству 

lcos 11 = V1 +c;s а. 
Из поспеднего равенства имеем: 

cos о.= V1 +cos а (5а) cos о.= - V1 +cos а (5б) 
2 2 2 2 

для любого угла а, для 

которого cos I 
неотрицателен (т.е. для 
любого а, принацлежащего 

при каждом k е Z отрезку 
[- 7t + 47tk; 7t + 47tk]). 

для любого угла а, для 

которого cos I 
неполо:ж:ителен (т.е. для 
любого а, принацле:ж:ащего 
при каждом k е Z отрезку 
[7t + 47tk; 37t + 47tk]). 

Замечание. Формулы (5а) и (5б) для граничных зна

чений угла а, т.е. при а = 7t + 21t1n, где т е Z, дают одно и 

то :же значение: cos I = О. 
Примеры. 

Jt .ff 
l+cos- l+-

1. Вычислить cos j. Так как 
= 2+-12" то cos ! = ~ 

cos2! = 4_ 2 -8 2 --2--

4 ' 8 2 . 

2 Вычислить cos О. если sin а = .1 и а е t Зп - ~ . 2' s 2' 
Прежде всего найдем cos а. Поскольку любо угла 

а из указанного интервала cos а отрицателен, то 

cos а= - ~1 - sin2 а = - ~· 

:аккака е (- ~. - lt }-:Ie (- ~. -1}Длятобоrоуrла 
2 из этого интервала cos 2 таюке отрицателен, и поэтому 

cos1= -vi+~osa = - f. 
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Итак, cos I = - f. 
б. Для любого угла а справедливо равенамо 

. 2a_All-cosa 
sm2-"V 2' (б) 

1(,()торое называется формулой квaдptlllUI синуса половинного 
угла. 

·Доказательство. Выше уже было отмечено, что для 
тобого угла справедливы равенства 

sin2 О + cos2 О = l - sin2 О + cos2 О = cos а 
2 2 ' 2 2 • 

ВЬlчитая из первого равенства второе, получаем равенство 
(б). Равенство (б) равносильно равенству 

lsm11 =~1-~а. 
Из последнего равенства имеем 

sin О= V1 - cos а (ба) 
2 2 

для любого угла а, для 
. а 

которого s1n 2 
неотрицателен (т.е. для 

тобого а, принадлежащего 
при каждом т е Z отрезку 
[47tm; 27t + 41tm]). 

для любого угла а, для 
. а 

которого sin 2 
неполож:ителен (т.е. для 
тобого а, принадлежащего 

при каждом т е Z отрезку 
[- 21t + 47tm; 47tm]). 

Замечание. Формулы (ба) и (бб) для rраничнЬ1Х зна
чений угла а, т.е. при а = 21tk, где k е Z, дают одно и то же 
значение: sin 1 = О. 
Примеры. 

11: ./! 1-cos- 1--
1. Вычислиrь sin j. Так как sin2 j = 2 

4 = --г1- = 
2--1! . 11: .J2-'J2 = -4-, то sm i = 2 . 
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. ычислить sm 2, если sm а - - Т и а е п, Т 2 в . а . _ 4-lf ~] 

Поскольку для любого угла а из ухазанно рвала 

cos а отрицателен, то 

cos а= - "'1 - sin
2 а = - ~· 

Так как а е ( х, ~) то 1 е ( j, 3:) Для любого угла 1 из этого 
интервала sin 1 положителен, и поэтому 

и . а 2"'2 
так, sm 2 = -з-· 

sm. ~ = -.J1- cos а = 2-lf 
2 2 3 • 

7. Д1U1 любого угло а такого, что а -:1: 1t + 2xk, k е Z спра
ведливо равенство 

(7) 

которое называется формулой 1СВадрата танzенсо половин
ного угла. 

Доказательство. Используя определение тангенса 
угла и равенства (5) и (6), получаем равенство (7). 

Равенство (7) равносильно равенству 

l tg~1 =..,,Jl-cosa. 
2 1 +сова 

Из последнего равенства имеем: 
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(7а) 

для любого угла а, для 

которого tg I 
неотрицателен (т.е. для 

любого а, принадлежащего 

при каждом пе Z 
промежуrку 

[2пn; п + 2пn)). 

tg ~ = - "11 - cos а (7б) 
2 l+cosa 

для любого угла а, для 
а 

которого tg 2 
неположителен (т.е. для 

любого а, принадлежащего 

при каждом пе Z 
промежуrку 

(- п + 2пn; 2пn]). 
3 а меч ан и е . Формулы (7а) и (7б) для граничных зна

чений угла а, т.е. при а = 2пn, где п е Z, дают одно и то же 

значение: tg I = О. 
Примеры. 

1. Вычислить tg ~·Так как 

1-cos2! 1 
1 

tg2 2! = 4 = - :J2 = ff - 1 = (...ff - 1)
2 

= 3 - 2'12' 
8 1t 1 1 ff+l 2-1 ' 

l+cos4 +ff 

то 

2. Вычислить tg I, если cos 2а = J2 и а е ( - п, - ~'! ~ 
Поскольку для любого угла а из указан~го инте~а 

cos а отрицателен, то 

cos а= - '1 1 +с;- 2а = - ~· 

Так как а е (- п, - 3
47t) тоI е (- ~· - 3:}Длялюбогоугла 

~ из этого интервала tg I отрицателен, и поэтому 
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t о=_ "1-cosa = _ 8+"39 
g2 l+cosa 5 • 

и а 8+"39 
так, tg 2 = -

5 
. 

Для тангенса половинного угла можно вывести и другие 
формулы. 

8. Для любого угла а такого, что а * xk, k е Z, справедливо 
равенство 

t о= 1-cosa 
g 2 sin а (8). 

Доказательство. Так как а* xk, k е Z, то sin I *О и 
cos ~*О. Значит, справедлива цепочка равенств 

sin ~ sin ~ · 2 sin ~ 2 · 2 а 
tg ~ = __ 2 = 2 2 = sm 2 

2 а а .а а а 
cos 2 cos 2 .2s102 2sin 2 cos 2 

Применяя теперь формулы (6) и (1), получаем справед
ливость равенства (8). 

9. Для любого угла а такого, что а * х + 2xk, k е Z, 
справедливо равенство 

а sina 
tg 2 = 1 + cos а· (9) 

Доказательство этой формулы аналогично доказательст
ву формулы (8) и потому опускается. 
Примеры. 

1. Для любого угла а такого, что а * х + 2xk, k е Z, и 

а * ~ + хп, п е Z упростить выражение 

А = sin 2а . ccs а 
1 + cos а 1 + cos 2а· 

Поскольку для рассматриваемого угла а 
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cos а Ф О, cos а Ф - 1, cos 2а Ф - 1, 

то 

А= 2sinacosa. cosa = sina 
1 + cos а 2 cos2 а 1 + cos а· 

Так как в данном случае применима формула (9), то 

2. Вычислить tg %• если cos а = ~ и а е ( - i• О) 
Для любого угла а из указанного инте~вала stn а отри

цателен, поэтому 

sin а= - .../1 - cos2 а= - t· 
Теперь применяя формулу (9), имеем 

а sina _ 1 
tg 2 = - 1 + cos а - - 3-. 

Итак, tg % = - t· 
Приведем еще формулы, выражающие синус, косинус, 

тангенс и котангенс угла через тангенс половинного угла. 

10. Для любого угла а такого, что а Ф х + 2xk, k е Z, 
справедливо равенство 

za 1-tg -
cos а= 2 

za 
1 +tg 2 

(10) 

Доказательство. Для любого угла а такого, что 
а Ф х + 2xk, k е Z, справедлива цепочка равенств: 
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2 а . 2 а 
cos 2 -sin 2 

2а .2а 2а 
COS - - SlП - COS -

cos сх = cos а = 2 2 - 2 
1 2а .2а 2а .2а 

COS l + SlП 2 COS l + SIП l 
2а 

cos 2 

. а 
s1n 2 1- --

= 

cos2 ~ cos2 ~ cos 1 1 - tg2 ~ 
= 2 2=------= 2 

2а .2а ]
2 2а' 

_co_s_-_2 + _sm_2_ 1 + sin ~а 1 + tg 2 
2 а 2 а 

cos 2 cos 2 cos 2 

из которой вытекает справедливость равенства (10). 
11. Для любого угла сх такого, что сх Ф 7t + 2тсk, k е Z, 

справедливо равенство 

2tg~ 
2 sin-a = . 
2а 

1 +tg 2 
(11) 

Доказательство. Для любого угла сх такого, что 

а -:1: те + 2тсk, k е Z, справедлива цепочка равенств: 
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2sin~ cos~ 
2 2 

2 sin ~ cos ~ 2 а 
· sina 2 2 cos2 
sша=--= =-----= 

1 2а . 2а cos 2 +stn 2 
2 а . 2 а cos 2 +s1n 2 

2а 
cos 2 

. а а sm 2 cos 2 2--.--
а а а а 

cos 2 cos 2 = __ 2_1g_-_2 - = _2_1g_2_ 
= 

2 а . 2 а cos - sm -
• 2 2 --+--
2а 2а 

cos ·2 cos 2 [

sin1]

2 

1 
+tg

21' 
1 + -

а 
cos2 

из которой и вытекает справедливость равенства (11). 
12. Для любого угла а такого, что а :1: 7t + 27tk, k е Z и 

а :1: I + 7tп, п е Z, справедливо равенство 

2tg~ 
tga=---2 -

l-tg2~ 
2 

(12) 

Это равенство есть следствие формулы тангенса двойно
го угла. 

13. Для любого угла а такого, что а :1: 7tk, k е Z, справед
ливо равенство 

2а 
1-tg -

ctg а= 2 

2tg~ 
2 

(13) 

Доказательство. Для любого угла а такого, что 
а :1: 7tk, k е Z, справедлива цепочка равенств: 
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2 а . 2 а 
cos 

2
- sin 

2 
2а .2а 2а 

COS -
2 

- SIП -
2 

са; -
2 ctga=c?8a= =------

sin а 2 sin ~ cos ~ 2 sin ~ cos ~ 
2 2 . 2 2 

2а 
cos 2 

2а . 2а . а 
cos 2 stn 2 stn 2 
-----

2 

2а 
cos -

- 2 
cos2 ~ cos 1 1 - tg2 ~ 2 = _ _... __ _,_ - . 2 

. а а 2 а 2 tg~ sm2 cos2 tg2 2 
2--.--

а а 
cos

2 
соо 2 

из которой и вытекает справедливость равенства ( 13). 
Пример. 

Вычислить 
2 

1 . , если tg ~2 = 2. 
+cos a+sm а 

1 - tg2~ 
По формуле (10) cos а= 2 = -

5
3. По формуле (ll) 

2а 
1 + tg -

2 

2tg~ 
Sl·n,.. = 2 _ 4 ..,. -5· 

1 + tg2 ~ 
2 

Значит 1 = 2. 
'2+cosa+sina 11· 

УПРАЖНЕНИЯ 

Определить знак следующего числа (1 - 21): 
1. sin 2 · sin 4. sin 6. 2. cos 5 · cos 7. cos 8. 
3. tg(- l) · tg3 · tg6 · tg(-3). 4. ctg J. ctg(- 2) · ctg9 · ctg( -12). 

sin (- 3) · cos 4 · tg (- 5) sin 7 . соо (- 8) 
S. 6 . 6. 6 . ctg tg · ctg (- 5) 

7 sin 6 + cos (- 4) 
8 

sin (- 8) + cos 9 
. tg ( - 2) + ctg (- 1 О). . cos 11 · tg (- 9) . 
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. 10 17 
cos 10. sin 7 - tg 10 tg 7 · sш Т1 - cos Т · ctg "26" 

9· cos (- ..J2). ctg (- 4) · lO. cos (- 2) · sin М - tg :НО · 
. ..J2 

..J3 . 9 s1n 2 11. cos-
2 

· sin-
2 

-
1 2 5

. 
rg + ctg (- , ) 

cos 5 ~r.n-F 12. -:--
6 

+ tg 1 1 - ctg ...,49,5. 
sm 

13. arcsin ~ -arctg (- 10) + arccos (- ~} 
14. arccos 1~ · arcctg (- 11,5) - arcsin (- ~} 

. ( 1 ) ( 1) ~ arcsm - ..J3 · arccos - З 

1s. an:cto(-тJ+ :...,+~)· 
16. arcsin [ tg (-! ]+ arctg (cos (- 4)). 

17 arcctg <sih 10) - arctg (cos 10) 
· arcsin (cos (- 8)] · arccos (sin 5) · 

18. arc:: <t:s _~
1

2J .::~ f 11) + ctg (- 7). 

19 
_ .:_ _ arctg ~cos 4) sin (- 10) 

. arccos 7t a.rcctg 115 + tg 12 . 

20 
arcsin(ctg(-0,3)] ·sin(-9) ctg(-1) _ Q 

· arcsin (tg ( - 0,4) · cos (5,8) + sin ..J3 cos 2 · 
l 11 . 31 - 4 tg (- ) . SIП 4 

~~~-:-~-t=~,.........\~~ 

cos (- 3,5) 

Найти числовой значение следующего числового выражения (22 -
101): 

2х . 5х 
cos-+sm-

24. 3 6 

tg (- ~) 
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ctg 2х 
3 

2 +--. 
sin !!. 
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. .31t 51t sin- cos-•s 4 6 . х 
1.. ( 3 )+-·Sm-2. 1t. 1t 1t 

cos-+sm -- ctg-
2 4 3 

1t 1t cos- - tg-
%6. . 6 6 . sin~6. 

sm (- 7t) + cos 7t 

27. cos - l001t+j)sш(20x- 56x)tg(llx+~} 
. 7t 1 tx 7t 

sm 112х+- cos -+-
2S. 2 2 3 . 

tg~-ctg(:) 
29. [ tg ( 13х + j )+ cos ( 15х - 5

67t] ctg 
2
37t. 

. ~х х . 12n... Зх 
SIП - COS - - S1П - u~ - -

30. 3 51t4 ( 1t) 1t 4 
tg-cos -- ctg-

6 4 4 
1t 57t 

ctg - - . tg (- 1t) - cos - -
4 6 

31. ) ( 2 . 1t 1t . 
tg -3- lOJt cos -3+ lOJt 

1t -llJi: 1t tg -- tg --
32. 3 2 6 . 

[ 
1t . 1t 37t 

COS - l + S1П - 4 COS 4 
. 1 1t l87t (- l57t} 33. smтcos(ll37t) +tg4cos -2-

. 447t ( l51t) 
. 4%: 51х 11?.t sm Т cos - 4 

34.sin(-т)cos(т)+tg(--4 }зs is[-~}~~-
. 637t ( 851t) ( 117t~ 49Jt 36. s1n 4 cos - 6 tg -т ctg6 . 

37. cos 1831х sin(- З~x)tit- 1/} 

38 377t . ( 89Jt) 2 l37t} . cos 4 s1n - 6 cos -
3
-

57х . ( 17х) cos-s1n -- • ...э 2 6 3 ~ (- 1 l21t) - cos (l l57t) 
:JJ. ( 11sx) ( н1х)· 40

· . 2 1191t sзх · 2tg --- -сщ2 --- sm --+ctg-
4 2 3 2 
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93. (, . 
11:-arctsltl~ 

UCC08 (COS 11:) - arcsin ( sin ю 
". 2....,.rcta ~1+arcta["r-ч 
95. arcsin (~ 2) + k.cos (COS lb). 
Н. arccos (cos (-9)) - arcsiщsin 7). 
fJ7. arcts [tl (- 6)] - arcsin (sln 8). 

98. arccos cos 
1
: + arcsin [sin (- 7)). 

" arcsin sin ...fК' + 211: 
• arctg [tl (- 8)) - Зк' 
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100. arcta(tg lэО)-2~~) 
101. arcc:Jrcos -5)) +ar [~(-8)). 
Доказать справсДJJИВОСТЬ следующеrо числовоrо равенсrва (101 -

х ../2 - "J2 х -"" 101 .• ш 8 = 2 . 103. ta 8 =--."' -1 . 

. х ..JS-1 . х "6-2 
104. sш 10=-4-.105. sш12=-4-· 

х ../10 + 2"JS х "6 - 2 
106. cos 10 = 4 . 107. cos 12 = -4-· 

х . 2х . 41t ..JJ х Sx 7х _ffГ 
108. sin 9 м 9 м "ii =т· 109. 8 cos "ii cos "ii cos"ii = ... ". 

х llx 7х . х 1 
110. cos 30 сов 10" cos 30 81П 15 = 16' 

х llx 13х "6 + ..J! 
111· cos Э6 сов Э6 cos Э6 = 16 . 

х 2х Эх 4х 5п 6к 7х 1 
111. cos 15cos15cos15cas15cos15cos15cos15 = 128' 

.-2 х • ..2 2х х 4lt 5п 1 
113. "' 5 чs 5 = s. 11.с. cos 7 cos 7 cos 7 = 8. 

x.Sx 7xl х 2х Эх 4xl 
11s. м "ii sin "ii sin "ii = 8. 116. cta 9 щ 9 cta 9 cta 9 = з· 

х 2xl Эх xl 
117. cos5- cos5=2· 118. sin 10 - sin 10 =2· 

7х 7х _,., 2х 4х 6п 1 
119. ctg "ii + 4cos "ii = "_,. 110. сов т +сов т + СО1 т = - 2· 

2х 4х 7х х 1 
111. сов 15 +соs15- cos15-cos15=2· 

х 9n: х 9к "_,., 
111. Cfg 24 +tg12-tg 24 - cfg 24 = 6 + Л..), 

х 2х 4lt 2х _,., 
113. ta9+tв9+ta9-8sin9=--._,, 

х Эх Sx 7х 9к 1 
114. cos ТТ + cos ТТ + cas ТТ + cos ТТ + cas ТТ = 2· 

4 х 4 Эх . 4 5п . 47х Э 
115. sin 16 + sin 16 + 81П 16 + 81П 16 = 2· 

sin8 10 сов8 10 sin6 10 cos6 10 sin4 10 1 
l1'.-8---8---э-+-6-+-4-•24· 

117. ~-~+ . •Эх. 118. an:s1n(sin ~)=~· 
м 7 sinT м7 

119. an:sin(cos l)=x 2 
2
.130. an:s1n(cos(- 1~))=-i· 
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131. ~ (sm ~~ )= ~· 132. ~ (sm (-i ))= ~· 
133. ~(cos(- ~))= ~· 134. stn(2~!)= ~· 

~ 1) ../5 +4-k 135. s!n arccos3+~з = 9 . 

13'. cos 2 amg~-i))=~. 
137. cos ~п-arcsin!1= ~· 
138. " ( 2 + amg 3) = - i 
139. amg (fl 6) = 6 - 2к. 1.СО. an::sin (sin (- 5)) • - 5 + 2n. 

141. ~ (COS 9) = 9 - 2n. 142. arcta 2 + arcta (- t )= ~· 
3х 

143. arcta (- 2) +amg (-3) =-4· 

1..... . 4 . 12 . S6 
-· arcsm 5 + arcsm 1з + arcsm 65 =к. 

1 1 1 1 х 
145. amg 3 + arcta 5 + arcts 7 + amg i = 4" 
146 . 4 . 5 . 16 х 

. arcsm 5+arcsm1з + arcsm 65 = 2· 
147. amg 1 + arctg 2 + amg 3 =к. 

. 2 41 -rr -16" + 1 к 
148. 2arcsm 1 = ~ 49. 149. arccos -v3 -~ ~ = б· 

1 1 1 1 32 
150. 2 arctg 2 + amg З = arctg3. 151. amg i + 2 arcta 5 = arctg 43. 

cos 10 l+ta5 . 2 
152. 1 _sin 10 - 1 -ta 5. 153. 2 sm 14 + cos (4. 7) = 1. 

2sin6+sin 12 ~-2 cos6-cos9+cos 12 
154· 2 sin 6 - sin 12 = счs 3· 155· sin 6 - sin 9 + sin 12 = ctg 9· 

156 
sin 8 - sin 10 - sin 12 + sin 14 _ sin 11 

. cos 4 - cos 6 - cos 8 + cos 10 - СО& 7 . 

157. sin6 ..f'f" + cos6 ..ff" +~2 2..f'Г = 1. 

158. sin ..Jf sin (2 - Vf) + cos2 1 + sin2 (1 - -lf) = 1. 

15'. 1 + sin 4..Jf + 1 = 2 
1-2siп2Ю l-ti2ff 

Х _rт Х _rт • 2 rт 
C0S 3-""4Q C0S 3+""4U +SШ ""40 

1'8. ( = 1. 
sin2 2..J6 - sin 2.../6 - ! cos 2-16" - ! 6 3 

161. sln 8 - cos 8 tg 4 =" 2. 
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162. 4 sin (.Jf + х) sin ( .JS + s; 1cos ( ~ - .JS )= sin 3.Jf. 

163. 1 - sin6 1 - cos6 1 =j_ 
1 - 2 sin2 2 - .J3 sin 4 2 
cos 2Ш - cos 6../IТ + cos lo-IIГ - cos 14"1Т 

164· sin 2ill + sin6'Jii + sin lblfГ +sin 14../IТ =tg 2..JIТ. 
165. sin 23 + cos 23 - sin 69 - cos 69 = sin 23. 

2 sin 46+4sin2 23-2 

166. 1+cos17 + cos 34+ cos 51=cos17. 
2 cos 17 + 4 cos2 17 - 2 

167. sin 2+ sin 4+ sin 6 =4 sin 3 cos 2 cos 1. 
168. sin 2Ш + sin 4.JIЗ - sin 6./П = 4 sin 3.JIЗ sin М3' sin ill. 
169. tg 1 + ctg 1 = 2 ctg 2. 170. _3 - 4 cos 2 + cos 4 - tg4 1. 

1+tg2tg1 3+4cos2+cos4 

171. sin
2 

2 сов 6 + cos
2 

2 sin 6 = 2 cos 4. 
sin3 1 cos 3 + cos3 1 sin 3 

3х llx 
cos 1+т +2cos 1-6 

172. 3 = ,f'f ctg 1. 
2sin !+1 +.JЗsin -.!_1 

3 2 
173. (1 - l)(Cfg 1 - 1) = -2 ctg 2. 
174. (COS 2 tg 1 - Sin 4)(С<Ж 4 ctg 2 + sin 4) = - 1. 

175 
sin 13 + sin 14 + sin 15 + sin 16 _ tg 29 

· cos 13+cos 14+cos lS+cos 16- 2 · 

176.1--lf cos(9;-3)-2cos2(
5
;-i)=2sin(i-3} 

sin (2"'2° + 1) + sin (2.../! - 1) -cos ~ -2.../! 
177. = tg 2..J!. 

cos(2..J! + 1) +cos (2.../! - 1)- sin ~+ Ю 
х 

l+COS(4-2x)+COS 4-2 
178. ( = ctg 2. 

1 +cos (х+4) +cos ~+4 

179. sin
2 

2 (1 + coscc 2 + ctg 2) (1 - cosec 2 + ctg 2) = cos 2. 
cos 2 (1 + sec: 2 + tg 2)(1 -sec: 2 + tg 2) 

llO. ((~·)) + ..., ~-) -·· 
sec:2 .J3 - ~ - 1 cosec2 Т + .J3 - 1 
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181. 8 cos(~ - з )sш(j- 2)sin3cos9=sin18. 

181. f& 3 - f& 2 -tg 1=f&3 f& 2 f& 1. 

183 1 - 2 cos2 7 - 1 

. 2ts(1-~)sin2 (5i+1)- . 
184. 1 + sin 2 - 2 cos2 

l = .J2 sin (2 - ~} 
185. 1 - sш(3;-2)-cos(2- ~)=м sin 1 cos(1- ~} 
186. 6 sin

2 
1 - сц 2 - 1 = - 8 cos ( 1 + j )cos (1 -j} 

117. 2 cos
2 

3+ 2 cos 6- 3 = 8 cos (3+ j)cos(3 ~i} 

.". [si•(j-6)+1ln(•-6>f +"'(3:-6).+сос(:Ъ.-б)f-2 
[ х (11: r ~ 5х ·r 2 189. t&4-t& 2- l + cta4+ctg(x- 1) = sin2 i' 

1м. 2(sin6 5+ Со1 s)-з sin4 5+cos4 5)+1 =О. 
1 1 1 1 

191. cts 8 -ta8-2 ta 4 -4ta2=scta1. 

191. tg2 ta(~ -1)+f&2 f& (i- l)+~i-1 )ta(j-1)=1. 

193. sin (Cf& 5) + sin (f& 5) = 2 sin ( iш1 10 cos (Cf& 10). 

194. 1 + cos 2 + cos 4 + cos 6 = 4 J: 1 2 cos 3. 
195. sin 2 + sin 4 - sin 6 = 4 sin 1 sin 2 sin 3. 
196. sin2 5 + sin2 ..J2" + 2 sin 5 sin ..J2" cos (5 + ..J2°) = sin2 (5 + ../!). 

197 
cos 1 + sin 1 _ 1 + 2 cos2 1 2 

· sin 1 - cos 1 cos2 1 ( tg2 1 - 1) 1 + tg 1 · 

Доказать справсд11ИВОСТЬ следуюшеrо числовоrо неравенС111В (198 -
Ш): 

198. sin 1 + cos 1>1. 1'9. sin 1+f&1 > 2. 

200 . 2 + ..J3 sin 2 + sin ..J3 
.sm-2-> 2 · 

..J3" ..J2" 
../3" + -Г2 cos т + cos т 

101. cos 4 > 2 

201. sin ( cos I) < cos ( sin ю 
203. sin ~ ..J2°) < cos (ks ..J2°). 
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1 1 4../3 

- sш(1+j)+ a1n j-1 >-3-. 

215.t:~ (1+~ >3+М: 
206· siD. 1 . sin 2 > . 1 + '12'· 

sш-2-

187. cos 1 + cos ./[ + ~ (1t - 1 - "5) < ~· 
208. siD.2 (1t - ./[ - ../3) > sin 'J:l'I sin 2'/f. 
·- . 1. "5. Jt-1-..ff 1 
.и17. sm2sштsm 2 <з· 

210. 4 sin 3 (3 + ...Jf) + S > 4 cos ~ (3 + ...Jf) + S sin (3 + "5). 
"_,,. _w 17 1 6 6 2JI. -4 < C0S Л/ + 3 sin '11 <3. 212. 4 <siri 12+ C0S 12 < 1. 

1 1 1 
213. ~+~+ 21t-'б°-"2'>6. 

соsт соsт cos 2 

214. arcsin j < an:sin ~· 215. arccos ~ < arccos i· 
2 1 . -~ 

216. arots 9 s uав 3. 211. an:ctg <3"" > < arccta 4. 

1t 2 2 1t 
218. 2 an:ctg 4 + anx:tв 3 > 4. 219. uag s + uag 3 > 4· 

no. arccos (-j < arccos (- ~} UI. uaa ~ > uaa .JJ - ~· 
222. arccos (-j > ~+ an:sin j. m. an:ctg <- 3> < J-uaв 3. 

Ш.3~(- 5
5 

-2arcsin(-2f)>2;. 

4 1 з. 
225. an:ctg s + arccta 3 < 4· 

1 1 4 1 
ш. 2 arccos 4 > arccos s - arcsin э· 

2 12 . 1 1t 
227. arccos S + arccos 13 + arcsm4 > 2· 

2Z8. 12 са?- 1~ + 7 siD. 1~ < 13. 229. sin 4 + cos 4 > -.ff. 

230. cti 3 + cti' 3 - ctg 3 - 1 <о. 
231. cos ./[ + cos 2fi + cos 3.ff <о. 

232. 2 cos 1 + sin 1 >" t· 233. ti- ? + cti' 7 > 2. 
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1S ( 1S 1S) coa'j 1 
134. 2 cos 2 cos 2 - .J8 t& 2 < s. 135. соа' l > 3 tgб. 

6 
. 119к 

2+.J!- 4 cos-12 . 3. 3. 9 . 3 
236. 19х 19к > 2. 137. 4 вш i вш 4 вш i < вш 2· 

sin 12 -соsт 
138. 2 са?- "1J - sin ../3 + sin 3../3 < 1. 

239. 6 са?-~ ti' .,f[ < 2 sin2 .,f[ + 3 ti' ../2. 

248 . .../s- 2 sinf > 6 sinf-1. 241 . ../2+4 СО12 > !+з СО1 2. 

ю . .JSiii7" + ../ёОi'1" > 1 . 
• "'JI 61 "Jj .-2 '13 1 3 ../3" 
~. '4з+ 2 tат-" т>2+2tат· 
ш. cos 1 + cos 3 > СО8 2 + СО8 4. 

Упрск:1и1ь (245 - 2'2): 

us . ..rr (•-9J +ia'cx-9) ia'(зj+ 9 )нm(j+jCOI с9-2х). 
246. 1-siQ(1-2s) cos(1-3;J-ta<к-l) ra(2- •)-

- 2 соа' (К+ 1). 
..... . к . 7к . 1 11к . 2 2Sк • 2 29к . 1 34к 
_,. 1Ш 9 вш "ii + 1Ш 18 сог-тs + SID ""i8 СОГ 18· 
.". (, . 5'1; . 5'1;) (, . 13к . 1"- к_) 
-.lвштт+вш9 lsш,--sш 712 + 

+(sin 
1
1
1
; +sin •::)(а.~ -CDI ~} 

24' .... 'Г !2 cos ,4 -~ ... ,~-41. 
sin j-4 сtа(к-4) cts 2+4 

. 1 3к 1 1 к 
•lllA 1Ш Jt-4 C0S 2-4 f& i-2 
..,.,. к 3к 1 1) . 

cos 2+4 cos 2+4 tg к+4 

251. COS(2..ff - 2s} + СО8 (~ -.Jf)sin (К+ .J2°). 

iu :{i+s~)+щ(3; +s)11~-s)ш. 11:~; ·1&14. 

254. 2 sin м. sin 2../19 + 2 cos 4../19. СО1 1CWIJ. 
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255. sin 3-Jfi" + 2 · sin s-Jfi" . cos 2-Jfi". 

256. sin ( j- 1). sin 1 . cos 2. 257. 
1 ;:§. ~ '1· 

258. sin 2'ff + tg 2""' 259. sin4 1 + cos4 1 - 1. 
cos 2'ff + cta 2'ff' sin6 1 + cos6 1 - 1 

"~" cos 2..JS - sin 2"15. cts 2..JS 
-· 11: 211: • 

cos5cos5 

261. cti' 10 -ti- 10 - 8 СО8 20 cta 20. 
"~2 cos 3 + ~ sin 3 
- • СО8 3 - 'J3 sin 3· 

Найrи наиболыuее А и наименьшее В такие, что при тобом ~-
JDIВO следующее·дJОАное неравенство (263 - 265): 

263. А s sin р cos р cos 2Р cos 4Р s В. 
264. AssinP+2cos ps В. 
265. As4sin2P- 3 cos 2PSB. 
Ш. Дохазать, что равенство (sin Х) а+ (cos Х) а= 1 llЫllOllllJl-:'J'C.11 при 

JDD6oм х в том и ТО11ЫС0 в том спучае, когда сх = 2. 



Гл а в а V 1. ФУНКЦИИ И ИХ ГРАФИКИ 

При рассмотрении количественных отношений явлений 
реального мира приходится иметь дело с численными зна

чениями различных величин, например времени, цуrи, 

скорости, ускорения, объема и J:.д.,,;.Q ~симОСПJ оТ.' ·~Що
сматриваемых условий одни из величин имеют посто.янные 
числовые значения, у других - эти значения переменные. 

Такие величины называют соответственно постоянными и 
переменными. Например, при равномерном двиЖ:ении ско
рость v постоянна, время t и пуrь S переменные, причем 
S = vt. При свободном падении тела, брошенного без на
чальной скорости, ускорение силы тяжести g постоянное, 
время движения t и пройденный пугь S переменные, при-

чем s=кf. 
Изучение окружающих явлений показывает, что пере

менные величины изменяются не независимо друг от друга, 

а изменение численных значений одних из них влечет за 
собой изменение значений других. Здесь будут рассматри
ваться лишь пары переменных, значения одной (зависимоU) 
ю которых изменяются в зависимости от значений другой 
(независимой). При этом в рассматриваемую зависимость 
двух переменных величин кроме этих перемеЮIЫХ мoryr 

входить и некоторые постоянные величины, которые обыч
но называют константами. В приведенных выше примерах 
естественно считать t независимой переменной, S - зави-

симой переменной, а f и v - константами. Приведем 

другие примеры таких пар перемеЮIЫХ величин: площадь 

круга S = rtK ·(R - радиус, 1t - константа), где S меняется 
в зависимости от R; закон Бойля - Мариотта: р = -V. ( V -
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объем некоторого количества газа, р - давление этого газа, 
с - константа), где р меняется в зависимости от V. 
Независимая переменная может принимать не любые 

числовые значения, а лишь значения, продиктованные 

условиями рассматриваемой задачи. Например, при сво
бодном падении тела, брошенного без начальной скорости 
с высоты Н, время движения t можно брать только из 

промежуrка [О, ~2:J. 
Подчеркнем, что в приведенных примерах каждому зна

чению независимой переменной соответствует только одно 
значение зависимой переменной. Ниже будет рассматри
ваться только такая зависимость пар переменных. 

§ 1. Определевп и примеры 

ПОВJП11е фувкции. Пусть дано некоторое множество 
чисел Х и пусть указано некоторое правило (закон), обо
значаемое буквой/, по которому каждому значению величи
ны х (независимой переменной) из множества Х C11Ul8UlllCll 

в соответствие единственное значение величины у (зt18исшюй 
переменной), обоэначаемоеj(х). Тогда принято говорить, что 
дана функция у = ./(х) с областью определения Х, или что дtJIUJ 
функция у= ./(х), определенная на множестве Х Множество 
У - множество всех значений, которые принимает при 

этом переменная, называется областью изменения функции 
у= ./(х). . 

В этой книге в основном будут рассматриваться такие 
функции, для которых закон, устанавливающий соответст" 
вия, задается посредством формул. Такой способ задания 
функции называется аналитическим. 
Примеры функций. 
1. Пусть п - некоторое фиксированное натуральное 

число, тогда каждому действительному числу а можно 

поставить в соответствие (см. гл. IV) одно действительное 
число d'. Значит, можно сказать, что указан закон, по 
которому каждому значению х из множества всех действи

тельных чисел ставится в соответствие одно числовой 
значение Х'. Другими словами, задана функция у = i' с 
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областью определения - множеством всех действительных 
чисел. 

2. Пусть (- п) - некоторое фиксированное целое отри
цательное числоt тогда каждому отличному от нуля дейст
вительному числу а можно поставить в соответствие (см. 
m. IV) одно действительное число а- ". Значитt этим 
соответствием задана функция у = х-" с областью опреде
ления - множеством всех отличных от нуля действитель

ных чисел. 

3. Пусть а - некоторое фиксированное положительное 
нецелое числоt тогда каждому неотрицательному числу а 

можно поставить в соответствие (см. гл. IV) одно действи
тельное число аа. Значитt этим соответствием задана функ
ция у = Х" с областью определения -- множеством неотри
ца:rельных чисел. 

4. Пусть (- а) - некоторое фиксированное отрицатель

ное нецелое числоt тогда каждому положительному числу 

а можно поставить в соответствие (см. гл. IV) одно число 
а-а. Значитt этим соответствием задана функция у= х-а с 
областью определения - множеством всех поло.жительНЬ1Х 

чисел. 

5. Пусть а - некоторое фиксированное поло.жительноеt 
не равное единице числоt тогда каждому действительному 
числу Ь можно поставить в соответствие (см. гл. IV) одно 
число tl. Значитt этим соответствием задана функц:Ия 
у = tl с областью определения - множеством всех дейст
вительных чисел. 

6. Пусть а - некоторое фиксированное поло.жительноеt 
не равное единице числоt тогда каждому положительному 

числу Ь можно поставить в соответствие (см. гл. IV) одно 
число log)I. Значит t этим соответствием· задана функция 
у = log,,x с областью определения - множеством всех по

ложительных чисел. 

7. Каждому действительному числу а (ш радианной 
мере угла а) можно поставить в соответствие (см. гл. V) 
одно число sin а. Значитt этим соответствием задана функ
ция у = sin х с областью определения - множеством всех 
действительных чисел. 

J 2 Алгебра. трш·оr.tом~тrня 
н элемеитt:1рнt-.1t" функ1щ11 
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8. Каждому действительному числу а (как радианной 
мере угла а) можно поставить в соответствие (см. гл. V) 
одно число cos а. Значит, этим соответствием задана функ
ция у = cos х с областью определения - множеством всех 
действительных чисел. 

9. Каждому действительному числу а (как рацианной 

мере угла а), такому, что а 'Ф ! + rtk, где k - любое цел~ 

число, можно поста.вить в соответствие (см. гл. V) одно 
чit:сло tg а. Значит, этим соответствием задана функция 
у = tg х с областью определения - множеством всех дей-

ствительных чисел, кроме чисел а 'Ф ! + rtk, где k - любое 

целое число. 

10. Каждому действительному числу а (как радианной 
мере угла а), кроме а= rtm, где т - любое целое число, 
мо:жно поста.вить в соответствие (см. гл. V) одно число 
ctg а. Значит, этим соответствием задана функция у= ctg х 
с областью определения - множеством всех действитель
ных чисел, кроме чисел а = rtm, где т - любое целое число. 

11. Каждому действительному числу а из отрезка - 1 s 
s а s 1 можно поставить в соответствие (см. гл. V) одно 
единственное число arcsin а. Значит, Этим соответствием 
задана функция у = arcsin х с областью определения -
множеством всех действительных чисел,. принадлежащих 
отрезку [- 1; 1]. 

12. Каждому действительному числу а из отрезка - 1 s 
s а s 1 можно поставить в соответствие (см. гл. V) одно 
единственное число arccos а. Значит, этим соответствием 
задана функция у = arccos х с областью определения -
множеством всех действительных чисел, принадлежащих 

отрезку [- 1; 1]. 
13. Каждому действительному числу а можно поста.вить 

в соответствие (см. гл. V) одно единственное число arctg а. 
Значит, этим соответствием задана функция у= arctg х с 
областью определения - множеством всех действительных 
чисел. 

14. Каждому действительному числу а мо:жно поста.вить 
в соответствие (см. гл. V) одно единственное число arcctg а. 
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Значит, этим соответствием задана функция у = arcctg х с 
областью определения - множеством всех действительных 
чисел. 

3 а меч ан и е. Функции, .рассмотренные в примерах 1 -
14, называются основными элементарными функ.циями. 

15. Рассмотрим функцию, определенную для любого 
действительного х по правилу: у = 1, если х - рациональ
ное число; у = О, если х - иррациональное число. Эrа 
функция называется функцией Дирихле. Коротко эту 

функцию записывают так: 

_ { 1, если х - рациональное число, 
У - О, если х - иррациональное число. 

16. Рассмотрим функцию, определенную для любого 
действительного х по правилу: у = 1, если х - положитель
ное число; у = - 1, если х - отрицательное число; у = О, 
если х· = О. Эrа функция называется знаком х и обознача
ется так: у = sign х. Определение этой функции коротко 
записывают так: 

!-1, если х< О, 
у = signx = О, если х = О, 

1, если Х> 0. 

17. Рассмотрим функцию, определенную для любого 
действительного х по правилу: у = п, если х - положитель

ное число, причем х = п + а, где п - натуральное число. и 

О s а < 1; у = - т, если х - отрицательное число, причем 
х= - т + р, где т - натуральное число и О s; р < 1; у= О, 
если О s х < 1. Эrа функция называется целой частью х и 
обозначается так: у= [х]. Коротко функцию у= [х] можно 
определить так: [х] - есть наибqльшее целое число, кото
рое меньше или равно х. 

18. Если каждому действительному числу поставлено в 
соответствие одно и то же действительное число с, то 

говорят, что задана функция у = с с областью определе
ния - множеством всех действительных чисел. 
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06.ucn. CJIЦec"n088IDIJ в область взме._ ф7._. 
Первый вопрос, на которых надо ответить при исследова
нии функции, - это вопрос об области определения и 
области изменения этой функции. 
Из определения функции вытекает, что функция у= ft.x) 

должна задаватьс:Я вместе с ее областью определения Х При 
этом подчеркнем, что область определения функции может 
задаваться либо условиями решаемой задачи, либо физи
ческим смыслом изучаемого явления, либо математичес
кими соглашениями. 

Однако часто, задавая функцию у = j(x) аналитически, 
не указывают явно ее область определения. В таких СJJУЧаях 
принято рассматривать функцию в ее естественной области 
определения. 

Естественной областью определения, или областью суще
ствования функции у= j(x), заданной аналитически, назы
вают совокупность всех де.йствительн:ы:х значений незави
симой переменной х, для каждого из которых функция 
принимает действительные значения. Итак, область суще
ствования функции определяется самим законом (форму
лой), задающим функцию, а область определения ее зада
ется условиями или смыслом решаемой задачи, т.е. облас
тью определения функции может быть любая часть области 
существования функции или они мoryr полностью совпа-

дать. Например, для функции у = ~ область существова
ния - (- -; + -) , а область ее определения при падении 
тела с высоты Несть отрезок [О, "2

: J. 
Таким образом, всегда, когда говорят, что дана функция 

у= j(x), считают, что уже дана область ее определения Х -
она либо указана явно, либо есть область существования 
этой функции (и тогда ее надо предварительно найти). 
Что касается области изменения функции у = j(x), то она 

вычисляется по уже заданной области определения. 
Примеры. 
1. Пусть дана функция у = -Vsm х - 3 . Область существо

вания этой функции - пустое множество, т.е. Х = 0, еле-
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довательно, и область изменения - пустое множество, т.е. 
У=0. 

2. Пусть Дана функция у = ..Jlog2 sin х. Область существо-

вания этой функции - множество всех чисел Xt = j + 21tk, 

где k - любое целое число, т.е. Х = {1+21tk 1 k е ~- Легко 
видеть, что область изменения состоит из одного числа 
нуль, т.е. У= {О}. 

3. Пусть дана функция у= .../1 - ? . Область существова
ния этой функции есть отрезок [- 1; 1], т.е. Х= [- 1; 1]. 
Леrко видеть, что область изменения есть отрезок [О; 1], 
т.е. У= [О; 1]. 

4. Пусть дана функция у= _ h Область существова-
v 1 - х 

ния этой функции есть интервал (- 1; 1), т.е. Х= (- 1; 1). 
Легко видеть, что Область изменения есть промежуrок [1; 
+ -}, т.е. У= [1; + -). 

5. Пусть дана функция у= _ ~ с областью определе
v 1 - х 

ния Х = r О; ifl,_ тогда легк~ в~еть, что область изменения 
есть ~ок"[i, 2], т.е. У- [1, 2]. 

Оrравиче1111Ь1е фувкцни. Функция у = J(x}, определенная 
на множестве Х, называется ограниченной снизу, если суще
ствует число А такое, что А sj(x) для любого хе Х 
Пр им ер. Функция у = tl ограниченная снизу на всей 

области существования, так как (см. гл. IV) О< tl для 
любого действительного х. 
Функция у = J(x), определенная на множестве Х, назы

вается ограниченной сверху, если существует число В такое, 

что J(x) s В для любого хе Х 
Пр им ер. Функция у= .../.-1---;--ограничена сверху на 

всей области существования, так как ..J 1 - ? s 1 для любо
го х такого, что хе [- 1; 1]. 
Функция у= J(x), определенная на множестве Х, назы

вается ограниченной, если существует число М > О такое, что 
l/{x)I s М для любого х е Х 
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Пр им ер. Функция у = sin х ограничена на всей области 
существования, так как lsin .xt s 1 для любого действитель
ного х. 

Можно доказать, что функция у= .f(x), определенная на 
множестве Х, ограничена на этом множестве тогда и только 
тогда, когда она одновременно ограничена и снизу и сверху 

на этом множестве. 

Пр им ер. Функция у = "1 - } ограничена на области 
существования Х = [- 1; 1], так как на этом множестве она 
снизу ограничена нулем, а сверху - единицей. 

Четвосп. и вечетвосп. фупциt. Говорят, что множество 
Х симметрично относительно нalftllla координаm, если мно
жество Х таково, что (- х) е Х для любого хе Х 
Функция у = ./(х) называется четной, если область ее 

определения есть множество, симметричное относительно 

начала координат, и если ./(х) = ./(- х) при любом х е Х 
Пр им еры четных функций: 

у=~. у= cosx, у= "1-?, у=~. у= 8ж
1

• 
l+x 

О любой четной функции у = ./(х) с областью определе
ния Х говорят, что она симметрична относительно оси 
ординат, так как для любого хе Хточки IUIOCKOCТИ (x,f(x)) 
и (- х,./(- х)) симметричны относительно оси Оу. 
Функция у = ./(х) называется нечетной, если область ее 

определения есть множество, симметричное относительно 

начала координат, и если./(- х) = -./(х) при любом хе Х 
Пр им еры нечетньi:х функций: 

у = х, у = sin х, у = ~. у = r' у = arctg х. 

О любой нечетной функции у = .f(x) с областью опреде
ления Х говорят, что она симметрична относительно начала 
координат, так как для любого х е Х точки IUIOCKOCТИ (х, 
.f(x)) и (- х, ./(- х)) симметричны относительно начала 
координат. 

Наряду с четными и нечетными функциями есть функ
ции, не являющиеся ни теми, ни другими, например, 
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такими являются функции у = 'У, у= lg х, у = arccos х, 
у=Гх. 
Теорема 1. Всякую функцию, определенную на множест

ве Х, симметричном относительно начала координат, можно 
представить в виде суммы функций, каждQ.11 из которых 
определена на том же множестве Х и одна из которых 
чеmнQ.111 а другQ.11 нечетнQ.11. 
Доказательство. Пусть функция у= j(x) имеет об

ласть определения Х, симметричную относительно начала 
координат. Покажем, что существуют функции у = «р(х) и 

у= v(x), каждая из которых определена на том же множе
стве Х, и они такие, что у = «р(х) + v(x) = j(x), где у = «р(х) -
четная, а у = v(x) - нечетная функция. Положим 

«р(Х) = j(x) + f- х)' 'l'(X) = j(x) -:- Х) • 

Ясно, что каждая из этих функций определена на множе

стве Х и что «р(- х) = «р(х), v(- х) = - v(x) и J(x) = «р(х) + 
+ v(x). Теорема доказана. 
Пр и t.t ер. Функцию у = 2.х можно представить в виде 

r 2-· 
суммы двух функций у= «р(х), где «р(х) = +

2 
, и у= v(x), 

где v(x) = 2х 2 Г", причем функция у= «р(х) - четная, а 
функция у = v(x) - нечетная. 
Замечание. Наряду с понятием четной функции, т.е. 

функции, симметричной относительно оси ординат, 

можно ввести более общее понятие функции, симметрич
ной относительно вертикальной прямой, проходящей через 

точку (а, О). Говорят, что множество Х симметрично отно
сительно точки (а, О), если множество Хтаково, что точка 
(2а - х) е Х для любого х е Х. 
Функция у = J(x) называется симметричной относительно 

вертикальной прямой, проходящей через точку с координfl!IЮ
ми (а, О), если область ее определения есть множество, 
симметричное относительно точки (а, О) и при любом х из 
области определения j(2a - х) = j(x). 
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Пр им ер. Функция у = sin х симметрична относительно 
вертикальной прямой, проходящей через точку (п/2, О). 
Действительно, областью определения этой функции явля
ется вся числовая прямая, следовательно, это множество, 

симметричное относительно любой точки, в том числе и 
относительно точки п/2, а равенство sin [2(п/2) - х] = sin х 
для любого действительного х очевидно. 

Возраставне и убывавве функций. Функция у = j(x), оп
ределенная на множестве Х, называется возрастающей на, 
этом множестве, если для любой пары чисел х1 и х2 этого 
множества из неравенства х1 <~следует, чтоj(х1 ) <j(~. 
Пр им еры. 1. Функция у = х возрастает на проме.ж:уrке 

(- -; + -). 
2_. Функция у = ; возрастает на проме.ж:угке [О; -). 
3. Функция у= sin х возрастает на отрезке [- п/2, п/2]. 
Функция у = J(x), определенная на множестве Х, назы-

вается убывающей на этом множестве, если для любой пары 

чисел х1 и ~ этого множества из неравенства х1 < ~ следует, 
чтоj(х1 ) > J(~). 
Примеры. 1. Функция у= (l/2)'1: убывает на проме.ж:уr

ке (- -; + -). 
2. Функция у= sin х убывает на отрезке [п/2; Зп/2]. 
Функция у = j(x), определенная на множестве Х, назы

вается неубывающей на этом множестве, если для любой 
пары чисел х1 и ~ этого множества из неравенства х1 < Xi 
следует, чтоj(х1 ) ~J(~). 
Пример. 
Функция у= ~ является неубывающей на проме

.ж:угке (- -; + -). 
Функция у = j(x), определенная на множестве Х, назы

вается невозрастающей на этом множестве, если для любой 
пары чисел х1 и ~ этого множества из неравенства х1 < Xi 
следует, что ft..x1) '2:.j(~). 
Пример. 

{;.для х<О Функция у = 
0 0

' является невозрастающей на 
, ДЛЯ Х'2:. 

проме.ж:угке (- -; + -). 
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Функции возрастающие, убывающие, невозрастающие и 
неубывающие называются монотонными функцuн.ми. Функ
ции возрастающие и убывающие называются строго моно

тонными функцuн.ми. 
Периодвчвос:n. фу-IUЩИЙ-.... Функция у = ./(х) называется 

периодической, если существует число Т ~ О такое, что для 
любого х из области определения функции у = ./(х) числа 
(х + 1) и (х - 1) также входят в область определения и для · 
любого х из области определения ./(х + 1) = ./(х). 
Замечание. Для периодической функции имеет место 

равенс'l'Во ./(х - 1) = ./(х). Действительно, функцИя у = ./(х) 
в точке (х - 1) определена и ./(х) = J[(x - 1) + 1] = j(x -
-1). 
Теорем а. 2. Если число Тесть период функции у = ./(х), 

то число Q = т Т, где т - любое фиксированное отличное от 
нуЛJ1 целое число, будет периодом этой функции. 
Доказательство. Докажем, что для любого х из об

ласти определения функции у = ./(х) и любого натурально
го п: 

а) точки (х + п1) и (х - п1) принадлежат области опре-
деления функции у = ./(х); 

б)./(х) = j(x + п1) и./(х) = j(x - п1). 
Пусть п = 1, тогда согласно определению и замечанию: 
а) точки (х + 1) и (х - 1) принадлежат области опреде-

ления функции у = ./(х); 
б) ./(х) = j(x + 1) и ./(х) = j(x - 1). 
Предположим, что для п = k справедливо уrвержде

ние а). Докажем справедливость уrверждения для п = k + 
+ 1. Действительно, по предположению точки (х + k1) и 
(х - k1) принадлежат области определения функции 
у= ./(х) и Тесть ее период. Следовательно, точки [(х + 
+ k1) + 1] и [(х - k1) - 1], т.е. точки [х + (k + 1)1] и [х -
- (k + 1)1], принадлежат области ее определения. 
Итак, для любого х из области определения функции 

у = ./(х) при любом целом отличном от нуля т точка 
(х + т1) принадлежит области ее определения. 
Предположим, что уrверждение б) справедливо для лю

бого п = k, т.е . ./(х) = ./( + k1) и ./(х) = j(x - k1). Докажем 
справедливость уrверждения б) для п = k + 1. Действитель-
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но, так как Т является периодом функции у = ft.x), то для 
точки (х + k1) имеем/[ (х + k1) + Т = ft.x + k1), но по пред
положению ft.х) = ft.x + k1), следовательно,ft.х) = j(x + (k + 
+ 1) 1]. Аналогично для точки (х - k1) доказывается, что 
ft.x) = j(x - (k + 1)1], т.е. для любого целого отличного от 
Нуля т уrверждение б) доказано. 

Итак, теорема 2 доказана. 
Пр им еры. 1. Функция у = sin х имеет периодом число 

Т= 21t, так как для любогохчисла (х + 21t) и (х- 21t) входят 
в область определения этой функции и sin (х + 21t) = sin х. 

2. Функция у= х - [х] имеет период Т= 1, так как она 
определена для любого х и (х + 1) - [х + 1] = х - [х]. 

3. Функция, определенная следующим образом: 

_ { 1, если х - любое рациональное число, 
У - О, если х - тобое иррациональное число. 

имеет периодом любое рациональное число. 
4. Функция у = sin Гх не является периодической, так 

как, например, для числах= О число х - Т (если Т> О) 
или число х + Т (если Т < О) не принадлежит области 
существования этой функции. 
Число Тназывается главным периодом, если оно положи

тельно и является наименьшим среди всех положительных 

периодов. 

Заметим, что функция, приведенная в примере 3, не 
имеет главного периода. 

Наибольшее и ваимевьmее значение фув:а:цвА. Пусть функ
ция у = ft.x) определена на множестве Х Если существует 
такое Хо е Х, что для любого х е Х справедливо неравенство 

ft.x) ~ft.Xo), то говорят, что функция у = ft.x), определенная 
на множестве Х, принимает наименьшее значение у0 = J(Xf) 
при х= Хо· 

Если суµхествует такое Хо е Х, что для любого хе Х 
справедливо неравенство ft.x) ~ft.Xo), то говорят, что функ
ция у = ft.x), определенная на множестве Х, принимает 
наибольшее значение Уо = ft.Xo) при х = Хо· 

362 



Примеры. 1. Функция у= sinx на отрезке [О, 2п] 
принимает наибольшее значение у= 1 при х = п/2 и на
именьшее значение у = - 1 при х = Зп/2. 

2. Функция у = ~ на промежутке (- оо; + 00) принимает 
наименьшее значение у= О при х = О, но нет такого х из 
области существования функции, где она приминает наи
большее значение. 

3. Функция у= 2.ж на промежутке (- оо; + оо) не прини
мает ни наибольшего, ни наименьшего значения. 

4. Функция у= 2х на отрезке [О; 1) принимает наимень
шее значение у = 1 при х = О и наибольшее значение у = 2 
при х= 1. 
График фувкции. Введем на плоскости прямоугольную 

систему координат хОу и рассмотрим функцию у = f(x). 
Придавая х последовательно значения х1 , ~ •... , Хп, ... , 
получим соответствующие значения у1 , у2 , "., Уп• .... Оrме
тим на плоскости точки с координатами (х1, у1 ), (х2 , У2>. ... 
..• , (Хп, Уп), • ·· • 
Графиком функции у = f(x), х е М называется множество 

точек на плоскости, удовлетвор11ющее следующим услови

ям: 

а) всякая точка с координатами (Хо, Уо>. где Уо = ft...xo), 
Хо е М принадлежит этому множеству; 

б) всякая точка, принадлежащая этому множеству точек, 

имеет координаты (х1 , у1 ) такие, что у1 = f(x1), х1 е М 
Другими словами, график функции у = f(x), х е М - это 

множество всех точек плоскости, координаты которых 
удовлетворяют условию у = f(x), х е М и не содержащее 
других точек. 
Например, графиком функции у = .../log2 sin х будет мно-

жество точек плоскости ( ~ + 2пk, О) где k - любое целое 
число, и только эти точ~. 

ИсСJJедовавие фувкции. Если для данной функции у = f(x) 
изучены все перечисленные выше свойства:, то говорят, что 

проведено исследование функции у= f(x). 
Итак, при исследовании функции необходимо ответить 

на следующие вопросы: 
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а) Какова область существования функции? 
б) Какова область изменения функции? 
в) Ограниченная ли это функция? 
г) Принимает ли функция наибольшее и наименьшее 

значения? 
д) Периодическая ли она? 
е) Является ли эта функция четной или нечетной, или 

ни той и ни другой? 
ж) Есть ли у нее промежупси, где она монотонна? 
з) Есть ли точки пересечения графика с осями коорди-

нат? · 
и) Какой график этой функции? 
3 а меч ан и е . Наглядность графика является незамени

мым вспомогательным средством исследования функции, 
но он только иллюстрирует свойства функции, а не дока
зывает их. 

§ Z. Освоввwе ЭJJемеитарвwе функции 

В этом параграфе будет проведено исследование всех 

основных элементарных функций. 
Лввейвая фувкцu у= х. Зависимость у= х называется 

прямой пропорционо.лыюй зависимостью. Легко проверяются 
следующие свойства этой функции: 

а) область существования (- -; + -); 
б) область изменения (- -; + -); 
в) функция не ограничена ни сверху, ни снизу; 

г) функция не принимает ни наибольшего, ни наимень-
шего значения; 

д) функция не периодическая; 

е) функция нечетная; 

ж) функция возрастает на всем промежутке (- -; + -); 
з) точка (О, О) - единственная точка пересечения с 

осями координат. 

Те орем а 1. График функции у = х есть прЯМОJ1, проходя
щая через начало координат и 118ЛRIOЩQJICR биссектрисой 
первого и третьего координатных углов (рис. 95). 
Доказательство. Пусть точка М1(х1 , у.) такова, что ее 

координаты удовлетворяют условию у1 = Х1. Если Х1 = Yi = 
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= О, то точка М1 совпадает в началом координат. Если х1 = 
= у1 ~О, то числа х1 и у1 либо оба положительны, либо оба 
отрицательны, т.е. точка М1 лежит либо в первом, либо в 
третьем координатном угле. Поскольку из условий у1 = х1 
следует, что tvil = lx1I, то точка М1 рав
ноудалена от осей координат. Следова
тельно, она лежит либо на биссектрисе 
первого координатного угла (если ее 

у 

координаты положительны), либо на-----...---~ 
биссектрисе третьего координатного 
угла (если ее координ;аты отрицатель
ны). Итак, любая точка М1(х1 , у1 ), где 
у1 = х1 , либо совпадает с началом коор

динат, либо лежит на одной из биссект
рис первого или третьего координатных 

углов. 

Рис. 95. 

Очевидно, что координаты начала координат у.в;овлетво
ряют условию О = О. Если точка М2(~, у2) лежит на одной 
из биссектрис либо первого, либо третьего координатных 
углов, то~= ty~ (расстояние до осей координат равны). 
Так как числа~ и у2 или оба положительны (если точка М2 
лежит в первом координатном угле) или оба отрицательны 
(если точка М2 лежит в третьем координатном угле), то и_з 
условий ty~ = ~ следует у2 = ~, т.е. точка М2(~, yJ такова, 
что у2 = ~- Итак, начало координат и любая точка, лежащая 
на одной из биссектрис либо первого, либо третьего коор
динатных углов, имеет координаты (Хз, Уз) такие, что Уз = Хз. 
По определению графика функции прямая, проходящая 

через начало координат и являющаяся биссект~)исой пер
вого и третьего координатных углов, есть график функции 

у= х (см. рис. 95). Теорема доказана. 
Гипербола у = !. Зависимость у = ! называется обратной 

х х 

пропорциональной зависимостью. Легко проверяются сле
дующие свойства этой функции: 

а) область существования (- оо, О) u (О, + оо); 
б) область изменения (- оо, О) u (О, + оо ); 
в) функция не является ограниченной на всей области 

существования, но ограниченна снизу (у > О) на промеж-
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уrке (0, + -> и ограничена сверху (у < 0) на промежутке 
(--,О); 

г) функция не принимает ни наибольшего, нИ наимень-
шего значения; 

д) функция не является периодической; 
е) функция нечетная; 

ж) функция не является монотонной на всей области 

существования, но убывает на промежутке (0, + -), кроме 
того, она убывает на промежутке (- -, О); 

з) точек пересечения с осями нет. 

Графиком функции у = ~ является тщия:, называемая 
2ипербалой (рис. 96). 

у 

/ 

у 

/ 

/ 

/ о ]( 

1 
/.у--; 

/ 
о 

Рис. 96. Рис. 97. 

Теорем а 2. График нечетной функции симметричен от
носительно начала координат. 
Доказательство. Пусть дана нечетная функция 

у = j{x) и пусть точка (Хо, у0) лежит на ее графике. Тогда 
у0 = f{Xo) и в силу нечетности функции - Уо = f{- Хо), т.е. 
точка (- Хо, - у0), симметрична точке (Хо, Уо) относительно 
начала координат, тоже лежит на графике. Теорема дока
зана. 

Замечание. Для построения графика нечетной функ

ции достаточно построить его для х ~О. Для х < О он 
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получается симметричным отображением построенной 
части графика относительно начала координат. 

Парабола у = r. Зависимость у = r называется квадра
тичной зависимостью. Легко проверяются следующие свой
ства этой функции: 

а) область существования: (- -. + оо); 
б) область изменения: [О, + оо); 
в) функция ограничена снизу: у~ О; 
r) функция принимает наименьшее значение у= О при 

х= О; 
д) функция не является периодической; 
е) функция четная; 
ж) функция не является монотонной на всей области 

существования, но убывает на промежутке (- -. 0) и 
возрастает на промежутке [О, + оо); 

з) точка (О, О) - единственная точка пересечения с 
осями координат. 

Графиком функции у= r является линия, называемая 
параболой (рис. 97). 
Теорем а 3. График четной функции симметричен отно

сительно оси Ох. 
Доказательство. Пусть точка (Хо. у0) лежит на графи

ке четной функции у= /(х), т.е. пусть у0 =/(Хо). В силу 
четности функции Уо = /(- Хо). т.е. точка (- Хо. Уо). симмет
ричная точке (Хо. у0) относительно оси Оу, тоже лежит на 
графике функции у = /(х). Теорема доказана. 

3 а меч ан и е. Для построения графика четной функции 
достаточно построить его для х ~ О. Для х < О он получается 
симметричным отображением построенной части графика 
относительно оси Оу. 
Стеоенвые фующнн у= ха.. Рассмоrренные выше функ-

ции у = х, у = r. у = ! являются частными случаями этой 
х 

функции. 
РассМО1J>ИМ другие случаи: 
1. у= f1" (т - некоторое фиксированное натуральное 

число). 
Тогда 

а) область существования: (- оо; + оо); 
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б) область изменения: [О, + -); 
в) функция ограничена снизу: у~ О; 
r) функция принимает наименьшее значение у = О при 

х =О; 
д) функция не является периодической; 
е) функция четная; 
ж) функция не является монотонной на всей области 

существования, но убывает на промежутке (- -, О] и 
возрастает на промежутке [О, + -); 

з) точка (О, О) - единственная точка пересечения с 
осями координат. 

Графики функций у= r, у= i, у=~ изображены на 
рис. 98. 

у 

1 11 11 1 

~// ///1 
1 1 

1 

l y-xl 
//. у-ж' 
111.у~. 

Рис. 98. 

у 

1 

11 
1
111 

Рис. 99. 

1.у-ж 
11.у~ 
111.у~ 

2. у= ~- 1 (т - некоторое фиксированное натуральное 
число). 

Тогда 
а) область существования: (- -; + -); 
б) область изменения: (- -; + -); 
в) функция не является ограниченной ни сверху, ни 

снизу; 
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г) функция не принимает ни наибольшего, ни наимень-

шего значения; 

д) функция не является периодической; 
е) функция нечетная; 
ж) функция возрастает на всей области существования; 
з) точка (О, О) - единственная точка пересечения с 

осями координат. 

Графики функций у = х, у = ; , у = r изображены на 
рис. 99. · 

3. у == х- :z. (m - некоторое фиксированное натуральное 
число). 
Тогда 
а) область существования: (--,О) u (0, + -); 
б) область изменения: (О,+-); 
в) функция ограничена снизу: у> О; 
г) функция не принимает ни наибольшего, ни наимень-

шего значения; 

д) функция не является периодической; 

е) функция четная; 
ж) функция не является монотонной на всей области 

существования, но возрастает на промежуrке (- -, О) и 
убывает на промежутке (О, + -); 

з) точек пересечения с осями нет. 
Графики функций у= х- 2

, у= х- 4 изображены на 
рис. 100. 

4. у == х- :z. + 
1 (m - некоторое фиксированное натураль-

ное число). 
Тогда 
а) область существования: (--,О) u (0, + -); 
б) область изменения: (- -, О) u (О, + -); 
в) функция не является ограниченной ни сверху, ни 

снизу; 

г) функция не принимает ни наибольшего, ни наимень
шего значения; 

д) функция не является периодической; 
е) функция нечетная; 
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ж:) функция не яаляется монотонной на всей области 
существования, но убывает на промежутке (--,О), кроме 
того, она убывает на промежутке (О,+ оо); 

з) точек пересечения с осями коо~динат нет. 
Графики функций у= х- •,у= х- , у= х- s изображены 

на рис. 101. 

у 

// 
:п1 
1 

у 
/ 

// / / // 

/ 

Jt 

1. у-ж-1 1.у-ж-1 
//. у-ж .... IL у-ж-' 

/ ///. у-ж-• 

/ / // 
1 

Jt /// 1 
1 

Рис. 100. Рис. 101. 

5. у= ха. (а - фиксированное положительное нецелое 
число). 

Тогда 
а) область существования: [О, + -); 
б) область изменения: [О,+ оо); 

в) функция ограничена снизу: у~ О; 
r) функция принимает наименьшее значение у = О при 

х= О; 
д) функция не яаляется периодической; 
е) функция не является ни четной, ни нечетной; 
ж:) функция возрастает на всей области существования; 
з) точка (О, 0) - единственная точка пересечеЮIЯ с 

осями координат. 

Графики некоторых фунКUИЙ изображены на рис. 102. 
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6. у..., х- а (а - фиксированное положительное нецелое 
число). 
Тогда 

а) область существования: (О, + оо); 
б) область изменения: (О, + оо ); 

у f' /f' 
1 

111 

Рис. 102. 

в) функция ограничена снизу: у > О; 

111 

11 ... 

1 

JC 

г) функция не принимает ни наибольшего, ни наимень
шего значения; 

у 

l у-ж-а· L iL y-.:r -а, f O<a1<a,<J 
111. у-ж-1 (ж>О) 

/У. y-.:r-f.11 1 
1 ->->1 

-- а, a.J v. у-ж ... 

111 
1 
1 /f' 

f' 

о 

1 11 
- - - - - - - - JI!. 

f' /f' 

Рис. 103. 

д) функция не является периодической; 
е) функция не является ни четной, ни нечетной; 

JC 
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ж:) функция убывает на всей области существования; 
з) точек пересечения с осями координат нет. 
Графики некоторых функций изображены на рис. 103. 
ПouэaтeJIWWI функция у = tf. Функция у = tl, где а -

фиксированное число такое, что а > О и а '* 1, называется 
по1"1Заmельной функцией. Показательная функция обладает 
следующими свойствами: 

а) область существования: (- -; + оо); 
б) область изменения: (О, + оо); 
в) функция ограничена снизу: у> О; 
г) функция не принимает ни наибольшего, ни наимень-

шего значения; 

д) фУFfкция не яаляется периодической; 
е) функция не ямяется ни четной, ни нечетной; 
ж:) если а > 1, то функция у = tl возрастает на всей 

области существования; если О < а < 1, то функция у= tl' 
убывает на всей области существования; 

з) точка (О, О) - единственная точка пересечения с 
осями координат. 

Графики некоторых показательных функций изображе
ны при а > 1 на рис. 104, при О < а < 1 на рис. 105. 

1 1 11 1/1 /У у . 
ly-~ 

l у-(1,5)' п. ,-f~Г 
//. у=2' 

fеГ 111. у-е• 1/1. у 
/У. у-10· 

/У. y=(kf 

1 1 1 

о % о % 

Рис. 104. Рис. 105. 

Лоrарифмвческu ф)'lllЩIUI у = log.ж. Функция у = log.x, 
где а - фиксированное число такое, что а > О и а~ 1, 
называется логарифмической функцией. Логарифмическая 
функция обладает следующими свойствами: 
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а) область существования: (О, + оо); 
б) область изменения: (- -; + -); 
в) функция не является ограниченной ни сверху, ни 

снизу; 

r) функция не принимает ни наибольшего, ни наимень-
шего значений; 

д) функция не является периодической; 

е) функция не является ни четной, ни нечетной; 

ж) если а > 1, то функция у = lo&i,X возрастает на всей 
области существования; если О < а < 1, то функция у = logaX 
убывает на всей области существования; 

з) точка ( 1, О) - единственная точка пересечения с 
осями координат. 

Графики некоторых логарифмических функций изобра
жены при а> 1 на рис. 106, при О< а< 1 на рис. 107. 

у 

/ 

/.у= log.\l>x 
Il у =Jog,x 
lll у ~1nx 
l"Y.y-Jgx 

Рис. 106. 

/ 

/У 

у 

/ 

// 
l у - IOL-1 X 

//. у = log,,.. х 
///. у = Iog,,,. х 
/У. у - 10&1;10 х 

Рис. 107. 

III - . 

Основные триrовометрические фу:п:ции. Прежде чем 
переходить к исследованию тригонометрических функций, 
докажем теорему. 

Теорем а 4. Для построения графика функции, имеющей 
главный период Т, достаточно построить его на отрезке 
длины Т, а затем продлить периодически. 
Доказательство вытекает из определения графика функ

ции и определения периодичности функции. Так, если 
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f{.x + n'I) = f{.x), то вместе с точкой (Хо, у0) графику принад
лежат точки (Хо + Тп, у0) при всех целых п. 

Синусоида у - sin х. Используя свойства синуса угла, 
получим следующие свойства функции у = sin х: 

а) область существования: (- оо; -L оо); 

б) область изменения: [ - J ; 1]; 
в) функция ограничена и сверху и снизу; 

г) функция принимает наименьшее значение у = - 1 при 

каждом Xt = - 1 + 2пk, где k - любое целое число, и 

наибольшее значение у = 1 при каждом х,.. = I + 27tm, где 
т - любое целое число; 

д) функция периодическая, главный период 2п; 
е) функция нечетная; 

:ж:) функция не яаляется монотонной на всей области 
существования, но функция возрастает на каждом отрезке 

[- I + 2пk, ~ + 2пk} где k - любое целое число. и функция 
убывает на каждом отрезке [ ~ + 27tk, ~ + 27tk} где k -

любое целое число. 

Покажем, например, что на отрезкеl- I' ~ 1 функция 
у= sin х возрастает, т.е. что для любой ры чiсел х1 и~ 
такой, чТо - ~ s х1 < ~ s ~' будет справедливо неравенство 
sin х1 < sin х2• 
Для любой пары чисел х1 и ~ по формуле разности 

синусов 

sin х1 - sin ~ = 2 sin Xi 
2 

Xi cos х, ;Xi. (1) 

Докажем, что правая часть равенства (1) отрицательна, если 

- j s х1 < ~ S I· Условие ~ s j равносильно условшо ; S 

s - х2 • Сло:ж:ив это неравенство с неравенством - j s х1 , 

получим - п s х1 - ~- Учитывая, что неравенство х1 < ~ 
равносильно неравенству х1 - ~ < О, имеем - п s х1 - ~ < 
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< О или - j s х, ; Х] < О. Следовательно, sin х, ; Х] < О. Скла-
1t 1t 1t 1t 

дывая неравенства - 2 s х1 < 2 и - 2 < ~ s 2, получаем 

1t х,+Х] 1t С - 7t < х1 + ~ < 7t или - 2 < - 2- < 2. ледовательно, 

х,+Х]>О cos-
2

- . 

Итак, правая часть равенства (1) меньше нуля, следова
тельно, sin х1 < sin ~· 
Покажем, что на отрезке [ j, з; J функция у = sin х убы-

вает, т.е. что для любой пары х1 и ~ такой, что I s х1 < 

< ~ s ~, справедливо неравенство sin х1 > sin ~. Прибав-
1t 311: 1t 

ляя (- 7t) к неравенствам 2 s х1 < ~ s 2 , имеем - 2 s х1 -

- 7t < ~ - 7t s j. в силу того что на отрезке r -1, I] функ
ция у= sin х монотонно возрастает, то Jя (х1 - 7t) и 
(~ - 7t) имеем sin (х1 - 7t) < sin (~ - 7t). Далее справедлива 
цепочка равносильных неравенств: 

sin (х1 - 7t) < sin (~ - 7t) ~ 

~ sin [- (7t- х1 )] < sin [- (7t- ~)] ~ 

~ - sin (7t- х1 ) < - sin (7t- ~) ~ 

~ sin (7t- х1 ) > sin (7t- ~) ~ sin х1 < sin ~· 

Значит справедливо неравенство sin х1 < sin ~' что и требо
валось доказать. 

Аналогично доказывается, что функция у = sin х яаляет-

ся возрастающей на каждом отрезке l-1 + 27tk, I + 27tk l, 
где k - любое целое число, и убы ющей на каждо~ 
отрезке [ I + 27tk, ~ + 27tk} где k - любое целое число; 

з) Точки пересечения с осями координат - точки (7tk, 
0), где k - любое целое число. 
Учитывая периодичность, можно построить график 

функции у= sin х, называемой синусоидой (рис. 108). 
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Косинусоида у = cos х. Используя свойства косинуса 
угла, получим следующие свойства функции у = cos х: 

а) область существования: (- оо; + оо); 
б) область изменения: [- 1; 1]; 
в) функция ограничена и сверху и снизу; 

г) функция принимает наименьшее значение у = - 1 при 
ЮЮIЩОМ Xt = 1t + 2k, где k - любое целое число, и наиболь-

У 

% 

Рис. 108. 

шее значение у = 1 при каждом х,.. = 21tm, где т - любое 
целое число; 

д) функция периодическая, главный период 21t; 
е) функция четная; 

:ж) функция не является монотонной на всей области 
существования, но функция возрастает на ЮЮIЩОМ отрезке 

[21tk - 1t, 21tk], где k - любое целое число, и функция 
убывает на каждом отрезке [21tk, 2k + 1t], где k - любое 
целое число; 

у 

% 

Рис. 109. 

з) Точки пересечения с осью Оу- (О, 1); с осью Охточек 
пересечения бесконечно много, каждая из точек 

(.~. + 1tk, О\ где k - любое целое число, есть точка пересе
~ения с dсью Ох. 
Учитывая периодичность, можно построить график 

функции у= cos х, называемой косинусоидой (рис. 109). 
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Тавrевсоида у-== tg х. Используя свойства тангенса угла, 
получим следующие свойства функции у = tg х: 

а) область существования: любое х, кроме xk = j + 'ltk, где 

k - любое целое число; 

б) область изменения: (- оо, + - ); 
в) функция не является ограниченной; 

г) функция не принимает ни наибольшего, ни наимень-
шего значения; 

д) функция периодическая, главный период 1t; 
е) функция нечетная; 

ж) функция не является монотонной на всей области 

существования, но функция возрастает на каждом из сле-

дующих интервалов (м - j, 1tk + j} где k - любое целое 
число; 

з) точки пересечения с осями координат - точки (1tm, 
О), где т - любое целое число. 
Учитывая периодичность, можно построить график 

функции у = tg х, называемой ташенсоидой (рис. 110). 

у 

1 1 1 1 1 1 

1 

х 

1 1 

1.у~х 

Рис. 110. 
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:К:отавrевсовда у == ctg х. Используя свойства котангенса 
угла, получим следующие свойства функции у = ctg х: 

а) область существования: любое х, кроме х,,. = 7tm, где 
т - любое целое число; 

б) область изменения: (- оо, + оо); 
в) функция не является ограниченной; 
г) функция не принимает ни наибольшего, ни наимень-

. шего значения; 
д) функция периодическая, главный период 7t; 
е) функция нечетная; . 
ж) функция не является монотонной на всей области 

существования, но функция возрастает на каждом из сле

дующих интервалов (7tm, 7t + 7tm), где т - любое целое 
число; 

з) точки пересечения с осями координат - точки 

( j + 7tm, О\, где т - любое целое число. 
УчитыJая периодичность, можно построить график 

функции у= ctg х, называемой 1'0mаН2енсоидой (рис. 111). 

у 

1 1 1 1 1 1 1 

1 

1 

f ~ r t ~ 1 1 
п 1 • • • ~ . ~ .~ ~ 

1 1 1 1 1 1 1 

l y""t:tg х 

Рис. 111. 
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ОсвовВL1е обратвые триrовоме11Jвческие фуВ1Щ1111. Функ
ции у == arcsin х, у = arccosx, у = arctg х, у = arcctg х называ
ются основными обратными тршонометрическими функция
ми. 

OбJi&ТIWi iриrовометр11>йt_;ш ф)'IDЩllJI у -= arcsin х. Ис
пользуя свсйства арксинуса числа, поиучим следующие 

свойства функции у = arcsin х: 
а) область существования: [- 1, l]; 

б) область изменения: J- j, j l; 
в) функция ограничен и сни~у и сверху; 
r) функция принимает наименьшее значение у= - j при 

х = - 1 и наибольшее значение у = j при х = l; 

д) функция не является периодической; 
е) функция нечетная; 
ж:) функция возрастает на всей области существования. 
Докажем это свойство. Для этого докажем, что если 

- l s х1 < х2 s 1, то arcsin х1 < arcsin Х2· Обозначим 
а1 = arcsin х1 и ~ = arcsin Х2· Ясно, что sin а1 = х1 и 
sin ~ = Xi. т.е. надо доказать, что если sin а1 < sin ~' то 
а1 < а2• Доказательство проведем от противного: пусть 

а1 ~ а2• Так как на отрезке [- j, j J фунЮ.: у = ~in х воз
растает, то из условия а1 ~ а2 следует, что sm а1 ~ sm а2, что 

противоречит условию sin а1 < sin ~· Значит предположе
ние неверно, т.е. функция у= arcsin х возрастает. 

з) Точка (О, 0) - единственная точка пересечения с 
осями координат. 

График функции у = arcsin х изображен на рис. 112. 
Обратвu триrовОМе"Jрвческu фуmщu у -= arecos х. Ис

пользуя свойства арккосинуса числа, получим следующие 
свойства функции у = arccos х: 

а) область существования: [- 1, l]; 
б) область изменения: [О, 7t]; 
в) функция ограничена и снизу и сверху; 

r) функция принимает наибольшее. значение у= 7t при 
х = - l и наименьшее значение у = О при х = l; 
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д) функция не является периодической; 
е) функция не является ни четной, ни нечетной; 
:ж) функция убывает на всей области существования. 

з) точки (о,~) и (1; 0) - точки пересечения с осями 
координат. 

График функции у = arccos х изображен на рис. 113. 

у l y=arcsin % 

% 

[-1.-j] / [o.-jJ 

Рис. 112. Рис. 113. 

Обратваи триrоиометрическая функция у = arctg х. Ис
пользуя свойства арктангенса числа, получим следующие 
свойства функции у = arctg х: 

а) область существования: (- -, + -); 
б) область изменения:J- ~' ~l; 
в) функция ограничен и сни~у и сверху; 
г) функция не принимает ни наибольшего, ни наимень-

шего значения; 

д) функция не является периодической; 
е) функция нечетная; 
:ж) функция возрастает на всей области существования; 
з) точка (0, О) - единственная точка пересечения с осью 

координат. 

График функции у= arctg х изображен на рис. 114. 
Обраmаи трвrовоме1р11Чес1W1 фувкцп у - arcctg х. Ис• 

пользуя свойства арккотангенса числа, получим следующие, 
свойства функции у = arcctg х: 

а) область существования: (- -, + -); 
б) область изменения: (0, 7t); 
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в) функция ограничена и сверху и снизу; 
г) функция не принимает ни наибольшего, ни наимень

шего значения; 

У (o.j) /. Y-.n:ti х 

-----------

1 
х 

[0:-~1------у::~ -. 
Рис. 114. 

д) функция не является периодиЧеской; 
е) функция не является ни четной, ни нечетной; 
ж:) функция убывает на всей области существования; 

у 
1. Y-vcc:ta х 

(O.t.itl ___________ • Y"'lt -----------
o.j] 

1 

о х 

Рис. 115. 

з) точка (О, j )- единственная точка пересечения с осью 
координат. 

График функции у = arcctg х изображен на рис. 115. 

§ 3. Обра'ПIЬlе ф)'ВКЦИll 

Вэавмво одвоэвачвое отображевие. Каждая функция 
у = J(x) произащит отображение области существования 
функции на область ее изменения так, что кuщому х из 
области существования соответствует единственное значе
ние у из области изменения. 
Рассмотрим несколько функций вместе с их областями 

существования и изменения (табл. 2). 
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Некоторые из приведенных функций разнЬl.М .х из обласrи 
существования ставят в соответствие разные у. Например, 
для функции у = r каждое значение у ·из области измене
ния получается лишь при одном значении .х из области 
существования. В таких случаях говорят, что функция 
осущесталяет взаимно однозначное отображение своей об
ласти существования на область изменения. Заметим, что 
все остальные функции, приведенные в таблице, таким 
свойством не обладают: 

Табпицв 2 

Функция 
Область Обпасть 

существования изменения 

y=r (- -. -> [О;-) 

у=..г.=-7 [- 1; 1) [О; 1) 

1 
у=~ (- -. -> (О; 1) 

у= 'i' (- -. -> (О;-) 

функция у = r ПРИ .Х = 1 И при .Х = - 1 принимает ОДНО 
и то .ж:е значение у = 1; 
функция у = "1 - i! при .х = l и при .х = - l принимает 2 2 

одно и то .ж:е значение у = ~; 
функция у= - 1- 2 при .х = 2 и при .х = - 2 принимает 

1 +.х 

одно и то .ж:е значение у=~· 
Итак, функции можно разделить на два класса: 
1) функции, осущестмяющие взаимно однозначное ото

бражение области существования на область изменения; 
2) функции, не обладающие этим свойством. 
Если функции второго класса рассматривать не на всей 

области существования, то часто удается выбрать такую 
область определения (часть области существования), что 
функция будет отображать згу область определения на 
соответствующую область изменения у.же взаимно одно-
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значно. Заметим, что любая функция у = ft.x) на той части 
области определения Х (из области существования функ
ции), где она является строго монотонной (т.е. возрастаю
щей или убывающей), принадлежит к первому классу. 
Например, для функции у = r такой областью будет про
межугок [О, + оо) или проме::жуt:_0к (- оо, О]. 
Рассмотрим функцию у = r на области определения 

Х= (- оо, О] (соответствующая ей область изменения -
У. = [О; + оо )). Эrа функция осуществляет взаимно одно
значное отображение области Xj на область Yj. При этом 
по каждому у из области Yj можно однозначно восстано
вить х из области Xj. Действительно, если у0 е Yj, то соот
ветствующее значение Хо такое, что Уо = ~. ищется по 
правилу Хо = - "Уа. При этом, если Уо * Уо. то Хо *Хо. где 
Хо = - '1'У;. а Хо = - .../;';. Другими словами, можно устано
вить взаимно однозначное отображение области Yj на 
область Xj по правилу х = - -Гу. 
Итак, функция у = r осуществляет взаимно однозначное 

отображение области Xj на область Yj. а правило х = - -Гу 
осуществляет взаимно однозначное отображение области 

Yi на область Xj. Правило х = - -Гу назовем обратным 
правШ1ом для функции у = r на области определения Xj и 
области изменения Yj. 
Функция у = r и правило х = - -./У. если х е Xj = (- оо, 

О], а у е Yj = [О, + оо), выражают одну и ту же связь меqу 
переменными х и у; только для любой пары (Хо. J:'o) из 
рассматриваемых переменных величин функция у = r дает 
возможность, зная Хо. найти у0, а правило х = - -Гу - зная 
Уо. найти Хо· 
Обратная функция. Если в обратном правиле заменить х 

на у, а у на х с одновременной заменой области определе
ния на область изменения и области изменения на область 
определения функции у е r. хе х, то получим новую 
функцию у = - -Гх. у которой область определения l2 = [О, 
+ оо) = Yj и область изменения }j = (- оо, О]= Х1 • Новую 
функцию у = - -Гх с областью определения Х2 и областью 
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изменения 1'2 называют обратной функцией к функции 
у = ~ с областью оп~деления Xi и областью изменения .fi. 
Для функции у=~ с областью определения Хэ = [О; 10) 

и областью изменения У]= [О; 100) обраmой функцией 
будет функция у= .../Х с областью определенИJI Х. = [О; 100) 
и областью изменения У.= [О; 10). 
Приведем определение обратной функции в общем слу

чае. 

Пусть область определения функции у = f(x) такова, что 
функция осуществляет взаимно однозначное отображение 
области ее определения Х на область изменения У. Тоr:ца 
по каждому у из области У можно однозначно восстановить 
х из об.ЛастцХ следующим образом: в равенстве f(x) - у = 
= О считают каждое у е У фиксированным и отыскивают 
х е Х, удоалетворяющее этому равенству. Найденное :кu:

дое хе Х обозначаетсяГ 1 (у). Равенство х = Г 1(у) называ
ется обраmнЬl.М правилом. Обратной фун1'цией " фующии 
у = f(x) (х е Х, у е }') называется ~ункция, которая получа
ется из oбpamoro правила х = Г (у) заменой х на у, а у на 
х с одновременной заменой области определения на об
ласть изменения, а области изменения на область опреде
ления. После такой замены область изменения фунхции 
у = f(x) становится областью определения обраmой фунх
ции у= Г 1(х), а область определения функции у= J(x) 
становится областью изменения обратной функции у= 
= Г 1(х). Итак, две функции: функция у = f(x) с областью 
определения Хи областью значений Уи функция у= Г 1(х) 
с областью определения У и областью значений Х, г.пе 

J[Г 1(х)] = х для любого хе У и Г 1[f(x)] = х для любоrо 
х е Х, такие, что одна из них яаляется обраmой к друrой. 
Покажем на нескольких примерах, как отыскивается 

обраmое правило и обраmая функция. Во всех ниже 
приведенных примерах области определения выбраны так, 
что соответствующие функции осуществляют взаимно 
однозначное отображение области определения на обласп. 
изменения (табл. 3). 
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Табпице 3 

Область 
Область 

~noe чравилс Функция У - J(x) определения J(x) изменения 

У== J(x) х-=Г ()1) 

у-; Osx<- Osy<- х=../У 
у=; --<xsO Osy<- х=-../У 
y-ZC --<х<- О<у<- x=las21 

y=...rt=?' Osxsl Osysl x=..Jl=? 
y-...rt=?' -lsxsO Osysl x--..Jl=? 

1 х=~ у=~ Osx<- O<ysl 
у 

y-2x+l --<х<- --<у<- l..=.! х= 2 
у= (х+ 1)2 - 1 sx<" Osy<- х=../У-1 

Обратная Обпасrь Область 
Фунхция У = J(x) фуи~ опред~ния измене~ 

у=Г <х> у=Г <х> У""'Г <х> 
y-:i- у==-Гх Osx<- Osy<-
у=; у=--Гх Osx<- --<ysO 
y=ZC y=las~ О<х<- --<у<-

у-~ у=~ Osxsl Osysl 

у=~ у=-~ Osxsl - 1 SySO 

1 у-~ у=~ O<xsl Osy<-
х 

у- 2х+ 1 
х-1 

--<х<- --<у<-у=--
2 

у-(х+ 1)2 у=-Гх-1 Osx<- -lsy<-

3 а меч ан и е . Не для всякой функции удается найти 
такую область определения, которую она взаимно одно
значно отображает на соответствующую область измене
ния. Например, функция у= 1 не отображает взаимно 
однозначно никакой промежуток числовой прямой на со
ответствующую область изменения. В качестве другого 
примера можно привести функцию Дирихле. 

13 A.Ju·e6pa, тp1troн~1e'J1)1t11 
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Граф• обр8111ой фу11&Ц1111. Прежде всего выясним, как 
расположеНЬI точки, координаты одной из которых полу

чаются из координат другой заменой .х на у, а у на .х. 

Теорем а. Любые mtJIUCU А(Хо, Уо) и В(у0, Хо) cuммempwutЪI 
относителыю прямой у = .х. 

у 

Доказательство. Если 
Хо = у0, то точки А и В 
(рис. 116) совпадают и лежат 

~--Af!-lrl на прямой у = .х, т.е. в этом 
случае уrверждение теоремы 

В(х.,уJ 

верно. Пусть Хо -:1: Уо и пусть 
___ ...,.. ______ " точка А (Хо, у0) лежит в первой 

: (J,O) х четверти и Хо > Уо· Проведем 
: ~ из точки А параллельно оси 
• Ох прямую АА1 , т.е. прямую 
: 

81 у = у0; из точки В - прямую 
Рис. 118. ВВ1 параллельно оси Оу, т.е. 

прямую у= Хо· Прямые АА1 и 
ВВ1 пересекаются в точке С(у0, у0) т.е. в точке, лежащей на 
прямой у = .х. Рассмотрим треугольник ВСА; он прямо
угольный (прямой угол ВСА) и равнобедренный (jAq = 
= IBQ = ~ - yJ). Биссектриса ( CD) угла ВСА совпадает с 
прямой у = .х. Поскольку треугольник ВСА равнобедрен
ный, то его биссектриса ( CD) является и высотой и медиа
ной, следовательно ( CD) .1 (АВ) и !Ад = IВД. Эrо означает, 
что точки А и В симметричны относительно прямой у= х. 
Аналогично проводится доказательство теоремы в случае, 
когда точка А(Хо, у0) лежит в первой четверти и Хо < у0, а 
также в случае, когда точка А(Хо, у0) лежит не в первой 
четверти. Теорема доказана. 

Пусть функция у = ft..x) взаимно однозначно отображает 
область определения Х на область изменения У. Тогда 
график этой функции таков, что по любому .х1 однозначно 
находится у1 = ft..x/) и, наоборот, по любому у2 однозначно 
находится ~ = Г (у2) (рис. 117). 
Если точка М(Хо, у0) лежит на графике функции у = ft.x), 

то ее координаты удовлетворяют условию у0 = ft.Xo), а сле
довательно, и условию Хо = Г 1(у0). Другими словами, все 
точки (и только они) графика у = ft..x) удовлетворяют уело-
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вшо х = Г 1(у). Так как для п~ения обраmой фунхции 
надо в обраmом правиле х = Г <Yl заменить х на у, а у на 
х, то каждая точка графика у = Г (х) получается из точки 
rрафика функции у= ./(х) заменой хна у, а у на х, т.е. если 
точка К(х, у) - точка графика у= ./(х), то точка Кj(у, х) -
точка графика у= Г 1(.х). Из этого рассуждения и теоремы 
вытекает, что график обраmой функции у= Г 1(.х) получа
ется из графика функции у = ./(х) симметричным отобра
жением последнего относительно прямой у= х (см. 
рис. 117). 

, 

/:,' , , , , 

, , 
, , 

у 

, , , , 

Рис. 117. 

Замечание. Часто возникает ситуация, когда вид об
ратной функµии получается непростым. Например, функ
ция у = -Jt"8 - 1

, где т - фиксированное натуральное число, 
взаимно однозначно отображает свою область существова
ния (всю числовую прямую) на область изменения У= 
= (- оо, + оо), Для того чтобы найти обраmое правило, с 
помощью которого строится обраmая фунющя, необходи
мо отыскать х, удовлетворяющее равенству ,/"" - 1 

- у = О. 
Как известно (см. гл. IV) для неотрицательного у такое х 
существует, а именно х = 2м- Чу; и для отрицательного у 
такое х существует, а именно х = - 2м- 1-v1)1. Поэтому 
обраmое правило задается следующим образом: 
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_ { 
2111

-
1-.JY, если у е [О, + оо); 

х - 2111- •~г.т 
- 'fLYJ, если у е (- оо, 0). 

Следовательно, и обратная функция будет иметь вид 

Г •(х) = { =~1
1-Гх, если хе [О,+ оо); 

- -ф[, если хе (- оо, 0). 

Иногда обратную функцию к степенной функции 
у = ~ - 1 записывают с помощью одной формулы 
у = 2- -

1-Гх. но мы так поступать не будем, так как символ 
"Га употребляется у нас только для неотрицательных 
чисел а. 

~' о6ратвwе I OCВOllllWll 'l)Jlll'OllOМe'ipll'lecDDI фу&• 
ЦIUD(. Для любой из основных тригонометрических функ
ций, у = sin .х, у = cos .х, у = tg .х, у = ctg .х, можно выделить 
много областей определения, каждую из которых соответ
ствующая тригонометрическая функция отображает взаим

но однозначно на соответствующую Область изменения. 
При этом если рассмотреть основную тригонометрическую 
функцию на своей специально выбранной области опреде
ления, то обратной к ней будет соответствующая обраmая 
тригонометрическая функция (см. табл. 4). 
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Та6nица4 

Обласrь 
Область ,_ 

oe~c:J Функция У= Jf.x) определения .ff.x) измeнeJDIJI -х=г (у) 
у= .ff.x) 

y-sinx 
1t 1t 

--sxs-
2 2 

- i SyS 1 x-arcsiny 

y-cosx Osxsw: - 1SyS1 x-arccosy 

y=tgx _!<х«~ 
2 2 --<у<- x=arctgy 

y=ctgx O<x<w: --<у<- х= an:ctgy 

Обраmая Область Область 
Функция у = Jf.x) уф~) OПpeдeJlf.JDIJI изм:ене~ 

у =r <х> у•Г <х> 

y=sinx y-an:sin.x - 1sxs1 
1t 1t 

--sys-
2 2 

y=cosx y=arccosx - 1sxs1 Osysw: 

y-tgx y-=arctgx --<х<-
1t 1t 

--<у<-
2 2 

у= ctgx y-an:ctgx --<х<- О<у<к 

Очевидно, что любая основная обраmая тригонометри
ческая функция отображает взаимно однозначно свою об
ласть определения на свою область изменения. Поэтому у 
каждой из этих функций есть обраmая функция - соот
ветствующая основная тригонометрическая функция, но 
рассматриваемая только на соответствуюЩей области оп
ределения. 

Например, для функции у = arccos .х обраmой к ней 
будет функция у = cos .х , рассматриваемая только на отрез
ке [О, п]; для функции у= arctg .х обраmой к ней будет 
функция у = tg .х, рассматриваемая только на интервале 

(-;, j) 
В ~ючение найдем обраmую функцию к функции у 

= sin .х с областью определения Х = Г 1, 32~ l. Легко видеть, 
что функция у = sin .х взаимно однозhачнd отображает от
резок Хна отрезок У= [- 1; 1]. Поэтому у этой функции 
есть обраmая функция. Для ее нахождения возьмем про-
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извольное у0 е У и найдем Хо е Х из равенства sin Хо -
- Уо = О. Очевидно, что число Хо = 7t - arcsin у0 удовлетво-

ряет этому равенству и принадлежит отрезку [~' ~ J Поэ
тому обратное правило будет такое: х = 7t - arcsin у. Зна
чит, обратной функцией будет функция у= 7t - arcsin .х. 
Итак, для функции у= sin х с областью определения 

Х = Г j, 32к J обратной к ней будет функция у = - arcsin х + 
+ 7t Ь областью определения [- 1; 1] и с областью измене
ния [ j, ;к J (рис. 118). 

§ 4. Суперпо:uщп фуВIЩИЙ в их rрафпв 

С..О.Вu фупцu. Пусть функция и= ср(х) определена на 
множестве Х и множество значений этой функции входит 

в область существования функции 
у= }{и). Тогдалюбомухизобласти 
определения Х функции и = ср(х) 

~ 1 соответствует определенное значе-
2' li О) " ние переменной и, а этому значе-

-"'--"+--....._.,•_. --. нию и функция у= }{и) ставит в 
11 (~.-1) соответствие определенное значе

Рис. 118. 

ние переменной у, т.е. переменная 
у является функцией от х на мно
жестве Х: у= F[cp(x)]. Полученная 
функция от функции называется 
сложной фужщией переменной .х. 
Функцию и = ср(х) называют sнут

ренней функцией, а у= }{и) - sнешней. Сложную функцию 
у= F[cp(x)] называют часто суперпозицией двух функций: 
внуrренней и = ср(х) и внешней у = }{и). Например, если и 
= cos х и у = 211

, то для любого действительного х опреде
лена сло.жная функция у= 2~11• Сло:жными фующиями 
будуг,например,функции 

у= sin (2х + 4), у= log2tg х, у= tg log~ 
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Функции, полученные из основных элементарных функ" 
UИЙ с помощью конечного числа алгебраических операций 
и применения конечного числа суперпозиций, принято 

называть элементарными функцUJ1Ми. Элементарными 
функциями будуr, например, функции 

у = tg .../ 1 - ? , у = log2 sin 3.11: - 4, 
у= ...J 2 

1 + 2 sin2 (х - 5). 
х +4х+ 1 

Рассмотрим примеры, показывающие, как построить 
график сложной функции у = .FI ср(х)], зная график внуr
ренней функции и = <р(х) и свойства внешней функции у = 
F{u) (из рассмотренных примеров будет ясно, как постро
ить график любой элементарной функции, зная свойства и 
графики основных элементарных функций). 
Построение rрафика ф)'lllЩllll у == - j(x) по rрафвк:у фуп

• у = j(x). Пусть некоторая точка М0(Хо, у0) принадлежит 
графику функции у= Ах), т.е. пусть Уо =А.хо). Возьмем 
точку М1(Хо, - Уо), симметричную точке Мо(Хо, у0) относи
тельно оси Ох. Координаты точки М1(Хо, - у0) удовлетво
ряют условию - Уо =-А.хо), поэтому точка М1(Хо, - Уо) 
принадлежит графику функции у= - Ах). Так как точка 
Мо(Хо, Уо), принадлежащая графику функции у =Ах), бра
лась любая и функция у= Ах) и у= - Ах) имеют одну и ту 
ж:е область определения, то график функции у= - Ах) 
получается из графика функции у =Ах) симметричным 
оrображ:ением последнего относительно оси Ох. Построим 
этим способом графики функций у= - r (рис. 119), 
у= - .!. (рис. 120), у= - log2 х (рис. 121). 

х 

П0С1р0евие rрафика ф)'lllЩllll у == j(- х) по rрафвк:у фуп
ции у== J(x). Пусть некоторая точка Мо(Хо, у0) принадлежит 
графику функции у= Ах), т.е. пусть Уо =А.хо). Возьмем 
точку М1 (- Хо, у0), симметричную точке М0(Хо, Уо) относи
тельно оси Оу. Координаты точки М1 (- Хо, у0) удовлетво
ряют условию Уо = j[- (- Хо)], поэтому точка М1 (- Хо, у0) 
принадлежит графику функции у =А- х). Так как точка 
Мо(Хо, Уо), принадлежашая графику функции у= Ах), бра-
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лась любая и функция у = j(x) и у = J(- х) имеют области 
определения, симметричные относительно начала коорди

нат, то график функции у= J(- х) получается из графика 
функции у = j(x) симметричным отображением последнего 
аrносительно оси Оу. 
Построим этим способом графики функций у= 2- • 

(рис. 122), у= log2 (- х) (рис. 123). 
Построевве rрафпа фу11&Ц1111 у - В/(х), rде В -:1: О, по rра

ФПJ фу11&Ц1111 у - J(x). Функции у = J(x) и у = Вj(х) имеют 
одну и ту же область определения. Следовательно, зная, как 
для любого х по ординате функции у = j(x) найти ординату 
функции у = ВJ{х), можно по графику функции у = j(x) 
построить график функции у= ВJ{х). Пусть некоторая 
точка М0(Хо, Уо) принадлежит графику функции у= J(x), т.е. 
пусть Уо = J(.xo). Возьмем точку М1(Хо, Вуо). Координаты ее 
удовлетворяют условию Ву0 = ВJ{.хо), поэтому точка М. (Хо, 
Ву0) принадлежит графику функции у = ВJ{х). Рассмотрим 
возможные случаи в зависимости от числа В: 

1. В> 1. Точка М1(Хо, .8у0) получается из точки Мо(Хо, Уо) 
растяжением ординаты точки М0 в В раз и график функции 
у= ВJ{х) получается из графика функции у = j(x) растяже
нием в В раз вдоль оси Оу графика функции у = j(x). 

2. В = 1. Все точки графика у = j(x) остаются на месте. 

3. О < В< 1. Поскольку В= +, то точка М.(Хо, .8у0) полу-
i 

чается из точки Мо(Хо, у0) сжатием ординаты точки Мо в j 
раз и график функции у = ВJ{х) получается из графика 

функции у= j(x) сжатием ординат всех точек в j раз, т.е. 
сжатием в j раз вдоль оси ~ графика функции у= J(x). 

4. В< О. Тогда В= - 1~ и построение графика функции 
у= ВJ{х) разбивается на 2 этапа: 

а) построение графика функции у= IBlf{x) по графику 
функции у = j(x); 

б) построение графика функции у = - IBlf{x) по графику 
функции у= IBlf{x). 
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Построим этим способом графики функций у = 2 sin х 
(рис. 124), у= - ~(рис. 125), у= l,1cos х (рис. 126). 

Рис. 124. 

/, y""'Sin х 
//. y-sin 2ж 

Построение rрафика фувв:цви у= J(kx), rде k ~О, по rpa· 
фвку фуmщии у = J(x). Функция у= j(/cx) определена для 
всех тех х, для которых число /сх принадлежит области 

определения функции у= j(x). Пусть некото
рая точка Мо(Хо, Уо) принадлежит графику '. 

1 1 
11 
11 
11 

п: ,' / функции у= j(x), т.е. пусть у0 = ft..Xo). Точка 

,: ! м.~Хо, Уо) принадлежит графику функции 
\'. /,' у= j(/cx), так как ее координаты удовлетво-

__ ''~''r-•x ряют условию Уо = / k; Рассмотрим раз-,, ,, ( tl 

1/1 

личные случаи в зави и сти от числа k. 
1. k > 1. Точка м{i.хо, Уо) получается из 

точки М0(Хо, у0) сжатием абСциссы точки М0 
ш в k раз и график функции у = j(/cx) получает

ся из графика функции у = j(x) сжатием абс
цисс всех точек в k раз вдоль оси Ох к оси 
ОУграфика функции у= J(x). 

/,у-,! 
ll.y-2r 
111. y•-2r 

Рис.125. 2. k = 1. Все точки графика у= J(x) остают-
ся на месте. 

3. о< k < 1. Точка м{i.хо, Уо) получается ИЗ точки Мо(х.о, 
у0) растяжением абсциссы точки Мо в (i\ раз, и график 
функции у = j(/cx) получ·ается из графика функции у= J(x) 
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растяжением абсцисс всех точек в (i) раз, т.е. растяжением 
в (k) раз вдоль оси Ох к оси О У графика функции у = J(x). 

~- k < О. Тогда k = - lkl и построение графика функции 
у= j(kx) разбивается на 2 этапа: 

у 

_.f! __ _ & [о.1] (О,1) 
-Эк ~" "" 2 """'11: 

Ly~x 
11. у- 2c:os х 

Рис. 126. 

а) построение графика функции у = ft..lk~) по графику 
функции у = j(x); 

б) построение графика функции у = j(- lk~) по графику 
функции у= ft..lk~). 
Построим этим способом графики функций у = sin 2х 

(рис. 127, 11), у= 2- 2ж (рис. 128, 111), у= log2 (-jx) (рис. 
129, 111). 

ПOC'l)Н)elllle rрафика фувк:цви у - J(x - а), rде а -:1: О, по 
rрафвк:у фуВ&ЦИИ у - J(x). Функция у = j(x - а) определена 
для всех тех х, для которых (х - а) принадлежит области 
определения функции у= J(x). Пусть точка Мо(Хо, у0) при
надлежит графику функции у= j(x), т.е. пусть Уо = ft..Xo). 
Точка М.(Хо + а, у0) принадлежит графику функции 
у = j(x - а), так как ее координаты удовлетворяют условию 

Уо = Jl(Xo +а) - а]= ft..Xo). Следовательно, каждая точка М1 
графика функции у = J(x - а) получается из соответствую
щей точкИ М0 графика функции у = J(x) сдвигом этой точки 
ццоль оси Ох на величину а. При этом если а > О, то сдвиг 
производится вправо на величину а, а если а < О - сдвиг 
производится влево на величину а. Итак, график функции 
у= j(x - а) получается из графика функции у = j(x) сдви
гом последнего, как жесткого тела, вдоль оси Ох на вели
чину а. 
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Построим этим способом графики функций у= log2 (х + 
+ 3) (рис. 130, 11), у= (х - 2)2 (рис. 131, 11), y=cos (х+ i) 
(рис. 132, 11). 

ПОС'lрОевие rрафпа фу11&Ц1111 у = ./(.х) + 6, rде 6 ~ О, по 
rрафвк:у фу11&Ц1111 у= ./(.х). Функции у= j(x) + Ь и у= J(x) 
имеют одну и ту же область определения. Следовательно, 
зная, как для любого х по ордm1ате функции у = J(x) найти 
ординату функции у = j(x) + Ь, можно по графику функции 
у = J(x) построить график функции у = J(x) + Ь. Пусть не
которая точка Мо(Хо, у0) принадлежит графику функции 
у = J(x), т.е. пусть Уо = ft..Xo). Возьмем точку М.(Хо, Уо + Ь). 
Координаты ее удовлетворяют условию Уо + Ь = ft..Xo) + Ь. 

у :1 
' ' ' у 

' / 1 1/ ' ' 

х 

L у-2· (0,.:jj- - -у:.:..3. 

IL у-2·-3 

Рис. 133. Рис. 134. 

Следовательно, чтобы получить точку М., нужно точку Мо 
сдвинугь вдоль оси 0у на величину Ь. При этом если Ь > О, 
то сдвиг производится вверх на величину Ь, а если Ь < О -
BIDIЗ на величину \Ьj. 
Построим этим способом графики функций у= 'r - 3 

(рис. 133), у= r - 1 (рис. 134), у= sin х + 1 (рис. 135). 
ПOC'lpOelllle rрафпа фyil&ЦИlly = ВЛk(х - 11)] + 6 поrра

фпу фуВ1ЩИВ у= ./(.х). График функции у= .lИk(x - о)] + 
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+ Ь строится по графику функции у = j(x) последователь
ным применением предыдущих способов. 
Например, так: 

у= J(x) ~у= J(kx) ~у= ВJ(kx) ~у= ВJ[k(x - а)] ~ 

~у= ВJ[k(x - а)] + Ь. 

Покажем применение этого способа на нескольких при
мерах. 

Рис. 135. 

Построить график функции у = td- + Ьх + с, где а Ф О. 
Преобразуем квадратный трехчлен td- + Ьх + с, выделив 

ПОЛНЫЙ квадрат: 

td-+Ьx+c=a[x-(-~§ +4ос~Ь
2

• 
Итак, надо построить график функции 

У= а [ х - (- ~ § + 4ос~ ь2. 
Сначала построим график функции у= r. Затем растяже
нием его вдоль оси Оу в lйl раз - график функции у = laixz. 
Если а > О, то возьмем построенный график ф}'НIСЦIЩ 
у = td"; если а < О, то отобразим график фунхции у= la~ 
относительно оси Ох и получим график функции у= rd. 
Наконец, сдвигом графика функции у= ~ вдоль оси Ох 
на (- :О) а затем сдвигом полученного графика функции 
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у = а ( х + :а J вдоль оси Оу на 4ос ~ ь
2 

получим график 
функции у = td + Ьх + с. 
Покажем все эти этапы построение графика квадратного 

трехчлена на следующем примере: построить график функ
ции у = - ъ?- + Зх + 1. Преобразуем квадратный трехчлен 

( 3)2 17 - ъ?- + Зх + 1 = - 2 х - 4 + 8 и построим по излож:ен-
2 

ной схеме график функции у= - 2 (х - ~) + ~(рис. 136). 

Теорем а 1. График функции ..,,.. 
у= kx + Ь есть прямая линия, ~ 
пересекающая ось Оу в точке 1 п у • п 1 
М(О, Ь) и образующая с положи- ~ 

1 
• 

тельным направлением оси Ох ~ 
угол, тангенс которого равен k. ~ 
Доказательство. Дока

жем, что график функции - -
у = kx есть прямая, проходящая -~~Hie-x 
через начало координат и обра
зующая с положительным на

правлением оси Ох угол, таи- v. 
гене которого равен k. : : 
р '' ассмотрим несколько случа- 1п IY 

ев: 

ly-xl 
Il.y-~ 
Illy--~ 

/У. r-2(ж-~1 
У. y--2(ж-~+lj 

а) k = О. Тогда график функ
ции у = О есть ось Ох - прямая 
линия и tg а = О. 

Рис. 136. 

б) k > О. Тогда все точки графика функции у = kx лежат 
в 1 и 111 четвертях. Начало координат принадлежит графику 
функции у = kx. Возьмем некоторую точку Мо(Хо, у0), от
личную от начала координат, принадлежащую графику 
функции у = kx, т.е. такую, что у0 = kxo. Проведем через 
точки МQ(Хо, у0) и 0(0, О) прямую и покажем, что эта и 
прямая и будет графиком функции у = kx. 
Пусть построенная прямая образует с положительным 

направлением оси Ох угол, тогда tg а = ~ = ~ = 1:"° = k. 

Возьмем некоторую точку М1 (х1 , у1 ), отличную от точек О 
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и Мо на этой прямой (пусть для определенности точка М. 
лежит в 1 четверти). Из прямоугольного треугольника ОАМj 
(рис. 137) находим, что 1АМ1I = IOAI tg а. Так как АМ1 = у1 , 
ОА = х1 , tg а= k, то у1 = kx1• Эrо означает, что координаты 
любой точки построенной прямой удовлетворяют условию 
y=kx. 

Рис. 137. 

/. у-{х+З t-ra а-~ Ь-3; 
п. у-ь+z, k-ta ,--2, ь-2. 

Рис. 138. 

/ 

.х 

Пусть теперь -Х2 и у2 таковы, что у2 = kx,, (пусть для 
определенности -Х2 >О и, следовательно, у2 >О). Построим 
точку М2(-Х2, у2). Точка М2 должна оказаться на построенной 
прямой, ибо если точка М2 не попадает на эту прямую, то 
через начало координат будут проведены две различные 

прямые, образующие один и тот ж.е угол а с положитель
ным направлением оси Ох, что невозможно. 

Итак, точки построенной прямой и только они удовле
творяют условию у = kx, т.е. график функции у= kx есть 
построенная прямая. 

в) k < О. Тогда график функции у= lklx есть прямая, 
проходящая через начало координат и образующая с поло
жительным направлением оси Ох угол, тангенс которого 
равен l/cl. График функции у = - lklx получается из этого 
графика симметричным отображением относительно оси 
Ох, поэтому этот графи.к есть прямая, образующая с поло
жительным направлением оси Ох угол, тангенс которого 
равен - lkl = k. 
Для завершения доказательства остается сказать, что 

график функции у = kx + Ь получается из прямой у = /а 
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сдвигом вдоль оси Оу, как жесткого тела, на величину Ь. 
При этом точка 0(0, О) графика функции у = kx перейдет 
в точку А(О, Ь) графика функции у = kx + Ь. Теорема дока
зана. 

Построим этим способом графики функций у = ~х + 3 

(рис. 138, 1), у= - 2х + 2 (рис. 138, 11). 
ПОС'J1К)еиве rрафиu фуВkЦИИ у = l/(.r)I по rрафвку фуВkЦИИ 

у = J(.r). Прежде всего напомним определение: 

l/{x)I = { j(x), для тех х, r:це j(x) 2: О, 
- j(x), для тех х, где j(x) < О. 

Пусть некоторая точка М0(Хо, Уо) принадлежит графику 
функции у= j(x), т.е. пусть у0 = ft...xo). Рассмотрим два слу
чая: 

а) у0 2: О. Тогда, поскольку l/{.xo)I = ft..Xo) = Уо, точка Мо(Хо, 
у0) принадлежит графику функции у = l/{x)I. 

у 

l~ 
JJ. у = 1х1-11 

Рис. 139. 

у 

О /fl.OJ 
, l у= 108,.Х 

JJ. у = lloL х1 1 
1 

Рис. 140. 

б) Уо < О. Тогда, поскольку l/{.xo)I = - ft..Xo) = - Уо, точка 
М1(Хо, - Уо) принадлежит графику функции у = l/{x)I. Сле
довательно, график функции у = j(x) получается из графика 
функции у = j(x) следующим образом: 

все точки графика у = j(x), лежащие на оси Ох и выше 
ее, остаются на месте; 
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все точки графика у= J(x), лежащие ниже оси Ох, сим
метрично отображаются относительно оси Ох. 

Заметим, что график функции у= lf{x)I не имеет точек 
ниже оси Ох. 

у 

7k 
2 11 

Рис. 141. 

Построим этим способом графики функций у = !х2 - 11 
(рис. 139), у= l2i (см. рис. 104, 11), у= 1Iog2 .х1 (рис. 140), 
у = lsin .х1 (рис. 141 ). 

Построение rрафика фув:кции у = J{lx!) по rрафпу фу111Щ1111 
у= j{x). Заметим, что функция у= ft..lxi) четная функция, 
так как ft..1- ,х1) = ft..!xi). График четной функции строится 
так: строится график этой функции для всех х ~ О; для 
построения графика этой функции для х < О построенная 
часть отображается симметрично относительно оси Оу. 
Поскольку lxi = х для х~ О, то для х~ О график функции 
у = ft..lxi) с9впадает с графиком функции у = j(x). Для па. 
строения графика функции у = ft..lxi) для х < О надо часть 
графика функции у= ft..!xi), уже построенного для х ~О, 
симметрично отобразить относительно оси Оу. Для постро
ения графика функции у = ft..!xi) существенную роль играют 
точки графика функции у = j(x), лежащие на оси Оу или 
справа от нее; точки графика, лежащие слева от оси Оу, 
никакой роли не играют, следовательно, для построеНИJ1 

графика функции у = ft..!xi) надо: 
а) стереть все точки графика функции у= J(x), лежащие 

слева от оси Оу; 
б) оставить на месте все точки графика функции, лежа

щие на оси 0у и справа от нее; 
в) отобразить правую часть графика симметрично отна. 

сительно оси Оу. 
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Построим этим способом графики функций у= 21xt 
(рис. 142), у= log2 l.xi (рис. 143), у= sin 1.х1 (рис. 144). 
ПОС'lрОевве ~рафика фуВIЩИВ у = F(j(x)) по ~рафику фув

цп у == /(х). В случаях, более сложных, чем рассмотренные 
выше, график функции у= F(f{x)) строят, используя гра-

11 у 11 

I. У -1оа1 .х 
11 11. у - IOl1 1х1 

11 1 

Рис. 142. Ptfc. 143. 

фик у= f(x) и свойства функции у= j(x). Не давая общих 
рекомендаций, покажем как это делать, на нескольких 
примерах. 

Рис. 144. 

Используя график функции у= sin х (см. рис. 108), по
строить графики функций: 
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у= 21iaz 

а) ~бласть оп_ределения 
фу~кци:и у= rz - все 
действительные х; 

6) поскольку функция 

у= log2 sinx 
а) область определенИя 

функции у = log2 sin х - все 
те х, для каrорых sin х > О, 
т.е. все те х, где график 
функции у= sin х лежит 
выше оси Ох; 

б) поскольку функция 
у = sin х - периодическая с у = sin х - периодическая с 
главным периодом 21t, то главным периодом 2.1t, то 
функЦИя у= 2•z тоже функция у= log2 sin х то.же 
периодическая с главным периодическая с главным 

периодом 21t; периодом 21t; 

Поэтому будем строить графики обеих функций только 

на отрезке [О, 21t], а паrом продолжим rрафИIСИ периоди-
чески. 

в) поскольку на отрезке 

Го, jl функция у= sinx 

~озРl~стает от О до 1, то 
функция у = 21in z на этом 
промежутке возрастает ar 1 

до 2; на от~езке r.;., 32~1 
функция у= sm х ~вае~ 
от 1 до (- 1), а функция 

у= 21111 zубываетаr2доf; на 

отрезке г~' 21t l функция 
у = sin х Jo;pacrAeт ar (- 1) 
до о, а функция у= 21inz 

возрастает ar f до 1. 

в) поскольку на 

npDMeжyJYe ~ фуюсцIОI 
у = sin х ar О до 1, 
то функция у = Юg2 sin х на 
этом промежутке иозрасткт 

ar (- -) до О; на промежупсе r ~, 1t 1 функция у= sin х 
~ыJет ar 1 до О, а функция 
у = log2 sin Х убывает ar 0 ДО 
(- -); на отрезке [1t, Ъt] 
функция у= sinx 
неположиrельна, поэrому на 

этом промежутке функция 
у = Юg2 sin хне определена (и 
точек графика этой функции 
:щесь нет). 

ПеречислеЮ1Ь1е свойства позволяют нам построить тре
буемые rрафИIСИ на отрезке [О, 21t] и продоткить их пери
одически (рис. 145, 146). 
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Предыдущие рассуждения показывают, как график 
функции помогает выбрать необходимые проме.жуrки для 
исследования свойств сложных функций и тем самым 
помогает построить график сложной функции. 

1 
1~ 
111 

11 
1 

1 cli 1 
11 1~ 

1 
111 

11 1~ 
1 1 

1 1 

1 (-.:!!. 011 
1 2, J 1 11: 

1 , -j ... 1 -J 

// 

1 
1 

j 

у 

Рис. 145. 

t 1~ 
111 

11 
1 
1 

,- ... 1 

11 11 

Рис. 146. 

/. y=sin J: 

//. y=2sln% 

1 1 

:1 :~ 
1 1 

1 
1,- ... 1 

// 

1 L y=sin :ж: 
1 
l /l y=log2 sin :ж: 
1 

Сложение rраф•ов. Пусть даны функции у = ft..x) и 
у = g(x). Тогда на общей части их областей существования 
определена функция у= ft..x) + g(x). Пусть точка М1(Хо, yi) 
принадлежит графику функции у = ./(х), а точка М2(Хо, у~ 
принадлежит графику функции у = g(x), причем число Хо 
принадлежит общей части областей существования функ
циА у = ft..x) и у = g(x). Тогда точка Мз(Хо, У1 + У2) принадле
жит графику функции у= ft..x) + g(x). Значит, для постро
ения графика функций у = ft..x) + g(x) надо: 
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а) оставить те точки графиков у= f(x) и у= g(x), у кото
рых х входит в общую часть областей сущесrвования этих 
функций; 

б) для каждого такого х произвести алгебраическое сло
жение ординат ( соответсrвующих данному х) этих двух 
графиков. 
Построим этим методом график функции у = х + sin х 

(рис. 147). 
Умво.евие rраф•ов. Пусть даны функции у = f(x) и 

у = g(x). Тогда на общей части их областей существования 
определена функция у= f(x)g(x). Пусть точка М1(Хо, yi) 
принадлежит графику функции у = f(x), а точка М2(Хо, у2) 
принадлежит графику функции у= g(x). Ясно, что число Хо 
принадлежит общей части областей существования функ
ций у = f(x) и у = g(x). Тогда точка М3(Хо, YiY~ принадлежит 
графику функции у = f(x)g(x). Значит, для построения гра
фика функций у = j(x)g(x) надо: 

а) оставить те точки графиков у= f(x) и у= g(x), у кото
рых х входит в общую часть областей сущесrвования этих 
функций; 

б) для каждого такого х произвести умножение ординат 
(соответствующих данному х) этих двух графиков. 
Построим этим методом график функции у= х sin х 

(рис. 148). 

УПРАЖНЕНИЯ 

Найти область определения и область изменения фунIСци:й (1 - 6): 
_r=---т ;. _ 4 1 

1. Y='IX- 1. 2. У=--г--· 3. У= _п---· 
r-9 vr-x 

J_,...--:-::- ..Jx (х+ 1) ~ 
4.у= 'll+x.5.y= 

4 
.6.y=~r-1. 

х+ 

Совпадают ли обласrи определения ф)'НIСЦИЙ (если нет, то найти общую 
часть областей определений сравниваемых фуюсций) (7 - 14): 

7. у= х и у=;.; 8. у= sin хх и у= tg ц 
х 

9. У- cos JtX и у= ctg ц 10. у= tg х и у= ctg .х; 
11. }' = arcsin х и у= arctg .х; 12. у= arcsin х и у= arccos .х; 
13. у= arcsin х и у= arcctg х; 14. у= arccos х и у= arcctg Х! 
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15. Что значит: 
- функция оrраничена сверху (снизу); 
- функция не ЯВ11J1етс• оrраниче1D1ой сверху (снизу); 
- фуиJСЦИJI оrраничена; 
- фуиJСЦИJI не ЯВ11J1етс• оrраииче1D1ой? 

16. Показать, чrо фуиJСЦИJI y=l не ЯВ11J1етс• оrраниче1D1ой 1О1 сверху, 
х 

1О1 снизу. 

17. Показать, чrо функция y=:iJ- не ЯВ11J1ется оrраниче1D1ой сверху. 
18. Показать, чrо функция у= Х3 не JIВIIJleТCЯ оrраниче1D1ой. 
lt. Привwпе пример функции, которая не ЯВ11J1етс• IDI четной, ни 

нечетной. 
10. 8с11JСВЯ ли функция может быть nредСТВВIIеиа в виде суммы чеnюй 

и нечетной функций? 
Рассмотреть примеры: l)y'"' .Ji, 2) у= log2 х. 
Доказать МОНОl'ОIОIОСТЬ фунхций (11 -14): 
11. У= log~ х; 11. У=~; 13. y=.Ji; 14. у=.х3. 

Являете• ли MOHOl'OIOIOЙ функция (CCJJИ нет, то найти интepllВJIW 
MOHOl'OIDIOCТИ) (15 - 43): 

15. У=~; 1'. У=Х- (х); 17. Y•sjgn lgx; 

18. У· 3""7; 1'. у= log~ arc:cos х; 30. у= arctg }'; 

31. у= ..Js 4х; 31. у= sin arc:cos х; 33. y=t.2 х; 
з.4. у= siJn х; 35. У• 1& cos х; Зб. у= ../ёtg х; 

х+ 1 iJ 37. у= arctg х; 38. у=--2; 3t. Y• tA - 3.х+ 21; 
х-

40. У=~; 41. У= [sinx]; 41. y=211 .:ir; 

43. у= 1
. ? arcsinx 

44. Может ли сумма двух монаrонных функций быть немонаrонной 
функцией? 

45. Всегда ли nроиэведеlОlе MOHOl'OIDIO возрастающих функций~ 
МOHOl'OIDIO воэрастающu фуиJСЦИJI? 

<tб. Пусть на отрезке [О; 2) дана функция 

!
у=}', CCJJИ OSx< 1, 
5, если х= 1, 
х+ З, если 1<xS2. 

ПРQЦставиrь ее в виде разности двух MOHOl'OIDIO возр&СТllОIЦИХ функ
ций. 

47. Можно ли немонаrонную фующию 11РQЦС1'8В11ТЬ в ВJЩе разносrв 
двух монаrонных фунх:ций? 

48. Доказать, чrо фуиJСЦИJI у - {%} (дробная часn. х) ЯВ11J1ется nepвQIUI· 
ческой функцией. Найти ее период и nостроиn. rpaфИJt этой фунхции. 
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49. Привести пример фунхции, не .11В11Я1Ощейся моноrонной, периодом 
коrорой J1ВJ111ется любое рациональное число. 

50. Найти период фунщнй у= cos (sin Х) и у= .../sin х. 
51. Дана периодичесJСаJI фунIСЦЮI с периодом Т = 2х, кoropu задается 

на отрезке [-~ к) следующим образом: 

Построиrь ее rрафюс. 

{о, еспи - к:sx:s; О, 
х, еспи O<x:S:rt. 

5Z. ПериодичеСJСаJI фунIСЦИJI с периодом Т = 2 определяется на отрезке 
[- 1; 1) следующим образом: 

{х+ 1, CCJJR - 1 :s; x:s; О, 
х, еспи O<x<l. 

Построиrь ее rрафик. 
53. ПериодичесJСаJ1 фующиJ1 с периодом Т= 3 задана следуюЩID( обра

зом: у= 2 - х, еспи О < х :s; 3. Построиrь ее rрафик. 
54. Показать, чrо любое число Т такое, чrо О < Т < 2.Jt, не J1ВJ111ется 

периодом фунхции у= sin х. 
55. Показать, чrо число Т = к J1ВJ111ется наименьшим периодом для 

фунхции у= ts х. 
56. Показать, чrо любое число Т такое, чrо О < Т < к, не J1ВJ111ется 

периодом функции у= ctg .х. 
57. Показать, чrо число Т = 21t J1ВJ111ется наименьшим периодом для 

фунхции у= cos х. 
58. Доказать, чrо для тобоrо х cnpaвeдmDIO неравенство lsin 1f :s; ~. 
5'. Доказать, чrо для тобоrо х из интервала (- I; ~) сnравед1111ВО 

неравенство lts 1f С!: ~. 
В одной и той же системе координат построиrь rрафик указанных rpynn 

функций и ВЫJ1сниrь их взаимное расположе1П1е (60 - 65): 
60. У=Х. у=,?,у=Х', У=Х4, 1=х'. 
61. у= х, у= arcsin .х. 
6Z. у= х, у = arcctg.x. 

б3. У=Х. у=.../%, у=з.../i; у= 4.../i; у= s-Гх. 
к 

64. У=-Х+2, y=COS.X. 

к 
65. 1=-х+2, y=cts.x. 

Построиrь rрафик следующей фунхции (6' - 143): 

66. У= ..Jcosx. 67. y=..Jtgx. 68. у=.../!". 
х 
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69. У• ..J2i'. 70. У= sin2 х. 71. , ... ctg2 х. 
72. У• cos3 х. 73. Y• lod х. 74. У• arcsin~. 

75.y•an:tg~. 76.y•[sinx). 77.у=[~} 
78. ," [~. 79. У= Н0&2Х). 80. У= [arcsin.xJ. 
81. ," [an:tg.xj. 82. У• [an:cos.xj. 83. У= [an:ctg.xj. 
84. у= sign an:cos х. 85. у" sign an:tg х. 86. у ... sign cos х. 

87. у= sign .х2. 88. у"[~). 89. У== sign ~· 

90. ," sign. х. 91. , ... [.Ji). 92. ,"rr! IJ 
93. У• Iав2 [tsxJ. 94. У= 108J..2 [sin J:t;J У= arcsin cosx. 

1

1 1 

{

7!, ес:лихs -1, х• если xs - • 

96. у- !, если -1 <Х<О, 97. у= ~" 
х1 2, ecли-l<xSl, 
r, если х~ О. 

1 х, если <Х. 

f . Зп 

"_,_j.: =~~<::о. 
1 an:ctgx, если О <х< 1, 
L las2 х, если 1 s х. 

1
~. если xs-2, 

gg, у- ~• если - 2<Х< 0, 

-Гх. если О s х s 4, 
log2 х, если 4 < х. 

[sin х), если х< - п, 
2,.; 

tgx, если-,.;sхs-3. 

2п 
на"' если - -3 <Х<О, 100.у= ""'8.., 
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101. у-

101. у-

103. у= 

1' 

(!); еспи xs-2, 

~.., еспи-2<Х<-1, 
;, еспи - 1 s х < 2, 
-Гх, еспи 2 s х. 
~. если xs-1, 
an:cos х, еспи - 1 < х s О, 
arcsin х, еспи О< xs 1, 

l, еспи 1 <х. 
х 

arcctg х, еспи х s - 1, 
arcsin Х, еспи - 1<Х<0, 

1 an:cos х, еспи О s х s 2, 
1 

los~ х. еспи 2 < х. 

ctgx, 

sinx, 

S1t 
--xs-.._... 4' 

Sn: 
еспи--<ХS-1 4 • 

104. у= ~. еспи - 1 < х ~ О, 
1 

los~ х, еспи о < х s 4• 

{i, еспи ~ < х. 
7t 

(arc:tg xJ, еспи х s - i" 
n; 7t 

cosx, еспи- 6 <хs 4, 

7t 
105. у= tg х, еспи 4 < х < п, 

3к 
sin х, еспи 7t s xs т· 

Зп 
cta х, еспи Т < х. 

106. у-:2- + stж- 11+1. 107. у= 1- Зх+ 21-12х- 31. 
118. у• !х1- Зх+ 21-12х- 3~ 109. у• (х+ 1) <Jxt- 2). 

2х + 1 1 2х - 6 (1 J-k+ 
1 

110. у• 2 _ х' 111. у~ 1 -jХТ· 111. у=~· 113. у• З 

114. у= 2. ]1f+ 1 - 1. 115. у= 10-liil. 

116. у= 1•~х61. 117. y=.JJI sinx. 

118. у= sin2 х + Cos2 х. 119. у• sin2 х - cos2 х. 
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110. у= ./3 sin 2х + cos 2х. 121. у= arcsin tg х. 

lU. у= arccos -. - 123. у•- sin х. 
( 

1 ) 1 
sшх х 

124 . .)' = cos Js х. 125 . .)' = 2 sin !Ьf. 
1 1 126 . .)'=2 arctg (х- 1). 127 . .)'=з arccos (х- 1) + 1. 

l28.y--2cos(tx+i)+2129.y= arcsin(x+l)-1. 

130. у-2 tg (- 2х+ i} 131. у=- cos2 (х- ~} 
1 1 132. у- lав~ ~· 133. у- щ-. 

1-r х 

"ж 134 . .)' • sin 2 an:cos х. 135 . .)' = . 

13' . .)' = аrа:ов cos х. 137 . .)' = tg х. 
- • lж-21+1 138 . .)'-COS 2х- "1 - SID 2х. 139. ys:: !ж+ 3J • 

140.y=3+23-J.1"1.y=arctg!. 
х 

~ 1 
1"2. у-~· 143. у- sin ?-" 
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Найти обратные фуНJщии и построиrь их rрафики 1IJUI фуНJщии с 
ЗIUUiННОЙ обпастыо onpeдCJJeIOIЯ (1.44 - 153): 

Функция 0бласrь ОnрсдслеЮIЯ 

144. у=Зх-2 (- -; •) 

145. у=-(х+1)2 -2 (- -; - 1) 

146. x+l (1; •) У=--
х-1 

147. У=~ [2; -) 

148. У=-~ [- 2; О) 

14'. У= 108~ (Х+ 1) (- 1; -) 

150. 
1 

У=~ (-•;О) 

151. Y=sin(x+j) [- ~:i] 
152.. Y=-2+cosx [О; к) 

153. У= 2 tsx [-I;I) 



Гл а в а V 11 . УРАВНЕНИЯ С ОДНИМ 
НЕИЗВЕСТНЫМ 

Пусть даны две функции: функция у = j{x) с областью 
существования Р и функция у = g(x) с областью существо
вания L. Пусть область Месть пересечение областей суще
ствования этих функций, т.е. М = Р ("'\ L (в частности, об
ласть М может быть пустым множеством). 

Пусть стоит задача: найти все числа а из области М, для 
каждого из которых справеш~иво числовое равенство 

j{a) = g(a). В таких случаях говорят, что стоит задача 
решить уравнение j{x) = g(x) с одним неизвестным х или что 
дано уравнение j{x) = g(x) с одним неизвестным х. 
В этой главе рассматриваются некоторые способы реше

ния таких уравнений, поэтому дальше вместо слов «урав
нение j{x) = g(x) с одним неизвестным n будем говорить 
просто «уравнение j{x) = g(x)•. 

§ 1. Основные определе1111J1 и ynepждellllJI 
paвllOCllJIЬllOCТI ураввевий 

Областью допустимых значений (ОДЗ) уравнеНUJ1 
j{x) = g(x) называется общая часть (пересечение) областей 
существования функций у= j{x) и у= g(x), т.е. множество 
всех числовых значений неизвестного х, при каждом иэ 
которых имеют смысл (определены) и левая, и правая части 
уравнения. Всякое число х из ОДЗ уравнения называете.я 
допустимым значением для данного уравнения. 

Число а из ОДЗ уравнения называется решением (или 
корнем) уравнения j{x) = g(x), если при подстановке его 
вместо неизвестного х уравнение превращается в верное 

числовое равенствоj{а) = g(a). 
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Решить уравнение j{x) = g(x) - это значит найти множе
ство всех его корней. Оrметим, что это множество может 
оказаться и пустым множеством, что возможно только в 

двух случаях: а) если ОДЗ уравненияj{х) = g(x) есть пустое 
множество; б) если ОДЗ уравненияj{х) = g(x) есть непустое 
множество М, но ни ДJIЯ одного числа а е Мне выполня
ется числовое равенство j{a) = g(a). Если множество всех 
корней уравненияj{х) = g(x) - пустое множество, то обыч
но говорят, что уравнение j{x) = g(x) не имеет корней, 
поэтому иногда говорят так: решить уравнение j{x) = g(x) -
это значит найти все его корни или доказать, что это 
уравнение не имеет корней. Если множество всех корней 
уравнения j{x) = g(x) состоит из k не равных между собой 
чисел х1 , ~' ••• , xk, то говорят, что уравнение.f{х) = g(x) имеет 
только k корней: х1 , ~' ••• , xk, т.е. множество всех его корней 
есть множество {х1 , ~' ••• , xk}. Если множество всех корней 
уравненияj{х) = g(x) состоит из одного числа х1 , то говорят 
еще, что уравнение j{x) = g(x) имеет единственный корень х1 • 
Пусть даны два уравнения: j{x) = g(x) и JJ(.x) = q>(x). Если 

любой корень первого уравнения является корнем второго 
уравнения, то второе уравнение называется следствием 
первого. 

Огсюда следует, в частности, что если первое уравнение 
не имеет корней, то второе уравнение есть его следствие. 
Другими словами, все это можно сказать так: если множе
ство всех корней первого уравнения есть часть (подмноже
ство) множества всех корней второго уравнения, то второе 
уравнение ямяется следствием первого. 

Пусть даны два уравнения: J(x) = g(x) р(х) = q>(x). Если 
любой корень первого уравнения ЯRЛяется корнем второго 
уравнения, а любой корень второго уравнения ямяется 
к.орнем первого уравнения, то такие два уравнения назы

ваются равносшьны.ми (или эмивалентными). Другими сло
вами, два уравнения равносильны, если каждое из них 

является следствием другого. При этом, в частности, под
разумевается, что если каждое из этих уравнений не имеет 

корней, то такие два уравнения равносильны. Замена одно
го уравнения другим уравнением, ему равносильным, на-

415 



зывается равносильным переходом от одного уравнения к 
другому. 

Пусть даны уравнения ftx) = g(x) р(х) = <р(х) и пусть дано 
некоторое множество М значений неизвестного х. Если 
любой корень первого уравнения принадлежащий множе
ству М, является корнем второго уравнения, а любой 
корень второго уравнения, принадлежащий множеству М, 
является корнем первого уравнения, то такие два уравне

ния называются равносильными на множестве М. При этом, 
в частности, подразумевается, что если каждое из этих 

уравнений не имеет корней на множестве М, то такие два 
уравнения равносильны на множестве М. 

Замена одного уравнения другим уравнением, равно
сильным ему на множестве М, называется равносильным 
переходом на множестве Мот одного уравнения к другому. 
Приведем несколько примеров, иллюстрирующих вве

денные понятия. Пусть дано уравнение 

°"1 - х = log2 (х - 1). 

Область допустимых значений этого уравнения есть пус
тое множество. Действительно, область существования 

функции у = °" 1 - х есть множество Xj = (- оо; 1], а область 
существования функции у= log2 (х - 1) - множество 

~ = (1; + оо). Общая часть (пересечение) этих областей -
пустое множество. 

В данном примере, после того как найдена ОДЗ уравне
ния, оно уже решено, ибо установлено, что уравнение не 
имеет корней. 

Пусть дано уравнение 

...J?-4 =...J4-?. 
Область допустимых значений этого уравнения есть мно

жество, состоящее из двух чисел: - 2 и 2. Действительно, 
область существования функции у = ...J? - 4 есть множест
во х. = (- оо, - 2] u (2, + оо), а область существования 
функции у= ...J4 - ? - множество Х2 = [- 2; 2]. Общая 
часть (пересечение) этих областей - множество Х= 
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= х; f'"'I Х2 = { - 2; 2}. Подстановкой числа (- 2) и числа 2 
в данное уравнение убеждаемся, что оба эти числа являют

ся его корнями. Следовательно, данное уравнение имеет 
только два корня х1 = - 2 и х2 = 2. Значит, и в этом 
примере, после того как найдена ОДЗ уравнения, оно уже 
решено. 

Приведенные примеры показывают, что при решении 
уравнения бывает полезно знать ОДЗ этого уравнения. 
Однако можно привести примеры уравнений, для реше

ния которых не обязательно знать их ОДЗ. 
Например, пусть дано уравнение 

VlOg2 (Х+ sin 2х) = - 1. 

Это уравнение не имеет корней, так как при любом 
значении х из ОДЗ уравнения имеем неверное числовое 
равенство. В то :же время вычисление ОДЗ этого уравнения 
было бы непростой задачей. 
Два уравнениях+ 4 =О и(~+ l)(x + 4) =О равносиль

ны на множестве всех действительных чисел, ибо каждое 
из этих уравнений имеет только один корень - число 

(-4). 
Рассмотрим два уравнения: Гх = 1 и ~ = 1. Первое урав

нение имеет только один корень - число 1, которое явля
ется и корнем второго уравнения. Поэтому уравнение 

; = 1 есть следствие уравнения Гх = 1. Но уравнение~ = 1 
имеет еще один корень - число (- 1), которое не только 
не является корнем уравнения Гх = 1, но даже не входит в 
его ОДЗ. Таким образом, данные уравнения не являются 
равносильными на множестве всех действительных чисел. 
Но эти уравнения равносильны на ОДЗ первого уравнения 
(т.е. на множестве неотрицательных чисел), ибо на этом 
множестве каждое из них имеет только один корень -
число 1. 
Приведем некоторые утверждения равносильности 

уравнений. 
1. Уравненияft.х) = g(x) иft.x) - g(x) =О равносильны. 
2. Уравнения .f(x) = g(x) и .f(x) + а = g(x) + а равносильны 

для любого действительного числа а. 
I-' Аnтебра, триrонnwе-1рия 

м ~tW~К1"8риыс 'V)'IUЩllM 
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3. УравненШI ft..x) = g(x) и ql{x) = ag(x) рQIJносильны д1111 
любого действительного отличного от нуля числа а. 

4. УравненШI ft..x) = g(x) и tr> = t:J<z> рQIJносилъны для любоlО 
фиксированного положительного и не равного единице 
числа а. 

Доказательства справедливости уrверждений сходны 
между собой, поэтому докажем, например, уrвержде
ние 4. 

Пусть число х1 является некоторым корнем уравнения 
t1-z> = ttz>, т.е. пусть существуют числа ./{х1) и g(x1), для 
которых справедливо числовое равенство rfr•> = аР•>. По
скольку фиксированное число а удовлетворяет условиям 

а > О и а * 1, то из справедливости числового равенства 
d'z1> = аР1> вытекает справедливость числового равенства 
./{х1 ) = g(x1). Следовательно, число х1 является корнем урав
нения ./{х) = g(x). Такое рассуждение можно провести для 
любого корня уравнения tfж> = r>. Значит, любой корень 
уравнения tfz'J = r> является корнем уравнения./{х) = g(x). 
Покажем теперь обратное. Пусть число Xi является не

которым решением уравнения ./{х) = g(x), т.е. пусть суще
ствуют числа ft..Xi) и g(Xi), для которых справедливо число
вое равенство ft..Xi) = g(Xi). Тогда на основании свойства 
числовых равенств для любого фиксированного числа а 

такого, что а > О и а * 1, то из справедливо равенство 

~ = ~>. СлеАовательно, число Xi является корнем урав~ 
нения tf-z> = tf"z>. Такое рассуждение можно провести для 
любого корня уравнения ./{х) = g(x). Значит, любой корень 
уравнения./{х) = g(x) является корнем уравнения tr> = Р. 

Итак, если каждое из уравнений ./{х) = g(x) и tr> = ~ 
(а> О, а* 1) имеет корни, то эти уравнения равносильны. 

Заметим, что из доказанного вытекает, в частности, что 
если одно из этих уравнений не имеет корней, то и другое 
не имеет корней, т.е. и в этом случае уравнения./{х) = g(x) 
и tfz> = ttz> (а> О, а* 1) равносильны. Утверждение 4 тем 
самым доказано полностью. 

Приведем некоторые у тв ер :жд е ни я , когда одно урав
нение является следствием другого. 



5. Пусть п - натуральное число, тогда уравнение (f(x) ]" = 
= (g(x) ]" - следствие уравнения f(x) = g(x). 
До к аз ат ель ст в о. Согласно уrверЖдению 1 уравнение 

(f(x) ]" = [g(x) ]" 

равносильно уравнению 

(f(x) ]" - [g(x) ]" = О, 

которое на основании формул сокращенного умножения 
равносильно уравнению (см. гл. 11) 

(/{х) - g(x)] {[/{х)]" - 1 + [/{х)]" - 2 g(x) + ... 
... + [g(x)]"- 1} =О. (1) 

Пусть число Хо является некоторым корнем уравнения 
f(x) = g(x), т.е. пусть существуют числа ./(Хо) и g(.xo), для 
которых справедливо равенство./(.хо) = g(.xo). Но тогда спра
ведливо и числовое равенство 

[/(Хо) - g(.xo)] {(f(Xo)]"-1 + (f(.xo)]"- 2 g(.xo) + ... 
... + [g(.xo)]" -1} =о. 

Следовательно, число Хо является корнем уравнения (1), 
которое равносильно уравнению (f(x)]" = [g(x)]", а потому 
число Хо является его корнем. Так0е рассуждение можно 
провести для любого корня первоначального уравнения. 
Значит, любой корень уравнения ./(х) = g(x) , есть корень 
уравнения (f(x)]" = [g(x)]", т.е. в этом случае, действительно, 
уравнение (f(x)]" = [g(x)]" есть следствие уравнения 
/(х) = g(x). Если :же уравнение ./(х) = g(x) не имеет корней, 
то тогда очевидно, что уравнение (f(x)]" = [g(x)]" есть его 
следствие. Утверждение 5 доказано полностью. 

6. Уравнение j(x) = g(x) - следствие уравнения lo&,./(x) = 
= log11 g(x), где а > О и а 'Ф 1. 
До к аз ат ель ст в о. Пусть число Хо - некоторый корень 

уравнения lo&,./(x) = lo&, g(x), т.е. пусть существуют числа 
la&i./(Xo) и log11 g(.xo), для которых справедливо числовое 
равенство log11 ./(Xo) = loga g(.xo). Из равенства логарифмов 
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двух чисел по одному и тому же основанию следует равен

ство самих этих чисел, т.е.J{~) = g(~), следовательно число 
~ является корнем уравнения J{x) = g(x). Такое рассужде
ние можно провести для любого корня уравнения lo&,J{x) = 
= lo&,g(x). Значит, любой корень уравнения 10&,J{x) = 
= lo&, g(x) является корнем уравненияj{х) = g(x), т.е. в этом 
случае, действительно, уравнение J{x) = g(x) есть следствие 
уравнения lo&,J{x) = log11 g(x). Если же уравнение lo&,J{x) = 
= log11 g(x) не имеет корней, то тогда очевидно, что уравне
ние J{x) = g(x) есть его следствие. Утвержцение 6 тем самым 
доказано полностью. 

Приведем примеры утверждений о равносильности 
уравнений на множестве. 

7. Пусть п - натуральное число и пусть на некотором 
множестве М функции у = J{x) и у = g(x) неотрицательны. 
Тогда на этом множестве уравнения j{x) = g(x) и [l(x) ]" = 
= [g(x)]" равносильны. 
Доказательство. Выше уже доказано (см. угвержде

ние 5), что уравнение [/{х)]" = [g(x)]" есть следствие уравне
ния J{x) = g(x). 
Докажем теперь обратное. Пусть число~ е Месть неко

торый корень уравнения [/{х)]" = [g(x)]", т.е. пусть сущест
вуют неотрицательные числа }{~) и g(~), для которых 
справедливо числовое равенство 

[/{~)]" = [g(~)]". (2) 

Предположим, что число ~ таково, что одно из чисел J(-x.) 
или g(~) равно нулю. Тогда из равенства (2) следует, что и 
другое из этих чисел равно нулю, т.е. в этом случае 

}{~) = g(~). Следовательно, в этом случае число~ является 
корнем уравнения J{x) = g(x). Предположим теперь, что 
число ~ таково, что одно из чисел}{~) или g(~) не равно 
нулю. Тогда из числового равенства (2) следует, что и 
другое из этих чисел также не равно нулю, и согласно 

условию угвержцения 7 оба числа}{~) и g(~) положите.ль
ны. Числовое равенство (2) равносильно числовому равен
ству 
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[/{Хо) - g(Xo)] {[/(Хо) 111
-

1 + [/(Хо) ]11 
-

2 g(Xo) + ... 
... + [g(Xo)]11

-
1
} = о. (3) 

Поскольку любая натуральная степень некоторого положи
тельного числа есть положительное число, произведение и 

сумма положительных чисел есть положительное число, то 

число {[/(Xo)]11
- I + [/(Хо)] 11 - 2 g(Xo) + ... + [g(Xo)]11

-
1
} положи

тельно, следовательно, числовое равенство (3) равносильно 
числовому равенству ft..Xo) - g(Xo) = О или равенству 
/(Хо)= g(Xo). Последнее числовое равенство означает, что 
число Хо является корнем уравненияft..х) = g(x). Такое рас
суждение моJКНо провести для любого корня, принадлежа
щего множеству М, уравнения [/(х)] 11 = [g(x)]11

• Значит, 
любой принадлежащий множеству М корень уравнения 
[/{х)] 11 = [g(x)]11 является корнем уравненияft..х) = g(x), т.е. на 
множестве М уравнение ft..x) = g(x) есть следствие уравне
ния [/(х)] 11 = [g(x)]11

• 

Если же уравнение [/(х) ]11 = [g(x) ]11 не имеет корней, то 
тоr.ца очевИдНо, что уравнение ft..x) = g(x) есть его следствие 
в силу определения. 

Итак, доказано, что в условиях уrверждения 7 уравнения 
/(х) = g(x) есть следствие уравнения [/(х)] 11 = [g(x)]11

, чем и 
завершается доказательство уrверждения 7. 

8. Пусть фиксированное число а тШ«НJо, что а> О и а*' 1, 
и пусть на некотором множестве М функции у = ft..x) и 
у = g(x) положительны. Тогда на множестве М ураsненШI 
/(х) = g(x) и log,,ft..x) = log,, g(x) равносш~ьны. 
Доказательство. Выше уже доказано (см. уrвер~е

ние 6), что уравнение ft..x) = g(x) есть следствие уравнения 
log,, ft..x) = log,, g(x). 
Докажем теперь обратное. Пусть число Хо е М является 

некоторым корнем уравненияft..х) = g(x), т.е. пустьft..Хо) >О, 
g(Xo) >О и ft..Xo) = g(Xo). Но тогда равны и логарифмы этих 
чисел по одному и тому же основанию, т.е. тогда справед

ливо числовое равенство lo&,ft..Xo) = log11 g(Xo). Следователь
но, число Хо является корнем уравнения log,, ft..x) = log,, g(x). 
Такое рассуждение моJКНо провести для любого корня 
уравнения ft..x) = g(x) из множества М. 
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Итак, тобой из множества М корень уравнения j(x) = 
= g(x) является корнем уравнения log.j(x) = log11 g(x), т.е. в 
этом случае, действительно, уравнение loLJ(X) = 1о&, g(x) 
есть следствие уравнения j(x) = g(x). Если же уравнение 
j(x) = g(x) не имеет корней, то тогда очевидно, что уравне
ние loLJ(X) = loL g(x) есть его следствие в силу определе
ния. 

Итак, доказано, что в условиях уrверждения 8 уравнение 
loLJ(X) = loLg(x) есть следствие уравненияj(х) = g(x), чем 
и завершается доказательство уrверждения 8. 

9. Пусть на некотором множестве М, принадлежащем 
ОДЗ уринения j(x) = g(x), функция у = ср(х) определена и при 
любом хе М ср(х) *'О. Тогда на множестве М уриненш 
j(x) = g(x) и j(x)cp(x) = g(x)cp(x) равносш~ьны. 
Доказательство. Пусть число х1 е Мявляется неко

торым корнем уравненияj(х) = g(x), т.е. пусть существуют 
числа j(x1) и g(x1), для которых справедливо числовое 
равенствоj(х1 ) - g(x1) =О. Так как по условию существует 

число ср(х1 ) и ср(х1 ) *'О, то справедливо и числовое равенство 
ср(х1 )[/(х1 ) - g(x1)] =О, которое равносильно числовому ра
венству ср(х1 }/{х1 ) = cp(x1)g(x1). Последнее числовое равенст
во означает, что число х1 является корнем уравнения 

j(x)cp(x) = g(x)cp(x). Такое рассуждение можно провести для 
тобого корня из множества М уравнения j(x) = g(x). Зна
чит, любой корень из множества М уравнения j(x) = g(x) 
является корнем уравнения j(x)cp(x) = g(x)cp(x). 
Докажем обратное. Пусть число -11 е М является некаrо

рым корнем уравнения j(x)cp(x) = g(x)cp(x), т.е. пусть суще
ствуюr числа.J(-11), g(-11) и ср(-11), для которых справедливо 
числовое равенство J(ol1)cp(ol1) = g(-11)cp(ol1), равносильное 

числовому равенству ср(х2)[/(-11) - g(-11)] =О. По условию 
число ср(-11) *' О, следовательно, последнее числовое равен
ство равносильно числовому равенству j(-11) - g(-11) = О, 
которое равносильно равенству J(-11) = g(-11). Последнее 
числовое равенство означает, что число -11 - корень урав

нения j(x) = g(x). Такое рассуждение можно провести для 
любого корня из множества М уравнения j(x)cp(x) = 
= g(x)cp(x). Значит, любой корень из множества Муравне-
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ния j(x)cp(x) = g(x)cp(x) является корнем уравнения 
j(x) = g(x). Итак, если каждое из уравнений j(x) = g(x) и 
j(x)cp(x) = g(x)cp(x) имеет корни на множестве М, то эти 
уравнения равносильны на этом множестве. Заметим, что 
из доказанного вытекает, в частности, что если одно из этих 

уравнений не имеет корней на множестве М, то и другое 
не имеет корней на этом множестве, т.е. и в этом случае 

уравнения J(x) = g(x) и j(x)cp(x) = g(x)cp(x) равносильны на 
множестве М Утверждение 9 тем самым доказано полнос
тью. 

Пусть дано п уравнений fi(x) = g1(x), .h(x) = К2(х), ... 
... , f,.(x) = g"(x). Обозначим через Q область, являющуюся 
пересечением областей допустимых значений всех этих 
уравнений. Если стоит задаЧа найти все числа из области 
Q, каждое из которых является корнем хотя бы одного из 
этих уравнений, то говорят, что дана совокупность п урав
нений 

li (х) = К1 (х), .h(x) = g2(x), ... , /,.(х) = g"(x) ( 4) 

и область Q называется областью допустимых зна11ений 
(ОДЗ) этой совокупности. 
Огметим, что обычно уравнения совокупности записы

ваются в строчку. Может оказаться, что в совокупности 
уравнений (4) содержится бесконечно много уравнений. 
Число а из ОДЗ совокупности ( 4) называется решением 

(или корнем) этой совокупности, если оно является корнем 
хотя бы одного уравнения из совокупности. 
Решить совокупность уравнений ( 4) - это значит найти 

множество всех его корней. Если это множество оказыва
ется пустым множеством, то говорят, что совокупность 

уравнений ( 4) не имеет корней. 
Совокупность уравнений ( 4) обычно решают следующим 

. образом. Сначала решают каждое уравнение на ОДЗ этой 
·совокупности, т.е. находят множества М1 , М2, ••• , М,., где 
М - множество всех корней уравнения /i(.x) = gi(.x), при
надлежащих ОДЗ этой совокупности. Затем находят мно
жество М0, являющееся объединением всех этих множеств 
М1 , М2, ••• , М,., т.е. М = М1 u М2 u ... u М". Эго множество 

423 



и будет множеством всех корней совокупности уравнений 
( 4). Если множество М0 состоит из k не равных между собой 
чисел: М0 = {х1 , ~' ••• , Xt}, то говорят, что совокупность 
уравнений ( 4) имеет толыw k корней х1 , ~' ... , Хt-

Говорят, что уравнение 

р(х) = ср(х) (5) 

равносш~ьно совокупности уравнений (4), если любой ко
рень уравнения (5) является корнем совокупности (4), а 
любой корень совокупности ( 4) является корнем уравнения 
(5). 
При этом, в частности, подразумевается, что если урав

нение (5) не имеет корней и совокупность уравнений (4) 
не имеет корней, то уравнение (5) равносильно совокуп
ности уравнений (4). Замена уравнения (5) равносильной 
ему совокупностью ( 4) называется равносш~ьнЬIМ переходом 
от уравнения (5) к совокупности (4). 

Иногда возникает необходимость совершить равносиль
ный переход от уравнения к совокупности уравнений на 

некотором множестве М. 
Говорят, что уравнение (5) равносш~ьно на множестве М 

совокупности уравнений ( 4), если любой корень уравнения 
(5) принадлежащий множеству М, является корнем сово
купности (4), а любой корень совокупности (4), принадле
жащий множеству М, является корнем уравнения (5). 

Замена уравнения другим уравнением или совокупнос
тью уравнений будет в дальнейшем называться преобразо
ванием уравнения. 

§ 2. Простейmие ураввевия 

Пусть у = ft.x) - основная элементарная функция, Ь -
некоторое фиксированное действительное число. Тогда 
уравнение 

ft.x) = Ь 

принято называть простейшим уравнением. 
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Очевидно, что ОДЗ простейшеrо уравнения совпадает с 
областью существования основной элементарной функции 
у= j(x). Рассмотрим простейшее уравнение j(x) = Ь на не
котором множестве Х, принадлежащем ОДЗ, причем в 
качестве множества Хбудем брать либо отрезок [х1 , А2], либо 
интервал (х1 , А2), либо полуинтервалы (х1 , А2], [х1 , А2), либо 

лучи [х., + оо), (х., + -), (- -, х.), (- -, x.J, либо всю 
числовую прямую (- -, + -). Через У обозначим область 
значений функции у = j(x), определенной на множестве Х 
Пусть основная элементарная функция у = j(x) строго мо
нотонная на множестве Х; тогда если Ь е У, то уравнение 
ft.x) = Ь имеет единственный корень на множестве Х, а если 
Ь ~ У, то ураинение j(x) = Ь не имеет корней на множестве 
Х, так как J(Xo) е У при любом Хо е Х и, следовательно, 
ft.Xo) Ф Ь при любом Хо е Х В дальнейшем, решая простей
шие уравнения, будем применять это уrверждение. 

А.!lrебравческое уравнение. Пусть п - некоторое фикси
рованное натуральное число, тогда уравнение 

Х'= ь (1) 

принято называть простейшим алгебраическим уравнением. 
Функция у = Х' определена на всей числовой прямой, 

поэтому ОДЗ уравнения ( 1) есть множество Х = (- -, + оо ). 
Поскольку свойства функции у = j(x), используемые при 
решении уравнения (1), различны при нечетном и четном 
п, то рассмотрим два случая: 

1. Пусть п = 2т - 1, где т - некоторое фиксированное 

натуральное число, тогда уравнение ( 1) принимает вид 

х!1"- 1 = ь. (la) 

Функция у = х!1" - 1 на всей числовой прямой является 
·строго возрастающей функцией, и область ее значений У 
также есть вся числовая прямая У= (- -, + -). Поэтому 
при каждом Ь уравнение (la) имеет единственный корень, 
который обозначим через х1 • Согласно определению корня 

уравнения справедливо числовое равенство ;.т- 1 = Ь. Эrо 
числовое равенство равносильно: 
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числовому равенству х1 = 2m -
1{li, если Ь - положитель

ное число; 

числовому равенству х1 = О, если Ь = О; 
числовому равенству х1 = - 2m -

1..JЩ", если Ь - отрица
тельное число. 

Итак, при каждом Ь множество всех корней уравнения 
(la) состоит из единственного числа х1 , другими словами; 
уравнение (la) имеет единственный корень х1 , причем х1 = 
= 2m-

1{li, если Ь >О, х1 =О, если Ь =О, х1 = - 2m- 1..J17.f, если 
Ь< О. 

2. Пусть п = 2m, где т - некоторое фиксированное 
натуральное число, тогда уравнение ( 1) принимает вид 

?'=Ь. (lб) 

Разобьем ОДЗ уравнения (16) на два множества: Xi = [О, 
+ оо) и Х2 = (- оо, 0), и решим уравнение (16) на каждом из 
них. 

На множестве Xi функция у= ?'является строго возрас
тающей функцией и областью ее значений является луч 
У= [О,+ оо). Следовательно, если Ь - отрицательное 
число, то на множестве Х1 уравнение (16) не имеет корней, 
а если Ь - неотрицательное число, то на множестве Х. 
уравнение ( 1 б) имеет единственный корень, который обо
значим через х1 • Согласно определению корня уравнения 

справедливо числовое равенство х:т = Ь. Эrо равенство 
равносильно: 

числовому равенству х1 = О, если Ь = О; 
числовому равенству х1 = 2т{Ь, если Ь - положительное 

число. 

На множестве Х2 функция у = ?' является строго убы
вающей функцией и областью ее значений является луч 
У= (0, + оо ). Следовательно, если Ь - отрицательное число 
или нуль, то на множестве Х2 уравнение (16) не имеет 
решений, если Ь - положительное число, то на множестве 
Х2 уравнение ( 1 б) имеет единственный ко_рень, который 
обозначим через Х2· Так как функция у= Х:-М на всей ОДЗ 
является четной функцией, то Х2 = - х1 , т.е. Х2 = - 2m./ii. 
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Итак, при каждом отрицательном Ь уравнение (lб) не 
имеет корней, при Ь =О уравнение (lб) имеет единствен
ный корень х1 = О, а при каждом положительном Ь множе
ство всех корней уравнения ( 1 б) состоит из двух чисел 
х. = 2m...Jli и ~ = - 2m...Jli. 
В табл. 5 приведены итоги решения уравнения ( 1 ). 

Таблица 5 

Ь>О Ь=О Ь<О 

;т-•=ь 2т-1'"' х1 = Ь Х1 =О х1=-
2m-1.J\1f 

;т=ь Х1 = 2m"1i, Х2 = - 2m"1i Х1 =О нет решений 

Дробное уравнение. Пусть п - некоторое фиксированное 
натуральное число, тогда уравнение 

(2) 

принято называть простейшим дробным уравнением. 
Функция у= х- " определена на множестве всех отлич

ных от нуля действительных чисел, поэтому ОДЗ уравнения 
(2) есть множество Х= (- оо, О) u (О,+ оо). Поскольку 
свойства функции у= х- ", используемые при решении 
уравнения (2), различны при нечетном и четном п, то 
рассмотрим два случая: 

l. Пусть п = 2т - 1, где т - некоторое фиксированное 
натуральное число, тогда уравнение (2) принимает вид 

х- (2111-1) = ь. (2а) 

Разобьем ОДЗ уравнения (2а) на два множества: Х1 = (- ... , 
О) и Х2 = (0, + оо), и решим уравнение (2а) на каждом из 
них. На множестве Xj функция у =х-2т+ 1 является строго 
убывающей функцией и областью ее значений является луч 
]'\ = (- ... , О). Следовательно, если Ь - неотрицательное 
число, то на множестве Xj уравнение (2а) не имеет корней, 
а если Ь - отрицательное число, то на множестве Xj 
уравнение (2а) имеет единственный корень, который обо-
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значим через х1 • Согласно определению корня уравнения 

справедливо числовое равенство xl 2111
+ 

1 = Ь, которое, учи
тывая, что Ь - отрицательное число, равносильно число-

2111- 1_ rr 
вому равенству Х1 = - ""iЬi. 

На множестве А; функция у = х- 2111 
+ 

1 является строго 
·убывающей функцией и областью ее значений является луч 
>;=(О,+-). Следовательно, если Ь - отрицательное 
число ИJIИ нуль, то на множестве А; уравнение (2а) не имеет 
корней, а если Ь - положительное число, то на множестве 
А; уравнение (2а) имеет единственный корень, который 
обозначим через х1 • Поскольку х1 - корень уравнения (2а), 

то справедливо числовое равенство xl 2111
+ 

1 = Ь, которое, 
учитывая, что Ь - положительное число, равносИJiьно чис

ловому равенству х1 = 2111 
-

1-{.f. 
Итак, если Ь = О, то уравнение (2а) не имеет корней, а 

при каждом отличном от нуля Ь уравнение (2а) имеет 

единственный корень х1 , причем х1 = - 2111
-

1~, если Ь < О, 

и х1 = 2111
-

1{.f, если Ь >О. 
2. Пусть п = 2m, где т - некоторое фиксированное 

натуральное число, тогда уравнение (2) принимает вид 

х- 2111 = Ь. (26) 

Разобьем ОДЗ уравнения (26) на два множества: Х. = 
= (- -, О) и А; = (О, + -), и решим уравнение (26) на 
каждом из них. 

На множестве А; функция у= х- 2111 является строго 
убывающей функцией и областью ее значений является луч 

У= (О, + -). Следовательно, если Ь - отрицательное число 
ИJIИ нуль, то на множестве А; уравнение (26) не имеет 
корней, а если Ь - положительное число, то на множестве 
А; уравнение (26) имеет единственный корень, который 
обозначим через х1 • Поскольку х1 - корень уравнения (26), 
то справедливо следующее числовое равенство: xl а. = Ь, 
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которое, учитывая, что Ь - поло:житеп:ьное число, равно

сильно числовому равенству х1 = ~-
На множестве Xj функция у = х- 2111 является строго 

возрастающей функцией и областью ее значений является 
луч У= (О, + оо). Следовательно, если Ь - отрицательное 
число или нуль, то на множестве Xj уравнение (26) не имеет 
корней, а если Ь - положительное число, то на множестве 
Х. уравнение (26) имеет единственный ко~нь, который 
обозначим через ~· Так как функция у = х- на всей ОДЗ 

является четной функцией, то ~ = - х1 , т.е. ~ = - ~-
Итак, при каждом неположительном Ь уравнение (26) не 

имеет корней, при каждом положительном Ь множество 
всех корней уравнения (26) состоит из двух чисел 

х1 =~и~=-~. 
В табл. 6 приведены итоги решения уравнения (2). 

Табпица 8 

Ь>О Ь=О Ь<О 

х-<2111-1) = Ь 2111-1..Jr 
х1= -

ь 
нет решений 

2111-lir; 
Х1 = - 1Ьf 

х- 2111 = Ь 
х1=~ 

нет решений нет решений 

х2=-~ 

Степе1111Ые уравнения. Пусть а - некоторое фиксирован
ное положительное нецелое число, тогда уравнения 

~=Ь ' х- 11 = Ь 
(З) 
(4) 

принято называть простейшими степенными уроsнениями. 
Естественной областью определения функции у = ~ яв

ляется множество всех неотрицательных чисел. Значит 
ОДЗ уравнения (З) есть множество Х= [О, + оо). Функция 
у=~ на множестве Х является строго возрастающей функ-
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цией; и областью ее значений является луч У= [О, + -). 
Поэтому уравнение (3) при каждом аrрицательном Ь не 
имеет корней, а при каждом неотрицательном Ь имеет 
единственный корень, который обозначим через х1 • Со
гласно определению корня уравнения справедJIИВО число-

вое равенство Х: = Ь. Эrо числовое равенство равносильно: 
числовому равенству х1 = О, если Ь = О; 

1 
числовому равенству х1 = ~' если Ь - поло:жите.льиое 

число. 

Итак, при каждом аrрицательном Ь уравнение (3) не 
имеет корней, а при каждом неотрицательном Ь уравнение 
(3) имеет единственный корень х1 , причем х1 = О, если 
. 1 

Ь = О; х1 = ~, если Ь > О. 
EcrecтвeJUfoй областью определения фун:хции у = х- • 

является множество всех положительных чисел. Значиr 
ОДЗуравнения (4)являетсямножествоХ= (0, +-). Фунх
ция у = х- • на множестве Х является строго убЬIВ8Ющеl 
функцией и областью ее значений является луч У= (О, 
+-).Поэтому уравнение (4) при каждом неполо:жительнок 
Ь не имеет корней, а при каждом положительном Ь имеет 
единственный: корень, который обозначим через х1 • По
скольку х1 - корень уравнения (4), то справедливо следую-
щее числовое равенство х) 11 = Ь, которое равносильно чис-

1 

ловому равенству Х1 = (i)· 
Итак, при каждом неположительном Ь уравнение (4) не 

имеет корней, а при каждом положительном Ь уравнение 
1 

(4) имеет единственный корень Х1 = (i)· 
В табл. 7 приведены итоги решения уравнений (3) и (4). 
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Таблица 1 

Ь>О Ь=О Ь<О 

х!" = ь 1 
Х\ =О нет pemelDIЙ Х\ = J;; 

1 
х-а=Ь Х\ ==(if нет pemelDIЙ нет решений 

Показатет.вое ураввевве. Пусть а - не.которое фикси
рованное положительное и не равное единице число, тогда 

уравнение 

tl= ь (5) 

принято называть простейшим показателънЬIМ УJЮ8Нением. 
Естественной областью определения функции у = tl яв

ляется множество всех действительных чисел. Значит ОДЗ 
уравнения (5) есть множество Х= (- -, + -). Функция 
у = tl на множестве Х является строго монотонной функ
цией, и областью ее значений является луч У= (О,+-). 
Следовательно, при каждом неполож:ительном числе Ь 
уравнение (5) не имеет .корней, а при каждом положитель
ном Ь уравнение (5) имеет единственный .корень, .который 
обозначим через х1 • Пос.коль.ку х1 - .корень уравнения (5), 
то справедливо числовое равенство tl• = Ь, .которое равно
сильно числовому равенству х1 = log. Ь. 

Итак, при каждом неполож:ительном Ь уравнение (5) не 
имеет корней, а при .каждом положительном Ь единствен
ный корень х1 = log. Ь. 
В табл. 8 приведены итоги решения уравнения (5). 
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Табпица 8 

Ь>О Ь=О Ь<О 

ах=Ь Х1 = log" Ь нет решений нет решений 

Лоnрифмическ:ое уравнение. Пусть а - некоторое фик
сированное положительное. и не равное единице число, 

тогда уравнение 

log"x= Ь (6) 

принято называть простейшим логарифми11еским уравнени
ем. 

Естественной областью определения функции у = log" х 
является множество всех положительных чисел. Значит 
ОДЗ уравнения (6) есть множество Х= (О, + -). 
Функция у = log" х на множестве Х является строго мо

нотонной функцией, и областью ее значений является вся 
числовая прямая У= (- -, + -). 
Поэтому при каждом Ь уравнение (6) имеет единствен

ный корень, который обозначим через х1 • Поскольку х1 -

корень уравнения (6), то справедливо следующее числовое 
равенство lQgq х1 = Ь, которое равносильно числовому ра
венству х1 = d'. Следовательно, при каждом Ь уравнение (6) 
имеет единственный корень х1 = а6• 
В табл. 9 приведены итоги решения уравнения (6). 

Та6пица 8 

Ь>О Ь=О Ь<О 

log"x= Ь Х1=1 

Триrовометрические урuве11ВJ1. Уравнения cos х = Ь, 
sin х = Ь, tg х = Ь, ctg х = Ь принято называть простейшими 
тршонометри11ескими уравнениями. 

Сделаем несколько общих замечаний. Пусть надо ре
шить простейшее уравнение f(x) = Ь, где у = f(x) - основ
ная элементарная тригонометрическая функция. Будем го
ворить, что простейшее уравнение f(x) = Ь имеет главНЬIЙ 
432 



период Т, если функция у = /(х) имеет главный период Т. 
Очевидно, что если для некоторого простейшего тригоно
метрического уравнения с главным периодом Т найдено 
некоторое решение Хо, то любое число х" = Хо + kT при 
любом целом k также является решением этого уравнения. 
При этом множество всех решений вида х" = Хо + kT, где k 
пробегает все целые числа, называется серией решений этого 
уравнения и в дальнейшем будет записываться в виде 

Xt = Хо + kТ, k е Z 

Чтобы найти множество всех решений данного простейше
го тригонометрического уравнения /(х) = Ь с главным пе
риодом Т, надо найти все решения этого уравнения на 
проме:ж:угке длиной в Т, затем для каждого найденного 
решения выписать соответствующую серию решений. Если 

получается п серий решений простейшего тригонометри
ческого уравнения /(х) = Ь, то говорят, что множеством 
всех решений уравнения /(х) = Ь является п серий решений 
и затем выписывают все эти серии. 

При решении простейшего тригонометрического урав
нения промежугок длиной в главный период Т следует 
выбирать таким, чтобы он содержал проме:ж:уrок, на кото
ром для функции у = /(х) определена обратная тригономет
рическая функция, и таким, чтобы все решения уравнения 

на этом проме:ж:угке можно был9 легко найти. 
Заметим еще, что если простейшее тригонометрическое 

уравнение /(х) = Ь на промежутке длиной в главный период 
Т не имеет решения, то оно не имеет решений и на всех 
числовой прямой. 
Пусть дано простейшее тригонометрическое уравнение 

cosx= Ь. (7) 

Естественной областью определения функции у = cos х яв
ляется вся числовая прямая. Значит ОДЗ уравнения (7) есть 
множество Х = (- -, + -). Поскольку функция у= cos хна 
этом множестве Х является периодической фущсцией с 
главным периодом 27t, то найдем сначала все решения 
уравнения (7) на полуинтервале (- 7t, 7t] длиной в главный 
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период. Разобьем этот полуинтервал на два множества: 
х; = (- 7t; О) и .Л2 = [О, 1t] и решим уравнение (7) на каждом 
из них. 

На множестве Х2 функция у = cos х является строго убы
вающей функцией и областью ее значений является отре
зок }) = [- 1; 1). Следовательно, если число Ь такое, что 
IЬI > 1, то на множестве Х2 уравнение (7) не имеет корней, 
а если число Ь такое, что IЬI s 1, то на множестве Xi 
уравнение (7) имеет единственный корень, который обо
значим через Хо· Поскольку Хо е [О; 1t] и число Ь е [- 1; 1), 
то справедлива следующая цепочка равносильных число

вых равенств: 

cos Хо = Ь <::> arccos ( cos Хо) = arccos Ь <::> Хо = arccos Ь. 

На множестве х; функция у = cos х является строго воз
растающей функцией и областью ее значений является 
интервал У= (- 1; 1). Следовательно, если число Ь такое, 
что IЬI ~ 1, то на множестве х; уравнение (7) не имеет 
корней, а если число Ь такое, что Ь < 1, то на множестве Xi 
уравнение (7) имеет единственный корень, который обо-
значим через ~. Учитывая, что функция у = cos х на всей 
числовой прямой является четной функцией, получаем, что 

~ = - Хо, т.е. ~ = - arccos Ь. 
Итак, на полуинтервале (- 1t, 1t] уравнение (7) при 

каждом Ь таком, что IЬI > 1, не имеет решений; при Ь = 1 
имеет единственное решение Хо= arccos 1, т.е.:хо =О; при 
Ь = - 1 имеет единственное решение Хо = arccos (- 1), т.е. 
Хо= 7t; при каждом Ь таком, что IЬI < 1, имеет только два 
решения Хо = arccos Ь и Хо = - arccos Ь. 
Кпщое из этих решений дает серию решений уравнения 

(7) на всей числовой прямой. Значит, множеством всех 
решений уравнения (7) яаляется: 
при каждом Ь таком, что IЬI > 1, пустое множество (дру

гими словами, при IЬI > 1 уравнение (7) не имеет решений); 
при Ь = 1 - одна серия решений: xk = 21tk, k е Z; 
при Ь = - 1 - одна серия решений: ~ = 1t + 21tn, п е ~ 
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при каждом Ь таком, что IЬI < 1, две серии решений: 
х.. = arccos Ь + 2пm, т е Z, и хР = - arccos Ь + 2пр, р е Z 

Заметим, что иногда две серии решений уравнения (7) 
записываются с помощью одной формулы Xq = ± arccos Ь + 
+ 21tfJ, q е Z 
В табл. 10 приведены итоги решения уравнения (7). 

Табпица 10 

b<- l b=- l -l<b<l b=l b>l 

х,.. = arccos Ь + 

cos.x=b нет .х" = (2п + l }1t, +22t111, me Z .ХА:= 27tk, нет 

решеlПIЙ пе Z .х,, = - arccos Ь + ke Z решеlПIЙ 

+ 2хр, ре Z 

Пусть дано простейшее тригонометрическое уравнение 

sinx= Ь. (8) 

Естественной областью определения функции у = sin х 
является множество всех дей:ствительНЪIХ чисел. Значит, 
ОДЗ уравнения (8) есть множество Х= (- .... , + оо). По
с.коль.ку функция у = sin х на этом множестве Х является 
периодической функцией с главным периодом 2п, то най
дем сначала все решения уравнения (8) на полуинтервале 

[- j, з;)длиной в главный период. Разобьем этот полуин-
тервал на два множества: Xi =Г - j, j J и Х2 =( j, ~) и 
решим уравнение (8) на каждом ~з них. 
На множестве Xi функция у = sin х является строго воз

растающей функцией и областью ее значений является 
отрезок Yi = [- 1; 1]. Следовательно, если число Ь такое, 
1П0 IЬI > 1, то на множестве Xi уравнение (8) не имеет 
корней, а если число Ь такое, что IЬI :S 1, то на множестве 
Xi уравнение (8) имеет единственное решение, .которое 

обозначим через Хо· Пос.коль.ку Хо е [- j, j l, и число Ь е 
е [- 1; 1], то справедлива следующая цепо:J.ка равносиль
ных числовых равенств: 
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sin Хо = Ь <=> arcsin (sin Хо) = arcsin Ь <=> Хо = arcsin Ь. 

На множестве Х2 функция у = sin х является строго убы
вающей функцией и областью ее значений является интер
вал У2 = (- 1; 1). Следовательно, если число Ь таково, что 
IЬI ~ 1, то на множестве Х2 уравнение (8) не имеет корней, 
а если число Ь таково, что Ь е (- 1; 1), то на множестве Х2 
уравнение (7) имеет единственное решение, которое обо-
значим через ~. Учитывая, что функция у = sin х на всей 
числовой прямой является функцией симметричной отно
сительно верrикальной прямой, проходящей через точку 

(к } • • . 
2, О получаем, что Хо =: - Хо, т.е. Хо = 7t - arcstn Ь. Итак, 

на полуинтервале Г - j, ~ J уравнение (8): 

при каждом Ь тkом, ~ IЬI > 1, не имеет решений; 
при Ь = r имеет единственное решение Хо= arcsin 1, т.е. 

Хо =j; 
при Ь = - 1 имеет единственное решение Хо = arcsin(-1 ), 

т е - х . . . Хо- - 2· 
при каждом Ь таком, что IЬI < 1, имеет только два реше

ния Хо = arcsin Ь и Хо = 7t - arcsin Ь. Каждое из этих реше
ний дает серию решений уравнения (8) на всей числовой 
прямой. Значит, множеством всех решений уравнения (8) 
является: 

при каждом Ь таком, что IЬI > 1, - пустое множество 
(другими словами, при IЬI > 1 уравнение (8) не имеет реше
ний); 

при Ь = 1 - одна серия решений: xk = j + 21tk, k е Z; 

при Ь = - 1 - одна серия решений: х" = - j + 2м, 
пе Z; 
при каждом Ь таком, что IЬI < 1 - две серии решений: 

Хр = arcsin Ь + 2itp, р е Z и .х.. = 7t - arcsin Ь + 2itm, т е Z 
Заметим, что иногда две серии решений уравнения (8) 

записываются с помощью одной формулы: х9 = (- 1 )9 х 
х arcsin Ь + itq, q е Z. 
436 



В табл. 11 приведены итоги решения уравнения (8). 

Табпица 11 

Ь< - 1 Ь=-1 -l<b<l b=l b>l 

7t Хр = arcsin Ь + :х"= 

sinx= Ь нет ~"=-2+ + 2кр,ре Z 7t нет 
=-+2Ц 

решений + 2м, :х,,, = 1t - arcsin ь + 2 решений 

пе Z +2ма, me Z keZ 

Пусть дано простейшее тригонометрическое уравнение 

tgx= Ь. (9) 

Естественной областью определения функции у = tg х 
является множество всех действительных чисел, кроме 

чисел j + ftk, где k - любое целое число. Значит, ОДЗ 

уравнения (9) есть множество Х, состоящее из всех дейст-
11: 

вительных чисел, не равных 2 + nk, где k - целое число. 

Поскольку функция у = tg х на этом множестве Х является 
·периодической функцией с главным периодом n, то найдем 

сначала все решения уравнения (9) на интервале (- I, j} 
длиной в главный период. На интервале (-I· jl функция 
у= tg х является строго возрастающей ф~кцие~ и облас
тью ее значений является вся числовая прямая У= (- оо, 

+-). Следовательно, при каждом Ь уравнение (9) на ин-

тервале (- I' j~имеет единственное решение, которое обо
значим ~ерез -lo. Так как Хо - решение уравнения (9) и 
Хо е ( - j, j L то справедлива следующая цепочка равно
сильkых чиЬовых равенств: 

tg Хо= Ь <=> arctg (tg Хо)= arctg Ь <=>Хо= arctg Ь. 
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Итак, при каждом Ь уравнение (9) на интервале 

(-j, II имеет единственное решение Хо= arctg Ь. Эrо ре
Ь~ение J.ает серию решений уравнения (9) на всей ОДЗ. 

Значит, при каждом Ь множеством всех решений урав
нения (9) является серия решений ~ = arctg Ь + пп, п е Z. 
В табл. 12 приведены итоги решения уравнения (9). 

Та&lица 12 

--<ь<-

ta.x= ь .х,. = an:ts ь + м, п & z 

Пусть дано простейшее тригонометрическое уравнение 

ctgx= Ь. (10) 

Функция у = ctg х определена на всей числовой оси, 
кроме точек х = nk, где k - любое целое число. Значит, 
ОДЗ уравнения ( 1 О) есть множество Х, состоящее из всех 
действительных, не равных d чисел, где k - любое целое 
число. Поскольку функция у = ctg х на этом множестве Х 
является периодической функцией с rлавным периодом х, 
то найдем сначала все решения уравнения (10) на интер
вале (О, n), длиной в главный период. Функция у= ctg хна 
интервале (О, п) является строго убывающей функцией и 
областью ее значений является вся числовая прямая У= 

= (- оо, + оо). Следовательно, при каждом ь уравнение (10) 
на интервале (О, п) имеет единственное решение, каrорое 
обозначим через Хо· Так как Хо - решение уравнения (10) 
и Хо е (О, n), то справедлива следующая цепочка равносиль
ных числовых равенств: 

ctg Хо = Ь <=> arcctg ( ctg Хо) = arcctg Ь <=> Хо = arcctg Ь. 

Итак, при каждом Ь уравнение (10) на интервале (О, х) 
имеет единственное решение Хо = arcctg Ь. Эrо решение 
дает серию решений уравнения ( 1 О) на всей ОДЗ. 
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Значит, при каждом Ь множеством всех решений урав
нения ( 10) является серия решений х, = arcctg Ь + пр, р е Z 
В табл. 13 приведены итоги решения уравнения (10). 

Таблица 13 

-оо<Ь<оо 

ctgx= Ь х, = arcctg Ь + 1ЧJ, р е Z 

Рассмотрим еще простейшие уравнения, содерЖащие 
основные обратные тригонометричес1'uе фун1'ции, т.е. урав
нения arccos х = Ь, arcsin х = Ь, arctg х = Ь, arcctg х = Ь. 
Пусть дано простейшее уравнение 

arccosx= Ь. (11) 

Естественной областью определения функции у = arccos 
х является отрезок Х = [- 1; 1]. Значит, ОДЗ уравнения ( 11) 
есть множество Х = [- 1; 1]. Функция у = arccos х на мно
жестве Х является строго убывающей функцией, и облас
тью ее значений является отрезок У= [О, п]. Следовательно, 
дnя каждого Ь такого, что Ь <О или Ь > п, ура~нение (11) 
не имеет корней; если же число Ь таково, что О s Ь s п, то 
уравнение (11) имеет единственный корень, который обо
значим через Хо· Поскольку Хо - корень уравнения (11), 
Хо е [- 1; 1) и Ь е [О; п], то справедлива цепочка равно
сильных числовых равенств: 

arccos Хо= Ь <=> cos (arccos Хо)= cos Ь <=>Хо= cos Ь. 

Итак, при каждом Ь таком, что О s Ь s 7t уравнение ( 11) 
имеет единственный корень Хо = cos Ь, а при каждом Ь 
таком, что Ь < О и Ь > п, уравнение ( 11) не имеет корней. 
В табл. 14 приведены итоги решения уравнения (11). 
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Ь<О Ь=О О<Ь<п 

arccosx-b нет 
Х1 -1 х1 =-cos Ь 

решений 

Пусть дано простейшее уравнение 

arcsinx = Ь. 

Табпица 14 

ь-11: Ь>п 

Х1 =-1 нет 

решеЮIЙ 

(12) 

Естественной областью определения функции у = 
= arcsin хявляется отрезок [- 1; 1). Значит, ОДЗуравнения 
(12) есть множество Х= [- 1; 1). Функция у= arcsin хна 
множестве Х является строго возрастающей функцией, и 

областью ее значений является отрезок У= [-j, ~} Сле-
довательно, для каждого Ь такого, что Ь < - I или Ь > j, 
уравнение (12) не имеет решений; если же число Ь таково, 

что - j s Ь s I' то уравнение (12) имеет единственный 
корень, который обозначим через х1 • Поскольку х1 - ко

рень уравнения (12), Х1 е [- 1; 1) и ь е r- I, Il, то спра
ведлива цепочка равносильных числовыt равенdтв: 

arcsin х1 = Ь ~ sin (arcsin х1 ) = sin Ь ~ х1 = sin Ь. 

Итак, при каждом Ь таком, что - I s Ь s I' уравнение 
(12) имеет единственный корень х1 = sin Ь, а при каждом Ь 

таком, что Ь < -j и Ь > I' уравнение (12) не имеет корней. 
В табл. 15 приведены итоги решения уравнения (12). 
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Ь<-~ 
2 

ь--~ 
2 

-~<Ь<~ 
2 2 

arcsin.x= ь нет 
.Х1 - - 1 .Х1 = sin ь 

решений 

Пусть дано простейшее уравнение 

arctgx = Ь. 

Табпмца 15 

ь-~ 
2 

ь>! 
2 

.Х1 - 1 
нет 

решений 

(13) 

Естественной областью определения функции у = arctg х 
является множество всех действительных чисел. Значит, 
ОДЗ уравнения (13) есть множество Х= (- -, +-).Функ
ция у = arctg х на этом множестве Х является строго воз
растающей функцией, и областью ее значений является 

интервал У= (-j, I} 
Следовательно, для каждого Ь такого, что Ь S - I или 

Ь ~ I' уравнение (13) не имеет решений; если же число Ь 

таково, что - I < Ь < I' то уравнение (13) имеет единствен
ный корень, который обозначим через х1 • Поскольку х1 -

корень уравнения (13), х1 е (- оо, + оо) и Ь е (- I, j\ то 
справедлива цепочка равносильных числовых ~нс;i: 

arctg х1 = Ь <=> tg (arctg xi) = tg Ь <=> х1 = tg Ь. 

Итак, при каждом Ь таком, что - I < Ь < I уравнение (13) 

имеет единственный корень х1 = tg Ь, а при каждом Ь таком, 

что Ь s - I и Ь ~ j, уравнение (13) не имеет корней. 

В табл. 16 приведены итоги решения уравнения (13). 

441 



1t 1t 1t 
bs- 2 --<Ь<-2 2 

arctgx= Ь нет решений х, = tg ь 

Пусть дано простейшее уравнение 

arcctgx = Ь. 

Таблица 16 

1t 
Ь'2:.-2 

нет решений 

(14) 

Естественной областью определения функции у = 
= arcctg х является множество всех действительных чисел. 
Значит, ОДЗ уравнения ( 14) есть множество Х = (- -, + оо ). 

Функция у = arcctg х на этом множестве Х является строго 
убывающей функцией, и областью ее Значений является 
интервал У= (0, 7t). Следовательно, для каждого Ь такого, 
что Ь ~О или Ь ~ 7t, уравнение (14) не имеет решений; если 
же число Ь таково, что О< Ь < 7t, то уравнение (14) имеет 
единственный корень, который обозначим через х1 • По

скольку х1 - корень уравнения (14), х1 е (- -, +-)и Ь е 
е (0, 7t), то справедлива следующая цепочка равносильных 
числовых равенств: 

arcctg х1 = Ь <=> ctg (arcctg х1 ) = ctg Ь <=> х1 = ctg Ь. 

Итак, при каждом Ь таком, что О < Ь < 7t, уравнение (14) 
имеет единственный корень х1 = ctg Ь, а при каждом Ь 
таком, что Ь ~О и Ь ~ 7t, уравнение (14) не имеет корней. 

В табл. 17 приведены итоги решения уравнения (14). 

Табпица 17 

ьsо O<b<1t ь '2:.1t 

arcctgx= Ь нет решений х1 = ctg Ь нет решений 

§ 3. Равносиm.ные преобразования уравнений 

В этом и следующем параграфах обсуждаются некоторые 
преобразования уравнений, с помощью которых данное, не 
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являющееся простейшим, уравнение может быть сведено к 
одному или совокупности простейших уравнений. 

Решая уравнение, не являющееся простейшим, обычно 
приходится проводить довольно много преобразований. 
При этом каждый раз уравнение заменяется на какое-либо 
новое, а у нового уравнения, естественно, мoryr быть и 
другие корни. Данное ·уравнение будет решено верно, если, 
проводя преобразование уравнений, каждый раз уравнение 
заменять новым уравнением, имеющим все корни 

предыдущего и только их, т .е. чтобы не произошло потери 
или приобретения корней. Если каждый раз заменять урав
нение на ему равносильное уравнение, то корни последне

го уравнения и будуr корнями исходного. 
В этом параграфе рассматриваются только равносильные 

преобразования уравнений. Неравносильные преобразова
ния уравнений будут рассмотрены в следующем параграфе. 
Как уже отмечалось в § 1, угверждения 1 - 4 дают только 

примеры равносильных преобразований. Приведем еще 
несколько пр им ер о в равносильных преобразований 
уравнений. 

Преобразования, сuзавные с применением тождеС'IВеввых 
равенств. Пусть дано уравнение 

j(x) = g(x) (1) 

и пусть для любого действительного х справедливо тожде
ственное равенство g(x) = <р(х), тогда уравнение (1) равно
сш~ьно уравнению 

j(x) = <р(х). (2) 

Это уrверждение позволяет использовать различные 
тождественные равенства, т.е. формулы, справедливые при 
всех действительных значениях для проведения равносиль
ных преобразований уравнений. Примерами таких тожде
ственных равенств являются формулы сокращенного ум
ножения многочленов, основное тригонометрическое тож

дество и некоторые другие формулы. Оrметим, что, прово
дя равносильное преобразование уравнений с помощью 
формул сокращенного умножения многочленов, в гл. 111 
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были решены :квадратные и некоторые другие алгебраичес
кие уравнения. Приведем еще примеры, в которых прово
дятся равносильные преобразования уравнений при помо
щи тождественных равенств. 

Пусть дано уравнение 

cos3 2х = 1 - 2cos2 х. (3) 

Используя основное тригонометрическое тождество и фор
мулу косинуса двойного угла, можно написать тождествен

ное равенство 

1 - 2cos2 х = - cos 2х, 

справедливое для любого действительного х. Значит, урав
нение (3) равносильно уравнению 

cos3 2х = - cos 2х. 

Применяя угверждение 1 § 1 и делая группировку членов 
левой части последнего уравнения, получим, что уравнение 
(3) равносильно уравнению 

cos 2х (cos2 2х + 1) =О. 

Последнее уравнение равносильно совокупности двух про
стейших тригонометрических уравнений: 

cos 2х = о, cos-2 2х + 1 = о. 

Множеством всех решений первого уравнения этой со

вокупности является серия решений xk = ~ + '":, k е Z, а 
второе уравнение этой совокупности решений не имеет. 

Следовательно, множество всех решений уравнения (З) 

состоит из серии Xt = ~ + '":, k е Z. 

Рассмотрим теперь уравнение 

а sin х + Ь cos х = с. (4) 

В случае, когда либо а = О, либо Ь = О, это уравнение при 
помощи уrверждений 2 и 3 § 1 сводится: 
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если а = О, Ь *' О, к простейшему уравнению cos х = i; 
если а *' О, Ь = О, к простейшему уравнению sin х = f. 

Q 

Пусть теперь а*' О и Ь *'О. Значит, J + Ь2 *' О. Применяя 
уrвер.жцение 3, получаем, что уравнение (4) равносильно 
уравнению 

а sinx+ ь cosx= с (5) 
и+11" ..r7+il" u+ll"" 

1. Пусть а - положительное число. Рассмотрим два 
случая: Ь > О и Ь < О. 
Пусть Ь > О. Построим прямоугольный треугольник с 

:катетами длиной а и Ь. Угол, лежащий против катета 
длиной Ь, обозначим q>1• Тогда имеем числовые равенства 

sin q>1 = Ь cos <1>1 = .../ 2а l' 
а +Ь а +Ь 

из которых следует, что q>1 = arcsin k = arccos ..ri+;r 
а +Ь а +Ь 

Теперь уравнение (5) примет вид 

cos q>1 sin х + sin q>1 cos х = d+;т 
а +Ь 

По формуле синуса суммы двух углов имеем то.жцествен

ное равенство 

cos q>1 sin х + sin q>1 cos х = sin (х + q>i). 

Применяя теперь сформулированное выше угвер.жцение, 

получаем, что уравнение (4) равносильно уравнению 

sin (х + q>i) = с 
и+11"' 

которое является простейшим уравнением. 

Пусть Ь < О. Построим прямоугольный треугольник с 
катетами а и IЬI. Угол, лежащий против катета длиной IЬI, 
обозначим q>2• Тогда имеем числовые равенства 
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из которых следует, что '2 = arcsin __.1М_ = arccos ~,а 2• 
~ а+Ь 

Теперь, так как Ь = - IЬI. то уравнение (5) примет вид 

. . с 

cos <р2 sш х - sm <р1 cos х = ~ :i 2· 
а +Ь 

По формуле синуса разности двух углов имеем тождест

венное равенство 

cos '2 sin х - sin '2 cos х = sin (х - <р2). 

Применяя теперь сформулированное вЬШiе уrверждение, 
получаем, что уравнение (4) равносильно уравнению 

. ( ) - с 
sш х - <р1 - ~ 2 1• 

а +Ь 

которое является простейшим уравнением. 

Если обозначить <р = arctg !!., то легко видеть, что <р = ср1 
а 

для Ь > О и <р = - '2 для Ь < О. Поэтому можно написать, 
что при а > О уравнение ( 4) равносильно уравнению 

sin (х + arctg !!.) = с 
а и+1J' 

которое тоже является простейшим уравнением. 
2. Случай а < О сводится к рассмотренному выше умно

жением обеих частей уравнения (4) на (- 1). 
Пр им ер . Решить уравнение 

cos х + ..JЗsin х + 1 = О. (6) 

Поскольку уравнение (6) таково, что а= ..JЗ, Ь = 1, 
'1(12 + Ь1 = 2, то оно равносильно уравнению 

.../3. l - l 
Т sm х + 2 cos х - - 2. 
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Найдем угол <р: <р = arctg -fз. = ~· Значит, уравнение (6) 

равносильно уравнению 

sin х+ 6 = - 2. . ( 7t) 1 

Решая это простейшее уравнение, получаем две серии 
решений: 

xk = - j + 2пk, k е Z и х,.. = 7t + 2пт, т е Z. 

Следовательно, множеством всех решений уравнения (6) 
являются две серии решений: 

xk = - j + 2пk, k е Z, и х,.. = 7t + 2пт, т е Z. 

Преобразования, свяэаввые с суперпо311ЦИD111 фувкцd. 
Пусть функция у = .f(x) есть сложная функция у = P[g(x)], 
являющаяся суперпозицией двух функций: внуrренней 
и= g(x) - основной_ э;rементарной функции, и внешней 
у= Р(и), где Р(и) - квадратный трехчлен Р(и) = a,J + 
+ Ьи + с. В таких случаях уравнение ./(х) = О записывают в 
виде 

а [g(x)] 2 + bg(x) +с= О. (7) 

и называют квадратным уравнением относительно g(x). 
Уравнение (7) решается следующим образом. Сначала 

решают квадратное уравнение 

ar + bt+ с= о. (8) 

Находят дискриминант D = Ь2 
- 4ас уравнения (8). Если 

D < О, то уравнение (8) не имеет решений, следовательно, 
и уравнение (7) не имеет решений. Если D = О, то уравне-

ние (8) имеет единственный корень: число (- :а) Следо
вательно, в этом случае уравнение (7) равносильно уравне
нию 
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g(x)= - ~· (9) 

Затем решают уравнение (9). В силу равносильности урав
нений (7) и (9) множество всех решений уравнения (9) 
является множеством всех решений уравнения (7). 

Если D >О, то уравнение (8) имеет только два действи
тельных корня, которые обозначим 11 и 12• Следовательно, 
в этом случае уравнение (7) равносильно совокупности 
уравнений 

(10) 

Затем решают совокупность уравнений (10). В силу рав
носильности уравнения (7) и совокупности уравнений (10) 
множество всех решений совокупности уравнений (10) 
является множеством всех решений уравнения (7). 

Оl'метим, что в гл. 111 этим способом решались трехчлен
ные уравнения, которые можно назвать квадратными урав

нениями относительно Х', где п - натуральное число и 
п ~ 2. 
Приведем примеры. 
Пусть дано уравнение 

4:r - 3. zc + 2 =о. (11) 

Так как справедливо тождественное равенство 4:r = (2j2
, то 

уравнение ( 11) равносильно уравнению 

(2j2 
- 3 . zc + 2 = о. 

Это уравнение есть квадратное уравнение относительно r. 
Решая квадратное уравнение 

( - 31+ 2 =о 

получим, что оно имеет только два корня 11 = 2, 12 = 1. 
Следовательно, уравнение (11) равносильно совокупности 
двух уравнений: 

zc = 2, zc = 1. 
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Решая каждое простейшее показательное уравнение этой 
совокупности, получаем, что эта совокупность имеет толь

ко два корня: х1 = 1 и ~ = О. 
Следовательно, уравнение (11) имеет только два корня: 

Х1 = 1ИХ2=0. 
Не всегда данное уравнение удается сразу преобразовать 

к виду (7). Часто для этого надо проделать дополнительные 
равносильные преобразования. 
Например, для решения уравнения 

sin 2х - 12 (sin х - cos х) + 12 =О (12) 

в качестве g(x) можно взять (sin х - cos х). Чтобы предста
вить уравнение (12) в виде (7), воспользуемся тригономет
рическими формулами 

sin 2х = 2 cos .xsin х, 1 = sin2 х + cos2 х 
' 

затем тождественным равенством 

sin2 х - 2sin xcos х + cos2 х = (sin х - cos х)2. 

Получим, что уравнение (12) равносильно уравнению 

- (sin х - cos х)2 - 12 (sin х - cos х) + 13 =О. (13) 

Уравнение (13) является квадратным уравнением отно
сительно (sin х - cos х). Решая квадратное уравнение 

-t-121+13=0 
' 

получаем, что оно имеет только два корня: 11 = 1 и 12 = 
= - 13. 

Следовательно, уравнение (13) равносильно ~овокупнос
ти ур~внений 

sin х - cos х = l, sin х - cos х = - 13. (14) 

Воспользовавшись тождеством sin х - cos х = ../2" х 
х sin ( х - ~ t получим, что совокупность уравнений (14) 

равнdсиль:J. совокупности простейших уравнений 
1 S Алrебра, lрИrоиОИетрlUI 

и э."fewetm1pныe фун1tЦмм 
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sin ( х - ~) = 1°• sin ( х - ~) = -
13;2°. (15) 

Множеством всех решений первого уравнения совокупнос
ти (15) являются две серии решений: 

Xt = ~ + 2xk, k е Z и х,,, =х + 2xm, т е Z. 

Второе уравнение совокупности ( 15) не имеет решений, тах 

как - 13f < - 1. 

Следовательно, множеством всех решений уравнения 
(12) являются две серии решений: 

Xt = ~ + 2xk, k е Z и х,,, = х + 2xm, т е Z. 

Пусть функция у = J(x) есть сложная функция, являю
щаяся суперпозицией нескольких основных элементарных 
функций. Пусть, например, функция у = J{x) есть суперпо
зиция трех основных элементарных функций у= g{<р[и(х)]}. 
В таких случаях уравнение .f(x) = О записывают в виде 

g{<р[и(х)]} =О (16) 

и решают следующим образом. 
Сначала решают простейшее уравнение 

g(1) =о. (17) 

Уравнение ( 17) может не иметь решений, тогда уравнение 
(16) не имеет реш~ний. 
Уравнение ( 17) может иметь конечное или бесконечное 

число корней. Пусть множество всех корней уравнения (17) 
состоит из чисел 11, 12, 13, ••• , 1", ." • Тогда уравнение (16) 
равносильно совокупности уравнение 

<р[и(х)] = 11, <р[и(х)] = 12, <р[и(х)] = 13, ". 

"." <р[и(х)] = 1", ". • (18) 

Теперь решают совокупность простейших уравнений 
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q>(v) = 11, q>(v) = 12, q>(v) = 13, "., q>(v) = 1", ••• • (19) 

Совокупность уравнений (19) может не иметь решений, 
тогда совокупность уравнений (18) не имеет решений, а 
следовательно, и уравнение (16) не имеет решений. 
Совокупность уравнений (19) может иметь конечное или 

бесконечное число корней. 
Пусть множество всех корней совокупности ( 19) состоит 

из чисел v1, v2, v3, ••• , Vt, .••• Тогда совокупность уравнений 
(18) равносильна совокупности уравнений 

и(х) = v1, и(х) = v2, и(х) = v3, ••• , и(х) = Vь ... . (20) 

Множество всех корней совокупности простейших урав
нений (20) является множеством всех корней уравне
ния (16). 
Рассмотрим, например, уравнение 

тшu = 1. (21) 

Решая простейшее уравнение 2' = 1, получаем его единст
венное решение 11 =О. Значит, уравнение (21) равносильно 
уравнению 

sin -Гх =О. 

Решая простейшее уравнение 

sin v =О, 

(22) 

получаем, что множество всех решений является серия 

решений Vt = 7tk, k е Z. 
Значит, уравнение (21) равносильно бесконечной сово

купности уравнений 

-Гх = klr. 
' 

(23) 

где k - любое целое число. 
Каждое уравнение совокупности (23), в котором k -

отрицательно, не имеет корней, а каждое уравнение, в 
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котором k - неотрицательно, имеет единственный корень 

Xt = (1tk)2. 
Следовательно, множество всех корней уравнения (21) 

есть множество {(1tk)2 I k е ~}. 

§ 4. Неравиос11J1ЬНЬ1е преобразовавиJ1 ураввеНВй 

В предыдущем параграфе рассматривались лишь равно
сильные преобразования уравнений. Однако не любое 
уравнение удается решить при помощи лишь равносильных 

преобразований, гораздо чаще при решении уравнений 
приходится применять неравносильные преобразования. При 
этом надо помнить, что из - за неравносильности преоб
разований, вообще говоря, можно потерять некоторые 
корни исходного уравнения или приобрести так называе
мые «посторонние корни• (всякий корень последующего 
уравнения, не являющийся корнем исходного уравнения, 
будем называть посторонним корнем). 
Ниже приводятся пр им еры неравносильных преобра

зований, приводящих как к потере корней исходного урав

нения, так и к приобретению посторонних корней. 
Преобразовании, свяэаиные с JJоrарифмическими формуJJа

ми. Пусть фиксированное число а таково, что а > О а Ф 1. 
Рассмотрим следующие логарифмические формулы: 

./(х) = dog.flж>, (1) 
loga [/{х)] 2 = 2 log4 ./(x), (2) 

loga [/{х)] 2 = 2 loga [- ./(х)], (3) 
loga [/{x)g(x)] = log4 ./(X) + loga g(x), (4) 

loga [/{x)g(x)] = loga [- ./(х)] + loga [- g(x)], (5) 

loga ft.X) = log4 ./(X) - loga g(x), (6) 
&(х) 

loga ~~ = log,, [- ./(х)] - loga [- g(x)]. (7) 

Если при решении уравнения q>(x) = h(x) формально при
менить к левой или правой части этого уравнения любую 
из рассматриваемых формул так, что левая часть этой 
формулы будет заменена правой часть, то возможна потеря 
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корней исходного уравнения, поэтому такие преобразованUJ1 
недопустимы. 
Если к левой или правой части уравнения <р(х) = h(x) 

формально применить любую из рассматриваемых· формул 
так, ·что правая часть формулы будет заменена левой, то 

корни уравнения <р(х) = h(x) теряться не будуr; любой ко
рень уравнения <р(х) = h(x) будет корнем последующего 
уравнения, но, вообще говоря, не всякий корень последую
щего уравненUJI будет являться корнем исходного уравненUJ1, 
и поэтому, если такие преобразования применялись, то в 
конце решения обязательно необходима проверка, т.е. не
обходимо каждый из найденных корней последней сово
купности простейших уравнений или последнего простей

шего уравнения подставить в исходное уравнение и убе
диться, какие из них обращают исходное уравнение в 
верное числовое равенство. Те из них, при каждом из 
которых исходное уравнение превращается в неверное чис

ловое равенство, нужно отбросить. 
Ниже приводятся пр им еры , показывающие, что фор

мальное применение этих формул приводит как к потере 
корней исходного уравнения, так и к приобретению посто
ронних корней. 
Пусть дано уравнение 

log2 (х + 2)2 = 6. 

Формально применяя формулу (2), получим уравнение 

log2 (х + 2) = 3, 

которое имеет единственный корень х1 = 6. 
Поскольку в процессе решения исходного уравнения 

проводилось такое преобразование, в результате которого 
моrли потеряться корни, то нельзя считать, что исходное 

уравнение решено. И, действительно, корень исходного 
уравнения - число (- 10) - был потерян при этом пре
образовании. 
Пусть дано уравнение 

2 

3l08J(X -4х+3) = Х - 3. 
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Формально применяя формулу (1), получаем уравнение 

;. - 4х + З = х - 3, 

которое имеет только два корня: х1 = 2 и ~ = З. 
Поскольку в процессе решения исходного уравнения 

было проведено преобразование, в результате которого 
можно было приобрести посторонние корни, то необходи
ма проверка. Проверка показывает, что ни число 2, ни 
число З не являются корнями исходного уравнения. 

Следовательно, исходное уравнение не имеет корней. 
Эrи примеры показывают, что при решении уравнений 

применять лоrарифмические формулы надо очень внима
тельно, помня о том, что формальное их применение может 
привести и к потере и к приобретению посторонних кор
ней. 

Этого не может случиться, если применять каждую из 
формул (1) - (7) на том множестве М1 из ОДЗ решаемого 
уравнения, на котором имеет смысл правая часть соответ

ствующей формулы. Тогда такое преобразование приведет 
к уравнению, равносильному исходному на множестве М.. 
Найдя корни полученного уравнения и отобрав из них 

те, которые принадлежат множеству М1 , найдем все корни 
исходного уравнения на этом множестве М1 • 
При этом надо помнить, что таким образом исходное 

уравнение решено не на всей ОДЗ, а только на множестве 
М.. Поэтому надо найти еще его решения на той части ОДЗ, 
которая останется после выделения множества М.. 

Следовательно, если в процессе решения уравнения воз
никает необходимость провести преобразования с помо
щью некоторой логарифмической формулы, то такое урав

нение можно решать по следующей схеме: 
1. Найти ОДЗ уравнения. 
2. Разбить ОДЗ на два множества: М1 и М2 (М1 - вся та 

часть ОДЗ, где одновременно имеют смысл обе части 
используемой формулы, М2 - та часть ОДЗ, которая оста
ется после выделения множества М1 ). 
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3. Решить уравнение на множестве М1 (учитывая, что 
преобразование уравнения с помощью этой формулы есть 
равносильное преобразование на множестве М1). 

4. Решить уравнение на М2• 
5. Объединить множества корней, найденные на М1 и М2• 
Решим по этой схеме рассмотренные выше уравнения. 
Пусть дано уравнение 

log2 (х + 2)2 = 6. 

ОДЗ этого уравнения есть множество всех действитель
ных чисел, кроме х = - 2. Разобьем ОДЗ на два множества: 
М1 = (- 2, + оо) и М2 = (- оо, - 2). 
На множестве М1 справедливо тождественное равенство 

log2 (х + 2)2 = 2 log 2 (х + 2). 

Значит, на множестве М1 исходное уравнение равносильно 
уравнению 

log2 (х + 2) = 3, 

которое равносильно на множестве М1 уравнению х + 2 = 
= 8. Последнее уравнение имеет единственный корень 
х1 = 6. Так как этот корень входИт в множество М1 , то и 
исходное уравнение на множестве М1 имеет единственный 
корень х1 = 6. 
На множестве М2 справедливо тождественное равенство 

log2 (х + 2)2 = 2 log2 [- (х + 2)). 

Значит, на множестве М2 исходное уравнение равносиль
но уравнению 

log2 (- х - 2) = 3, 

которое в свою очередь равносильно на множестве М2 
уравнению 

-х-2=8. 
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Последнее уравнение имеет единственный корень ~ = 
= - 10. Так как этот корень принадлежит множеству М2, 
то и исходное уравнение на множестве М2 имеет единст
венный корень~= - 10. Объединяя множество корней, 
найденное на М1 и М2, получаем, что множество всех 
корней исходного уравнения состоит из двух чисел: х1 = 6 
и~=- 10. 

1 

Пусть дано уравнение 31оt111ж -4х+ 3> = х - 3. 
ОДЗ этого уравнения есть множество всех тех х, для 

каждого из которых r - 4х + 3 > О, т.е. ОДЗ есть множе
ство М= (- -, 1) u (3, +-).Поскольку на этом множестве 
справедливо тождественное равенство 

1 

3Iot11tж -4х+3) =; - 4Х + 3, 

то исходное уравнение равносильно на множестве Мурав
нению 

r - 4х + 3 = х - 3, 

которое имеет только два корня: х1 = 2 и~= 3. 
Так как ни один из этих корней не входи:r в ОДЗ 

исходного уравнения, а последнее и исходное уравнения 

равносильны на ОДЗ исходного, то отсюда вытекает, что 
исходное уравнение не имеет корней. 

Итак, решить уравнения с помощью некоторой логариф
мической формулы можно двумя способами. 
Первый способ. Совершить переход к уравнению, 

которое является следствием данного уравнения. Найти все 
корни полученного уравнения. Сделать проверку и устано
вить, какие корни являются посторонними. Тогда все 
найденные корни без всех посторонних корней составят 
множество всех корней исходного уравнения. 

Второй способ. Совершить равносильный переход 
на множестве М1 (М1 - вся часть ОДЗ исходного уравне
ния, где логарифмическая формула есть тождественное 
равенство). Найти все корни полученного уравнения на М1 • 
Затем найти все корни исходного уравнения на множестве 
М2 (всей оставшейся части ОДЗ исходного уравнения после 

456 



выделения множества Mi). Наконец, объединить множест
ва всех корней данного уравнения, найденные на М1 и М2, 
и тем самым получить множество всех корней исходного 
уравнения. 

Преобразоваиu, свяэаивые с 1JJlll'OllOMnpвчecDМИ фор
муJJаМ11. Рассмотрим следующие тригонометрические фор
мулы: 

ctgx = - 1-
tgx' 

sin 2х = 2ts: , 
1 +tg х 

1 
cos 2х= l -, х, 

1 +tg х 

tg (х - ~) = щх- tg р. 
l+tgxtgp 

(8) 

(9) 

(10) 

(11) 

Если при решении уравнения q>(x) = h(x) формально при
менить к левой или правой части этого уравнения любую 
из рассматриваемых формул так, что левая часть этой 
формулы будет заменена правой частью, то возможна noтePJI 
корней исходного уравнения, поэтому та1'ие преобразованШI 
недопустимы. 
Если к левой и.ли правой части уравнения q>(x) = h(x) 

формально применить любую из рассматриваемых формул 
так, что правая часть формулы будет зQМенена левой, то 
можно приобрести посторонние 1'орни, а поэтому в конце 
решения необходима провер1'а. 
Приведем пр им еры, показывающие, что формальное 

применение этих формул при решении уравнения может 
приводить как к потере корней исходного уравнения, так 
и к приобретению посторонних корней. 
Пусть дано уравнение 

sin 2х- З cos 2х= З. 

Формально применяя формулы (9) и (10), получим урав
нение 
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2 
2tgx _З(l-,х>=з 

1 • 
l+tg х l+tg х 

Перепшnем это уравнение в виде 

2(tgx-3) =О 
2 • 

1 +tg х 

Оrсюда очевидно, что множеством всех корней этоrо урав
нения будет серия решений х, = arcta 3 + 7tp, р е Z. 
Однако нельзя уrверждать, что найдены все корни ис

ходноrо уравнения, ибо преобразования были Т81СИМИ, что 
корни моrли быть потеряны. Действительно, при этих 
преобразованиях бЫJ1а потеряна целая серия решений 

х.. = -j- + 7tm, т е Z. 
Пусть дано уравнение 

tgx-1 = l. 
tgx+ 1 

Поскольку l = tg ~· то уравнение можно переmrсать так:: 

1t 
tgx-tg-4 
-----= 1. 

1t 
1 +tgxtg4 

Формально применяя формулу (11), получаем уравнение 

tgr-i)= 1 

откуда очевидно, что множеством всех корней этоrо урав

нения будет серия решений х1 = j + 7tl, / е Z. 
Поскольку преобразование было таким, при котором 

моrли появиться посторонние корни, то необходима про
верка. Проверка показывает, что ни один из этих корней 
не будет корнем исходноrо уравнения. 

Следовательно, исходное уравнение не имеет корней. 
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Эrи примеры показывают, что при решении уравнений 
применять тригонометрические формулы надо вниматель
но, помня о том, что формальное их применение может 
привести и к потере и к приобретению корней. 
Эrого не может случиться, если применять каждую из 

формул (8) - (11) на том множестве М1 из ОДЗ решаемого 
уравнения, на котором имеет смысл правая часть соответ

ствующей формулы. Тогда такое преобразование приведет 
к уравнению, равносильному исходному на множестве М.. 
Найдя корни полученного уравнения и отобрав из них 

те, которые принадлежат множеству М1 , найдем все корни 
исходного уравнения на этом множестве М1 • При этом надо 
помнить, что таким образом исходное уравнение решено 
не на всей ОДЗ, а только на.множестве М1 • Поэтому надо 
найти еще его решение на той части ОДЗ, которая остается 
после вьщеления множества М1 • 
Поэтому уравнения, при решении которых применимы 

эти тригонометрические формулы, часто решаются по той 
же схеме , которая приведена при рассмотрении логариф
мических формул: 

1. Найти ОДЗ уравнения. 
2. Разбить ОДЗ на две части М1 и М2 (М1 - вся та часть 

ОДЗ, где одновременно имеют смысл обе части используе
мой формулы, М2 - та часть ОДЗ, которая остается после 
выделения множества Mi). 

3. Решить уравнение на М1 (учитывая, что преобразование 
уравнения с помощью этой формулы есть равносильное 
преобразование на множестве М1). 

4. Решить урtl8нение на М2• 
5. Объединить множества корней, найденные на М1 и М2• 
Решим по этой схеме рассмотренные выше уравнения. 
Пусть дано уравнение 

sin 2х- 3 cos 2х= 3. 

ОДЗ этого уравнения есть множество всех действительных 
чисел. Разобьем ОДЗ данного уравнения на два множества: 
М. - множество всех действительных чисел, кроме чисел 
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xk = j + пk, где k - любое целое число, М2 - множество 

чисел xk = j + пk, где k - любое целое число. 

На множестве М1 формулы (9) и (10) являются тождест
венными равенствами, поэтому на множестве М. исходное 
уравнение равносильно уравнению 

2 
2tgx _3(1-tgx)=З 

1 + tg2 х 1 + tg2 х . 

Множеством всех корней последнего уравнения является 

серия решений х,,. = arctg 3 + пm, т е Z Каждый корень 
этой серии принадлежит множеству М1 , поэтому множест
вом всех корней исходного уравнения на множестве М1 
JJВЛЯется сериях,,.= arctg 3 + пm, те Z 
Решим исходное уравнение на М2• Подставляя каждое 

число xk = j + пk, k е Z. в исходное уравнение, убеждаемся, 
что оно обращается в верное числовое равенство. 

Следовательно, множеством всех корней исходного 

уравнения на множестве М2 является серия xk = j + пk, 
ke Z 
Объединяя множества корней, найденные на М1 и М2, 

получаем, что множеством всех корней исходного уравне-

ния являются две серии: х,,. = arctg 3 + пm, т е Z, и xk = j + 
+ пk, ke Z 

Пусть дано уравнение 

tgx-1 = l 
tgx+ 1 · 

ОДЗ этого уравнения есть множество всех действитель

ных чисел, кроме чисел х,,. = - * + пm, где т - любое 

целое число, и крс)ме чисел х1 = ~ + п/, где 1 - любое целое 

число. Так как на ОДЗ формула (11) есть тождественное 
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равенство, то на ОДЗ исходное уравнение равносильно 
уравнению 

tg(x-~)= 1. 

Множеством всех корней последнего уравнения на ОДЗ 

является серия х, = 1 + пр, где р - любое целое число. 
Очевидно, что эта серия не входит в ОДЗ исходного урав
нения. 

Следовательно, исходное уравнение не имеет решений. 
Итак, решить уравнения с помощью некоторой тригоно

метрической формулы можно двумя способами. 
Первый способ. Совершить переход к уравнению, 

которое является следствием данного уравнения. Найти все 
корни полученного уравнения, сделать проверку и устано

вить, какие корни являются посторонними. Тогда все 
найденные корни без всех посторонних корней составят 
множество всех корней исходного уравнения. 
Второй способ. Совершить равносильный переход 

на множестве М1 (М1 - вся часть ОДЗ исходного уравне
ния, где тригонометрическая формула есть тождественное 
равенство). Найти все корни полученного уравнения на М1 • 
Затем найти все корни исходного уравнения на множестве 
М2 (всей оставшейся части ОДЗ данного уравнения после 
вьщеления множества М1 ). Наконец, объединить множест
ва всех корней данного уравнения, найденные на М1 и М2, 
и тем самым получить множество всех корней исходного 

уравнения. 

Преобразованиt1, с1tяэанвые с воэведевием в вaтypaJlltll)'IO 
степень. Пусть п - фиксированное натуральное число и 
пусть п ~ 2. Пусть дано уравнение 

j(x) = g(x) 

Замена этого уравнения уравнением 

называется возведением уравнения в натуральную степень п. 
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Как следует из уrвер:ждения 5 § 1, при возведении в 
натуральную степень уравнения нелЬЭ/1 потерять корни, а 

можно лишь приобрести посторонние кони. Поэтому, если 
применять такое преобразование, то в конце необходима 
проверка найденных корней. 
Приведем пр им ер, показывающий, что применение 

этого преобразования действительно может привести к 
приобретению посторонних корней. 

Пусть дано уравнение 

2 cos х = 3 sin х - 2. 

Возведя в квадрат это уравнение и используя основное 
тригонометрическое тождество, получим уравнение 

4 (1 - sin2 х) = 9 sin2 х - 12 sin х + 4, 

которое равносильно совокупности двух уравнений: 

sin х =О, sin х = ~~· 

Множеством всех корней первого уравнения этой совокуп

ности являются две серии: Хт = 27tт, т е Z и х9 = 7t + 2пq, 
q е Z. Множеством всех корней второго уравнения таое 
являются две серии: х, = arcsin ~~ + 27tp, р е Z, и xi = 7t -

arcsin ~~ + 27tk, k е Z. Поскольку в процессе решения ис
ходного уравнения проводилось возведение уравнения в 

квадрат, то возможно, что среди найдеЮIЬIХ корней есть 
посторонние корни, следовательно, необходима проверка. 

Проверка показывает, что каждый корень серии х.. = 21t111, 
т е Z, является посторонним корнем, а каждый корень 
серии х9 = 7t + 27tq, q е Z, - есть корень исходного уравне
ния. 

Кроме того, проверка показывает, что каждый корень 

серии Xi = 7t - arcsin ~~ + 27tk, k е Z, является постороlПIИМ 

корнем, а каждый корень серии х, = arcsin ~~ + 2пр, р е Z, 
есть корень исходного уравнения. 
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Поэтому множеством всех корней исходного уравнения 

являются две серии: Xq ::: 7t + 27tt}, q е Z, и х, = arcsin ~~ + 
+ 2пр, ре Z. 
Заметим еще, что часто, провода возведение уравнения 

в натуральную степень, используют следующую формулу 

("-#{.х) )" = j(x). 

Ясно, что если при решении уравнения заменить ('Чj{Х))" 
наj(х), то можно приобрести посторонние корни, и поэто
му в конце решения необходима проверка. 
Приведем пример такого преобразования уравнения. 
Пусть дано уравнение 

-R+x- 5 = ..Jx-1. 

Возводя это уравнение в квадрат и заменяя (...Ji' + х - 5 )2 

на (х2 + х - 5), а (..Jx - 1 )2 на (х - 1), получаем уравнение 

х2+х-5=х-1. 

Множество всех корней последнего уравнения состоит из 
двух чисел: х1 = 2 и х2 = - 2. Поскольку в процессе реше
ния исходного уравнения проводилось возведение уравне

ния в квадрат и проводилась замена ("..J}(x) )" наj(х), то могла 
появиться посторонние корни, поэтому необходима про
верка. Проверка показывает, что корень Х] = - 2 не явля
ется корнем исходного уравнения, а корень х, = 2 является 
корнем исходного уравнения. 

Следовательно, исходное уравнение имеет единствен
ный корень х1 == 2. 
Заметим, что обычно замена ("../.ft.x) )" наj(х) при возведе

нии уравнения в натуральную степень п не оговаривается. 

Вместо этого способа решения можно предложить и 
другой, основанный на применении утверждения 7 § 1. 
При этом способе уравнение можно решать по следую

щей схеме: 

1. Найти ОДЗ уравнения. 
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2. Разбить ОДЗ на два множества М1 и М2 (Мi - вся та 
часть ОДЗ, где одновременно обе части уравнения либо 
неотрицательны, либо неполо:жительны, М2 - вся та часть 
ОДЗ, на которой правая и левая части уравнения имеют 
разные знаки). 

Тогда очевидно, что на М2 уравнение не имеет корней, 
следовательно, множество всех корней исходного уравне
ния содержится в М1 • 

З. Решить уравнение на множестве М1 • Множество всех 
корней, найденное на М1 , будет множеством всех корней 
исходного уравнения (здесь учитывается то, что возведение 
в натуральную степень исходного уравнения приводит к 
равносильному ему на множестве Мi уравнению). 
Решим по этой схеме уравнение 

-./2Х+ 29 = з - х. 

ОДЗ этого уравнения есть множество Х = J- 2i, + оо) 
Разобьем ОДЗ на два множества М1 = [ - 2

2 , З J и М2 = (3, 

+ оо ). На множестве М2 исходное уравнение не имеет кор
ней, ибо для каждого хе М2, левая часть уравнения поло
жительна, а правая - отрицательна. Решим уравнение на 
множестве М1 • Так как на этом множестве обе части 
исходного уравнения неотрицательны, то после возведения 

в квадрат исходного уравнения получим равносильное ему 

уравнение 

2х + 29 = (З - х)2• 

Множеством всех корней последнего уравнения являют
ся два числа х1 = - 2 и Х:2 = 10. Так как чис.ло Х:2 = 10 не 
принадлежит множеству М1 , то оно не является корнем 
исходного уравнения. 

Так как число х1 = - 2 принадлежит множеству М., то 
оно является корнем исходного уравнения. 

Следовательно, исходное уравнение имеет единствен
ный корень х1 = - 2. 
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Итак, решить уравнение, .возводя его в натуральную 
степень, можно двумя способами: 
Первый способ. Совершить переход к уравнению, 

которое является следствием исходного уравнения. Найти 

все корни полученного уравнения. Сделать проверку и 
установить, какие корни являются посторонними. Из мно
жества всех найденных корней те корни, которые не явля
ются посторонними, и составят множество всех корней 

уравнения. 

Второй способ . Совершить равносильный переход 
на множестве М1 (М1 - вся та часть ОДЗ исходного урав
нения, где обе части исходного уравнения одновременно 
или неотрицательны, или одновременно неположительны). 
Найти все корни полученного уравнения на М1 • Все эти 
корни и составляют множество всех корней исходного 

уравнения. 

Преобраэовавия, сuзаввwе с освобождеввем от звамева
теля. Пусть дано уравнение 

Л& = «р(х) g(,x) • 

Замена этого уравнения на уравнение 

ft.x) = g(x)«p(x) 

называется освобождением уравнения от знаменателя. 
Ясно, что при таком преобразовании уравнения возмож

но появление посторонних корней. Поэтому, если в про
цессе решения некоторого уравнения проводилось осво

бождение уравнения от знаменателя, то необходима про
верка всех найденных корней. 
Приведем пример применения этого преобразования. 
Пусть дано уравнение 

2(х- 7) = 1 
i-бх-1 . 

Освобождаясь от знаменателя, получим уравнение 

2х - 14 = х2 - 6х - 7. 
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Множество всех корней последнего уравнения состоит 
из двух чисел: х1 =1и~=7. 
Так как в процессе решения исходного уравнения про

водилось преобразование, в результате которого мorJDI 
появиться посторонние корни, то необходима проверка. 
Проверка показывает, что число~= 7 не является корнем 
исходного уравнения, а число х1 = 1 есть корень исходноrо 
уравнения. Итак, уравнение имеет единствеННЬIЙ корень 
Х1 = 1. 

Заметим, Ч11'О согласно утверждению 9 § 1 уравнение 

М. = q>(x) 
g(X) 

равносильно на своей ОДЗ уравнению 

/(х) = g(x)q>(x). 

Поэтому решать такие уравнения можно по следующей 
схеме: 

1. Найти ОДЗ уравненUR : = q>(x). 

2. Решить на ОДЗ данного уравненUR равносильное ему 
уравнение J(x) = g(x)q>(x). 

Поскольку уравнения ~~ = q>(x) и /(х) = g(x)q>(x) равно
сильны на ОДЗ первого уравнения, то все корни уравнеНИJI 
/(х) = g(x)q>(x), входящие в ОДЗ первого уравнения, соста-

вят множество всех корней уравнения ~~ = q>(x). 

Решим по этой схеме уравнение 

• 4 1 
sш х- = 1 

4 • 
cos х 

ОДЗ этого уравнения есть множество М - множество 

всех действительных чисел, кроме чисел х.. = ! + 1tn1, rде 
т - любое целое число. На множестве М исходное урав
нение равносильно уравнению 
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sin4 х - 1 = cos4 х. 

Поскольку на множестве всех действительных чисел 
справедливы следующие тоQественные равенства: 

cos4 х - sin4 х = (cos2 х + sin2 x)(cos2 х - sin2 х), 
cos2 х + sin2 х = 1, cos2 х - sin2 х;:::: cos 2х, 

то на множестве всех действительных чисел справедливо и 
тоQественное равенство 

cos4 х - sin4 х = cos 2х. 

Поэтому исходное уравнение равносильно на множестве М 
уравнению 

cos 2х= - 1. 

Множество всех решений последнего уравнения есть серия 

Xt = j + 1Ck, k е Z. Так как эта серия не принадлежит мно
жеству М, то уравнение не имеет корней. 

Итак, решить уравнение, освобоQаясь от знаменателя, 
можно двумя способами: 
Первый способ. Совершить переход к уравнению, 

которое является следствием исходного уравнения. Найти 
все корни полученного уравнения, сделать проверку и 

установить, какие корни являются посторонними. Из мно
:жесrва всех найденных корней те корни, которые не явля
ются посторонними, и составят множество всех корней 
уравнения. 

Второй способ . Совершить равносильный переход 
на ОДЗ исходного уравнения. Найти все корни полученно
rо уравнения. Все эти найденные корни составят множе
ство всех корней исходного уравнения. 
Преобра3088ВU, сuэаввwе с потевцвроuввем урuвевu. 

П)'СТЬ а - любое фиксированное положительное и нерав
ное единице число. Пусть дано уравнение 

log,,./{x) = log,, g(x). 



Замена этого уравнения уравнением 

ft.x) = g(x) 

называется потенцированием уравнения. 

Как следует из уrвер:JЩения 6 § 1, при потенцировании 
уравнения потерять 1С0рни нельзя, а можно лишъ приобрести 
посторонние. Поэтому, если при решении уравнения при
шлось его потенцировать, то в конце решения необходима 
проверка. 

Решим таким способом уравнение 

log2 (; - 4) = log2 (4х - 7). 

Потенцируя данное уравнение, получим уравнение 

~ -4=4х-7. 

Множество всех корней последнего уравнения состоит 
их двух чисел х1 = 3 и ~ = 1. 
Поскольку в процессе решения исходного уравнения 

применялось потенцирование уравнения, то могли по

явиться посторонние корни, поэтому необходима провер
ка. Проверка показывает, что число ~ = 1 не является 
корнем исходного уравнения, а число х1 = 3 есть корень 
исходного уравнения. Поэтому, исходное уравнение имеет 
единственный корень х1 = 3. 

Заметим, что согласно уrвер:JЩению 8 § 1 уравнение 

log"ft.x) = log,, g(x) 

равносильно на своей ОДЗ уравнению 

ft.x) = g(x). 

Поэтому уравнение log"ft.x) = log11 g(x) можно решить по 
следующей с хе м е : 

1. Найти ОДЗ уравнения log,,ft.x) = log,, g(x). 
2. Решить на ОДЗ этого уравнения равносш~ъное ему 

уравнение ft.x) = g(x). 
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Все корни последнего уравнения и будуr составлять 
множество всех корней уравнения log0 j{x) = log0 g(x). 
Решим по этой схеме рассмотренный выше пример. 
Пусть дано уравнение 

log2 (r - 4) = log2 (4х - 7) 

ОДЗ этого уравнения есть множество М = (2, + оо ). На 
множестве М данное уравнение равносильно уравнению 
i'-4=4x-7. 
Множество всех решений последнего уравнения состоит 

из двух чисел: х1 = 3 и ~ = 1. Поскольку число ~ = l не 
принадлежит множеству М, а число х1 = 3 принадлежит 
множеству М, то последнее уравнение на множестве М 
имеет только один корень х1 = 3. Так как последнее и 
исходное уравнения равносильны на множестве М, то 
отсюда вытекает, что исходное уравнение имеет единствен

ный корень х1 = 3. 
Итак, решить уравнение, применяя потенцирование 

уравнения, можно двумя способами. 
Первый способ. Совершить переход к уравнению, 

которое является следствием исходного уравнения. Найти 
все корни полученного уравнения, сделать проверку и 

установить, какие корни являются посторонними. Из мно
жества всех найденных корней те корни, которые не явля
ются посторонними, и составляют множество всех корней 
уравнения. 

Второй способ. Совершить равносильный переход 
на ОДЗ исходного уравнения, найти все корни полученного 
уравнения на ОДЗ исходного уравнения Все эти найден
ные корни составляют множество всех корней исходного 
уравнения. 

Преобразование, сВJ1Занное с лоrарифмированием уравне
ния. Пусть а - фиксированное положительное и неравное 
единице число. Пусть дано уравнение 

j{x) = g(x). 

Замена этого уравнения на уравнение 
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log./(.x) = log. g(.x) 

называется логарифмировонием ypQIJнeHUll. 
Как спедует иэ утверждения 6 § 1, при логарифмирова

нии уравнения вtХJМОЖна потеря корней. Поэтому формаль
ное применение этого npeoбpQЗOtlDНUll запрещается. 

Заметим, что логарифмировать уравнение j{.x) = g(.x) 
можно только на множестве М - всей той части ОДЗ, где 
обе части этого уравнения поло:хсите.льНЬ1. При этом, :как 
спедует иэ утверждения 6 § 1, на множестве М уравнеНИJI 
j{.x) = g(.x) и log.j{.x) = log., g(.x) равносИЛЬНЬ1. 

Поэтому решить уравнение j{.x) = g(.x), применяя лога
рифмирование уравнения, можно только по спедующей 

схеме: 

1. Найти ОДЗ донного ypQIJнeHUll. 
2. Разбить ОДЗ на два множества: М1 и М1 (М1 - вся та 

часть ОДЗ, на которой обе части данного уравнения поло
жительны, М1 - вся та часть ОДЗ, которая остается после 
выделения множества М1). 

3. Решить ypQIJнeнue на М1 (учитывая, что на М1 уравне
ние j{.x) = g(.x) равносильно уравнению 10&,j{.x) = log., g(.x)). 

4. Решить уравнение на М1• 
5. Объединить множества всех корней, найденные на М1 и 

М1. 
Решим по этой схеме уравнение 

ОДЗ этого уравнения есть множество М= [О,+ оо). По
скольку на множестве М обе части данного уравнения 
положительны, то данное уравнение равносильно на мно

жестве М уравнению 

;. - .х = 1 - (..Ji)'l. 

Полученное уравнение в свою очередь на множестве М 
равносильно уравнению 

;. = 1. 
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Последнее уравнение имеет только два корня: х1 = 1 и 
Х2 = - 1. Корень х1 = 1 принадлежит множеству М, а 
корень~= - 1 не принадлежит множеству М. Следова
тельно, последнее уравнение имеет на множестве М един
ствеИИЬIЙ корень х1 = 1. Так как исходное уравнение рав
носильно последнему уравнению на множестве М - всей 
ОДЗ исходного уравнения, то исходное уравнение имеет 
единственный корень х1 = 1. 

Пpeoбpa3088llllJI, СВJ138wче с сокращением ураввевия ва 
общий МВОЖВТеJIЪ. Пусть дано уравнение 

q»(x}/(x) = (x)g(x). 

Часто это уравнение заменяют уравнением 

/(х) = g(x), 

т.е. сокращают исходное уравнение на общий множитель 

ср(х). Эrо грубая ошибка, которая может привести как к 
потере корней исходного·уравнения, так и к приобретению 
посторонних корней. 

Рассмотрим пример. Пусть дано уравнение 

-./х-2 (х2 + 3) = 4х-./х-2. 

Сокращая это уравнение на общий множитель -./х - 2, 
приходим к уравнению 

х2+ 3 =4х. 

Множество всех корней последнего уравнения состоит 
из двух: чисел: х1 = 1 и ~ = 3. 
Однако легко видеть, что число х1 = 1 не является корнем 

исходного уравнения, т.е. это число является посторонним 

корнем для исходного уравнения. В то же время легко 
видеть, что число Хз = 2 является корнем исходного урав
нения и этот корень был потерян при проведенном преоб
разовании. 

Значит, действительно, при сокращении уравнения на 
общий множитель q»(x) можно и потерять корни исходного 
уравнения, и приобрести посторонние корни. 
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Подобные уравнения надо решать только следующим 
образом. 

1. Найти ОДЗ уравненUR ср(х}/(х) = cp(x)g(x). 
2. Записать равносилыюе ему уравнение cp(x)[f(x) - g(x)) = 

=о. 
3. Перейти от этого уравненUR к равносильной ему на ОДЗ 

исходного уравненUR совоlС)lnности уравнений 

ср(х) = О, j{x) - g(x) = О. 
4. Решить эту совокупность уравнений на ОДЗ исходного 

уравненUR. Тогда множество всех тех корней этой совокуп
ности, каждый иэ которых принадлежит ОДЗ исходноrо 
уравнения, и составят множество всех корней исходноrо 

уравнения. 

Решим этим способом уравнение 

..Jx- 2 (r + 3) = 4x..Jx- 2. 

ОДЗ этого уравнения - множество М= [2, + -). Запи
шем равносильное исходному уравнение 

..Jx - 2 (r - 4х + 3) = о. 
Эrо уравнение на множестве М равносильно совокупности 
уравнений 

..Jx - 2 = о, r - 4х + 3 = о. 
Первое уравнение этой совокупности имеет единствеННЬIЙ 
корень х1 = 2. Второе уравнение имеет только два корня: 
~ = 3, х, = 1. Значит, множество всех корней этой сово
купности уравнений состоит иэ трех чисел: х1 = 2, ~ = 3, 
х, = 1. Корни х1 и ~ входят в множество М, а корень Хэ не 
входит в множество М. 

Следовательно, исходное уравнение имеет только два 
корня: х1 = 2, ~ = 3. 

Преобразоваввя, cu381111We с освобuщеввем or 3В&а 
aбcOJD0111ol вeJlllЧllllЫ. Пусть дано уравнение 
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V.<x>I + lf2<x>I + ." + V,,.<x>I - V,,.+ .<x>I - ." 
". - Vt<x)I = g(x), (12) 

где fi(x), ,h(x), "., ft<x) - многочлены относительно х. Для 
решения таких уравнений обычно необходимо избавиться 
от зж1ков абсолютных величин. Оrметим, что формальное 
освобождение от знаков абсолютных величин может привес
ти как к потере корней исходного уравненШI, так и к 
приобретению посторонних корней. Покажем это. 

Пусть дано уравнение 

1х - 11 = 2х + 4. 

Если формально освободиться от знака абсолютной вели
чины, то получим уравнение 

х- 1=2х- 4, 

которое имеет единственный корень х. = - 5. Однако легко 
видеть, что этот корень не является корнем исходного 

уравнения, т.е. является для исходного уравнения посто

ронним корнем. 

В то :ж:е время легко видеть, что число "2 = - 1 является 
корнем исходного уравнения и этот корень был потерян 
при проведенном преобразовании. Значит, действительно, 
при формальном освобождении от знаков абсолютной ве
личины возможно и потерять корни, исходного уравнения 

и приобрести посторонние корни. 
Для решения таких уравнений наиболее часто употреб

ляется так называемый метод интервалов. Суrь этого ме
тода состоит в следующем. 

Пусть дано уравнение (12). Сначала решается совокуп
ность уравнений 

Ji(x) = О, .h(x) = О, "., /,,.(х) = О, "., .ft(x) = О, (13) 

затем на числовой прямой отмечаются все корни этой 
совокупности уравнений. 

Таким образом, вся числовая прямая разбивается на 
некоторое число промежутков, затем на каждом та.ком 
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промежуnсе уравнение заменяется на друrое уравнение, не 

содержащее знаков абсолютной величины и равносильное 
исходному уравнению на этом промежуnсе. На каждом 
таком промежуnсе отыскиваются корни того уравнения, 

которое на этом промежуnсе получается, и затем отбира
ются их них те, которые попадают в данный промежуток. 
Они и будут корнями исходного уравнения на рассматри
ваемом промежуnсе. Наконец, для того чтобы вЬIПИсать все 
корни исходного уравнения, собирают вместе (объединя
ют) все его корни, найдеННЬiе на всех промежуnсах. 

Продемонстрируем этот метод на нескольких примерах. 
Пусть дано уравнение · 

~-11=2х+4. (14) 

В этом случае совокупность уравнений (13) состоит из 
одного уравнения 

х- 1 =о, 

имеющего единственный корень - число 1. Значит, чис
ловая прямая разбивается на два промежутка: (- -, 1) и [1, 
+-). 
Рассмотрим решение уравнения (14) на каждом из этих 

промежуnсов. 

1. На промежуnсе (- -, 1) по определению абсолютной 
величины 

~ - 11 = - (х - 1). 

Поэтому на этом промежуnсе уравнение (14) раВносилъно 
уравнению 

- (х - 1) = 2х + 4, 

имеющему единствеННЬIЙ корень х1 = - 1. Этот корень 
попадает в промежуток (- -, 1). Значит, на этом проме
жуnсе уравнение (14) имеет единственный корень х1 = - 1. 

2. На промежуnсе [ 1, + -> по определению абсоmотной 
величины 
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lx- 11=х-1. 

Поэтому на этом промежупсе уравнение ( 14) равносильно 
уравнению 

х- 1=2.х+ 4, 

имеющему единственный корень Х2 = - 5. Эrот корень не 
попадает в промежуток (1, + -). Значит, на этом проме:ж:
уrке уравнение (14) не имеет корней. 
Подводя итоr, ПОJiучаем, что исходное уравнение (14) 

имеет единствеННЬIЙ корень х1 = - 1. 
Пусть дано уравнение 

ir - 11 - ~ + 12.х + ЗI = 4.х - 6. (15) 

Рассмотрим совокупность уравнений 

; - 1 = о, х = о, 2х + з = о. 
Множество всех корней этой совокупности уравнений 

состоит из четырех чисел: 1; - 1; О; - ~·Значит, числовая 

прямая разбивается на пять промежутков: (- оо; - ~} 
[- !; - 1} [- 1; О), [О; 1), [1; + -). 

Рассмотрим решение уравнения (15) на каждом из этих 
промежупсов. 

1. На промежупсе (- оо; - ~) по определению абсОJIЮТ
НОЙ величины 

ir - 11 = (; - 1), ~ = - х, 12.х + ЗI = - (2.х + З). 

Поэтому на этом проме.:ж:утке уравнение (15) равносиль
но уравнению 

. (;- 1) - (- х) - (2.х + З) = 4.х - 6, 

которое имеет только два корня: 

,,.-5-М Y-=S+M 
.... 1- 2 '""l 2. 

475 



Ни один и~ эrих корней не входит в рассматриваемый 
промежуток, поэтому уравнение (15) не имеет корней на 
этом промежуrк:е. 

2. На проме.жуrке [- ~; - 1) по определению абсотот
ной величины 

1х' - 11 = (х2 - 1), 1х1 = - х, 12х + 31=(2х+3). 

Поэтому на зтом промежуrк:е уравнение (15) равносильно 
уравнению 

(х2 - 1) - (- х) + (2х + 3) = 4х - 6. 

Эrо квадра1·ное уравнение не имеет действительных кор
ней. Значит, уравнение (15) не имеет корней на этом 
промежуrк:е. 

3. На промежуrк:е [- 1; О) по определению абсотаrной 
величины: 

ix2 - li = - (~ - 1), 1х1 = - х, 12х + 31=(2х+3). 

Поэтому на этом промежуrк:е уравнение (15) равносильно 
уравнению 

- (х2 - 1) - (- х) + (2х + 3) = 4х- 6, 

которое имеет только два корня: 

-1-..J4f -1+..J4f 
.хэ= 2 ' х.= 2 . 

Ни один из этих корней не входит в рассматриваемый 
промежуток, поэтому уравнение (15) не имеет корней на 
этом промежуrк:е. 

4. На промежуrк:е [О; 1) по определению абсОJIЮ111ой 
веJПIЧИНЫ 

1х' - 11 = - (х2 - 1), 1х1 = х, 12х + 31 = 2х + 3. 

Поэтому на этом промежуrк:е уравнение (15) равносиль
но уравнению 
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- (;. - 1) - х + {2х + 3) = 4х - 6, 

коrорое имеет только два корня: Xs = - 5, -Х°6 = 2. Ни один 
из этих корней не входит в рассматриваемый промежуток, 

поэтому уравнение (15) не имеет корней на этом промеж
уrке. 

5. На промежуrке [1; +со) по определению абсолютной 
величины 

i; - 1\ = (;. - 1), ~ = х, 12х + 31 = (2х + 3). 

Поэтому на этом промежутке ~пение (15) равносильно 
уравнению 

(;. - 1) - х + (2х + 3) = 4х - 6. 

Эrо квадратное уравнение не имеет действительных кор
ней, поэтому уравнение (15) не имеет корней на этом 
промежуrке. 

Подводя итог, получаем, что уравнение (15) не имеет 
корней на всей числовой прямой. 
В заключении отметим, что в этом параграфе рассмот

рены не все возможные преобразования, а лишь наиболее 
часто употребляемые. Конечно, можно привести примеры 
и других неравносильных преобразований, как, например, 
уничтожение подобных членов, переход к новому основа
нию логарифмов, содержа1цему неизвестную величину. Не 
будем останавливаться на этом подробно, а сформулируем 
лишь общее правило. 
При решении уравнений надо пользоваться одним их 

двух следующих способ о в: 
1. Замена данного уравнения на уравнение, равносиль

ное ему на некотором множестве; при этом явно указыва

ется и само множество и то, что уравнения равносильны 

именно на этом множестве (в этом случае надо рассмотреть 
все множества, на которое разбивается ОДЗ). 

2. Замена данного уравнения на уравнение, являющееся 
его следствием; при этом указывается, почему новое урав

нение есть следствие предыдущего, и в ко1Ще решения 

обязательно делается проверка. 
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УПРАЖНЕНИЯ 

Является JD1 число 2 корнем следующего уравнения (1 - 15): 

х 1 {1 [ 1 1 i х} х+ 1 1 3 +- - - - Х - - (27 - У\+ - (Х - 8) - 1 - - +--· • 4 - 2 3 5 ~, 2 2 2 • 

1 
Зх-4_(8х-11)(х+1)_(6х-1)( -3). 

• 3 4 12 • 

3. 4х2 + 5х- 2"'3il- 5х+2 =х(15 - 2Х); 
4 • ..J14 + 25х - "'1+4Х = ..J9x + 7; 
5. ~ - 11+12х- 61=3. 6.12 -11 - lxl = 1; 

7. 32н 1 +9"28 · 3х. 8. 2~+ 31 +х+3 1 -х+2/.х= 557~~8 ; 
9. (..J2 -'13 )х + (~)х = 4; 

10. (v4 -'115 )х = (2·12/ - (.../4 + '115 ).х; 

11. i 08s 3 . x1 -1o&s(1~)= 1; 
2 

11. log.!. °'11+1Х + 3 logt (i - 3х)= 1~ (1 - ~J + 2; 
2 8 4 8 16 64 

13. "110~ :\Jj · log2 ~ = 1; 

• 2 х 2х . 27t х .J2 14. sш - + cos - - 2 sin -
8 

cos - = -
2 

; 
7t Jt 7t 

15. 2 arccos ( ~) = arccos (3 - х)? 
Равносильно JD1 уравнение х = 2 и следующ~ уравнение (16 - 30): 
16. 3 /10 - 2 [ 3х - 2 (Х - 5)] + 7.xl = 3х - 4; 
17 • .../4?+ 8х- 28 -х=2-.../3;+8х-24; 

2 
18. (х2-5х- 1I -<х- 2> <х- 3> = 1; 

19.х2+ ;= i5(2 +~)-11i; 
10. l5x-x2-61=х2-5х+6. 11. '1?- 6х+9 =(х- 3)

2
; 

11. ~+2 = 15 +22-х. 13. ~+5х-1=5х - ~+2; 

14. 52x- l + 5х+ 1 =250.15. 3х 3~ = 36; 

и.1g3.../15+5~зж- 2 =j; 

17. IO&t \2 Iogз [1 +log2 (1+3 log2 xn = t; 
18. Jg2+1g(4.x- 2+9)= l-lg(~- 2 +21) 
19. log2 (~- • + 7)= 2+10&1(3x-I+1 J; 
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30 cos (ia) - l О? 
• ../( l - Х) (Х + 3) . 

Равносильны ли следующие два уравнения (31 - 66): 
31. х + 1 = о и (Х + l) (Х + 4) =О; 
3:Z. (Х- l) =0И('.fi+1) (Х- l) =0; 

2 ;. . 2-х 
33. "= 2 - х и -г-= -г-: 

r-l r-l 
х+4 

34.х+4=0и 2 =0; 
r-2x+9 

7 7 
35. х - 4 = 8 - х их - 4 + --= 8 - х+--; 

х-6 х-6 

36. 2х-6=9+х и 2х- 6+-.fХ'Е+Т =9+х+../7+Т; 
Х(Х+ 4) Х+4 

37.х(х+4)=х+4и ( .J 2~ ( ~т: 
log2 l - " log2 l - " 

38.(х-3)=2х+lи(х-3) х+ =(2x+l) х+4; 
39. ;. - 2 =О и х4 - 4 = О; 

2 ;.-4х+3 
40. r - 4х + 3 - О и 1 = О; 

х-

41. ;.+ 3=4хи (;.+ з)<х- l) =4Х(Х- l); 

4:Z. :~ i = J:; ~ 
2 
и (х-3) (;.+х- 2)=(;.- 9)(х+ 2); 

х+ 3 l ;. 2 2 43. -.,-:-+-
3 
=--.,--:-и 3 (х+ 3) +r + 3 = 3r; 

х-+3 х-+3 

44. ;+_1 ___ 1_=2хи ;.=2х; 
х-2 х-2 

;._25 
45. 5 - 14 их- 5 =-14; 

х+ 

;_25 
46. 5 = - 10 и х - 5 = - 10; 

х+ 

47. (х+ 3) (х- 1) = 2 (х- l) их+ З = 2; 
48. (х+2) (Х- l) = З (Х-1) и х+2=3; 
49.;. _ 2х= 8 и(;.- 2x)2./i =28. 2./i; 2 

50. (2х- 3) - Зх - 2 и (2х- 3) • (3х - 2) ; 
51. и=-2 =~+2х-4 и ;.-2=;.+2х-4; 
5:Z . ..JХ+Т · ..Jx+ 2 =О и ../(1 +х) (х+ 2) =О; 
53 . ..Jx+ 2 ../х 3 = -16 и ../(х+ 2) (х - 3) = ../6; 
54. ;. - 7 = 311183 6х и ;. - 7 = 6х; 

55. V (Х + 2) Z = 1 И Х + 2 = l ; 
56 . .../(;.-4x+4J = 4 и;._ 4х+ 4=4; 
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4./ 4 
57. '4(.Х+ 1) = 2иlx+11=2; 

2 
58. 10&4(.х- 1) =0 и 21084 (.х- 1) =О; 

59. log5 .х4 = О и 4 logs 1х1 =О; 
60. log7 х5 = О и 5 log7 х = О; 

2 
61. 108(н212 (.х+ 1) =О и logн2 (.х+ 1) =О; 
61. logJ. (.х- 1) (.х+ 3) =О и logJ. (.х- l) + log.!. (.х+ 3) =О; 

2 2 2 

63. cts х + ts 2.х = О и t: + 2 
tg ~ = О; 

'Ох 1-ts х 
64. cts х + ts 2.х = О и sin.J.x = О; 
65. sin х cos х = cos2 х и · cts х = cts2 х; 
66. sin х cos х = cos2 х и ts х = 1? 

Указать, какое из двух следующих уравнений является следствием 
другого (67 - 91): 

2 2 
67.(.x+2)(.x+l) =3(.x+l) и.х+2=3. 
68. ; + 4.х + 3 = о и е + 4.х + з} 2'1i+f = о. 
69. х3 - 4.х (.Х + 2> о и х3 - 4Р = о . 

.х+2 х 

70. _i__2 = _i_2 и ; = 4. 
х- .x-

71. :XJ- - 7.x= 8 и ~(:XJ--7.x)=S~. 
71.; = 16 и; log2 (.Х- 5) = 16 . log2 (.Х - 5). 

73.:ХJ--6=5.хи S 5.х 
5- ~5-)' 
.х-4 2.х+3 

74 • .х-4 = 2.х+ 3 и lg.x =JiX· 

75. :XJ- --
4-+-4-+3.x=O и:ХJ-+3.х=О . 

.х+3 .х+3 

2:XJ-76. х3 - 2.х = О и х3 - - = О. 
х 

77 • .../Х'+З" . ..rx=4' = ../30' и v(.x + 3) (.х - 4) = ../30'. 
78 • ...Jil-Sx-6 =4и:XJ--5.x-6=16. 

2 
79. log2 (.х+ 1) = 2 и log2 (.Х+ 1) = 1. 
во. log2 (.х + 2) + log2 (.х - 3> = 1 и Iая2 <х + 2) (.х - З) = 1. 
81 • ...fЗ. sin.xcos.x=coslxи "3ts.x= 1. 

81 sin.xcos.x _ cos.x . _ 1 
• J 

1 
-~и sm.x- . 

v.x- v.x-1 
83. cos 2.х. ~ = sin 4.х · ~и cos 2.х- sin 4.х. 
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84.tgx+-1 -1 ---1 -1 -=tixиtgx=l. 082Х 082Х 

85. cos х. Jog5 (Х - l) = sin х · log5 (Х- 1) и cos Х= sin х~ 

86 
. l 7t arcsin ; 7t 

.arcSin:A=-и = . 2 log3 (-Х) 2 Jog3 (-Х) 

arccosx 7t 
87. arccos х = 7t и .../% .../%' 

88. lx2- Il=x+ 1 иil-- I =x+l. 
89. 1х2 - 41=х+2 и 4 - ; = х + 2. 
90. \х+ Il+\x-11=6 их=3. 
91. \х+ 11+ \х- 11=-il-+3 и 2х=-Х1-+ 3. 
91. \х+ Il+\x-11=-il-+2 и 2x=-i1-+2. 

Равносильны mr уравнения и совокупность уравнений (93 - 114): 

Уравнение Совокупность уравнений 

93. (; - 1) (Х + 2) = 0 х=-1,х= 1,х=-2; 

94. 2х4 - зХ' - 4i1- + 3х + 2 = О Х= 1, Х=2; 

95 5 (6 - Х) - 10 (5 - Х) - ll (6 - Х) 7 
• Х - 2 - 3 (Х- 4) 3 (Х - 4) х=2· х=7; 

96 • .../% + 4../% = 12 х=81,х=64; 

97 • ..J3x + 1 - ../х 1 = 2 x=l,x=5; 

98 • ..Jx+ 1 =Х- 1 х= О, х= 3; 

99 • ..J22 х = 2 + ../10 х х=4, х=6; 

100 . ..JX+1" = 1 - ..J2x + 3 х=-1,х=3; 

101.; - {7=-9 = 21 х=- 5, х=5; 

101 • ..JI4 + 25х - ../1 + 4х = .J7+9° х= 1, х=2; 

103 • ...J2X2 + 3х - 2 + ...J8X2 - 2х - 1 = 1 
Х=2, X=-r-

= ...J18X2+ 5х- 7 ' 

х=-1,х= 
3-Ш 

2 ' 104. ~ + ~ = 5 ( j- ~) 
3+..JП 

Х= 3, Х= 

105. \х - 31 = \х - 312 

106. \x- Il+\x+21=4+\x-31 

107. 12 -11 - ~11 = 1 

108. (..J4 - ~15 )1' - <2.Jf)x - c..J4 + ~15 )1' 

16 Алrебра, трнrономстрнк 
·и элем:еtпарные функцЮ1 

2 ' 
х=О, х= 2; 

х=- 8, х=2; 

х = - 4, х = - 2, х - 2, х = 4; 

х=2, х=О; 
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Уравнение 

109. 8.r:I =4 · 32-.r 

110. 2. 42.r - 17. 4.r + 8 =о 

2 
111 • .r - S.r+б = 1 

111 • .r+ I39x-•- to8x-h=32 

113. log2 (9 - ~)= 3 - х 
S.r Х 2Х 

114. ~ 10 + logs2= 1 

115. Iов. 2 . log.!.. 2 := 1~ 2 
16 64 

Совокупность уравнений 

х - .!(! х- 2· --lg3' - • 

3 1 
х=2.х=-2; 

Х=2,х=3; 

x=l,x=2,x=3; 

х=О, х-3; 

Х=2, Х= 10; 

Х=4, Х=8; 

116. log2 (!)Ж- I + 7)= 2+ log2(3x-l+1) Х= 1, Х= 2; 

111 . .,,13 1og2 <- Х> = log2 U х = - 8, х = - 1; 

lx2-x-l1· -16 1 -16. 118. lg 2 :0 Х=-т• Х•2• Х•т• 
х-+х-2 

119. 4 cos3 х+ 3 cos (7t -х) =О 

1"0 . 4 4 s 
6- • SIП X+COS X=g 

111. ctg х sin 3х ( cosx- 2) =О 

111. arccos х = 7t + arcsin 4; 
1 

113. cos (4 arccos Х) = -2 

7t п.k 
Х=6+2, ke ~ 

7t 1tm 
Х=-6+21 те Z; 

7t 
х=з+м, пе Z; 

3 2 
Х=-51 Х=-} 

../3 1 
х=-т,х=-2· 

1 -13 
х=2,х=2; 

1"" . . х . ../Зх 0 х=- 1, х=О, х= 1? 
-· arcsin х - arcsm 2 - arcsm Т = 

Решить следующее уравнение (115 - 316): 

115. (2х+ lt)(3x-~)=<x- l,125) (2х-1,25). 
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x+l 4 х-5 2х-1 Sx-1 2 116• х+ 3 + х+1=l. 117· -2-+ 2+ 3х с:-1-0-- 15· 

l1I. 6х - 5 = 3.х + 3. 119• 3 - Sx с: 2 + .х- 11. 
4х - 3 2х+ 5 х+ 2 .х+ 4 

1 4 3 7 6 
130.--1 +-с:-.131. 2 2 •О. 

х- х+2 х r+x-12 r+2x-8 

131• х-3 _ х-1 . lЗЗ. х2-7х+ 10 с: х2+ 3%-10. 
х2-3.х-4 х2-х-2 х2-7х+12 х2+3х-8 
2 7 3 7 6 

134.х-+4.х- 2 с: 1. 135.-1 +-2=--1· 
х-+4х+5 х+ х+ х-

1 1 1 1 136• --8 +--6 +-6 +-8 =О. 
х- х- х+ х+ 

2 5 2 5 
137 -----------• х-14 х-13-х-9 х-11' 

1 4 4 1 1 ; 2 5 (22Х х2) 138• х - 1 - х - 2 + х- 3 - х - 4 = 30· 13'· 2 + ; = . 

140. ; - ; - 100 =о. 141. ; - 1х2 + 14.х - 8 =о. 
141. 2х4 - 5:2 -5х2 + 18 =о. 143. 6х4 - '2Х'-11х2+2х+11 =о. 
144. 3.х5 - 5:2 + 2 =о. 145.; - ~ + 13.х5 - 12х4 + 4:2 =о. 

1 
146. 1- Р1=2· 147. l-x+21=2х+ 1. 

7х+4 13.х-51 
148.-5 --х= 2 .14!J.jx-ll+lx-21=1. 

1so. lx- 11+lx+21- lx- 31=4. 151.14 о -X)l-ISx- 41 +х. 
151. ll .,.... х21=1 -х2. 153. jx2- 11=1 - \xt. 
154. lx2-91+1x2-41= 5. 155. ,tx2- 2x+tl + jtx2-3%+41 =~. 
156. jx2- 3.х+ 21=4-х2+ \xt. 157. lx- ~1- 3 =~+ 21. 

151. lx2- 3~+ 5 =1.15!J.1x2-Sx+ 4 =1. 
х2+1х+31 х2+5х+4 

lx2-6P1+7 
160. \3 - lx+ 21=4.161. ; = 1. 

+6х+7 
161 • ...fi+I" = ../Sx+ 20 - 2. 163. 10 -х -.Ji = .Jx 5. 
164 • .Jx 10 - '14-=х + х= 4. 165. '16 - 4.х-? = х+ 4. 
166. х2- 3="4Х2-4х+ 1. 167 • .Jx 5 -~ =3+х2. 
168. fi+5 - ../2х 3 = .J4x 1. 
16'. "; + х - 6 + ../2х + 3 = ../f"=X. 
170. '19 + 4Х2- 12х + ..J10x-X?- - 21 = 2х+ 3,5. 
171. '1А'- Вх+ 7 +'1Sx-?-4 =-11 -х2\. 
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172 . ..J4X'+ 25 - lOx - 7= lx- 2l-3x. 

173. (х+ 1) ..J1ox- 21 -Х' =; - llx+ 24. 
174. -Гх = 1 - .Jx - "11 -х. 
175. ( 1 - ..ff°+"Гx) ..ff'+"Vx = -Гх. 
176 . .Jx+2-4"1x- 2=1 -'1/~х-+~7---6--../-х---2~. 

177 • ..J1 +xW+24=х+1. 
178. х + 2 = 1 - х + 2 . 

../- 1 - х + 1 ../х+ 3 - 1 

179 • ../х ~+~+~+7=0. 
180. ~ +.J"lx-1 +2 =2. 

181 • ..JX'-4x+4 -..JX'- 6х+9 =..JX!- 2х+ 1. 

182. ; + 4х - 16 ../2i + 20 =О. 
183 • .J"lx + 4 + 1 + ../"13 - х + 2 =; - х - 42. 

184. 4../s 12 = 8з.х 21 - z. 185. 12s2 - з.ж = {.f. 

ш~~r~~~~(~J Ji 117.мм·-1 -~:=0 
188. ~ (t J = V27.ж · 3..J81ЖТТ. 

8.ж+S 
189. 3.ж(z- 2>--2- - 9 ..J24r =О. 

190. (..J0,11) = 0,001331. [ 
.ж+2 ]3-.ж 

( 
I j+S [ х+17 г 

191. 32.ж-7 = ..Jo,0625 (2 . ..J4096) J -з. 
1 

l!n. J" "" .fm = 2 ("' [iiJ+ 
1 

J I 
193. 2 · 5х+ 2 -sх+з = 37S. 194. 3 · 4х- 2 =2 (2S6 - 16ж; 1) 
195. 6.ж - ~- 1 . 3х- 2 = 2 ..Jsl08s 289. 

196.3~ -5~ -32=0. 

197. 3U+ 2 - 3U+ 1 - 3.../7- 1 =68. 198. ir)= 3(r), 

199. 5х (Зх+ 5х)= 4 (3х+ 4). 200. 14 · J.l'- 1 =3·5х+ 2. 
201. 3. '13.ж + 11.ж+ 1 - ~+ 2 =5.~+ 1 • 
202. 2 . 5х+ 1 - i . 4х+ 2 - j . 5х+ 2 = 3 . 4.ж--:- 1• 

203. 3(10X-6н 2)+4· lif+ 1 =SQOX- 1 +6.ж-l) 
204. ~ - 8 . 3.ж + -1= о. 205. 4 - ~ 2 = 3. 
206. ~ (7 - ~)= 2 · 7Jos1 3, 207. 42.ж- I = 13 · 4.ж- 2 - 21. 



.х-3 
208. ~ = 26 + 3 . 2 -2-. 209. 2 (~ + 4.х)- 5 . 6.х = о. 

1 1 1 
210. 3. llf + 36.х = 2. 81.х. 211. 4-; + 6-; = 9-;. 

2 2 .х ( ) 212. 43.х +.х - 8 = 2. г.х +з. 213. 22.х+б + 4 42.х - г.х+ 1 =о. 

214. 3W - 3# - Ч1SЖ" =о. 
215. 72.х+ 7-Ъ - 7.х+ 1 - 7l -.x+ 8 = 0. 

216. [t J[2M + 1J~ 2'+. 

217. ~(23.х - ~+ 2 )= 2. З.Х- 1. 218. 5.х _ 32 = 
108 --;~;9 . 5.х. 

i-2.x+l i-2.x-1 101 
219. (2 + "3) + (2 - "3) = 10 (2 - "3). 

220. 1082 (х+ 4) = log2 4 cas2 7 - log2 5) 
221. Jos7 Х= 21087 (2х- 15). 
222. )og.!. (Х+ 1) - lc:llt (Х- 3) = 1. 

2 2 
2 

223. 2108ir (Х- 1) + IQ&r (Х- 30) = 4. 
224. 1083 х+ log3 (х+ 2) = 1. 
225. Ю&з 108s Ю&2 (х+ 5) = Iosз 2 - 1. 

1 
Ш. 108s (21оgз(1 + log2 (1+3 Ю82 х)))= )· 
227. 1 + lg (1+f+2x)- lg (~ + 6)= 2 lg (х+ 1). 

228. lg (2х - 3) - lg (3х - 2) = 2. 
229. lc:llt (4 -Х) = log!. 2 -log!_ (Х- 1). 

2 2 2 
230. 2 - log2 (; + 3х )=О. 

231. 1084 1:/- - 1 )- lщ. (х-1/ = lщ. V(2 -Х)2 • 
·2 ) х-1 

232.1089 х-+ 2х- 3 = Jos9 х+ 3 . 

233. 1086 (х+ 1) = 1086 (1 - Х) + 1086 (2х+ 3). 

1~~ lg 2 + lg ~ 4 - 5х - 6;) = 3 
-· lg 2x- l) . 

1 ;-х-11 235. 108.Jf 2 = о. 
х-+х- 2 

236. lc:llt(x- 1) +lщ,!.(х+ 1) -10&-L(7-X) = 1. 
2 2 --12 

237. Jg..Jl+X+ 3 lgvl -х =lg~ +2. 

238. "log2 х4 + 4 log2 
4-{I" = 2. 

х 
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240. 

log2 14+5х-:.с 
· tgx=O. 167. ( 2) О. 

168. 4 cosx+ 5sinx=1.169. 2 sinx- 3 cos x=-t. 

170. tg :XJ- = - ../3. 171. ctg -Гх = - l. 
171 . ..fsfi1X = cos х. 173 • .../5 - 2 sin х = 6 sin х - l. 
174 • .../9 - 4'13 - < 16 - 8'13) sin х = 4 sin х - 3. 

175. sin ( 2х+ 5;)- 3 cos (х- 1;)= l + 2 sinx. 
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276. sin х+ sin Зх+ 4 cos3 х =О. 
277. tg 2х - 4 sin х cos х + 1 = 4 sin2 х. 
278. 4 + sin2 х= (3 + Щ sin 2х-2 (2 - .../З) cos2 х. 
279. sin 2х = 1 + "2 cos х + cos 2х. 
280. sin 2х+ sin Зх= 2. 

281. 4 (Sin Зх sin Х) 2 
- sin Зх = 5. 

282. cos40 2х- sin40 2х = 1. 
283. '41+sin2х - '41 - sin 2х = 1. 

284. tg 2х tg ~х~= 1. ;8}5. sin
4 х - cos

4 х = sin 2х. 
286. tg х = tg 4 - 2 
287. sin 2х- (sin х- cosX) + 12 =О. 

288. tg х + ctg х = sin х ll + tg х tg ~} 
289. cos х+ sin х= 1 со .2х 2х" -sm 
290. tg 2xcos 4х(4 - sin2 7х)= О. 
291. 8 са;4 х = З + 5 cas 4.х. 
292. 2 (Ctg Х - tg Х) = sin 4.х. 
293. sin 4х sin 6х = 2 (sin х + sin 5х). 
294. 1 - tg 2х = 4 sin2 2х. 
295. sin 5х sin 4х = - cos 6х cos Зх. 
296. cos х = cos Зх + 2 sin 2х. 
297. sin4 х+ 5 cos 2х+ 4 =О. 
298. tg2 х + 8 cos 2х ctg 2х = ctg2 х. 
299. cos 7х - sin 5х = ..J3 (cos 5х - sin 7Х). 

300. (COS х - sin Х) ( 1 + t sin 2х J + sin х = 2 са?- х. 
301. 2 sin2 2х+ sin2 4х= %· 

х Зх . 2х 
302. COS 2 - COS 2 = 3 SIП 2· 
303. sin х- 2 sin 2х+ sin Зх= 11 - 2 cos х+ cos 2.xj. 

304 "2 cos (! -~)- ...f6" sin (! -~) = 2 sin (! + 
27t)- 2 sin (Зх + ~} . 5 12 5 12 5 з 5 6 

305. tg ( ~ cos х )- ctg ( 7t sin х) = О. 
306. 2 sin (зх+ ~ )= '11+8 sin 2х cos2 2х. 
307. 2 - ,.Ъ.. cos 2х + sin 2х = 4 cos2 Зх. 
308. s"('og3.t+ logs 9)1ogs 3 = 3.Jlog3 1,8. 
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309 . 2 2-Г-Х 1 310 1 1 • 1 
. stn = 2. . ~smx=2· 

8 cos .х 
. 2 3 . 1 . 2 2 

311. lcos xj sin .х- 2 sin .х+ 2 = 1. 312. 8lsin .х + 8lcos .х = 30. 
2 1 . 2 5 

313. 41g .х + 2cos2 .х - 80 =О. 314. 21+2 cos S.x + 16 sin 2.х = 9. 

315. 8l(sin 2.х- 1) cos 3.х _ 9( sin .х- cos.x)
2 =О. 

3l6. 3sin 2.х+ 2 cos2 .х + 31 - sin 2.х+ 2 sin2 .х = 28_ 

317. J!- Iog3 XJ- -(2XJ- + 3 )1og9 (2х+ 3) = 3 Iogз 2х: 
3

. 

318. XJ- 3.х - 2 + 3Гх • 2 = 3.х + XJ- . 3Гх_ 

319.-Гx(9w=J -3g=32w=J+i _ 3 w=J+i +6-Гх-18. 
320. Xl- Io& "s? - 2х- 3 - х Iog1д1 (sJ!- - 2х - 3 )= XJ- + 2х. 

1 1 1 . 1 1 321. 3- 2 + 6- 2+ O~SIП .Х = 2- 2+ og2 COS.X• 

322 41i .х 4 __ 1 _ 1 4 - 1 1 - cos 2х 
• - 1 + cos 2.х og2 3.J2 - - o~in .х 2 · 

323. 4 · 24./2 cos (~ - .х )- 16,5 · 4 cos .x+sin .х = - t logз-a 16. 

324. sin и+ sin (log.x x3u)= cos 1tX - cos (logз.JX XU} 
325. cos 2х + lo~ (! sin х j+ 2 cos х · log1'1 sin х = 

= 2 cos х + sin2 х · log2 sin2 х. 

326. 2 log25 (s2 sin .х - 4) = 2 sin х + sin 
3
2
1t. 



Глава Vlll. НЕРАВЕНСТВА С ОДНИМ 
НЕИЗВЕСТНЫМ 

Пусть даны две функции: функция у = .f{x) с областью 
существования Р и функция у = g(x) с областью существо
вания L. Пусть область Месть пересечение областей суще
ствования этих функций, т.е. М = Р п L (в частности, об
ласть М может быть пустым множеством). 

Пусть стоит задача: найти все числа а из области М, для 
каждого из которых справедливо числовое неравенство 

f{a) > g(a). В таких случаях говорят, что стоит задача: 
решить неравенство j{x) > g(x) с одним неизвестным х или 
что дано неравенство f{x) > g(x) с одним неизвестным х. 
В этой главе рассматриваются некоторые способы реше

ния только неравенств с одним неизвестным х. Поэтому 
дальше вместо слов «Неравенство f{x) > g(x) с одним неиз
вестным .х>> будем говорить просто «неравенствоf{х) > g(x)». 
Аналогично формулируются и понимаются задачи: решить 

неравенство j{x) < g(x); решить неравенство f{x) ~ g(x); ре
шить неравенство j{x):::;; g(x). 

§ 1. Основные понятия и утверждения равносильности 
неравенств 

Областью допустимых значений (ОДЗ) неравенства 
j{x) > g(x) называется общая часть (пересечение) областей 
существования функций у= f{x) и у= g(x), т.е. множество 
всех числовых значений неизвестного х, при каждом из 

которых имеют смысл (определены) левая и правая части 

неравенств. 

Число а из ОДЗ неравенства называется решением нера
венства j{x) > g(x), если при подстановке его вместо неиз-
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вестного х неравенство превращается в верное числовое 

неравенство ./(а) > g(a). 
Решить неравенство j(x) > g(x) - это значит найти мно

жество всех его решений. Отметим, что это множество 
может оказаться и пустым множеством, что возможно 

только в двух случаях: 

а) если ОДЗ данного неравенства есть пустое множество; 
б) если ОДЗ данного неравенства есть непустое множе

ство Q, но ни для одного числа а е Q не выполняется 
числовое неравенство ./(а) > g(a). 

Если множество всех решений данного неравенства есть 
пустое множество, то обычно говорят, что данное неравен
ство не имеет решений. Поэтому иногда говорят так: решить 
неравенство ./(х) > g(x) - это значит найти все его решения 
или доказать, что это неравенство не имеет решений. 

Пусть даны два неравенства:./(х) > g(x) и р(х) > q>(x). Если 
любое решение первого неравенства является решением 
второго неравенства, а любое решение второго неравенства 
является решением первого неравенства, то такие два не

равенства называются равносw~ьными. 

При этом, в частности, подразумевается, что если каждое 
из этих неравенств не имеет решений, то такие два нера
венства равносw~ьны. Замена одного неравенства другим 
неравенством, ему равносильным, называется равносw~ь

ным переходом от одного неравенства к другому. 

Пусть даны два неравенстваj(х) > g(x) и р(х) > q>(x) и пусть 
дано некоторое множество М значений неизвестного х. Если 
любое решение первого неравенства, принадлежащее множе
ству М, является решением второго неравенства, а любое 
решение второго неравенства, принадлежащее множеству М, 
ямяется решением первого неравенства, то такие два нера

венства называются равносw~ьными на множестве М. 
При этом, в частности, подразумевается, что если каждое 

из этих неравенство не имеет решений на множестве М, то 
такие два неравенства равносw~ьны на множестве М. 

Замена одного неравенства другим неравенством, равно
сильным ему на множестве М, называется равносш~ьным 
переходом на множестве Мот одного неравенства к другому. 
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Оrметим, что аналогично формулируются задачи реше

ния неравенств ft.x) < g(x), ft.x) ~ g(x), ft.x) s g(x) и основные 
определения для них. 

3 а меч ан и я . 1. В случае неравенств, в отличие от 
уравнений, термин «корень• не употребляется. 

2. Так как множеством решений неравенства обычно 
является некоторый промежуток, а сделать проверку для 
всех чисел данного промежутка практически невозмож

но, то понятие проверка при решении неравенств не исполь

зуется. 

Приведем несколько примеров, иллюстрирующих вве
денные понятия. 

Пусть дано неравенство 

.../х + 2 + .../х - 5 > .../З - х. 

ОДЗ этого неравенства есть множество М, являющееся 
пересечением областей существования функций 

у= .../х+ 2, у= .../х- 5 иу = .../З - х, т.е. Месть пересечение 
множеств [- 2, + оо), (5, + оо) и (- оо, 3). Эrо пересечение 
пусто. Следовательно, неравенство решено, так как нет ни 
одного значения неизвестного, при котором все функции, 
входящие в данное неравенство, имели бы смысл. Таким 
образом, данное неравенство не имеет решений. 
Пусть дано неравенство 

Гх < - 5. 

Так как при подстановке в данное неравенство любого 
числового значения из ОДЗ этого неравенства оно стано
вится неверным числовым неравенством, то, следователь

но, данное неравенство не имеет решений. 
Неравенствах+ 5 >О и (х4 + l)(x + 5) >О равносильны 

на множестве всех действительных чисел; неравенства 

Гх > 1 и r > 1 не являются равносильными на множестве 
всех действительных чисел, но равносильны, например, на 

множестве положительных чисел. 

Приведем некоторые утверждения равносильности 
неравенств: 

491 



1. Неравенства f{x) > g(x) и f{x) - g(x) > О равносильны. 
2. Неравенстваj{х) > g(x) иj{х) +а> g(x) +а равносильны 

при любом действительном а. 

За. Неравенства j{x) > g(x) и af{x) > ag(x) равносильны для 
любого положительного числа а. 

Зб. Неравенства f{x) > g(x) и aj{x) < ag(x) равносильны для 
любого отрицательного числа а. 

4а. Неравенства Jtx> > ff<x> и j{x) > g(x) равносильны для 
любого фиксированного числа а такого, что а > 1. 

4б. Неравенства Jtx> > с1<х> и j{x) < g(x) равносильны .для 
любого фиксированного числа а такого, что О < а < 1. 

Справедливость этих утверждений доказывается сход

ным образом, поэтому приведем доказательство лишь 
утверждения За. 

Пусть число х1 есть некоторое решение неравенства 
./{х) > g(x), т.е. пусть существуют числа ./{х1 ) и g(x1), для 
которых справедливо числовое неравенство ./{х 1 ) > g(x1). 

Умножив это числовое неравенство на положительное 

число а, получим, что справедливо числовое неравенство 

а./{х1 ) > ag(x1), а это означает, что число х1 есть решение 
неравенства а./{х) > ag(x). Такое рассуждение можно про
вести для любого решения неравенства ./{х) > g(x). Значит, 
любое решение неравенства ./(х) > g(x) является решением 
неравенства а./{х) > ag(x). 
Покажем теперь обратное. Пусть число х2 есть некоторое 

решение неравенства а./{х) > ag(x), т.е. пусть существуют 
числа ./{х2) и g(x2), для которых справедливо числовое 

неравенство а./{х2) > ag(x2). Из справедливости этого нера
венства на основании свойств числовых неравенств выте

кает справедливость числового неравенства ./{х2) > g(x2), а 

это означает, что число х2 есть решение неравенства 

./{х) > g(x). Такое рассуждение можно провести для любого 
решения неравенства а./(х) > ag(x). Значит, любое решение 
неравенства а./{х) > ag(x) является решением неравенства 
./{х) > g(x). 

Итак, если каждое из неравенств./(х) > g(x) и а./{х) > ag(x) 
имеет решения, то эти неравенства равносильны. Заметим, 
что из доказанного вытекает, в частности, что если одно из 

492 



этих неравенств не имеет решений, то и другое не имеет 

решений, т.е. и в этом случае неравенства ./{х) > g(x) и 
aj{x) > ag(x) равносильны. 

Утверждение За тем самым доказано полностью. 
Приведем теперь несколько утверждений равносиль

ности неравенств на множествах. 

5. Пусть п - натуральное число и пусть на некотором 
множестве М одновременно обе функции у = j{x) и у = g(x) 
неотрицательны, тогда на этом множестве равносш~ьны 
неравенстваj{х) > g(x) и [/{х)]п > [g(х)]п. 

ба. Пусть а - любое фиксированное число такое, что 
а > 1, и пусть на некотором множестве М одновременно обе 
функции у = j{x) и у = g(x) положительны, тогда на этом 
множестве равносш~ьны неравенства f{x) > g(x) и logaj{x) > 
> loga g(x). 

6б. Пусть а - любое фиксированное число такое, что 
О < а < 1, и пусть на некотором множестве М одновременно 
обе функции у = j{x) и у = g{x) положительны, тогда на этом 
множестве равносш~ьны неравенства j{x) > g(x) и logaj{x) < 
< loga g(x). 

7а. Пусть на некотором множестве М функция у= <р(х) 
положительна, тогда на этом множестве равносш~ьны нера
венства j{x) > g(x) и j{x)<p(x) > g(x)<p(x). 

7б. Пусть на некотором множестве М функция у = <р(х) 
отрицательна, тогда на этом множестве равносш~ьны нера

венства f{x) > g(x) и f{x)<p(x) < g(x)<p(x). 
Приведем доказательство утверждения 5. 
Если п = 1, то утверждение 5 верно. 
Поэтому будем дальше считать, что п ~ 2. Пусть число х1 , 

принадлежит множеству Ми является некоторым решени
ем неравенства./{х) > g(x), т.е. пусть существуют неотрица
тельные числа ./{х1 ) и g(x1) такие, для которых справедливо 
числовое неравенство./{х1 ) > g(x1). Из справедливости этого 
неравенства следует, в частности, что число ./{х1 ) положи
тельно. Но тогда для любого натурального числа k число 
[/{х.) ]k положительно, а число [g(x.) ]k ~ неотрицательно. 
Значит, сумма 

[/{х.)]п-1 + [/{x,)]n-2g(x,) + ... + .f{x,)[g(x,)]n--2 + [g(x.)]n-1 
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положительна, так .как первое ее слагаемое - положитель

но, а остальные - неотрицательны. Из числового неравен
ства.l(ха) > g(xa) вытекает еще, что числоj(ха) - g(xa) поло
жительно. Так .как произведение положительных чисел 
положительно, то положительно и число 

[/{ха)] - g(xa)] {[/{ха)"- а + [/{ха)] 11 - 2g(xa) + ... 
... + J(xa) [g(xa)]11

-
2 + [g(xa)] 11 -a}. 

Применяя формулу сокращенного умножеЮ1Я (см. гл. 11), 
приходим к справедливости числового неравенства 

[/{ха)] 11 
- [g(xa)] 11 >О, 

откуда вытекает справедJIИВОСТЬ числового неравенства 

[/{ха)]"> [g(.xa)]". 

Итак, показано, что для тобого числа ха из мно.жества 
М из справедливости числового неравенства J(xa) > &(.ха) 
следует справедливость числового неравенства [/{ха)]11 > 
> [g(xi)] 11

• Значит, любое решение неравенства j(x) > g(x), 
принадлежащее множеству М, является решением неравен
ства [/{х)] 11 > [g(x)] 11

• 

Покажем теперь обраmое. Пусть число ~ принадлежит 
множеству М и есть некоторое решение неравенства 
[/{х)] 11 > [g(x)]11

, т.е. пусть существуют неотрицательные 
числа J(~) и g(~), для каrорых: справедливо числовое 
неравенство [/{~]11 > [g(~]11• Покажем, что число}(~ по
ложительно. Предположим, что j(~ равно нулю, тогда из 
неравенства [/{~)]11 > [g(~)]11 вытекает, что число [g(~]11 

отрицательно. Но так как число g(~ неотрицательно, то 
неотрицательно и число [g(~]11• Полученное противоречие 
означает, что число j(~) положительно. Но тогда положи
те.льна сумма 

[/{~)]"-а+ [/{~]ll-2g(~ + ... + j(~)[g(~)]"-2 + [g(~]·-a. 

Кроме того, из справедливости неравенства [/{~]11 > 
> [g(~)]11 следует, что число [/{~)]11 

- [g(~)]11 11оло:жительно. 
Рассмотрим теперь числовое рав,енство 
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[/{~))" - [g(~]" = [/{~) - g(~ {[/{~)]" - 1 + 
+ [ff~)]" - 2g(~ + ". + j{~[g(~))"- 2 + [g(~)]" - \}. 

В этом равенстве слева стоит положительное число, а 
справа - произведение двух чисел, одно из которых поло

жительно, значит, и второе число положительно, т.е. спра

ведливо числовое неравенствоj{~) - g(~) >О. Из справед
ливости этого числового неравенства вытекает справедли

вость неравенства j{~ > g(~. Итак, показано, что для 
любого числа~ из множества М из справедливости число
вого неравенства [/{~)]" > [g(~)]", следует справедливость 
числового неравенстваj{~) > g(~. Значит, любое решение 
неравенства [/{х)]" > [g(x)]", принадлежащее множеству М, 
является решением неравенстваj{х) > g(x). 

Итак, если каждое из неравенств j{x) > g(x) и [f(x) )" > 
> [g(x)]" имеет решения на множестве М, то эти неравен
ства равносильны:. 

Заметим, что из доказанного вытекает, в частности, что 
если одно из этих неравенств не имеет решений на множе
стве М, то и другое не имеет решений на этом Множестве, 
т.е. и в этом случае неравенстваj{х) > g(x) и [f(x)]" > [g(x)]" 
равносильны, чем и завершается доказательство уrвер:жде

ния 5. Справедливость уrвер:ждений 6а, 66, 7а, 76 доказы
вается аналогично. 

Пусть дано т неравенств .ft(x) > g1(x), f2(x) > g2(x), ... 
... , /,,.(х) > g,,.(x). Обозначим через М область, яаляющуюся 
пересечением областей допустимых значений всех этих 
неравенств. если стоит задача: найти все числа а из обласrи 
М, каждое из которых является решением каждого из этих 
неравенств, то говорят, что дана система т нераsенств 

t.
1(X) > К1(Х), 
2(Х) > К2(Х), 
..... 

~Х) >g,,.(X) 

(1) 

и область М наэывасm:я областью допустимых зно11ений 
(ОДЗ) этой системы. Оrметим, что обычно неравенства 
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системы записывают в столбик, слева or котороrо ставится 
фигурная скобка. 
Число а из ОДЗ системы неравенств (1) называется 

решением этой системы, если оно является реше1D1ем каж
доrо из неравенств. 

Решить систему не/)QtJенств (1) - это значит найти мно
жество всех ее решений. Если это множество оказывается 
пустым множеством, то rоворят, что система неравенств 

(1) не имеет решений. Систему неравенств (1) обЬIЧНо 
решают следующим образом. Сначала решаюr каждое не
равенство на ОДЗ этой системы, т.е. находят множества N1, 

N2, ••• , N,,., где N, - множество всех решений неравенства 
fl..x) > gl,.x), принадлежащих ОДЗ этой системы. Затем на
ходят· множество N0, являющееся пересечеlDlем всех этих 

множеств N1, N2, ••• , N,,., т.е. N0 = N1 Г'\ N2 Г'\ ••• Г'\ N,,.. Мно
жество N0 и будет множеством всех решений системы 
неравенств (1). 

Пусть числа а и Ь таковы, что а < Ь и пусть дана система 
неравенств 

J.j(x) >а, 
lj(x) < Ь. 

(2) 

В этом случае иногда rоворят, что дано двойное неравенсmflО 

а <j(x) < Ь. (3) 

Оrметим, что если у = j(x) - основная элементарная 
функция, то часто проще решить двойное неравенство (3), 
чем систему неравенств (2). 

Пусть теперь дано k систем неравенств 

t.

1(x) > Кн(х), t.2(x) > K1:z(x), {fakf..x) > K1.J.x), 
21(.х) > К21(х), /22(.х) > g2ix), /'J.i.x) > g'J.i.x), (4) 
. . . . . . . . . . . . ..... 

111(Х) > &1(Х), ~Х) > &,а(Х), f o/..X) > go/..X). 

Обозначим через Q область, являющуюся пересече1D1ем 
областей допустимых значеlDlй всех этих систем нера
венств. 
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Если стоит задача: найти в области Q все числа а, кажцое 
из которых является решением хотя бы одной из этих 
систем, то говорят, что дана сово1Суnность k систем нера
венс11UJ и область Q называется областью допустимых зна
чений (ОДЗ) этой совоlС)'nности. Оrметим, что обычно 
системы неравенств из совокупности систем неравенств 

записываются в строчку (см. (4)). 
Число а из. ОДЗ совокупности систем неравенств ( 4) 

называется решением этой совокупности, если оно является 
решением хотя бы одной системы неравенств из совокуп-. 
ности (4). 
Решить совоlС)'nность систем неравенств (4) - это значит 

найти множество всех ее решений. Если Это множество 
оказывается пустым множеством, то говорят, что совокуп

ность систем неравенств (4) не имеет решений. 
Совокупность систем неравенств ( 4) обычно решают 

следующим образом. Сначала решают каждую систему 
неравенств на ОДЗ совокупности (4), т.е. находят множе
ства М1 , М2, ••• , м_," где М, - множество всех решений 
системы 

t
fil..x) > К1/..Х), 
f-ь{Х) > g,j.x), 
...... 
/,J..x) > g"(x), 

на ОДЗ этой совокупности. Затем находят множество М0, 
являющееся объединением всех этих множеств М1 , М2, ••• 

... , Mt, т.е. М0 = М1 u М2 u М3 u ... u М". Множество М0 и 
будет множеством всех решений совокупности систем не
равенств ( 4). 
Заметим, что если кажцая из k систем совокупности (4) 

содержит только одно неравенство, то говорят, что дана 

сово1Суnность k неравенств. 
Если k = 1, то совокупность (4) является системой нера

венств. 

Говорят, что неравенство 

ft.x) > g(x) (5) 
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равносш~ьно совокупности систем нepaвeнctnfl ( 4), если любое 
решение неравенства (5) является решением совокупности 
(4), а любое решение совокупности (4) является решением 
неравенства (5). 
При этом, в частности, подразумевается, что если нера

венство (5) не имеет решений, и совокупность ( 4) не имеет 
решений, то неравенс11U10 (5) равносш~ьно совокупности (4). 
В случае еоли в совокупности систем неравенств ( 4) 

п = т = ... = р'= ... = /= 1, то говорят, что неравенство (5) 
равносш~ьно сОвокупности нepaвeнctnfl (4). 

В случае если в совокупности систем неравенств (4) 
k = 1, то говорят, что неравенс11U10 ( 5) равносш~ьно системе 
неравенс1'1UI ( 4). 

Замена неравенства (5) равносильной ему совокупнос
тью (4) называется равносш~ьным переходом от неравенства 
(5) к совокупности (4). 
Иногда возникает необходимость совершить равносиль

ные переход от неравенства к совокупности систем нера

венств на ttножестве М. 
Говорят, что неравенство (5) равносш~ьно на множестве 

М совокупности неравенств (4), eCJIИ любое решение нера
венства (5), принадлежащее множеству М, является реше
нием совокупности ( 4), а любое, принадлежащее множест
ву М, решение совокупности ( 4) является решением нера
венства (5). 

Оrметим, что в совокупности систем (4) может оказаться 
бесконечно много систем неравенств. 

Замена неравенства другим неравенством или совокуп
ностью систем неравенств 6удет дальше называться преоб
разованием неравенства. 

Наконец, приведем понятие смешанной совокупности -
совокупности уравнений и неравенств. 
Пусть дано k уравнений ft(x) = g1(x), .h(x) = К2(х), ... 

... , /t(x) = gk(x) и т неравенств h+ 1(х) >Кн 1(х), h+ i_x) > 
> gk + 2(х), . ; . , Jk + ,..(х) > gk + ,..(х). Обозначим через Q обласrь, 
являющуюся пересечением областей допустимых значеЮIЙ 
этих уравнений и всех этих неравенств. 

Если стоит задача: найти в области Q все числа а, каждое 
из которых является решением хотя бы одного из этих k 
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уравнений или хотя бы одного из этих т неравенств, то 
говорят, что дана смешанная совокупность 

fi(x) = К1(х), .h(x) = К2(х), ... ,. /J.x) = gJ.x), 
h+1(x) > Кн1(х), h+2(x) > .ft+2(x), ... (6) 

... ,Jk+,,,(x) > Кн,,,(х), 
и область Q называется областью допустимых значений 
(ОДЗ) этой совокупности. 
dтметим, что обычно уравнения и неравенства смешан

ной совокупности записываются в строчку. 

Число а из ОДЗ смешанной совокупности (6) называется 
решением этой совокупности, если оно является решением 
хаrя бы одного из k уравнений или хотя бы одного из т 
неравенств этой совокупности. 
Решить смешанную сово1С)'11ность (6)- это значит найти 

множество всех ее решений. Если это :множество оказыва
ется пустым множеством, то говорят, что смешанная сово

купность (6) не имеет решений. 
Смешанную совокупность (6) обычно решают следую

щим образом. Сначала решают каJ1Щое уравнение и каждое 
неравенство на ОДЗ этой совокупности, т.е. находят мно
жества М., М2, ... , М" _ 1, Мь где М, (i = 1, 2, ... , k) -
множество всех решений уравнения /1..х) = gJ..x), принадле
жащих ОДЗ этой совокупности, и множества Мн1, Мн2, 
... , М" + ,,,, где Мн 1 U = 1, 2, .. , т) - множество всех решений 
неравенстваft+J(х) > КнJ(х), принадлежащих ОДЗ этой со
вокупности. Затем находят множество М.,, являющееся 
объединением всех этих множеств М., М2, ... , Мь Мн 1, ••• , 

Мн,,,, т.е. Мо = М1 u М2 u ... u M"u Мн 1 u ... u Мн,,,. 
Множество М0 и будет множест8ом всех решений cмeШlllUIOй 
совокупности (6). 
Будем говорить, что неравенство 

J(x) ~g(x) (7) 

JЮ8НОСШIЬНО смешанной совокупности (6), если JIIOбoe реше
ние неравенства (7) является решением смешанной сово
купности (6), а любое решение смешанной совокупности 
(6) .является решением неравенства (7). 
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При этом, в частности, подразумевается, что если нера
венство (7) не имеет решений и смешанная совокупность 
(6) не имеет решений, то неравенство (7) равносильно 
совокупности (6). 
Из вышесказанного вытекает, что нестрогое неровенстsо 

j(x) ~g(x) (8) 

равносш~ьно смешанной совокупности 

J(x) = g(x), j(x) > g(x). (9) 

Так как решение нестрогого неравенства есть обьедИИе
ние решений соответствующего уравнения и соответству
ющего строгого неравенства, то достаточно рассмотреть 

лишь решение строгих неравенств. 

§ Z. Простейшие веравевС1118 

Пусть у = J(x) - основная элементарная функция, Ь -
некоторое фиксированное действительное число. Тогда 
неравенства 

J(x) > Ь, 
j(x) < Ь 

принято называть простейшими неравенствами. 

(1) 
(2) 

Очевидно, что ОДЗ простейшего неравенства совпадает 
с областью существования основной элементарной функ
ции у= J(x). 
Как отмечалось выше, нестрогое неравенство J(x) ~ Ь 

равносильно совокупности строгого неравенства J(x) > Ь и 
уравнения j(x) = Ь, а нестрогое неравенства j(x) s Ь равно
сильно совокупности строгого неравенства j(x) < Ь и урав
нения j(x) = Ь. Поэтому в этом параграфе будет рассмотре
но решение лишь простейших неравенств (1) и (2). 

Пре)IЩе всего стоит сказать, что при решении неравен
ства нельзя формально записывать решение соответствую
щего уравнения и затем заменить знак равенства на знах 

неравенства. Как будет показано ниже, для решения про
стейших неравенств (1) и (2) надо хорошо знать свойства 
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основной элементарной функции у = j(x) и уметь пользо
ваться ими. 

Часто решение простейшего неравенства сопровождает
ся графиками функций у= j(x) и у = Ь. При этом пользу
ются следующим очевидным уrверждением: если надо ре

шить неравенство j(x) > Ь или j(x) < Ь, где функция у = j(x) 
даже не обязательно основная элементарная функция, то 
строят на одном рисунке графики функций у = j(x) у = Ь. 
Тогда решением неравенства j(x) > Ь будуг те значения х, 
для каждого из которых точка (х, j(x)) графика функции 
у = j(x) лежит выше точки (х, Ь) прямой у = Ь (рис. 149), а 
решением неравенства f(x) < Ь будуг те значения х, для 
каждого из которых точка (x,j(x)) графика функции у= f(x) 
лежит ниже точки (х, Ь) прямой у= Ь (рис. 150). 

у 

11 

(0,1) 1 

Рис. 149. 

l y--f(x) 
11. ya/J 

Поэтому такой рисунок сразу подсказывает, какое мно
жество является решением неравенства j(x) > Ь, а какое 
множество является решением неравенстваj(х) < Ь. Однако 
подчеркнем, что наглядность графиков является лишь 
вспомогательным средством при решении неравенств. Эrи 
графики только подсказывают ответ, а тот факт, что оче
видное из рисунка множество является решением того или 

иного неравенства, обязательно надо доказать. 
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О!'метим еще, что рисунок часто подсказывает, на какие 
множества надо разбить область существования функции 
у = j(x) и какие свойства этой функции надо использовать 

11 

1 

/ 1 
1 

1. у=/(ж) 
//.у=Ь 

Рис. 150. 

% 

/ 

для проведения этого доказательства. Поэтому дальше 
перед решением некоторых простейших неравенств будет 
проводиться анализ графиков функций у = j(x) и у = Ь. 

Алrебраические веравевС1В8. Пусть п - некоторое фик
сированное натуральное число, тогда неравенства 

Х' > Ь, 
Х' < ь 

(3) 
(4) 

принято называть простейшими алгебраическими н_еравенст
вами. 

Функция у = Х' определена на всей числовой прямой, 
поэтому ОДЗ неравенств (3) и ( 4) есть множество Х = (- оо, 
+ оо), 

Поскольку свойства функции у = Х', используемые при 
решении неравенств (3) и (4), различны при нечетном и 
четном n, то рассмотрим два случая: 
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1. Пусть п = 2т - 1, где т - некоторое фиксированное 
натуральное Ч~сло, тогда неравенства (З) и (4) принимают 
вид 

:l"'- 1 > ь, 
J(m- 1 < Ь. 

(За) 
(4а) 

Областью значений функции у = х2т - 1 на множестве Х 
является множество У= (- оо, + оо). Вследствие того что 
функция у = Х1'т - 1 возрастает на множестве Х, каждое 

11 

1 

у численное значение из У 

1 

х 

// 

l _J,o··i ае· {m ~ 2, 
· у-:х; • г т- целое; 

11. у=Ь, где Ь<О. 

Рис. 151. 

она принимает лишь один 

раз. Поэтому, если при 
х = Хо она принимает зна
чение Ь, то при каждом 
х > Хо она принимает зна
чение большее, чем число 
Ь, а при каждом х < Хо она 
принимает значение мень

шее, чем число Ь. 
Значит, множеством 

всех решений неравенства 

(За) является промежуток 

(Хо,+ оо), а множеством 
всех решений неравенства 

(4а) является промежуток 

(- оо, Хо), где, как показано 
в§ 2 гл. VII, 

1
2т - 1{Б, при положительном Ь; 

Хо= О, при Ь=О; 
- 2т - 1 ..JЩ°, при отрицательном Ь. 

Рис. 151 хорошо иллюстрирует проведенные выше рассуж
дения. 

11. Пусть п = :l"', где т - некоторое фиксированное 
натуральное число, тогда неравенства (З) и (4) принимают 
вид 
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(3б) 
(46) 

Функция у= х2т на всей числовой прямой является не
отрицательной. Поэтому, если Ь - отрицательное число, 
то неравенство (3б) справедливо при любом значении х, а 
неравенство ( 4б) не справедливо ни при одном значении х. 
Значит, в этом случае множеством всех решений неравен

ства (3б) является вся числовая прямая (- оо, + оо), а 
неравенство (4б) не имеет решений. Рис. 152 хорошо 
иллюстрирует проведенное выше рассуждение. 

// 

у 

/ 1 

11 

/. у=х!'", где те N; 
11. у=Ь, где Ь<О. 

Рис. 152. 

11 

х 

у 

1 1 

11 

о (1,0) 

/. у=х!'", zде т е N; 
/1. у=Ь, где Ь=О. 

Рис. 153. 

х 

у 

/ / 

11 11 
(-х"Ь) (х"Ь) 

1 

1 ~,,(0,1) 
1 /'i 1 
1 \. ) 1 

(-х"О) О (х,"О) х 

/. у=х!'", где т е N; 
//. у=Ь, zде Ь >О; 

Хо=ь'W-

Рис. 154. 

Если же Ь = О, то при х = О функция у = ~ принимает 
значение нуль, а для всех остальных х эта функция поло
жительна, поэтому неравенство (3б) в этом случае будет 
справедливо при любом значении х, кроме х = О; а нера
венство (4б) не справедливо ни при одном значении х. 
Значит, в этом случае множеством всех решений неравен

ства (3б) является объединение двух лучей (- оо, О) u (О, 
+ оо) (рис. 153), а неравенство (4б) не имеет решений. 

Пусть, наконец, Ь - положительное число. Построmt 
графики функции у= Х-т и у= Ь (рис. 154). Прямая у= Ь 
пересекает график функции у = ?' в двух точках (Хо, Ь) и 
(- XQ, Ь), где XQ = 2m{ii. При этом график функции у= х211 



лежит ниже прямой у = Ь на интервале (- хо, Хо) и выше 

на множестве (- оо, - Хо) u (Хо, + оо). Следовательно, эти 
множества и должны быть множествами всех решений 
неравенств (4б) и (3б). Однако это уrверждение надо дока
зать. Рис. 154 показывает, что для доказательства надо 
воспользоваться тем, что на промежутке Х.. =[О,+ оо) 
функция у = х2т возрастает, а затем воспользоваться чет
ностью ЭТОЙ функции. 
Разобьем область существования функции у = ?" на два 

множества х; =[О,+ оо) и х; = (- оо, О) и рассмотрим 
решение неравенств ( 3б) и ( 4б) на каждом из этих мно
жеств. 

На множестве х; функция у = ?"имеет область значений 
У= [О, + оо) и возрастает, поэтому каждое численное зна
чение из У она принимает лишь один раз. Значит, если при 

х = Хо е Х1 она принимает значение Ь, то при каждом х > Хо 
таком, что хе х;, она принимает значение, большее чем Ь, 
а при каждом х <Хо таком, что хе х;, она принимает 
значение, меньшее чем Ь. Следовательно, на х; множество 

всех решений неравенства (3б) есть промежугок (Хо,+ оо), 
а множество всех решений неравенства ( 46) есть проме
жуrок [О, хо). Так как функция у = ;т является четной 
функцией, то на х; множество всех решений неравенства 

(3б) есть промежуrок (- оо, - Хо), а множество всех 
решений неравенства (4б) - интервал (-Хо, О). Объединяя 
решения, найденные на х; их;, получаем, что а этом случае 
множество всех решений неравенства (3б) есть объедине
ние двух лучей (- оо, - Хо) u (Хо,+ оо), а множество всех 
решений неравенства ( 4б) - интервал (- Хо, Хо), где 

Хо= 2лi1lJ. 
Итак, множество всех решений неравенства (3б) есть: 
1. при каждом отрицательном Ь - числовая прямая 

(- оо, + оо); 
2. при Ь =О - множество (- оо, О) u (О, + оо); 
3. при каждом положительном Ь - множество (- оо, 

- 2m1lJ) u ( 2m1lJ, + 00). 
Множество вСех решений неравенства ( 46) есть: 
1. при каждом неположительном Ь - пустое множество; 
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2. при каждом положительном Ь - интервал (- 2111...fli, 
2111iii). 

В табл. 18 приведены итоги решения неравенств (3) и (4): 

Табпица 18 

Ь>О Ь=О Ь<О 

J-m-\>b (1m- \..Jli; -> (О;-) (-2111-1~;-) 

J-m-\<b (- -; 2111- l..Jli) (--;О) 2111- l"lhr (- -; - ) 

J-m > Ь (- -; - 2111..Jli) u 
(- -; 0) u (О; -) (- -; -> 

u (2111..Jli; -> 
J-m< ь (- 2111..Jli; 2111..Jli) нет решений нет решений 

Дробные неравенства. Пусть п - некоторое фиксирован
ное натуральное число, тогда неравенства 

(5) 
(6) 

принято называть простейшими дробными неравенствами. 
Функция у= х-" определена на всей числовой прямой, 

кроме одной точки - нуля, поэтому ОДЗ неравенств (5) и 
(6) есть множество Х= Xj u .\'2, где Xj =(О,+-), а Х2 = 
= (- -, 0). 

Поскольку свойства функции у= х-", используемые при 
решении неравенств (5) и (6), различны при нечетном и 
четном п, то рассмотрим два случая: 

1. Пусть п = 2т - 1, где т - некоторое фиксированное 
натуральное число, тогда неравенства (5) и (6) принимают 
вид 

-2m+l>b 
х ' 
х-2111+1 < Ь. 

(5а) 
(6а) 

Областью значений функции у = х- 2111 
+ 

1 на множестве Xj 
является луч У;= (О,+ оо), а на множестве Х2 - луч 12 = 
= (--,О). 
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Если Ь = О, то, учитывая, что функция у = х- 2111 
+ 

1 на 
множестве Xi положительна, а на множестве Х2 отрицатель
на, получаем, что Xi - множество всей решений неравен
ства (5а), а Х2 - множество всех решений неравенства (ба) 
(рис. 155). 

у 

11 

1 

1 

1 11 
х 

/. у=х-:ъ.", где т е N; 
//. у=Ь, где Ь=О. 

Рис. 155. 

1 

у 

1 

1 

(х"Ь) l 

1 

/. у=х-:ъ.• 1, где т е N; 
11. у=Ь, где ь >О; 

,__~/Т 

х.= 'fБ. 

Рис. 156. 

Пусть Ь - положительное число. Построим графики 
функций у= х- 2т+ 1 и у= Ь (рис. 15б). Прямая у= Ь пере
секает график функции у= х- 2111 + 1 в одной точке (Хо, Ь), где 
Хо= 2111

-
1{.f. При этом график функции у= х- 2т+ 1 лежит 

выше прямой на интервале (О, Хо) и ниже прямой на 

множестве (- оо, О) u (Хо, + оо), Следовательно, эти множе
ства и должны быть множествами всей решений неравенств 
(5а) и (ба). Однако это уrверждение надо доказать. Рисунок 
показывает, что для доказательства надо рассмотреть реше

ние неравенства отдельно на каждом множестве Х1 и Х2 и 
воспользоваться тем, что функция у= х- 2т+ 1 на множестве 
.л; - отрицательна, а на множестве Xi - убывает. 
Рассмотрим решение неравенств (5а) и (ба) на множестве 

.л;. На этом множестве функция у = х- 2111 
+ 

1 отрицательна, 
поэтому на множестве Х2 нет решений неравенства (5а), но 
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осе множество Х2 содержится о множестве всех решений 
неравенства (ба). 

н v ф - 2m+ 1 б 
а множестве л 1 ущщия у= х у ьшает, поэтому 

каждое численное значение из У; она принимает лишь один 
раз. Значит, если при х = Хо она принимает значение Ь, то 
при каждом х < Хо и таком, что 
х Е х;, она принимает значение 

большее, чем Ь, а при каждом 

х >Хо и таком, что х Е х;, она 
принимает значение меньшее, 

чем Ь. Следовательно, на Х1 
множество всех решений нера

венства (5а) есть интервал 
(О, .хо), а множество всех реше
ний неравенства (ба) - луч (Хо, 
+ 00 ). // (х°'Ь) 

Объединяя решения, найден

ные на Х1 и Х2 , получаем, что о 
этом случае множество всех ре

шений неравенства (5а) есть ин
тервал (О, Хо), а множество всех 

/ 

у 

1 

1 

х 

// 

/. у=х-""' 1, где те N; 
11. у=Ь, где h<O; 

lrn-!a 
х;,=- YliiJ· 

Рис. 157. 
решений неравенства (5а) -
объединение двух лучей (- оо, О) u (Хо, + оо ). 

Если Ь - отрицательное число, то, рассуждая аналогич
но (рис. 157), приходим к nьшоду, что о этом случае 
множество всех решений неравенства (5а) есть объедине
ние двух лучей (- оо, Хо) u (О,+ оо), а множество всех 

решений неравенства (ба) - интервал (Хо, О), где Хо= 

= - 2m - l"lf· 
Итак, множество всех решений неравенства (5а) есть: 
1. при каждом положительном Ь - интервал 

(о. 2m-1"f} 

2. при Ь =О - множество (О, + оо); 
3. при каждом отрицательном Ь - множество 

(
- оо - 2m-1'1IJu (О + оо) , ·1~) , . 
Множество всех решений неравенства (ба) есть: 
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1. при каждом положительном Ь - множество (- оо, О) u 
u (2т - Чf. + оо) 

2. при Ь = О - множество (- оо, О); 
3. при каждом отрицательном Ь - интервал 

(- 2т - 'if, О) 
11. Пусть п = 2т, где т - некоторое фиксированное 

натуральное число, тогда неравенства (5) и (6) принимают 
ВИД 

-2т > Ь 
х . ' 
х-2т < Ь. 

(56) 
(66) 

Областью значений функции у= х- 2т на множестве Х= 
= Х1 u ~. где Х, = (О, + оо), а Х2 = (- оо, О), является луч 

У= (О, + оо). Если Ь - неположительное число, то, учиты-
ф -2т Х 

вая, что ункция у = х на множестве положительна, 

получаем, что Х - множество всех решений неравенства 
(56), ·а неравенство (66) не имеет решений (рис. 158). 

11 1 

111 

у 

1 1 

о 

(0,1) 

1 11 
.ж 

111 

/. у=.ж-", где т е N; 
11. у=Ь, где Ь=О; 
111. у=Ь, где Ь<О. 

Рис. 158. 

11 

у 

1 1 

11 

(-.ж,,,О) О (.ж0,О) .ж 

/. у==.ж-"', где т е N; 
//. у=Ь, где Ь>О; 

х.=2мн. 

Рис. 159. 

Пусть Ь - положительное число. Построим графики 
функции у = х- 2т и у = Ь (рис. 159). Прямая у = Ь пересе
кает график функции у= х- 2т в двух точках (Хо, Ь) и (-.хо, 
Ь), где Хо= 2m-v'f. При этом график функции у= х- 2т лежит 
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выше прямой у = Ь на множестве (...:.... Хо, О) u (О, Хо) и ниже 
на множестве (- 00, - Хо) u (Хо, + оо ). Следовательно, эти 
множества и должны быть множествами всех решений 
неравенств (5б) и (6б). Однако это уrверждение надо дока
зать. Рисунок показывает, что для доказательства надо 
воспользоваться тем, что на множестве Xi функция у = х- :zm 
убывает, а затем воспользоваться четностью этой функции. 

Рассмотрим решение неравенств (5б) и (6б) на множест
ве Xi. На множестве Xi функция у = х- 2т имеет область 
значений У= (О,+ 00) и убывает, поэтому каждое числен
ное значение из У она принимает лишь один раз. Значит, 

если при х = Хо е Xi она принимает значение Ь, то при 

каждом х <Хо и таком, что хе х;, она принимает значение, 

большее чем Ь, а при каждом х >Хо и таком, что хе х;, она 
принимает значение, меньшее чем Ь. Следовательно, на Х. 
множество всех решений неравенства (5б) есть интервал (О, 
Хо), а множество всех решений неравенства (6б) - луч (Хо, 
+ оо). 
Так как функция у= х- 2т является четной функцией, то 

на х; множество всех решений неравенства (5б) ·есть ин
тервал (- Хо. О), а множество всех решений неравенства 
(6б) - луч (- оо, - Хо). 
Объединяя решения, найденные на Xi ·и х;, получаем, 

что в этом случае множество всех решений неравенства (56) 
есть объединение двух интервалов (- Хо. О) u (О, Хо), а 
множество всех решений неравенства ( 6б) есть объедине
ние двух лучей (- оо, - Хо) u (Хо.+ оо). 

Итак, множество всех решений неравенства (5б) есть: 
1. при каждом положительном Ь - множество 

(-
2т~. О )u (о, 2m~ 

2. при каждом неположительном Ь - множество (- оо, 

О) u (О, + оо). 
Множество всех решений неравенства (6б) есть: 
1. при каждом положительном Ь - множество 

(- оо, - 2т~ u (~· + 00) 
2. при каждом неположительном Ь - пустое множество. 
В табл. 19 приведены итоги решения неравенств (5) и (6): 
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Таблица 19 

Ь>О Ь=О Ь<О 

(О, 2т - 1"IJ ( 2m-I~ 
х- 2111+ 1 > ь (0, оо) - оо, - IЬI u 

' u (О, оо) 

х-2т+ 1 <Ь 
(- оо, О) u 

(-2m-t'1J; о) u(2m-l~ 00) (-оо,0) 
IЬI' 

1 

Х- 2т > Ь (-'"'1f~u (- оо, О) u (О, оо) (- оо, О) u (О, оо) 
( 2m u О, Ь 

Х- 2т < Ь 
(-oo,-2m~U 

u(2m~. 00
) 

нет решений нет решений 

Степенные неравенства. Пусть а - некоторое фиксиро
ванное нецелое действительное число, тогда церавенства 

(7) 
(8) 

принято называть простейшими степенными неравенствами. 
Поскольку свойства функции у= ха, используемые при 

решении неравенств (7) и (8), различны при положитель
ном и отрицательном нецелом числе а, то рассмотрим два 

случая: 

l. Пусть а - положительное нецелое число. Областью 
существования функции у = ха является множество всех 
неотрицательных чисел, поэтому ОДЗ неравенств (7) и (8) 
есть множество Х = [О, + оо ). Областью значений функции 
у= ха на всем множестве Х есть луч У= [О,+ оо). 
Если Ь - отрицательное число, то учитывая, что на 

множестве Х функция у= ха - неотрицательна, получаем, 
что Х - множество всех решений неравенства (7), а нера
венство (8) не имеет решений (рис. 160). 
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Если Ь = О, то при х = О функция у = ха· принимает 
значение нуль, а для всех остальных хе Х эта функция 

у у 

1 1 

о 

II (0,Ь) II 

{
а > 1, 

/. у=Х', где а - любое нецелое 
чи.сло; 

JI. у=Ь, где Ь<О. 

Рис. 160. 

о х 

{
а > /, 

/. у=Х', где а - любое нецелое 
чи.сло; 

JI. у=Ь, где Ь={}. 

Рис. 161. 

положительна, поэтому неравенство (7) в этом случае спра
ведливо при любом значении хе Х, кроме х = О, а неравен
ство (8) не справедливо ни при одном значении х е Х 

Значит, в этом случае множе-
ство всех решений неравенств 

(7) есть луч (О, + оо), а неравен
ство (8) не имеет решений 

(рис. 161). 
Пусть, наконец, Ь - поло

жительное число. На множест
ве Х функция у= ха возрастает, 
поэтому каждое численное зна

чение из У она принимает лишь 
один раз. Значит, если при 

х =Хо е Хона принимает зна
чение Ь, то при каждом х > Хо и 
таком, что х е Х, она принима
ет значение большее, чем Ь, а 
при каждом х < Хо и таком, что 
хе Х, она принимает значение 
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Il 

О (х"0) х 

{
а > 1, 

/. у=Х', где а- любое нецелое 
· чи.сло; 

lJ. у=Ь, где Ь>О. 
.1 

х0=Ьа. 

Рис. 162. 



меньшее, чем Ь. Следовательно, в этом случае множество 
всех решений неравенства (7) есть луч (XQ, + оо), а множе
ство всех решений неравенства (8) есть промежуток [О, XQ), 

1 
где XQ = ь; (рис. 162). 

Итак, если а > О, то множество всех решений неравен-
ства (7) есть: 

1. при каждом положительном Ь - множество ( &, + оо) 
2. при Ь =О - множество (О,+ оо); 

3. при каждом отрицательном Ь - множество [О,+ оо); 
а множество всех решений неравенства (8) есть: 

1. при каждом положительном Ь - множество [О, & \ 
2. при каждом неположительном Ь - пустое множесi'во. 
11. Пусть а - отрицательное нецелое число. 
Областью существования функции у = Х- является мно

жество всех положительных чисел, поэтому ОДЗ нера
венств (7) и (8) есть множество Х= (О,+ оо). Область зна
чений функции у= Х- на всем множестве Х есть луч У= (О, 
+ оо). 
Если Ь - неположительное число, то учитывая, что на 

множестве Х функция у= Х- положительна, получаем, что 
Х - множество всех решений неравенства (7), а неравен
ство (8) не имеет решений (рис. 163). 
Пусть Ь - положительное число. На множестве Х функ

ция у = ха убывает, поэтому каждое численное значение из 
У она принимает лишь один раз. Значит, если при х = 
= XQ е Хона принимает значение Ь, то при каждом х < XQ и 
таком, что хе Х. она принимает значение большее, чем Ь, 

а при каждом х > XQ и таком, что хе Х. она принимает 
значение меньшее, чем Ь. Следовательно, в этом случае 
множество всех решений неравенства (7) есть интервал (О, 
XQ), а множество всех решений неравенства (8) есть луч (XQ, 

1 
+ оо), где Хо= /jii. (рис. 164). 

Итак, если а< О, то множество всех решений неравен
ства (7) есть: 

1. при каждом положительном ь - интервал (о,~) 

\1 AJlreбpa, тpиn>IIOW"!'U 
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2. при каждом неположительном Ь - множество (О, + оо ); 

а множество всех решений неравенства (8) есть: 

1. при каждом положительном Ь - множество ( Ь~, + оа) 
у у 

11 

/// 

1 

о 

1 11 

х 

/// 

{
а< О, 

/. у=Х', где а- любое нецелое 
число; 

//. у=Ь, где Ь=О 
111. у=Ь, где Ь<О 

Рис. 163. 

11 

1 

11 

О (х"О) 

{
а< О, 

/. у=Х', где а- любое нецелое 
число; 

11. у=Ь, где Ь>О 
. .1 

х.=Ьа 

Рис. 164. 

2. при каждом неположительном Ь - пустое множество. 
В табл. 20 приведены итоги решения неравенств (7) и (8): 

Табпица 20 

Ь>О Ь=О Ь<О 

? > Ь (а> О) rь~. +-1 (0, -> [О, ао) 

? < Ь (а> О) ro. ь~У нет решений нет решений 

? > Ь (а< О) ro. ь~ l (0, ао) (0, ао) 

? < Ь (а< О) r~~. +-1 нет решений нет решений 

-

Пок:азатеJIЬвые неравенства. Пусть а - некоторое фик
сированное положительное и не равное единице число, 

тогда неравенства 
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tl > ь, 
tl < ь 

(9) 
(10) 

принято называть простейшими показательными неравенст
вами. Областью существования функции у = tl является 
множество всех действительных чисел, поэтому ОДЗ нера
венств (9) и (10) есть множество Х= (- -, + -). Область 
значений функции у = tl на всем множестве Х есть луч 
У= (0, + -). 
Если Ь - неполо.жительное число, то учитывая, что qa 

множестве Х функция у= tl положительна, получаем, что 
Х - множество всех решений неравенства (9), а неравен
ство (10) не имеет решений. 

Пусть Ь - положительное число, то рассмотрим два 
случая: 

11 

1 

о (~О) х 

/. y=d, где а>!; 
11. у=Ь, где ь >О; 

x0=log,, Ь. 

Рис. 165. 

у 

1 1 

11 

(х"О) О 

l y=d, где 0<4<1; 
11. у=Ь, где Ь>О; 

x.=log,, Ь. 

Рис. 166. 

11 

х 

1. Пусть а> 1. На все числовой прямой - множестве 
Х- функция у= tl возрастает, поэтому каждое численное 
значение из У она принимает лишь один раз. Значит, если 
при х = Хо е Хона принимает значение Ь, то при каждом 
х > Хо она принимает значение большее, чем Ь, а при 
каждом х < Хо она принимает значение меньшее, чем Ь. 
Следовательно, в этом случае множество всех решений 
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неравенства (9) есть луч (Хо, + 00), а множество всех реше

ний неравенства (10) - луч (- оо, Хо), где Хо= lo&r Ь 
(рис. 165). 

2. Пусть О< а< 1. На множестве Х - всей числовой 
прямой - функция у= tl убывает. Поэтому, рассуждая 
аналогично, получим, что в этом случае множество всех 

решений неравенства (9) есть луч (- оо, Хо), а множество 
всех решений неравенства (10) - луч (Хо,+ оо), где Хо= 
= loga Ь (рис. 166). 

Итак, если а > 1, то множество всех решений неравенст
ва (9) есть: 

1. при каждом положительном Ь - множество (lo&r Ь, 
+ оо); 

2. при каждом неположительном Ь - множество (- оо, 

+ оо); 
а множество всех решений неравенства (10) есть: 
1. при каждом положительном Ь - множество (- оо, 

loga Ь); 
2. при каждом неположительном Ь - пустое множество. 
Если О < а < 1, то множество всех решений неравенства 

(9) есть: 
1. при каждом положительном Ь - множество (- оо, 

loga Ь); 
2. при каждом неположительном Ь - множество (- оо, 

+ оо); 
а множество всех решений неравенства (10) есть: 
1. при каждом положительном Ь - множество (10&а Ь, 

+ оо); 
2. при каждом неположительном Ь - пустое множество. 
В табл. 21 приведены итоги решения неравенств (9) и 

(10): 
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Табпица 21 

Ь>О Ь=О Ь<О 

аж>Ь(а>l) (loga Ь; -) (- -; -> (- -; -> 
аж< ь (а> 1) (- -; loga Ь) нет решений нет решений 

аж> Ь (О < а < 1) (- -; 10&,Ь) (- -; -> (- -; -> 
аж< Ь (О <а< 1) (la&, Ь; -) нет решений нет решений 

Лоrарифмические иеравеиспаа. Пусть а - некоторое фик
сированное положительное и не равное единице число, 

тогда неравенства 

loga Х > Ь, 
lo&,x < Ь 

(11) 
(12) 

принято называть простейшими логарифмическими неравен
ствами. 

Областью существования функции у = lo&, х является 
множество всех положительных чисел, поэтому ОДЗ нера
венств (11) и (12) есть множество Х= (О,+ оо). 
Областью значений функции у = loga х на всем множе

стве Х является вся числовая ось У= (- оо, + оо ). 
Поскольку используемые при решении неравенств (11) 

и (12) свойства функции у = loga х различны при а > 1 и 
при О < а < 1, то рассмотрим два случая: 

1. Пусть а > 1. На множестве Х функция у = lo&, х воз
растает, поэтому каждое численное значение из У она 

принимает лишь один раз. Значит, если при х = Хо е Хона 
принимает значение Ь, то при каждом х > Хо и таком, что 
хе Х, она принимает значение большее, чем Ь, а при 

каждом х < Хо и таком, что хе Х. она принимает значение 
меньшее, чем Ь. Следовательно, в этом случае множествq 
всех решений неравенства (11) есть луч (Хо, + оо), а множе
ство всех решений неравенства (12) есть интервал (О, Хо), 
где Хо = а6 (рис. 167). 

2. Пусть О < а < 1. На множестве Х функция у = loga х 
убывает. Поэтому, рассуждая аналогично, получим, что в 
этом случае множество всех решений неравенства (11) есть 
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интервал (О, .хо), а множество всех решений неравенства 
(12) есть луч (.хо,+ оо), где Хо= аь (рис. 168). 

Итак, если а > 1, то при каждом Ь множество всех 
решений неравенства (11) есть множество(~,+ оо), а мно
жество всех решений неравенства (12) есть множество 
(О, а'}; 

у 

// 

о (х,,,О) 

/. y""log. х, где a>J; 
//. у=Ь, zде Ь>О; 

Хо=а' 

Рис. 167. 

/ 

// 

х 

у 

о 

// 

(х,,,0) 

/. y""log. х, где 0<4<1; 
//. у=Ь, где Ь<О; 

х.=а' 

Рис. 168. 

х 

11 

если О < а < 1, то при каждом Ь множество всех решений 
неравенства (11) есть множество (О, а'}, а множество всех 
решений неравенства (12) есть множество (аь, + оо). 
В табл. 22 приведены итоги решения неравенств (11) и 

(12): 

Твбпица 22 

--<Ь<-

loga х > Ь (а> 1) (J;-) 

lo&,x<b(a> 1) (О; а~ 

loga х > Ь (О < а < 1) (О;~ 

loga х < Ь (О < а < 1) (J;-) 
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Триrовометрические неравенства. Неравенства 

cos х > Ь, sin х > Ь, tg х > Ь, ctg х > Ь, 
cos х < Ь, sin х < Ь, tg х < Ь, ctg х < Ь. 

принято называть простейшими тригонометрическими не

равенствами. 

Сделаем несколько общих замечаний. 
Пусть у= f(x) - некоторая основная элементарная три

гонометрическая функция с главным периодом Т, и пусть 
дано неравенство 

f(x) > Ь (илиj(х) < Ь). (13) 

Выберем промежуток длиной Т и найдем решение нера
венства (13) на этом промежутке. Пусть множество всех 
решений нера~енства (13) на этом промежутке есть интер
вал ~=(а, 13), где а< 13 и 13 - а$ Т. Тогда, используя 
периодичность функции у = f(x), получим, что множество 
всех решений неравенства (13) есть объединение бесконеч
ного множества всех интервалов Xt =(а+ kT, 13 + k1), где 
k - любое целое число. Это бесконечное объединение 
будем называть серией интервалов и в дальнейшем будем 

записывать в виде: Xk =(а+ kT, 13 + k1), k е Z Таким об
разом, будем в дальнейшем говорить, что множество всех 

решений неравенства (13) есть серия интервалов Xk = 
= (а + kT, 13 + k1), k е Z 
Заметим еще, что интервал длиной в главный период Т 

можно взять любым, но обычно его выбирают таким, чтобы 
он удовлетворял двум условиям: он должен содержать 

промежуток, на котором для данной функции у= j(x) оп
ределена обратная тригонометрическая функция и, чтобы 
множество всех решений данного неравенства на этом 

промежутке представляло собой один интервал. 
Пусть дано простейшее тригонометрическое неравенст-

во 

cos х > ь. (14) 
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Функция у = cos х определена на всей числовой прямой, 
поэтому ОДЗ неравенства ( 14) есть множество Х = (- оо, 
+ оо). Областью значений функции у= cos хна множестве 
Х является отрезок У= [ - 1; 1]. 
Поэтому при Ь < - 1 неравенство ( 14) справедливо при 

любом значении х, а при Ь ;::: 1 оно не справедливо ни при 
одном значении х. Значит, при Ь < - 1 множество всех 
решений неравенства ( 14) есть вся числовая прямая, т.е. 
множество (- оо, + оо), а при Ь ~ 1 неравенство (14) не имеет 
решений. 

Если Ь = - 1, то очевидно, что неравенство ( 14) спра
ведливо при любом значении х, кроме тех, при которых cos 
х = - 1. Значит, при Ь = - 1 множество всех решений 
неравенства (14) есть вся числовая прямая, за исключением 
точек Xt = 1t + 21tk, где k - любое целое число. Эrо множе
ство можно записать в виде серии интервалов: Xk = (- 1t + 
+ 21tk, 1t + 21tk), k е Z. 

Пусть Ь е (- 1; 1), для решения неравенства (14) в этом 
случае надо выбрать промежугок, длиной в главный период 
функции у= cos х, т.е. длиной в 21t. В качестве промежуrка 
длиной в 21t здесь можно взять либо промежуrок [О; 21t), 
либо промежугок (- 1t, 1t]. Эrи промежугки длиной в 
главный период функции у = cos х полностью содержат 
отрезок [О, 1t], на котором определена обратная функция 
у= arccos х. 

l /. y=cosx; 
ll. у=Ь, zде -l<b<l 

x0 =arccos Ь. 

Рис. 169. 

х 

/ 

Построим графики функций у= cos х и у= Ь (рис. 169). 
Из рисунка видно, что лучше взять промежугок (- 1t, 1t], 
чем промежугок [О, 21t), так как в первом случае множество 
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всех решений неравенства (14) представляет собой один 
интервал, а во втором случае - объединение двух интер

валов. Рисунок подсказывает еще, что промежуток (- х, х] 
надо разбить на два промежугка: М1 =[О, х] и М2 = (- х, 
О), а потом воспользоваться четностью функции. 

На отрезке М1 =[О, х] функция у= cos х имеет область 
значений У= [- 1; 1) и убывает, поэтому каждое численное 
значение из У она принимает лишь один раз. Значит, если 

при х = Хо е М1 она принимает значение Ь, то при каждом 
х < Хо и таком, что хе М,., она принимает значение боль
шее, чем. Ь, а при каждом х > Хо и таком, что х е М,., она 
принимает значение меньшее, чем Ь. Следовательно, на М1 
множество всех решений неравенства (14) есть промежуrок 
[О, .хо). Так как на промежугке (- х, х) функция у= cos х 
является четной функцией, то на М2 = (- х, О) множество 
всех решений неравенства (14) есть интервал (-Хо, О). 
Объединяя решения, найденные на М1 и М2 , получаем, 

что на промежугке (- х, х] множество всех решений 
неравенства (14) есть интервал (-Хо, Хо), где, как показано 
в § 2 гл. VII, Хо = arccos Ь. 
Используя периодичность функции у= cos х, получим, 

что множество всех решений неравенства (14) есть серия 
интервалов: X.t = (- arccos Ь + 2xk, arccos Ь + 2xk), k е Z 

Итак, множество всех решений неравенства (14) есть: 
1. при каждом Ь е (- оо, - 1) - множество (- оо, + оо); 
2. при ь = - 1 - серия интервалов xk = (- 7t + 2xk, 7t + 

+ 2xk), k е Z; 
3. при каждом Ь е (- 1; 1) - серия интервалов X.t = 

= (- arccos Ь + 2xk, arccos Ь + 2xk), k е Z; 
4. при каждом Ь е [1, + оо) - пустое множество. 
Пусть дано неравенство 

cos х < ь. (15) 

ОДЗ неравенства (15) есть множество Х= (- оо, + оо). 
Областью значений функции у = cos х на множестве Х 
является отрезок У= [- 1; 1]. 
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Поэтому при Ь > 1 неравенство (15) справедливо при 
любом значении х, а при Ь S - 1 оно не справедливо ни 
при одном значении х. Значит, при Ь > 1 множество всех 
решений неравенства (15) есть множество (- -, +-),а при 
Ь S - 1 неравенство (15) не имеет решений. 

Если Ь = 1, то очевидно, что неравенство (15) справед
ливо при любом значении х, кроме тех, при которых 
cos х = 1. Значит, при Ь = 1 множество всех решений не
равенства (15) есть вся числовая прямая, за исключением 
точек Xt = 2пk, где k - любое целое число. Эrо множество 
можно записать в виде серии интервалов: Xt = (21tk, 21t + 
+ 21tk), k е Z. 

Пусть Ь е (- 1; 1). Построим графики функций у= cos х 
и у = Ь (рис. 170). Из рисунка видно, что в качестве 

промежутка длиной в 2п здесь лучше взять промежуrоi<: [О, 

2п), так как в случае множество всех решений неравенства 
(15) представляет собой один интервал. Рисунок подсказы
вает еще, что промежугок [О, 2п) надо разбить на два 

у 

/. y=cos х; 
11. у=Ь, ziJe -J<b<l 

х,, =arccos Ь. 

Рис. 170. 

промежуrка М, = [О, п] и М2 = (п, 2п), потом воспользовать
ся убыванием функции у= cos х на промежуrке [О, п], а 
затем симметрией функции у= cos х относительно верти
кальной прямой, проходящей через точку (п, О). 

Рассуждая аналогично предыдущему, получаем, что на 
М, множество всех решений неравенства (15) есть промеж
угок (Хо, п]. Учитывая, что функция у= cos х симметрична 
относительно вертикальной прямой, проходящей через 

точку (п, О), приходим к выводу, что на М2 множество всех 
решений неравенства (15) есть интервал (п, 2п - .хо). 
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Объединяя решения, найденные на М1 и М2 , получаем, 
что на промежугке [О, 2х) множество всех решений нера

венства (15) есть интервал (Хо, 2х - Хо), где, как показано 
в § 2 гл. VII, Хо = arccos Ь. 

Используя периодичность функции у.= cos х, получим, 
что множество всех решений неравенства ( 15) есть серия 
интервалов: Xk = (arccos Ь + 2xk, 2х - arccos Ь + 2xk), 
ke Z 

Итак, множество всех решений неравенства (15) есть: 
1. при каждом Ь е (- оо, - 1] - пустое множество; 

2. при Ь е (- 1; 1) - серия интервалов 

xk = (arccos ь + 2xk, 2х - arccos ь + 2xk), k е Z; 

3. при Ь = 1 - серия интервалов 

Xk = (2xk, 2х + 2xk), k е Z; 

4. при каждом Ь е ( 1, + оо) - множество (- оо, + оо ). 
В табл. 23 приведены итоги решения неравенств (14) и 

(15). 

Таблица 23 

ь < - 1 Ь= -1 -l<b<l b=l ь > 1 

( - n; + 2rr.k, ( - arccos Ь + 2n:k, 
нет нет cosx> Ь (- -; оо) n; + 2rr.k), arccos Ь + 2n:k), 

решений решений 
ke Z ke Z 

нет нет 
(arccos Ь + 2n:k, (2n:k, 

cosx< Ь 
решений решений 

2n: - arccos Ь + 2n; + 2rr.k), (- оо; оо) 

+ 2rr.k), k е Z ke Z 

Пусть даны простейшие тригонометрические неравенст-
ва 

sin х > Ь, 
sin х < Ь. 

(16) 
(17) 

Проведя аналогичные рассуждения получим, что множе
ство всех решений неравенства ( 16) есть: 
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1. при каждом Ь е (- оо, - 1) - множество (- оо, + оо ); 
2. при Ь ;:::: - 1, серия интервалов 

1 

X.k = (- ~ + 21tk З7t + 27tk} k Е Z: 
2 ' 2 ' 

У (х-х,,,Ь) 

к /О /J (х.,,Ь) -J 1'' / 1 

l y=sin х; 
//. у=Ь, где -l<b<J 

x0=arcsin Ь. 

Рис. 171. 

11 

х 

3. при каждом Ь е (- 1; 1) (рис. 171) - серия интервалов 

Xk = (arcsin Ь + 21tk, 7t - arcsin Ь + 27tk), k Е Z; 

4. при каждом Ь е [1, + оо) - пустое множество; а мно
жество всех решений неравенства ( 17) есть: 

1. при каждом Ь е (- оо, - 1] - пустое множество; 

1 

у 

(О,/) (х"Ь) 
1 

Рис. 172. 

1 

/. y=sin х; 
ll у=Ь, zде -J<Ь<J 

x0=arcsin Ь. 

11 

х 

2. при каждом Ь е (- 1; 1) (рис. 172) серия неравенств 

Х" = (- 7t - arcsin Ь + 21tk, arcsin Ь + 27tk), k е Z; 

3. при Ь = 1 - серия интервалов 

Ak = (-
3
21t + 27tk, ~ + 21tk} k Е Z; 
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4. ПрИ КаждОМ Ь Е (1, + оо) - МНОЖеСТВО (- оо, + оо). 
В табл. 24 приведены итоги решения неравенств (16) 

и (17). 

Таблица 24 

Ь<- 1 Ь=- 1 -l<b<l b=l b>l 

~I+Ы; ·(arcsin Ь + 

sinx> Ь (- оо; оо) 
+ 27tk, нет нет 

т+27tk} 7t - arcsin Ь + решений решений 

+ 27tk), ke Z 
ke Z 

(- 7t - ( Зх --+27tk 
- arcsin Ь + 2 ' 

sinx< Ь нет нет + 27tk, (- оо; оо) 
решений решений 1+2,, arcsin Ь + 

+ 27tk), ke Z ke 

Пусть даны простейшие тригонометрические неравенст-

ва 

tg х > ь, 
tgx < Ь. 

(18) 
(19) 

Областью существования функции у = tg х является вся 

числовая прямая, за исключением точек х" = 1 + nk, где 

k - любое целое число. Поэтому ОДЗ неравенств (18) и 
(19) есть множество Х, состоящее из всех действительных 

. 7t 
чисел, кроме чисел х" = 2 + nk, где k - любое целое число. 

Областью значений функции у= tg хна множестве Х явля
ется множество У= (- "'°• + оо). 
Построим графики функций у= tg х и у= Ь (рис. 173). 

Из рисунка видно, что надо сначала рассмотреть решение 

неравенств (18) и (19) на промежутке Г-1 . .;. 't длиной в 
главный период функции у = tg х. Рис~ок пdдсказывает 
еще, что на этом промежутке надо воспользоваться возрас

танием функции у = tg х. 
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На промежугке (- I• i) функция у= tg х имеет область 
значений У= (- "°•+"°У и возрастает, поэтому каждое 
численное значение из У она принимает лишь один раз. 

Значит, если при х =Хо е (- I• ~)она принимает значение 

/ 

~, .... 
/ 1 1 

1 ~ 

1 

'I 

у 

/ 

J 11 .... 

1 ~ 

/ 

/. y=tg х; 

/ ~""' 1 и 
"< 

/ 

ll. у=Ь; x0=vctg Ь. 

Рис. 173. 

/ 

ь t Jt ~ , то при каждом х >Хо и таком, что хе - 2, 2 она 

принимает значение большее, чем Ь, а при к ом < Хо и 
таком, что хе (- I• I} она принимает значение меньшее, 
чем Ь. Следовательно, на (- I• ~ J множество всех решений 
неравенства (18) (см. рис. 1735 есть интервал (.хо, I\ а 
множество всех решений неравенства (19) (рис. ~74) Jсть 
интервал (- I• Хо} где, как показано в § 2 гл. VII, Хо = 

= arctg Ь. 
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/. y=tg х; 

" ..... 
11 
~ 

1 

1 

JJ. у=Ь; x"=arctg Ь. 

Рис. 174. 

у 

1 1 

1 

:п 
1 

1 1 

/. y=ctg х 
II. у=Ь; x"=arcctg Ь. 

Рис. 175. 

1 

JJ 

1 1 / 

1 1 

1 

х 

JJ 

:.1:1 
1 11 
~ 

:~ 
1 u 
~ 

1 1 
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Используя периодичность функции у = tg х, получим, 
что при каждом Ь множество всех решений неравенства (18) 

есть серия интервалов: Xt = ( arctg Ь + xk, I + 1tk} k е Z, а 
множество всех решений нер~венства (19) есть серия ин
тервалов Xt = ( - I + xk, arctg Ь + xkl k е Z. 
В табл 25 ~риведены итоги ре ения неравенств (18) 

и (19). 

Табnица 25 

--<ь<-

tgx> Ь (arctgb+1tk,~+1tk), ke Z 

tgx < Ь (-~+ttk, arctgb+м). ke Z 

Пусть даны простейшие тригонометрические неравенст-
ва 

ctg х > Ь, 
ctgx < Ь. 

(20) 
(21) 

Проведя аналогичные рассуждения получим, что при 
каждом Ь множество всех решений неравенства (20) (рис. 
175) есть серия интервалов Xk = (xk, arcctg Ь + xk), k е ~ а 
множество всех решений неравенства (21) (рис. 176) есть 
серия интервалов X.t = (arcctg Ь + xk, х + xk), k е Z. 
В табл. 26 приведены итоги решения неравенств (20) 

и (21). 
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Таблица 26 

-оо<Ь<оо 

ctg х> Ь (7tk, arcctg Ь + 7tk), k е Z 

ctgx < Ь (arcctg Ь + Jtk, 1t + 7tk), k е Z 

Рассмотрим еще простейшие неравенства, содержащие 
основные обратные тригонометрические функции. 
Пусть даны простейшие неравенства 

arccos х > Ь, 
arccos х < Ь. 

(22) 
(23) 

Областью существования функции у = arccos х является 
отрезок [- 1; 1). Значит, ОДЗ неравенств (22) и (23) есть 
множество Х = [- 1; 1]. Областью значений функции у = 

у 

[ [ [ [ [ [ [ 

[ 

.х 

[[ 

f :r :n ~ ~ • ~ :~ 1 ~ ~ 

[ [ [ [ [ [ 

l y""Ctg .х 
ll у-Ь; .х. ""llП:Ctg ь. 

Рис. 176. 

= arccos хна всем множестве Х является отрезок У= [О, 7t]. 
Поэтому при Ь оТриuательном неравенство (22) справед

ливо при любом значении хе Х, а неравенство (23) не 
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справедливо ни при одном значении х е Х; если же Ь > 1t, 

то неравенство (22) не справедливо ни при одном значении 
хе Х, а неравенство (23) справедливо при любом значении 
хе Х. 

Значит, при Ь отрицательном множество всех решен:Ий 
неравенства (22) есть множество [- 1; 1), а неравенство 
(23) не имеет решений; при Ь > 1t неравенство (22) не имеет 
решений, а множество всех решений неравенства (23) есть 
множество [- 1; 1). 

у 

// 

(-1,0) о (1,0) х 

а) 

1. y=arccos х; 
ll у=Ь, где О<Ь<п; 

x;=cos Ь. 

Рис. 177. 

у 

// 

(-1,0) о (1,0) х 

6) 

l y=вrccos х; 

//. у=Ь, где О<Ь<"; 
xu=cos Ь. 

Если Ь = О, то неравенство (22) справедливо при любом 
значении хе Х, кроме х = 1, а неравенство (23) не справед
ливо ни при одном значении х е Х Значит, при Ь = О 
множество всех решений неравенства (22) есть множество 
[- 1; 1), а неравенство (23) не имеет решений. 
Если Ь = 1t, то неравенство (22) не справедливо ни при 

одном значении хе Х, а неравенство (23) справедливо при 
любом значении хе Х, кроме х = - 1. Значит, при Ь = п 
неравенство (22) не имеет решений, а множество всех 
решений неравенства (23) есть множество (- 1; 1). 

Пусть Ь е (О, 1t). Функция у= arccos х на множестве Х 
убывает, поэтому каждое значение из У она принимает 
лишь один раз. Значит, если при х = Хо е Хона принимает 
значение Ь, то при каждом х < Хо и таком, что хе Х, она 
принимает значение большее, чем Ь, а при каждом х >Хо и 
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такомt что х е Xt она принимает значение меньшееt чем Ь. 
Следовательноt в этом случае множество всех решений 
неравенства (22) (рис. 177t а) есть проме:ж:угок [- lt Xo)t а 
множество всех решений неравенства (23) (рис. 177 t б) 
промежуток (Xot l]t гдеt как показано в§ 2 гл. Vllt Хо= cos Ь. 

Итакt множество всех решений неравенства (22) есть: 
1. при каждом Ь е (- "°t О) есть множество [- 1; 1]; 
2. при Ь =О - множество [- 1; 1); 
3. при каждом Ь е (Ot 1t) - множество [- 1; cos Ь); 
4. при каждом Ь е [1tt + оо) - пустое множество; 
а множество всех решений неравенства (23) есть: 
1. при каждом Ь е (- "°t О] - пустое множество; 

2. при каждом Ь е (Ot 1t) - множество (cos bt 1]; 
3. при Ь = - множество (- 1; 1]; 
4. при каждом Ь е (1tt + оо) - множество [- 1; 1). 
В табл. 27 приведены итоги решения неравенств (22) 

и (23). 

Ь<О Ь=О O<b<1t 

arccosx > Ь [- 1; 1) [- 1; 1) [- 1; cos Ь) 

arccosx<b нет нет 
(cos Ь; 1) 

решений решений 

Пусть даны простейшие неравенства 

arcsin х > bt 
arcsin х < Ь. 

Табпица 27 

ь = 1t 

нет 

решений 

(- 1; 1) 

b>1t 

нет 

решений 

[- 1; 1) 

(24) 
(25) 

Проведя аналогичные рассужденияt получимt что мно-
жество всех решений неравенства (24) (рис. 178t а) есть: 

1. при каждом Ь е (- "°t ~]-множество [- 1; 1]; 

2. при Ь = - 2 - Jножес;.hо (- 1; 1]; 

3. при каждом Ь е (- ~t ~ )- множество (sin bt 1]; 
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4. при каждом ь е r I' + -1- пустое множество; 
а множество всех ~шени неравенства (25) (рис. 178, б) 

есть: 

у у 

1 [1. ;] 1 [1.;] 
[/ v(x"b) [/ [/ 11 

х х 

[-1.-;] 1 
L y=arcsin х; 

[-1.-~J 1 
/. y=an:sin х; 

//. у=Ь, где --j<ь<-j; 11 11 
11· у-Ь, где -2<ь<2; 

x,-sin Ь. x,,-siJI ь. 
а) 6) 

Рис. 178. 

1. при каждом Ь е - оо, 2 - пустое множество; 

~~ 2. при каждом Ь е -j, I - множество [- 1, sin Ь); 

3. при Ь = 2 - мно ее [- 1; 1); 

4. при каждом Ь е (I, + оо J- множество [- 1; 1]. 

В табл. 28 привед~ны Jоги решения неравенств (24) 
и (25). 

Табпица 28 

Ь<-! 
2 

Ь=-! 
2 

_!<ь<~ 
2 2 

ь=! 
2 

ь>! 
2 

arcsinx > Ь (- 1; 1) (- 1; 1) (sin Ь; 1] нет нет 

решений peшelDIA 

arc:sinx< Ь нет нет [- 1; sin Ь) [- 1; 1) [- 1; 1) 
решений решений 
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Пусть даны простейшие неравенства 

arctgx > Ь, 
arctgx < Ь. 

(26) 
(27) 

Областью существования . функции у = arctg х является 
вся числовая прямая. Значит, ОДЗ неравенств (26) и (27) 
есть множество Х= (- оо; + оо). Областью значений функ
ции у = arctg х на множестве Х является интервал У= 

= (- ~· ~) Поэтому при Ь ~ -1 неравенство (26) справед
ли~о пр;( любом значении хе Х, а неравенство (27) не 
справедливо ни при одном значении хе Х, если же Ь ~ ~· 
то неравенство (26) не справедливо ни при одном значении 
хе Х, а неравенство (27) справедливо при любом значении 
хе Х 

Значит, при Ь ~ - 1 множество всех решений неравен
ства (26) есть вся числовая прямая, а неравенство (27) не 

имеет решений; при Ь ~ 1 неравенство (26) не имеет реше

ний, а множество всех решений неравенства (27) есть вся 
числовая прямая. 

Пус~ь Ь е ( - 1, ~} Функция у = arctg х на всей числовой 
прямои возJастает, поэтому каждое значение из У она 
принимает лишь один раз. Значит, если при х =Хо е Хона 

принимает значение Ь, то при каждом х > Хо она принимает 
значение большее, чем Ь, а при каждом х <Хо она прини
мает значение меньшее, чем Ь. Следовательно, в этом 
случае множество всех решений неравенства (26) (рис. 179) 
есть луч (,хо,+ оо), а множество всех решений неравенства 

(27) (рис. 180) есть луч (- °"• ,хо), где, как показано в § 2 гл. 
VII, Хо = tg Ь. 

Итак, множество всех решений неравенства (26) есть: 

1. при каждом Ь е (- °"• -1]- множество (- оо, + оо); 
2. при Ь е (-1· 1)- множество (tg Ь, + оо); 
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3. при каждом ь е r ~· + -1- пустое множество; а мно
жество всех решений ~ерав ства (27) есть: 

y=j У (o,j) 
-ii- - - - - - - - - - -ro,'ЬJ rх;ь - - - - - - - - - Г 
-=-~~~~~~~~.::;;.~~~~~п 

/ 
.х • ---------- _________ !~~J_. 

(о,-;) I. y""8J"Cts .х; 
11 у=Ь где -!.<Ь<.!!. · . ' 2 2' 

Рис. 179. 

1. при каждом Ь е (- -. - ~ J - пустое множество; 
2. при каждом Ь е (- ~· 1 )- множество (- -. tg Ь); 

y-j У (o,j) 
-ii- - - - - - - - - - -ro,'ЬJ rх;;ь - - - - - - - - г 

п 

/ • 
у--" --------------· 

/. y=arctg .х; 

Il у-Ь, где -j<ь<j; 

.x,,=tg ь. 

Рис. 180. 

.х 

3. при каждом ь е r~. +-1- множество (- -. + -). 
В табл. 29 привед~ны и.fоги решения неравенств (26) 

и (27). 
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Таблица 29 

7t -~<Ь<~ ь~~ Ь~-2 2 2 2 

arctg х > Ь (-00,00) (tg Ь; оо) нет решений 

arctg х < Ь нет решений (-oo,tgb) 

Пусть даны простейшие неравенства 

arcctg х > Ь, 
arcctg х < Ь. 

(- оо, + оо) 

(28) 
(29) 

Проведя аналогичные рассуждения, получим, что мно
жество всех решений неравенства (28) (рис. 181) есть: 

у 

1 y=rt -------11 11 

1 

о х 

/. y==arcctg х; 
11. у=Ь, где O<b<rt; 

x,,=ctg ь. 

Рис. 181. 

у 

1 y=rt ----/--------11 11 

1 

о х 

/. y==arcctg х; 
11. у=Ь, где О<Ь<п; 

x,,=ctg ь. 

Рис. 182. 

1. при каждом Ь е (- °"• О] - множество (- -. + -); 
2. при Ь е (О, 7t) - множество (- °"• ctg Ь); 
3. при каждом Ь е [7t, + оо) - пустое множество; 
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а множество всех решений неравенства (29) (рис. 182) 
есть: 

1. при каждом Ь е (--,О] - пустое множество; 

2. при каждом Ь е (О, 1t) - множество (ctg Ь, + -); 
3. при Ь = [1t, + -) - множество (- -, + -). 
В табл. 30 приведены итоги решения неравенств (28) 

и (29). 

Табпица 30 

ь~о O<b<-n: ь~ 1С 

arcctgx> Ь (- оо, оо) (- -, ctg Ь) нет решений 

arcctgx < Ь нет решений (ctg Ь; оо) (- оо; оо) 

§ З. Преобразования неравенств 

В третьем и четвертом параграфах главы VII рассматри
вались соответственно равносильные и неравносильные 

преобразования уравнений. Причем в случае неравносиль
ных преобразований отмечалось, что возможны два спосо
ба решения уравнения. Первый способ - это совершать 
равносильные переходы на множестве, принадлежащем 

области допустимых значений, но не обязательно совпада
ющем с ней. Второй способ - это переходы к уравнению, 
являющемуся следствием предыдущего, с обязательной 
проверкой полученных решений. 

При решении неравенств второй способ на самом деле 
невозможен, так как множество всех решений неравенства 

чаще всего бесконечно и в связи с этим проверка решений 
практически неосуществима. Поэтому при решении нера
венств надо совершать только равносильные переходы и 

при этом, в основном, переходы, равносильные на множе

стве. При этом необходимо каждый раз отмечать на каком 
множестве совершается равносильный переход. 

Ниже приводятся примеры равносильных и неравно
сильных преобразований неравенств. 

Преобразования, связанные с применением тождее111. 
Пусть дано неравенство 
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./(х) > g(x) (1) 

и пусть для любого действительного х справедливо тожде
ственное равенство <р(х) = g(x), тогда неравенство (1) равно
сильно неравенству 

./(х) > <р(х). (2) 

Это утверждение позволяет для решения неравенств раз
личные формулы, справедливые для всех действительных 
х. Примерами таких тождественных равенств являются 
формулы сокр;iщенного умножения многочленов, основ
ное тригонометрическое тождество и ряд других формул. В 
гл. 111 с помощью формул сокращенного умножения 
многочленов уже были решены некоторые алгебраические 
неравенства. 

Приведем пример равносильного преобразования нера
венства при помощи тождественных равенств. 

Пусть дано неравенство 

sin4 х > cos4 х. (3) 

Применяя утверждение 1 § 1, получим неравенство 

4 • 4 <о cos х - sш х ' (4) 

равносильное неравенству (3). Используя формулу разнос
ти квадратов, основное тригонометрическое тождество и 

формулу косинуса двойного угла, можно написать следую

щую цепочку тождественных равенств, справедливых для 

любого действительного х: 

cos4 х - sin4 х = (cos2 х + sin2 x)(cos2 х - sin2 х) = cos 2х. 

Значит неравенство (4) равносильно неравенству 

cos 2х <о. 

Множество всех решений последнего неравенства есть 

серия интервалов xk = ( ~ + тtk, З47t + тtk} k е z. 
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Поскольку последнее неравенство равносильно исход
ному, то множество всех решений неравенства (3) есть 

серия интервалов Xk = ( ~ + тсk, 34л + тсk ~ k е Z 

ПреобразоваИИJ1, свя~авные с cyneJ,noзllЦIUIМll фувкцвй. 
Пусть функция у= ft.x) есть сложная функция у= .P[g(x)], 
являющаяся суперпозицией двух функций: и = g(x) - ос
новной элементарной функции, и у= Р(.и), где Р(_и) -
квадратный трехчлен (т.е. Р(_и) = аи2 + Ьи + с). В таких слу
чаях неравенство ft.x) > О записывают в виде 

a[g(x)] 2 + Ьg(х) +с> О (5) 

и называют квадратным неравенством относительно g(x). 
Неравенство (5) решается следующим образом. 
Сначала решают квадратное неравенство 

at + Ы+ с> О, (6) 

находят его дискриминант D = Ь2 
- 4ас. В зависимости от 

дискриминанта D и коэффициента а, возможны следую
щие четыре случая. 

1. Если а < О и D s; О, то неравенство (6) не имеет 
решений. Следовательно, и неравенство (5) не имеет реше
ний. 

2. Если а < О и D > О, то множество всех решений нера
венства (6) есть интервал (t1, t2), где t1 и t2 корни квадратного 
трехчлена at + bt + с, причем t1 < t2• 

В этом случае неравенство (5) равносильно системе 
неравенств 

{
g(x) < t2, 
g(x) > t1• 

Следовательно, множество всех решений системы и будет 
в этом случае множеством всех решений неравенства (5). 

3. Если а > О и D ~ О, то множество всех решений нера
венства (6) есть объединение двух лучей (- -, ti) и (t2, + оо), 
где t1 и t2 корни квадратного трехчлена at + bt + с, причем 
t1 s; t2 (если D = О, то t1 = t2). 
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В этом случае неравенство (5) равносильно совокупнос
ти неравенств 

Следовательно, множество всех решений этой совокупнос
ти и будет в этом случае множеством всех решений нера
венства (5). 

4. Если а > О и D < О, то множество всех решений нера
венства (6) есть вся числовая прямая. 
В этом случае множество всех решений неравенства (5) 

есть ОДЗ неравенства (5), т.е. область существования функ
ции у= g(x). 
Приведем примеры. 
Пусть дано неравенство 

4 cos2 2х + 8 cos 2х - 5 < О. (7) 

Это неравенство есть квадратное неравенство относитель
но cos 2х. Решая неравенство 

4t + 8t - 5 < О, 

получаем, что множество всех его решений есть интервал 

(- ~. ~) Следовательно, неравенство (7) равносильно сис
теме неравенств 

{
cos 2х> ~ ~· 
cos 2х< 2· 

Множество всех решений первого неравенства этой сис
темы есть вся числовая прямая. 

Множество всех решений первого неравенства есть 

серия интервалов xk = ( ~ + тtk, 5
671: + тtk \ k е z 

Значит, множество вhех решений иJходного неравенства 
(7) есть серия интервалов Xk = ( ~ + тtk, 56х + тtk} k е Z 

Пусть дано неравенство 

SЗ9 



4ж - 3 . r + 2 > о. (8) 

Эrо неравенство есть квадратное неравенство относитель
но 'r. Решая неравенство 

r - Зt + 2 >О, 

получаем, что множество всех его решений есть объедине

ние двух лучей (- ао, 1) и (2, + ао). Следовательно, неравен
ство (8) равносильно совокупности неравенств 

r < 1, 2ж > 2. 

Множество всех решений первого неравенства этой со

вокупности есть промежуrок (- -, 0). 
Множество всех решений второго неравенства - про

межуrок (1, + ао). 
Значит, множество всех решений исходного неравенства 

(8) есть множество (- -, О) u ( 1, + со). 
Оrметим, что приведенное выше утверждение о решении 

квадратного неравенства относительно g(x) остается спра
ведливым и в том случае, когда функция и = g(x) не явля
ется основной элементарной функцией. 

Преобразования, связаивые с лоrарифмическими и трвrо
нометрическими формулами. Поскольку формулы, отмечен
ные в § 4 гл. VII, можно применять при решении нера
венств лишь на том множестве изменения неизвестной, на 
котором одновременно имеют смысл и левая и правая 

части применяемой формулы, то неравенства, при реше

нии которых хотят воспользоваться той или иной форму
лой, обычно решают по такой схеме: 

1. Находят ОДЗ неравенства. 
2. Разбивают ОДЗ на два множества М1 и М2 (М1 - вся 

та часть ОДЗ, где одновременно имеют смысл обе части 
применяемой формулы, М2 - та часть ОДЗ, которая оста
ется после выделения множества Mi). 

3. Решают неравенство на множестве М1 (учитывая, что 
преобразование неравенства с помощью этой формулы есrь 
равносильное преобразование на множестве М1 ). 

4. Решают неравенство на М2• 
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5. Объединяют множества решений, найденные на М1 и Мъ 
и тем самым, получают множество всех решений исходного 
неравенства. 

Решим по этой схеме неравенство 

(9) 

ОДЗ этого неравенства есть множество (- оо, О) u (О, + -). 
Разобьем ОДЗ не два множества: М1 = (О, + оо) и М2 = (- оо, 
О) и решим неравенство (9) на каждом из этих множеств. 
На множестве М1 справедливы тождественные равенства 

log2 (х2) = 2 log2 х, log2 (х4) = 4 log2 х 

Значит, на М1 неравенство (9) равносильно неравенству 

log2 х > 1/2. 

Решая это простейшее неравенство, получаем, что множе

ство всех его решений есть промежуrок ("2, + -). Посколь
ку этот промежуrок содержится в множестве М1 , томно
жество всех решений неравенства (9) на М1 есть промеж
уrок ("2, + оо). 
На множестве М2 справедливы тождественные равенства 

log2 (х2) = 2 log2 (- х), log2 (х4) = 4 log2 (- х). 

Значит, на М2 неравенство (9) равносильно неравенству 

log2 (- х) > 1/2. 

Решая это простейшее неравенство, получаем, что множе

ство всех его решений есть промежуrок (- оо, - "2). 
Поскольку этот промежуrок содержится в множестве М2, 
то множество всех решений неравенства (9) на М2 есть 
промежуrок (- оо, - "2). 
Объединяя множества решений, найденные на М1 и М2, 

получаем, что множество всех решений неравенства (9) 
есть множество (- оо, - "2) u ("2, + оо). 
Преобразования, связанные с возведением в натуральную 

степень. Пусть дано неравенство 
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ft..x) > g(x) (10) 

Замена этого неравенства неравенством 

[/{х) ]" > [g(x)]" (11) 

(где п - фиксированное натуральное число и п :=::: 2) назы
вается возведением уравнения в натуральную степень п. 
На основании угверждения 5 § 1 неравенства (1 О) и (11) 

равносильны только на том множестве, на котором одно

временно обе функции у= ft..x) и у= g(x) неотрицательны. 
Поэтому возведением в натуральную степень неравенства 
обычно решают по такой схеме: 

1. Находят ОДЗ неравенства, которое надо решить~ 
2. Разбивают ОДЗ на два множества М1 и М2 (М1 - вся 

та часть ОДЗ, где одновременно обе части неравенства 
неотрицательны, М2 - вся та часть ОДЗ, которая остается 
после выделения множества М1). 

3. Решают неравенство на множестве М1 (учитывая, что 
возведение в степень п есть равносильное преобразование 
на этом множестве). 

4. Решают неравенство на М2• 
5. Объединяют множества решений, найденные на М1 и М,., 

и тем самым, получают множество всех решений исходного 
неравенства. 

Решим по этой схеме неравенство 

lx- 41>6 + х. (12) 

ОДЗ этого неравенства - вся числовая прямая. Разобьем 
ОДЗ на два множества: М1 = [- 6, + ао) и М2 = (- ао, - 6) 
и решим неравенство ( 12) на каждом из этих множеств. 
На множестве М1 обе части неравенства (12) неотрица

тельны, поэтому по угверждению 5 § 1 на этом множестве 
неравенство (12) равносильно неравенству 

(х - 4)2 > (6 + х)2 • 

Множество всех решений последнего неравенства есть 
промежугок (- ао, - 1). Из этого промежуrка в множестве 
М1 содержится лишь промежугок [- 6, - 1). Поэтому 
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множество всех решений неравенства ( 12) на М1 есть 
промежуrок [- 6, - l). 
Очевидно, что на множестве М2 левая часть неравенства 

(12) положительнсt, а правая - отрицательна. Поэтому 
множество всех решений неравенства (12) на М2 есть все 
множество М2 • 
Объединяя множестВ<t всех решений, найденные на М1 

и Мъ получаем, что множество всех решений неравенства 
(12) есть промежуrок (- оо, - 1). 
Наиболее часто возведение в натуральную степень nри

меняеtся при решении следующих неравенств. 

Пусть т - фиксированное натуральцое число и пусть 
даны неравенства 

2mvfix) > q>(x), 
2mvfix) < q>(x). 

(13) 
(14) 

Неравенства типа ( 13) обычно решают по такой схеме: 
1. Находят ОДЗ неравенства. 
2. Разбивают ОДЗ на два множества М1 и М2 (М1 - вся 

та часть ОДЗ, где функция у = q>(x) неотрицательна; М2 -

вся та часть ОДЗ, где функция у= q>(x) отрицательна). 
3. Решают на М1 неравенствоj(х) > [q>(х)]2п1, равносш~ьное 

на этом множестве неравенству (IЗ). 
4. Отмечают, что на М2 множество всех решений нера

венства (13) совпадает с множеством М2• 
5. Объединяют множества всех решений неравенстваj(х) > 

> [q>(x)] 2
"' на М1 и множество М2 , и тем самым, получают 

множество всех решений неравенства ( 13). 
Неравенства типа (14) решают по такой схеме: 
1. Находят ОДЗ неравенства. 
2. Разбивают ОДЗ на два множества М1 и М2 (М1 - вся 

та часть ОДЗ, где функция у = q>(x) положительна; М2 -

вся та часть ОДЗ, где функция у = q>(x) неположительна). 
3. Решают на множестве М1 неравенство j(x) < [q>(x)] 2m, 

равносш~ьное на этом множестве неравенству (14). 
4. Отмечают, что на множестве М2 нет решений нера

венства (14). 
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5. Выписывают множество всех решений неравенства 
./(х) < [<p(x)] 2

m на М1 ; это множество и будет множеством 
всех решений неравенства (14). 
Покажем теперь на конкретных примерах, как решать 

неравенства по этим схемам. 

Пусть дано неравенство 

..Jx+2 >х. (15) 

ОДЗ этого неравенства есть промежуrок [- 2, + оо). Разо
бьем ОДЗ на два множества: М1 =[О,+ оо) и М2 = [- 2, О) 
и решим неравенство ( 15) на каждом из этих множеств. 
На множестве М1 обе части неравенства (15) - неотри

цательны, поэтому по угверждению 5 § 1 на этом множестве 
неравенство ( 15) равносильно неравенству 

х+ 2 > r. 
Применяя теперь угверждение 1 § 1, получаем, что на 
множестве М1 неравенство (15) равносильно неравенству 

r - х- 2 <О. 

Множество всех решений последнего неравенства есть 
интервал (- 1, 2). Из этого интервала в множестве М. 
содержится лишь промежуrок [О, 2). Поэтому множество 
всех решений неравенства (15) на М1 есть промежуrок [О, 
2). Очевидно, что на множестве М2 левая часть неравенства· 
(15) неотрицательна, а правая - отрицательна, поэтому 

множество всех решений неравенства ( 15) на М2 есть все 
множество М2• 
Объединяя множества всех решений, найденные на М1 

и М2, получаем, что множество всех решений неравенства 
(15) есть промежуrок [- 2, 2). 

Пусть дано неравенство 

х + 1 > ..Jx+ 3. (16) 

ОДЗ этого неравенства есть промежуrок [- 3, + оо). Разо
бьем ОДЗ на два множества: М1 = (- 1, + оо) и М2 = [- 3, 
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- l] и решим неравенство (16) на каждом из этих мно
жеств. 

На множестве М1 обе части неравенства ( 16) неотрица
тельны t поэтому по утверждению 5 § 1 на этом множестве 
неравенство ( 16) равносильно неравенству 

(х + 1)2 > х + 3. 

Применяя теперь утверждение l § l, получаем, что на 
множестве М1 неравенство ( 16) равносильно неравенству 

.; + х - 2 >о. 

Множество всех решений последнего неравенства есть 

множество (- °"• - 2) u (l, + оо). Поэтому множество всех 
решений неравенства (16) на М1 есть интервал (1, + оо). 

Очевидно, что на множестве М2 левая часть неравенства 
(16) неположительна, а правая - неотрицательна, поэтому 
на М2 неравенство (16) не имеет решений. 

Итак, множество всех решений неравенства (16) есть 
проме:ж:уrок (l, + оо). 

Преобразования, связанные с освобождением от знамена
теля. 

Пусть дано неравенство 

j{x) > g(x). 
qi(x) 

Такие неравенства решаются по следующей схеме: 
l. Находят ОДЗ неравенства. 

(17) 

2. Разбивают ОДЗ на два множества М1 и М2 (М1 - вся 
та часть ОДЗ, где функция у = ср(х) положительна; М2 -

вся та часть ОДЗ, где функция у= ср(х) отрицательна). 

3. Решают на множестве М1 неравенство j(x) > g(x)cp(x), 
равносильное на этом множестве неравенству ( 17) (см. § 1, 
утверждение 7а). 

4. Решают на множестве М2 неравенство f(x) < g(x)cp(x), 
равносш~ьное на этом множестве неравенству (17) (см. § l, 
утверждение 76). 

18 Алгебра, тушrономечн1.11 
и мt"ментариые фрнщн11 
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5. Объединяют множества решений, найденные на М1 и М2, 
и тем самым, получают множество всех решений неравенст

ва (17). 
Решим по этой схеме неравенство 

2 
2 - (log] Х) < 1 l 

1 - Og3X. 
йg3Х 

(18) 

ОДЗ этого неравенства есть множество (О; 1) u (l, + оо). 
Разобьем ОДЗ на два множества: М2 =(О; 1) и М1 = (1, + оо). 
На множестве М1 функция у = log3 х положительна, поэто
му (см.§ 1, уrверждение 7а) на этом множестве неравенство 
(l 8) равносильно неравенству 

2 - (log3 х)
2 < log3 х (1 - logэ х), 

которое можно записать в виде log3 х > 2. Множество всех 
решений этого простейшего неравенства есть промежуток 

(9, + оо). Поскольку этот промежуток содержится в множе
стве М1 , то множество всех решений неравенства (18) на 
М1 есть промежугок (9, + оо). На множестве М2 функция 
у= log3 х оrрицательна, поэтому (см. § 1, угверждение 76) 
на этом множестве неравенство (18) равносильно неравен
ству 

2 - (log3 х)
2 > log3 х (1 - logэ х), 

которое можно записать в виде log3 х < 2. Множество всех 
решений этого простейшего неравенства есть интервал (О; 
9). Из этого интервала в множестве М2 содержится лишь 
интервал (О; 1). Поэтому множество всех решений неравен
ства (18) на М2 есть интервал (О; 1). 
Объединяя множества всех .решений, найденные на М1 

и М2, получаем, что множество всех решений неравенства 

(18) есть множество (О; 1) u (9; + оо). 
Метод интервалов. Решение неравенства 
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в случае, есть .f{x), g(x) и <р(х) будуr многочлены, можно 
провести иначе, а именно, неравенство ( 17) надо сначала 
переписать в равносильном виде 

J(x) - ql(x)&(x) > О. 
ql(X) 

(19) 

Затем воспользоваться уrверждением 7 § 1, умножить не
равенство (19) на <р2(х) и записать неравенство 

<р(х) [/(х) - <p(x)g(x)] > О, (20) 

равносильное неравенству (19) на его ОДЗ. Наконец, не
равенство (20) решить методом интервалов (см.§ 2 гл. 111). 
Множество всех решений неравенства (20) и будет множе
ством всех решений неравенства (17). 
Пусть дано неравенство 

2 
х-2х-1< 

х. 
(Х+ 1) 

(21) 

Перенося х в левую часть неравенства, перепишем это 

неравенство в равносильном виде 

- Зх-1 <О 
x+l · 

Пользуясь уrверждением 7 § 1 получаем неравенство 

- 3 (х + 1) (х + t) < О, 

равносильное неравенству (21) на его ОДЗ. Решая это 
неравенство методом интервалов, получаем ответ: множе

ство всех решений неравенства (21) есть множество (- "°• 
- l)u(-t,+oo) 

преобразования, св.язанвwе с сокращением веравевспа ва 
общий множитель. Пусть дано неравенство 

<p(xl/(x) > <p(x)g(x). 

Часто это неравенство заменяют неравенством 
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j(x) > g(x), 

т.е. сокращают исходное неравенство на общий множитель 

<р(х). Эrо грубая ошибка. Подобные неравенства надо ре
шать только следующим образом: 

1. Найти ОДЗ неравенства <p(x}f(x) > <p(x)g(x). 
2. Переписать неравенство в равносШ1ьном виде 

<р(х) [/{х) - g(x)] > О. 

3. Перейти к совокупности двух систем неравенств 

{<р(х) > О, {<р(х) < О, 
j(x) - g(x) > О, j(x) - g(x) < О, 

которая равносШ1ьна неравенству <p(x}f(x) > <p(x)g(x) на ezo 
одз. 

4. Решить эту совокупность на ОДЗ исходного неравенст
ва. 

Множество всех решений и будет множеством всех ре

шений неравенства <p(x}f(x) > <p(x)g(x). 
Решим этим способом неравенство 

4х log5 х > (х2 + 3) log5 х. (22) 

ОДЗ этого неравенства - множество М = (О, + оо ). Пере
пишем неравенство (22) в равносильном виде 

(4х - х2 - 3) log5 х >О 

и решим на множестве М совокупность двух систем нера
венств: 

{4х - х2 - 3 > О, {4х - х2 - 3 < О, 
log5 х> О, log5 х< О, 

Множество всех решений первой системы есть интервал 
(1; 3), а множество всех решений второй системы есть 
интервал (О; 1). Поскольку и интервал (1; 3) и интервал (О; 
1) содержатся в ОДЗ исходного неравенства, то получаем, 
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что множество всех решений неравенства (22) есть множе
ство (О; 1) u (1; 3). 

Преобразования, сuэаивwе с лоrарвфмировавием нера
венств. Пусть а - фиксированное положительное и не 
равное единице число. 

Пусть дано неравенство 

ft.x) < g(x). (23) 

Замена этого неравенства неравенством 

(24) 

или неравенством 

(25) 

называется логарифмированием неравенства. 
На основании уrверждения 6 § 1 при а > 1 неравенства 

(23) и (24) [а при О< а< 1 неравенства (23) и (25)) равно
сильны только на том множестве, на котором одновремен

но обе функции у= ft.x) и у= g(x) положительны. Поэтому 
применением логарифмирования неравенства обычно ре

шают по такой схеме: 
1. Находят ОДЗ неравенства. 
2. Разбивают ОДЗ на два множества М1 и М2 (М1 - вся 

та часть ОДЗ, на которой положительны Обе части данного 
неравенства, М2 - та часть ОДЗ, которая остается после 
выделения множества Mi). 

3. Решают неравенство на множестве М1 (учитывая, что 
логарифмирование есть равносильное преобразование на 
этом множестве). 

4. Решают неравенство на М2• 
5. Объединяют множества решений, найденные на М1 и М2, 

и тем самым, получают множество всех решений ш:ходного 
неравенства. 

Решим по этой схеме несколько неравенств. 
Пусть дано неравенство 

J J 
3ж -ж < 21-(tt). (26) 
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ОДЗ этого неравенства есть множество М= [О,+ аа). По
скольку на множестве М обе части неравенства (26) поло
жительны, то на основании уrверждения 6 § 1 неравенство 
(26) равносильно на М неравенству 

logз ( Зх
1 

- j < log3 (2
1 

- «tt>\ 

которое равносильно на М неравенству 

~ - х < (1 - х) log3 2. 

Множество всех решений . последнего неравенства есть 
интервал (- log3 2; 1). Из этого интервала в множестве М 
содержится лишь промежуrок [О; 1). Значит, множество 
всех решений неравенства (26) есть промежуrок [О; 1). 

Пусть дано неравенство 

(27) 

ОДЗ неравенства (27) есть вся числовая прямая, так как 
квадратный трехчлен ~ + х + 1 положителен для любого 
действительного х. 

Логарифмируя неравенство (27) по любому основанию, 
например, по основанию 10, получим на основании уr
верждения 6а § 1. что неравенство (27) равносильно нера
венству 

Используя свойства логарифмов, перепишем это неравен
ство в виде 

х lg (х2 + х + 1) <О. 

Эго неравенство равносильно совокупности двух систем 
неравенств: 

{Х> 0, {Х< 0, 
lg (~ + х + 1) <о. 1g (~ + х + 1) >о. 
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которая, в свою очередь, равносильна следующей совокуп
ности двух систем неравенств: 

{Х> О, {Х< О, 
x2+x+l<l, x2+x+l>l, 

Решая сначала первую систему, приходим к выводу, что 
она не имеет решений, так как множество всех ее решений 

есть пересечение двух множеств: (О, + оо) - множества всех 
решений первого неравенства и (- 1; О) - множества всех 
решений второго неравенства, а это пересечение пусто. 

Множество всех решений второй системы есть проме

жуток (- оо, - 1). Следовательно, множество всех решений 
неравенства (27) есть промежуток (- -, - 1). 
Отметим, что аналогично решаются неравенства более 

общего вида 

(28) 

где Ь - данное положительное число. А именно, сначала 
ищуг ОДЗ неравенства, затем выбирают любое число а > 1. 
Тогда на ОДЗ неравенство (28) равносильно неравенству 

<р(х) loga./{x) < loga Ь. 

Далее остается решить последнее неравенство на ОДЗ 
исходного неравенства (28). 
Заметим еще, что простейшее показательное неравенст

во tl > Ь при помощи логарифмирования неравенств 
можно заменить равносильным ему алгебраическим нера
венством первой степени: 

1) при а> 1 неравенством х > loga Ь, 
2) при О < а < 1 неравенством х < loga Ь, 

для которых легко выписываются множества всех их реше

ний. Аналогично можно поступить и с неравенством tl < Ь. 
ПреобразованИJ1, свJ1заииwе с потенцированием нера

венств. Пусть а - некоторое фиксированное положитель
ное, не равное единице число. 

Пусть дано неравенство 
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logQ./{x) < lo& g(x). (29) 

Замена этого неравенства неравенством 

Дх) < g(x) 

или неравенством 

Дх) > g(x) 

называется потенцированием неравенства. 

Учитывая угверждения ба и 66 § 1, неравенства вида (29) 
обычно решают по такой схеме: 

1. Находят ОДЗ неравенства. 
2. Решают неравенство на ОДЗ (учитывая, что потенци

рование есть равносильное преобразование на этом мно

жестве). 
Решим по этой схеме неравенство 

logJ. (х2 
- 4) > logJ. (4х - 7). 

2 2 

ОДЗ этого неравенства определяется условиями: 

{4х- 7 >0, 
х2- 4 >О, 

(30) 

т.е. для нахождения ОДЗ надо решить эту систему нера
венств. Решая ее, получим, что ОДЗ есть промежуток (2, 
+ оо). Учитывая угверждение 66, получаем, что на ОДЗ 
неравенство (30) равносильно неравенству 

х2 - 4 < 4х- 7. 

Решая это квадратное неравенство, находим множество 
всех его решений - интервал (1; 3). Из этого интервала в 
ОДЗ неравенства (30) содержится лишь интервал (2; 3). 
Значит, множество всех решений неравенства (30) есть 
интервал (2; 3). 

Рассмотрим еще некоторые частные случаи потенциро
вания неравенств. 
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Легко видеть справедливость следующих утвержде
ний: 

1. Пусть а - некоторое фиксированное число такое, что 
а > 1, тогда неравенство log0 .l{x) > Ь равносш~ьно неравенст
ву j{x) > а6, а неравенство lo~j{x) < Ь равносш~ьно системе 
неравенств 

fftx) < d', 
1/(х) >О, 

. ь 

ш~и, что то же самое, двойному неравенетву О <j{x) <а. 
2. Пусть а - некоторое фиксированное число такое, что 

О < а < 1, тогда неравенство log0 .l{x) < Ь равносш~ьно нера
венству j{x) > а6, а неравенство log0 .l{x) > Ь равносш~ьно сис
теме неравенств 

fftx) < tl, 
1/(х) >О, 

ш~и, что то же самое, двойному неравенству О <j{x) < а6• 
Рассмотрим примеры. 
Пусть дано неравенство 

1~ (х2 - Зх + 5) < - 1. 
з 

На основании только что приведенного уrверждения это 
неравенство равносильно неравенству 

х2- Зх+ 5 > (tT1· 
которое равносильно неравенству 

х2- Зх+ 2 >О. 

Множество всех решений последнего неравенства, а значит 
и исходного неравенства, есть множество (- -, 1) u (2, 
+ оо), 
Пусть дано неравенство 
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log2 sin х < - ~· 

На основании только что приведенного уrвер.ждения это 
неравенство равносильно системе неравенств 

jsin х> О, 
. fI 
SШХ<Т, 

или, что тоже самое, двойнQму неравенству 

О< sinx< ~· 

/ 
/. y=sin ж; 
//. у=О; 

ш. y=lf; 

Рис. 183. 

/ 

ж 

Множество всех решений этого двойного неравенства 
(рис. 183), а значит и исходного неравенства, есть две серии 
интервалов: 

Xk = ( 21tk, ~ + 2пk) k е Z; 

х. = ( з; + 2xm, " + 2rnn} т е z 

Огметим, что потенцирование неравенств часто приме
няется и в более сложных ситуациях, чем рассмотренные 
выше. 

Пусть дано неравенство 
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10&ж2 (2 + х) < 1, 

ОДЗ этого неравенства определяется условиями 

{

2 +х> О, 
r >О, 
;;-* 1, 

(31) 

т.е. для нахождения ОДЗ надо решить эту систему нера
венств. Решая ее, находим, что ОДЗ есть множество М = 
= (- 2; - 1) u (- 1; О) u (О; 1) u (1; + оо). Разобьем ОДЗ 
на два множества: М1 = (- 2; - 1) u (1, + оо) и М2 = (- 1; 
О) u (О; 1). 
На множестве М, r > 1, поэтому на множестве М1 нера

венство (31) по утверждению ба§ 1 равносильно неравен
ству 

Решая это квадратное неравенство, находим, что множест

во всех его решений есть множество (- °"• - 1) u (2, + оо). 
Из этого множества в М1 содержится лишь множество (- 2; 
- 1) u (2, + оо). Следовательно, множество всех решений 
неравенства (31) на М1 есть множество (- 2; - 1) u (2; 
+ оо). 
На множестве М2 О < r < 1, поэтому на множестве М2 

неравенство (31) по утверждению 66 § 1 равносильно 
неравенству 

2+x>r. 

Решая это квадратное неравенство, находим, что множест
во всех его решений есть интервал (- 1; 2). Из этого 
интервала в М2 содержится лишь множество (- 1; О) u (О; 
1). Следовательно, множество всех решений неравенства 
(31) на М2 есть множество (- 1; О) u (О; 1). 
Объединяя множества решений, найденные на М1 и М2, 

получаем, что множество всех решений исходного неравен

ства (31) есть множество (- 2; - 1) u (- 1; О) u (О; 1) u (2; 
+ оо). 
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Аналогично решается и неравенство вида 

108.оо g(x) < Ь, (32) 

где Ь- данное число. А именно, ищется ОДЗ неравенства. 
Затем ОДЗ разбивается на два множества: М1 - всю ту 
часть ОДЗ, где <р(х) > 1, и М2 - всю ту часть ОДЗ, где О < 
< <р(х) < 1. Тогда неравенство (32) на множестве М. равно
сильно неравенству 

(33) 

а на множестве М2 неравенство (32) равносильно неравен
ству 

g(x) > [<р(х)] 6• (34) 

Далее остается решить неравенства (33) и (34) на соответ
ствующих множествах и объединить получившиеся реше
ния. Заметим, что простейшее логарифмическое неравен
ство lo&, х > Ь, при помощи потенцирования неравенств, 
можно заменить при а > 1 равносильным ему алгебраичес
ким неравенством первой степени х > а6, а при О< а< 1 
равносильным ему двойным неравенством О < х < а6, для 
которых легко выписываются множества всех их решений. 

Аналогично можно поступить и с неравенством lo&, х < 
< ь. 

Преобразования, свизаввые с освобо:ищеввем от знака 
абсОJ11ОТВой величины. Пусть дано неравенство 

lfi(x)I + lf2(x)j + ··· + Vт(x)I - Vm + 1(x)I - ··· 
... - \f,,(x)I > g(x), (35) 

где J;(x), f2(x), ... , /,,(х), g(x) - многочлены, целые относи
тельно х. 

Для решения таких неравенств обычно употребляется 
метод интервалов. Описание этого метода для неравенсrв 
практически полностью повторяет описание этого метода 

для уравнений (см. § 4 гл. VII), а именно, пусть дано 
неравенство (35). Сначала решается совокупность уравнений 
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ft(x) =О, .h(x) =О, ... , fт(х) =О, ... , f,,(x) =О. (36) 

Затем на числовой прямой отмечаются все корни этой сово
купности уравнений. 

Таким образом, вся числовая прямая разбивается на не
которое число промежутков, затем на каждом таком про
межутке неравенство заменяется на другое неравенство, не 
содержащее знаков абсолютной величины и равносильное 
исходному неравенству на этом промежутке. На каждом 
таком промежугке отыскивают все решения того неравен

ства, которое на этом промежуrке получается, а затем 

отбираются из них те, которые попадают в данный про
межуrок. Они и есть множество всех решений исходного 
неравенства на рассматриваемом промежуrке. Наконец, 
Д11Я того чтобы выписать множество всех решений исход
ного неравенства, собирают вместе (объединяют) все его 
решения, найденные на всех промежуrках. 
Продемонстрируем применение меТода интервалов на 

примере решения неравенства 

х2 + ~ + II - 3 > о. (37) 

В этом случае совокупность уравнений (36) состоит из 
одного уравнения 

х + 1 =о, 

имеющего единственный корень х1 = - 1. Значит, число
вая прямая разбивается на два промежуrка: (- оо; - 1) и 
[- 1; + оо). Рассмотрим решение неравенства (37) на каж
дом из этих промежуrков. 

1. На промежуrке (- 00 , - 1) по определению абсолют
ной величины 

~ + 11 = - (х + 1). 

Поэтому на этом промежуrке неравенство (37) равносиль
но неравенству 

х2 - (х + 1) - 3 >О. 
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Решая это квадратное неравенство, получаем, что множе

ство всех его решений есть множество {- 00 ; 
1 

- 29 u 

u (1 + ;11; + 00) Из этого множества в рассматриваемом 
промежуrке содержится лишь промежугок ( - ао; 1 -2:!!!) 
Следовательно, множество всех решений неравенства. (3~ 
на промежутке (- ао; - 1) есть промежугок ( - оо; 1 -2 i!r). 

2. На промежутке [- 1; + оо) по определе~ию абсо~d
ной величины 

1х + 11 = (х + 1). 

Поэтому на этом промежутке неравенство (37) равносиль
но неравенству 

х2 + (х + 1) - 3 >О. 

Решая это квадратное неравенство, получаем, что множе

ство всех его решений есть множество (- оо; - 2) u (1; 
+ оо). Из этого множества в рассматриваемом промежуrке 
содержится лишь промежуток ( 1; + оо ). Следовательно, 
множество всех решений неравенства (37) на промежутке 
[- 1; + оо) есть промежуток (1; + оо). 
Объединяя множества решений, найденные на рассмот

ренный промежутках, получаем, что множество всех реше-

ний неравенства (37) есть множество (- 00; 

1 
- 29u (1; 

+ оо). 
В заключение отметим, что выше рассмотрены не все 

преобразования неравенств, а лишь наиболее часто исполь
зуемые. Кроме того, отметим, что при решении неравенств 
часто приходится применять не одно, а несколько преобразо
ваний. 

Проиллюстрируем это на двух следующих примерах. 
Пусть дано неравенство 

4"'19 -х' - 6 · 2"'19 -х' + 8 <О. (38) 
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Это неравенство является квадратным относительно 

2.,/9 -х'. Решая неравенство 

r - 61+ s <о, 
получаем, что множество всех его решений есть интервал 

(2; 4). Следовательно, неравенство (38) равносильно систе
ме неравенств 

j2...J9-x' < 4, 

2~>2. 

Решим сначала первое неравенство этой системы 

2~<4. 

(39) 

(40) 

ОДЗ этого неравенства есть множество М = [- 3; 3]. На 
этом множестве обе части неравенства ( 40) положительны, 
поэтому логарифмируя неравенство (40) по основанию 2, 
получим неравенство 

-V9 -Х2 < 2, (41) 

равносильное неравенству ( 40) на множестве М На мно
жестве М обе части неравенства ( 41) неотрицательны, 
поэтому возводя в квадрат это неравенство, получим нера

венство 

9 - ~ < 4, 

равносильное неравенству ( 41) на множестве М. Решая это 
пр_остейшее неравенство, получаем, что множество его 

решений есть множество (- оо, -.../5) u (.../5, + оо). Из этого 
множества в М содержится лишь множество [- 3; - .../5) u 
u (-./5; 3]. Значит, множество всех решений неравенства 
(40) есть множество [- 3; - .../5) u (-./5; 3]. 
Решая аналогично второе неравенство системы (39), 

получим, что множество всех его решений есть интервал 
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(- 2"2; 2"2). Следовательно, множество всех решений 
системы (39) есть множество (- 2"2; - .../5) u (.../5; 2"2). 

Пусть дано неравенство 

1 tg--2 > 1. 
1+х 

(42) 

Функция у = tg - 1- 2 есть суперпозиция двух функций: про-
1 + х 

стейшей элементарной функции у = tg v и функции v = 
1 ---2· 

l+x 
Решим сначала простейшее неравенство 

1 

1 

/1 
1 

1 

1/ 

1 

tg v > 1. 

у 

/ 

1 
1 

1/ 

l y=tg v; 
11. у-1. 

1 

Рис. 184. 

1 

1 

1 

1 

Множество всех решений этого неравенства (рис. 184) есгь 

серия интервалов ( ~ + тtk, 1 + тtk L k е Z 

Значит, исходи~ неравенстJ (42) равносильно беско
нечной совокупности систем неравенств 
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{

-
1

-2 < i + тсk, 
1 + х 

1 1t _,, 
--2 > -4 + Л.А, 
l+x 

(43) 

где k - любое целое число. (Проведенное преобразование 
неравенства есть пример преобразования, не рассмотрен
ного ранее вида). 
Рассмотрим все системы в бесконечной совокупности 

(43). 
При любом положительном k ни одна из этих систем не 

имеет решения, так как ~ + тtk > 1 при любом натуральном 

k, а - 1
- 2 ~ 1 при любом действительном х и поэтому второе 

l+x 
неравенство в системе ( 43) не имеет решений. 
При отрицательном k ни одна из систем также не имеет 

решения, так как - 1- 2 > О при любом действительном х, а 
l+x 

I + тсk < О при любом отрицательном целом k и поэтому 

первое неравенство в системе (43) не имеет решений. 
При k = О имеет систему 

{ 

1 1t 

1+i<2' 
1 1t 

--2 >-4, 
l+x 

(44) 

Поскольку - 1- 2 s 1 < !!
2 
при любом действительном х, 

l+x 
множеством всех решений первого уравнения этой систе

мы является вся Числовая прямая. Для всех действительных 
х функция у= 1 + х2 положительна, поэтому, освобождаясь 
от знаменателя, получим неравенство 

1 + х2 < ~' 
1t 

равносильное второму неравенству системы (44). Множе
ство всех решений этого простейшего неравенства есть 
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интервал (- -'1~ - 1, '1~ 1) Значит, множество всех ре
шений системы (44) есть этот интервал. 
Подводя ИТQГ, получаем, что множество всех решений 

исJtодного неравенства ( 42) есть интервал 

(
- ..J(4 - 1t) 1t ..J(4 1t) 1t} 

. 1t ' 1t 
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УПРАЖНЕНИЯ 

Является ли число (- 4) решением следующеrо неравенства (1 - 48): 
2 3 

1• х(2х+ 1)3(х- 5) <О; 2• (х- 1) ((-х;- 5) (3 +)Х) >О; 
(х+3)( х-4) (х+2) -х-+х-3 

3 х
4 + 3XJ + 3XJ- + 3х + 2 О· 4 5XJ- - 8х - 13 

3 х - 2 
2 

1 - О· 
• J 2 s . . 3 4~ • 

х-+6х-+5х-12 -3Xl-+5x-2x)(x+3) (х-2) 
S Х - 2 S Х + 2 . б (Х - 2) (Х - 7) ~ l · 
"3х-1 2x+I' °(х-6)(х-5) ' 

х 2 8 1 2 3 7. ----->--; 8. -+--<--; 
х- 1 х+ 1 ; _ 1 х х+ 2 х+ 1 

9. 19 - 2х1 ~ \4 - Зх! + lx- 51; 10. 1х + 11+12 - х1 - lx + 31~4; 

11. , ; - 5х + 41 < 1; 12. 1х2 - 2xj + 4 > 1; 
Xl--4 Xl-+ lx+21 

13. -Гх+5 > х+ 1; 14. х- 6 < ..J~i1'~--7x-+-8; 

15. "-'6 - 5х - ; ~ х + 2; 16. V7 - х - -tJ~--3~-~2x-s fr=X; 

11 • ..J25 -Х? > 3 - ..[Т;h; 18 • ..J- 1 - х --'1- 1
1 

< fr=X; 
х+ 

19 (6 + Х) ...fX+6" + (7 - Х) ...f'Г=х J_, 
0

(6+x)..J7 x+(7-X)..Jx+6s6' 

io. {15 (Х + 8) + 7 ..J2 (8 + Х) + чr=5-(x-+~8=-)-=-7-;:..J2===(=x=+==8==) ~ 4; 

jж
6 

- ь3 
+ 1 )"" 1 - ж 

21.4ж- 1 ~17.zr- 3 _1;22.(t 
2 

<(!) ; 
23. lx+ 1r -~+~ > 1; 24. + s 1; 

5-(tJ 1 +(tJ 
25 3 4- % 1 92 - % 6 41 1 91 - %. · · +з" > · -х-2 · 

2 
26. ( 4ж - 1) + zr + 

1 ( 4% - 1) < 8 . 4%; 



(
lJ+ Vx -(lJx+ 1 ~lJ:ZX+ З -jlJx+ 1.1. 27• 3 4 s 2 з ' 

28. Х2 . 2-Г-Z - х + 2 ~ 2 Г-'i + - х. 2-Г-Ж; 
29. lg 2 + lg (4-x- I + 9)~2 1 +lg (гх- I + 1} 

30. lg (х2-; l)s lg (Х- I) + lg lx- 21; 

31 
lg (-.l)+Зlg(-.1)+3 2 

• (-Х) > - 1 1 

../1 - х - 1 - ../1 - х + 1 

32. log1t,i logs (и:;-I + х) > log3 log~ (и:;-I - х} 
х- 1 х+ 1 

33. log2 log3 --1 < log1.1 log1t,i --1; 
х+ х-

1~(-Х)-410!4(-Х)+З 
34. 2 ~О; 

1Щ4(-Х)+1~ (- Х) 

21оg_хз 1 
35. s 1 - 2 1 ; 

l+log_xЗ - og3(-X) 

36. lg "(х+ 1)
2 

< ../2 lg (- х- I); 
37. З sin 2х - 1 > sin х + cos х; 38. lt8 х + ctg жf < 4../3; 
39. 4 х3- 2х+ 1 (sinx+ 2 cosx) ~ 9 lx3- 2х+ 11; 

../3 . 2+"2-4cos2x 
40. 2- 3COSX+SJПX~1; 41. . 2х ~2; 

SIП Х- COS 

42. 4 sin х sin 2х sin Зх < sin 4.х; 

43 • ../з + 2 tgx- ctg- 2 х ~ ~+ ~ tgx; 

44. cos х · sin ( sin Х) + sin х · cos ( sin Х) > О; 
4 1t • з 1t 

45. arccos -
1 

- < -
2

; 46. arcS1n ~ > -
4

; 
-х х-+Зх 

47. arctg2 х - 4 arctg х + З ~ О; 48. 5 arcctg х - arcctg2 х - 4 s О? 

3 
Является ли число 2 решением следующей сисrемы неравенсrв ( 49 -

59): 

49• {6х2- 29х+ 30 s О, 50_ J1- З (sx- 3 (х 4-
5>)<х+ 3*· 

5х+ 2 > зх2; l11x1- 2ts 1; 

51. (5З: ~ 41 + х2' 52. {х + 1 > ../4х - З ' 
....-=-2.Ж < - 2; ../4 + х - 4 < ..Jx + 6; 

53.~з...Jх+6-; >2-4х, 
L-./16-; >2-../7х-;; 
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;. - 2х - 35 < о, 
54. ili+1 + .../16х- 3Х' '2:. о, 

...Jx + -16х=9 + ...Jx - -16х=9 s ./6; 
\x3-11s11-~. 
J--1-'2:._1_ 

55. 3н 1 - 1 1 - 3ж' 

log: (9 - 'f&1> 3 - .х; 

~
:;ж--> ...ж+з , ilx2-3x+2j-4slxj-,?-, 
.с. +3 .с. + 1 ж 

56. lx+ll-x'2:.2lx-ll, 57. ~s.3 +2, 
l logж 2 · logh 2 > 1084ж 2; log2SJC х1 + IOJkчr ~ < 2; 

х+4'2:..JХ+Тб, 
;. + 1х - SI s 1х2 - 4х + 31, 58. 
logkJ. + 1оrз х < 1; 

х 

_1_+4> 16 
1QL3 log3x-2' 
..J6x+ 1 + ..J4x+ 2 '2:. .J8i + ../2х+ 3, 

59. 4х-2 
1 <logж-3-, 

1х - ~1- 3 '2:. lx - 21? 

Равносильны ли следующие два неравенства (60 - 104): 
х~+~ х~+~ 60. 

2 
< О и х < О; 61. 

3 
> О и х > О; 

х+ (х+ ) 

62. ,(- < О и х < О; 63. ,(- s О и х s О; 
х х 

1 1 64. х+ 2 >4 и х+2 +--
4 

> 4+--
4

; 
х+ х+ 

1 1 
65. х+ 2 > 4 их+ 2 + х- 10 > 4 + х- 10; 

66. 3х- 1<2х+ 3 и (3х- 1) (х+ 1) <(2х+ 3)(х+ 1); 
67. 3х- 1<2х+ 3 и (3х- 1) (х+ 1) > (2х+ 3) (х+ 1); 

68. ;. + 1 > х и ~;. + 1) <lxt + 2) > х <lxt + 2); 
69.;. + 1 > х и ;. + 1 J (:./i + 1)> х (..Ji + 2); 

х-4 -4-2(х-3) 
70. --

3 
> 2 и 

3 
>О; 

х- х-

х+4 
71. --

3 
> 3 и х+4 > 3 (х+3); 

х+ 

х+4 
72. --

3 
> 3 И Х + 4 < 3 (Х + 3); 

х+ 



х+4 
73. --

1 
>0 и (х+4) (х-1) >0; 

х-

х+4 
74. --

1 
~О и (х+4) (х-1) ~О; 

х-
2 

75 (х - 2) (х+ 3) 0 х - 2 О· 
• 5 <и 5<' 

х+ х+ 
2 

76 (Х-2) (Х- 3) О Х- 2 О· 
• < и < ' 

(х+ 5) х+ 5 

77 W+5°(x+ 1) 0 х+ 1 О· 
• 2 > и 2> ' 

х+ х+. 

78 ~(х+ 1) о х+ 1 о· 
• 2 > и 2> ' 

х+ х+ 

79 (х+ 5) (3х2+х+ 2) о х+ 5 о· 
• 3 1> и 3 > ' 

х+ х+ 

80 (х+ 5) (2х+ 4 -х2} 0 х+ 5 О· 
• ~ 3 1> и 3>, 

х+ х+ 

81. '1~;-_-1-4 (х2+х-2)~о и х2+х- 2~0; 

( 1J
2 

х-2 <2 -Х) 2-х 
82. 

3 
<0 и--3 <0; 

х+ х+ 
2 

83 (х+8) (2-Х) 0 2-х О· 
• 3 <и 3< • х+ х+ 

( 1 J
2 

х + 2 <2 - Х) 2 - х 
84. 

3 
s О и --

3 
s О; 

х+ х+ 

85 
Гх=Т ../Х+4 

0 
v~(x---l)_(_x_+_4_) О· 

• 1 >и 1 >, 
х+ х+ 

86 
Гх=Т ../Х+4 

0 
v~(x--~l)_(_x_+_4_) О· 

• 1 ~и 1 ~. 
х+ х+ 

87 • ..Jx 12 ../4 х >О и V~(x--~1~2)_(_4 ___ X)_> О; 

88 • ./Х+2 Гх=З" >О и v(x+ 2) (х- 3) >О; 

89 • .../100 - ; ..Jsin х ~О и .../( 100 -X2)sin х ~О; 
1 1 2 " 1 90.-:--; > ---:2 и (х+ 2) > ,ц-; 

3r (х+ 2) 
91 • ..JX' < 3 ИХ< 9; 

92. ~ < 3 и х2 + 1 < 9; 
.x-I х-1 

93. (2 + sin х) .х+ 6 < 1 и --
6 

< О; 
х+ 
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х-\ х-1 
94. (2+sinx)x+6s1 и--sо· 

х+6 ' 
x-I х-1 

95. (2+~inжj)н6<1 и--6 <0; 
х+ 

1_9 

96. (
4 

: х2 J ~ 1 и х2 - 9 s О; 
1_9 

97.(4+:-4IJ ~ 1 их2-9sО; 
х+4 

4 - х+ 
98. ( 1 + x2J- 1 < 1 и х _ 1 < О; 

х+4 
4 Г х+ 

99. ( 1 + х2) + 
2 < 1 и х + 2 <О; 

100. log2 х2 > О и 2 log2 х > О; 
101. 1082 х2 >О и 2 log2 (- Х) >О; 
102. log2 х2 > О и 2 log2 l.xj > О; 

log2 (х+ 7) + log2 (х- 8) 
0 

log2 (х+ 7) (х- 8) 
0 103. -Гх+Т > и ..Jx+ 1 > ; 

log2 (х+ 7) + log2 (х- 8) 
0 

log2 (х+ 7) (х- 8) О? 
104. 1 > и 1 > . 

х+ х+ 

Являются ли равносильньrми неравенсrво и сисrема неравенств (105 -
149): 

l05. Х(Х+ 2) <О И {Х~ - 2, 
х+ 2 х< О; 

1 1 {х~б. 106. 2х+--6 >Х+4+--6 И "_ 
4 Х- Х- .и.>Х+ ; 

!
х+ 1 >О 

107. (3х- 1) (х+ 1) < (2х+ 3) (х+ 1) и 
3 1

' "_ 
3 (Х- )<.и.+; 

х+ 1 <О, 
108. (3х- 1) (х+ 1) <(2х+ 3) (х+ 1) и 3 1 ("_ 

3
) ( х- ) > .и.+ ; 

109.(х2+ l)('Гx+3)>x(...fi+3) и {~~+oi>.x; 
110. х+4> 3 и jx+3>0, 

х+3 (х+4)>3(х+3); 

111• х+ 4 > 3 и х+ 3 <О, 
х+3 х+4<3(.х+3); 

112. х+ 2 sO и {х~ 2• 
х-2 (х+ 2) (х-2) sO; 
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113 (Х-2)(х+2)2 О х~-2. 
• х+ 5 < и х - 2 <О· 

х+5 ' 

. г;:-------т9 2 1 9 - х2 > о' 114 "\/'J-::C(x+) 
• х + 2 >О и х + 1 >О· 

х+2 ' 

lx+l4/(x-6) lx+l4~0. 
115. - 5 - > о и х - 6 

х+ -->О· 
х+5 ' 

116 • ..Jx+ 2 ..Jx 3 >О и {х,..,..>_3-'-'=---~ 
../(х + 2) (х - 3) > О; 

1 1 х-2 >0, 
117. х - 2 > " 2 и " 2 а- JX>x-2; 

t t х ~о. 
118. х - 2 > ъ?- и х- 2 <о, 

2х2 <х-2; 

119. - 1->-1- и х~-2. i
x~O. 

зх2 2 2 (х+ 2) ( 2 3 2 
х+ ) > х-; 

Х<9; 
120. -Гх < 3 и {х <!: О, 

lx+ 5/ (х-?) !х+ s ~о. 
121. - - > о и х - 7 

х+ 1 -->О· 
x+l ' 

..fХ+Т ..Jб х х+ 1 >О, 
122. х _ l > О и 6 - х > О, 

111 ..JX+2 .../5=Х" о 
~. 2 > и 

(х-2) 

х-1 >0; 
х+2 >0, 
5 -х<О, 
х-2~0; 

-../25 -Xl (х+ 4)2 125 -х2 <!:О, 
124. _,.....,.----:-- 2 О!: о и х2 - 1 >о 

"\/Х- - 1 (Х - 2) Х - 2 ~ 0-' 

125.(x2+1i~~<l и 1:+~<О, ' 
х~О; 

х-2 х-2 

126.(t+cos2x)x+3>1 и х+З >О, 

х-2 

127. ( 1 + cos2 х )н 3 <!: 1 и 

~х~О; 

~х~о. 

_х-_2<!:О· 
х+З ' 
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х _ 7 ! sin х ;t - 1, 
128. (2 + sin x);:;:JO :S 1 и х - 1 :S О; 

х+ 10 

( 
3 J2

-9 {x;t о, 
129. З + J- ~ l и х2 - 9 s; О; 

( 
з I2 -. {; - 1 ~ о. 

130. З+lх+2/ :S 1 и х+2:;1:О; 

х+ 1 !x;tO, 
131. (-1-r- > l и х+4 <0; 

1+\xi) х-1 

~ ! sinx:;1:0, 
132. ( 1. 2 r·+3<1 и х+4 >0; 

1 +SIП Х) Х+ 3 
2 45 х > l, 

133. :Jt -
4х- > 1 и х2 _ 4х - 45 >О; 

O<x<l, 
134. _} - 4х - 4S > l и 2 0 

.л .r - 4х - 45 < ; 
O<x<l, 

135• _.i - 4х - 4S ~ l и 2 О 
.л х- - 4х - 45 ~ ; 

2 45 х> l, 
136. х'" -

4х - :S 1 и х2 _ 4х - 45 ~ О; 

137. log2 .r >о и 2 log2 Х> О; 2 !Х> 0, 

; Х<О, 

138. log2 >О и 2 log2 (-Х) >J О; х~ О, 
139. 108(4+-ГхJ (х+ 7) (х+ 8) >О и (х+ 7) (х+ 8) > 1; 

х~О. 

::: ::,:~~:'.'~:~): :: ·i"~;:i~>~;7) > !; 

0<х2-4<1, 
142. lasi - 4 ( х2 + бх + 8) > О и о < х2 + бх + 8 < 1; 

l
x- 8 >О, 

8) О и х+ 7 >0, 143. lag2 (х+ 7) + los2 (Х - > 1082 (х+ 7) (х- 8) >О; 

144. lag 2 (х+ 1)
2 

> 1 и x;t 1, !
х>О, 

х Jas.x(x+l)>I; 
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2 - 1 <Х< О, 
145.log,.i(x+l) >1 И log_.11:(X+l)>lj 

2 Х<- 1, 
146. k~i (х+ 1) > 1 и lo~.11:(-x- l) > l; 

2 0<х2<1, 
147. lc~i (х+ 1) > 1 и (х+ l)2 <х2; 

2 х2>1 
148. logi (х+ 1) > 1 и '2 2 

(х+ 1) > х-; 
2 {x+l.i:O, 

149. log.п- lx+ 11 > lQg.ff (Х+ 1) И 1_ ll l 27 
...,+ > (х+ ) . 

Решить следую~е неравенство (150 - 298): 

150. r+ 2х+ cos 5 <О. 151. х2+ 2х+ sin ~~О. 

152. tg ~ + 6х - х2 > О. 153. cos ~ - 4х - х2 ~ О. 
2 2 

154 • ...fi+7(x+ 5> x- l) ~О. 155. (х+ 2Нх~ l) sO. 
3-х2)(х-6)(х-5) (х+!)<х-1) ..J6-x 

156. "'100-А'- (х+ 4) (х+ 3)2 <О. 157. (х+ 5) (х2 - 1 ~ >О. 
х2 (Х - 2) Х (Х+ 3)2 ;/49 -

х-2 2х-З х2-2х+З 
158. --2 ~ -4--1. 159. 2 > - з. 

х+ х- х- - 4х+ З 

З 7 6 х2-х+1 
160. --

1 
+--

2 
s--

1
. 161. 2 < з. 

х+ х+ х- х-+х+ 1 
х 2 8 1 1 1 1 

162. --1 - --1 > -Т--· 163. --8 + --6 + --8 +--6 ~о. 
х- х+ х--1 х- х- х+ х+ 

2x- l 3х-1 х-7 
164. -·-1-+--+ 2 <4+--1· 

х+ х x-
l 4 4 1 1 

165· х-1-х-2+х-З-х-4SЗО" 
166. 4 lx+ 21<2х+ 10. 167. З lx- 11 s х+ З. 
168. 2 lx+ 11>х+4. 169. З lx+ 11~х+5. 
170. lx- 21 s ~ - 9х+ 9. 171. зх2-lх- 31>9х- 2. 
172. х2 + 4 ~ l3x+ 21- 1х. 173. х2-15х- 31-х< 2. 
174. lx+ ll - l3x + 71 >О. 175.113 - 2.х1~14х- 91. 
176. ~ + lx- 11 s 1. 177. 1х + 21- 3 < 1х - 11. 
178. lx2 + 2х- 31~3 - 2х- х2. 
179. 14 + Зх - х21 s х2 - Зх - 4. 

180.1х2- 5х-41<1. 181.1:2- Зх+ 21 > 1. 
х2 - 4 х2 + Зх+ 2 
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4 7 
182. lx+ ll- 2 ~ lx-1~ 183. lx- ll- 3 > lx+2~ 

9 3 
184. 1х - 11- 3 < 1х - 2~ 185. 1х + 31- 1 < 1х + 2~ 
186. lx+ 21+lx+11+lx-11>10. 
187.15 - .xj < lx- 21+17 - 2.xj. 

188. к- 4.xJ + 3 ~ 1. 189. ix2- 2.х1+ 4 s 1 . 
.х2+~-51 .х2+~+21 

190. 2 Гх+5' > х + 2. 191. х + 1 < 4 .../Х"+6. 
192 • .../1 +4х-Х2 ~х-1. 193. ~ >х-1. 
194. х+ 4 s .../6 -4х-?. 195. х- 2 < .../4+ 2х-?. 
196 • .../? - 3х - 10 > х - 2. 197 . .../47- + 16х + 16 < 2х + 10. 

198 • .../3?- 6х+ 3 s х+ 3. 199 • .../'2Х2 + 4х+ 2 ~ х+ 4. 

200 . ..J9X2 + 6х + 1 < 2 - х. 201 • .../? + 2х - 3 > х. 
202 • .../? - х - 2 > х - 1. 203 • ..J2x + 3 < 1 - .Jx + 2. 

1 
204 • ..J х - -Гх+Т > 4· 205. -Гх+Т < ..Jx + 11 - -V2x - 12. 

-~ -~ -~ 2(x+l) 206.'13-X>'lo-x-v-l-2x.207.'12x+l < 
2 

. 

1 - .../1 - s? х 35 
208. 2х < 1. 209. х+ -~>т· 

"VJC - 1 

-~ -Гх=Т 3 
210. ""~1 - -v~--1 < -s· 

х- х+ 

211 • ..Jx+'ilx -.Jx-'ilx >-
2
3 .../ x'fi· 

х+ х 

h-6 h-6 J+I~ 
212.(smi) ~(ts2 i) v.213.(cos~ <-12. 

214. 5"" '-« 125 . 5". 215. j~ < (tГ' 
216. 3Б>Г ~81--J(~1 -~. 217. 4. 3'-9. 2"• s. 6". 

1!.=-11 2 .ffi "1Ж + 1 
218. (0,4) .r+ 2 < (0,4) . 219. 5 -1h"=I ~ 125../5. 

220. ~ - 2 . 3.r < 3. 221. 4.r - zж+ 1 ~ 3. 
2х+3 

222. ~s 4+ 3.r+ 1• 223. 2:ь-+~ - 21. (!J + 2 >0. 

( )

2-3.r 
224. 35 ! < 6 + 34 - зх. 225. - 1 - ~ 1 

з 3.r+2 зн 1 -1 

570 

-х 



226. - 1-> l . 227. 52х-1О-З-&=1" - 4 · 5x-S < 51 +З-&=1". 
ix+3 ix+ 2 -1 

228. 3 · i -х- 1 -Гж > 41~ + ~--Гж. 
229. 4х< 3 · 2-Гхн+4l+-Гх. 
230. 18 · 3н 2 .Ji:+Т > 33х - 2 Гж+Т - 7 · 32х_ 

231. 11.3x-l_31 ~5.232. ~+3+11 <3. 
4 · ~ - 11 · 3х - 1 - 5 22% + 1 + ix - 5 

4 - 7 · 5х 2 15 - 2 · 13н 1 

233. :zx 1 ~ -
3

. 234. а > 2. 
5 + - 12 · 5х + 4 6 · 13 - 13н 1 + 6 

235. 2-Гх - 2 1 --Гх~1. 236. 93-Гх - 2. 33-Гх s 3 . 

../Х+4 ~ ..Ji+3x+4 
237. (~ ~ > t l . 238. ytr-61~253х-4. 
239. ~fJ-41~9 2. 240. 25'1 - 211 < 54 -бх. 
241. ~-11>38х- 2. 242. llh"-2 + 133х-2 ~ l33x- 1 _ llh-1. 

243. 52х + 1 + 6%+ 1 > 30 + 5х. 3<f. 

244. ~i - % -
2 < 1. 245. ( х2 + х + 1 j ~ 1. 

ш. log~ (2х+ 3) >о. 

247. le>go 3 (х2 + 1 )< lo&i 3 (2х- 5). 

248. log3'(л'- 5х+ 4 )»о. 249. log2 (х2 + 3х )< 2. 
250. 2 log2 (Х- 1) - ~Og2 (2х -4) > 'I. 
251. log2 x+ log2 (2х- l) < log2 (2х+ 2). 

252. 1~ х - 3 log2 х + 2 <!::. О. 
253. log3 (Х + 2) (Х - 3) S 4 1019 (2х + 1) - log-ii 7. 

254. la& ~2х2 + 3х+ 1 )~ Ю&2 (2х+ 2). 

255. 1~ lx - 2f) + log1/J (х - 2t) < 2. 

256. 1088 (х2 - 4х+ 3 )> tg ~· 
2х2 - 4х - 6 3п 2х - 1 2п 

257. logi-1 4x- ll ~ctg4. 258. la&~<cos3. 

х2-4х+ 3 3п 
259. logvт 4 < 2 cts4-

l3 -5xj-4 1 1 
260 • ..J1 3 IXI <О. 261. -1-s1 -~2· 08V,i og2 Х 082 'IX + ./. 

2 2 
1088 х log2 

3..Jl + 2х 
6 • < 1 . log2 (1 + 2х) og2 х 
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... 63 "' 2Х2 - Зх+ 3 1 log h'- 3х+ 3 "'· •0&4 2 +> 2 2 . 
х+ 3 2 

Ш. logx х _ 1 > l. 265. l08(21:+з) r < l. 

266. l<>8(4+21:-i)(
1 

2 х}• i· 267. l08(x+ 1) (х2 + х- 6)
2 С!: 4. 

268. l089i ( 6 + 2х - r) s t· 269. 108(.r _ 3) ( r - 4х) < 4. 

210.108<.r-6>2 (r - s.x+ 9 )>t. 

211.108<1-21:) f 6r - sx+ ~)- log(l- Jx> (4r - 4х+ l )С!: 2. 

212. 108(21:+ 1> (5 +Их-~ J+ ]08<s _ 2:r) ( l + 4х + 4r)s 4. 

273. l08(s.ж- I> (1ох2.- 7х+ 1) - log21:- l (25х- lOx+ 1) > 2. 

274. logh+, (9 + l2x+ 4r) + log21:+ 3 ( 6х2 + 2зх + 21)<4. 
s в 

log2 ( r - 2х - 7) - log3 ( r - 3х - 7) 
275. 2 so. 

3r - l3x+4 
9 4 

logs (r - 2х- 14) - log2(r- 2х- 14) 
276. ~ 2 <0. 

~-9х-5 
8 3 

log7 ( r - 4х - 4) - log2 ( r - 4х - 4) 
277. ~ 2 >0. 

3+х- д-
2 3 

... logs(r-4x+11) +log1jr-4x+ll) 
~~ C!:Q 

2-5х-3 

... 9 6 1~2 х - l l log37 х - 2 
"'7. • 2 C!:2+log23.x. iog32 x-

2 lgx 2 
280• Jg х - l С!: Jg х + l - Jg х. 

log.g (х - .У,) + 2 log3 (х + ts) 
281. 1- 3 1 . 1 С!: о. ш. ( 2 ) <о. 1088..,. - Vs + Vз log7 r -2х+ 'IJ6 
283. logV.J - 31~.r- 1> 1/з > 2 ~og1,1 (х - l)I. 

~
l ioai.,(i-Ъ:+ 1) 

284. 2) < l. 285. logWS'"(6x+ 1 - 36.r)C!: - 2. 

286. . ~ .r - l о . 31084 х + log2 8 С!: о. 
1 

287. 25kl&2 .r - 6 . s1082 .r + 52 lo&2 4 s о. 

288. 4х+8~ >4+(r-x). ~ж+~ж+ l -x~. 
289. ~ + 3-Гх + 1 + х. 3-Гх < ~ . 34х + 2х + 6. 
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6 1 + log2 (х+ 2) 
291 

6 - 3ж+ 1 10 
290.2x+l;i: х .• х >2х-1' 

2+1og3x 6 ~+I _ 7 10 
292. х - 1 s 2х - 1' 293. х - 1 < 3 - 2х' 

294. (Х - 2) 
2 

jcos ~ :S COS Х. 295. Sin Х + (Х - 4) 
2 lsin Ji ;i: 0. 

296. COS Х < jcos ~ {Х+ ~)2• 297. (Х+ ~)2 
jsin ~ + sin Х> 0. 

298 • ..J49 - ? .../1og2 sin
2 х ;i: О. 



Глава IX. ПРЕДЕЛ 
ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНОСТИ И 
ПРЕДЕЛ ФУl:IКЦИИ 

§ 1. Числовые последовательвоС111 

Если каждому натуральному числу п поставлено в соот
ветствие число Хп, то говорят, что дана числовая последо

вательность х1 , х2 , ••• , х"' ... ,или, короче, последовательность 
{х,,}. Чтобьl задать числовую последовательность, надо за
дать закон (правило), по которому каждому натуральному 

числу ставится в соответствие некоторое число, т.е. каждая 

числовая последовательность может рассматриваться как 

функция, область определения которой - множество всех 
натуральных чисел. 

Если .Функция у = f(x) такова, что множество всех нату
ральных чисел содержится в области ее существования, 
тогда с помощью функции у = j(x) с областью определе
ния - множеством всех натуральных чисел - можно за

дать числовую последовательностьf(l), /(2), ... , j(n), ... или 
{/{n)}. Например, множество всех натуральных чисел содер
жится в области ·существования каждой из следующих 
функций: 

1. у= х; 2. у= 21 -х; 3. у= - 2 - З(х - 1); 

4 - ( Jt JtX 5 - (2 )· 6 - х+ 1 · . у - tg - 4 + т . у - cos 1tX ' . у - --Х-· 

1 + sin ~ +JtX 

7.у= 2 ;8.y=!;9.y=2z-I; 10.у=.х2. 
х х 

На области определения - множестве всех натуральных 
чисел - эти функции задают соответственно следующие 

числовые последовательности: 

1. 1, 2, ... , п, ... ; 
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1 }IJп-I . 2. 1, 2· "" 2 ' ". ' 
3. - 2, - , "., - 2 - 3(п - 1), ". ; 
4. 1, - 1, "., (- l)n-I, ".; 
5. 1, 1, "., 1п, ". ; 

6. 2, t· "., п: 1, ". ' 

(1+(-1)"] . 
7. о, 1, .", ' ". ' 

п 

8. 1, ~. "" ~· ". ; 
9. 1, 2, "" 2п-I, ".; 

2 10. 1, 4, .. " п' .... 
Наиболее удобно задавать числовую последовательность 

а1 , а2 , .", апо ..• при помощи формулы для ее о..бщего члена. 
Запишем, например, формулы общих членов последова
тельностей 1 - 1 О: 

п-1 

1. ап = п; 2. ап = rt) ; 
3. ап=- 2- 3(n- 1); 4. ап= t- l)n-I; 

5.ап=1п; 6.an=n+l; 
п 

7 - [1 + (- l)n). 8 а = ! . 
. ап - п ' . п п' 

9 - 2n - I, 10 - n2 
. ап - ' . ап - . 
Нередко последовательность задают рекуррентным соот

ношением, т.е. формулой, выражающей ап через некоторые 
предшествующие ему члены последова~ости, напри

мер: 

11. Последовательность чисел Фибоначчи 1, 1, 2, 3, .", 
Оп, .. . Задается формулой Dп = ап _ 1 + ап _ 2 ДЛЯ n > 2 И 
условием а1 = а2 = 1. 

Последовательности мшуг задаваться и другими спосо
бами, например: 

12. Последовательность десятичных приближений числа 
пс недостатком 3; 3,1; 3,14; 3,141; .... 
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13. Последовательность {а"}, где а"= [.},,]((а] - целая часть 
числа а, т.е. наибольшее целое число, не превосходящее а). 

Поскольку всякая числовая последовательность может 

рассматриваться как функция натурального аргумента, то 
на числовые последовательности переносятся понятия мо

нотонности и ограниченности функций. 
Числовая последовательность {а"} называется возрастаю

щей, если для любых натуральных чисел п 1 и п2 из условия 
п 1 < п2 следует, что а"1 < а"1. Возрастающими являются, на-
пример, последовательности 1, 9, 10, 12. 
Числовая последовательность {а"} называется неубываю

щей, если для любых натуральных чисел п 1 и п2 из условия 
п 1 < п2 следует, что а" ~а". Неубывающими являются, на-

• 1 

пример, последовательности 5 и 11. 
Числовая последовательность {а"}· называется убываю

щей, если для любых натуральных чисел п1 и п2 из условия 
п1 < п2 следует, что а" > а". Убывающими являются, напри-

• 1 

мер, последовательности 2, 3, 6, 8. 
Числовая последовательность {а"} называется невозрас

тающей, если для любых натуральных чисел п1 и п2 из 
условия п1 < п2 следует, что а" ;:: а". Например, последова-

• 1 

тельность 13 является невозрастающей, так как а1 = 1, 

а2 = 1, аз = 1, а4 = 4 и т.д. 
Числовая последовательность называется монотонной, 

если она убывающая, или возрастающая, или неубываю
щая, или невозрастающая. Монотонными являются все 
вышеприведенные последовательности, кроме последова

тельностей 4 и 7. 
Последовательность {а"} называется ограниченной сверх:у, 

если существует число В такое, что для любого натураль

ного числа п справедливо неравенство а" ~ В. Ограничен
ными сверху являются, например, последовательности 2, 
3, 4, 5, 6, 7' 8, 12 и 13. 

Последовательность {а"} называется ограниченной снизу, 
если существует число А такое, что для любого натураль

ного числа п справедливо неравенство а" ;:: А. Ограничен-
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ными снизу являются, например, последовательности 2, 4, 
5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12 и 13. 

Последовательность {а"} называется ограниченной, если 
она ограничена и снизу и сверху. Ограниченными являют
ся, например, последовательности 2, 4, 5, 6, 7, 8. 
Из всевозможных последовательностей ниже подробно 

будут рассмотрены лишь последовательности, называемые 

арифметической и геометрической прогрессиями. 
Арифметической прогрессией называется последователь

ность чисел, каждый член которой, начиная со второго, 
равен предыдущему, сложенному с одним и тем же посто

янным для данной последовательности числом, т.е. такая 

числовая последовательность {а"}, что для любого натураль
ного п а"+ 1 = а" + d, где d - некоторое постоянное для 
данной последовательности число, называемое разностью 

прогрессии. 

Например, последовательности 

1, 2, 3, 4, ... , 
3, 1, - 1, - 3, .. . 

(1) 
(2) 

- арифметические прогрессии. У арифметической про
грессии (1) разность d = 1, а у прогрессии (2) разность d = 
= - 2. Для любой арифметической прогрессии член, сто
ящий на п-м месте, всегда можно выразить через первый 

член и разность данной прогрессии 

а"= а1 + (п- l)d. (3) 

Эта формула называется формулой общего члена арифмети
ческой прогрессии. 

Доказательство ее проводится методом математи
ческой индукции. 

Дnq п = 1 формула (3) запишется в виде а1 = а1 +О· d, 
т.е. оказывается справедливой. Предположим, что формула 
(3) справедлива для п = k, т.е. предположим, что k-й член 
арифметической прогрессии вычисляется по формуле 

19 Aлretipa. 1Т'ИГОНОМ~ИИ 
11 элемектаркые фуИJщии 

ak = а1 + (k - l)d. (4) 
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Докажем, что формула (3) справедлива для п = k + 1, т.е. 
докажем справедливость формулы 

ан 1 = а1 + [(k + 1) - l]d. (5) 

Действительно, по определению арифметической прогрес
сии ан 1 = ak + d. Следовательно, используя формулу (4), 
можно написать, что ан 1 = а1 + (k - l)d + d= а1 + [(k + 
+ 1) - l]d, т.е. получить справедливость формулы (5). Тем 
самым доказана справедливость формулы (3) для любого 
натурального числа n. 

Используя формулу (3) и свойства действий над числами, 
легко проверить справедливость следующего уrверждения: 

для любой арифметической прогрессии {an} при т + п = 
= k + / справедливо равенство 

(6) 

Действительно, 

ат + ап = а, + d(m - 1) + а, + d(n - 1) = 
= 2а1 + d(m + п - 2) = 2а1 + d(k + / - 2) = 

= а1 + (k- l)d+ а1 + (/- l)d= ak+ а1• 

Число, равное сумме первых п членов арифметической 
прогрессии, обозначается Sn, т.е. 

sn = а, + а1 + ... + ап - 1 + ап; 

члены а1 и ап называются крайними членами для суммы Sn. 
Используя свойство ( 6) и свойства действий над числами, 
получим следующую формулу для Sn: 

Действительно, 

S = (а1 +а.) п 
п 2 . 

2Sп = Sп + Sп = (а, + а1 + ... + ап) + (а, + а1 + ... + ап) = 

(7) 

= (а, + ап) + (а2 + ап - ,) + ... + (ап + ai) = (а, + ап)п, 
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т.е. сумма первых п членов арифметической прогрессии равна 
произведению полусуммы крайних членов на число суммируе
мых членов. 

Сумму S" арифметической прогрессии {а"} можно выра
зить через первый член и разность данной прогрессии: 

s. = [2а1 + d (n - 1)) п 
11 2 . 

Пр им ер. Найти сумму двузначных натуральных чисел, 
не делящихся ни на 2, ни на 3. 
Очевидно, что все двузначные натуральные числа обра

зуют арифметическую прогрессию с первым числом а1 = 1 О 
и разностью d = 1, т.е. следующую последовательность 
чисел: 10, 11, 12, 13, ... , 97, 98, 99. Используя формулу (7), 

легко найти сумму s1
> всех этих чисел: s0 = (IO + ~9> · 90. 

Двузначные числа, делящиеся на 2, составляют арифмети
ческую прогрессию 10, 12, 14, ... , 96, 98 с суммой s2

> = 
_(10 + 98). 45 

2 
Аналогично числа, делящиеся на 3, образуют арифмети

ческую прогрессию 12, 15, 18, ... , 96, 99 с суммой s3
> = 

_(12 + 99) . 30 
2 

Легко заметить, что последние две арифметические про
грессии имеют общие члены 12, 18, 24, ... , 96 - числа, 
делящиеся одновременно и на 2 и на 3, т.е. делящиеся на 
6. Сумма S всех двузначных чисел, не делящихся ни на 2, 
ни на 3 находится следующим образом: s = s1

> - s2
> -

S3
) + S6~. где S6

) - сумма всех двузначных чисел, делящих
ся и на 2, и на 3, т.е. делящихся на 6. Суммr S6

> нужно 
прибавить потому, что при вычитании сумм S 2 и s3

> сумма 
чисел, делящихся на 6, вычитается дважды. Используя (3), 
найдем число членов арифметической прогрессии, состав
ленной из таких чисел (очевидно, что разность этой про
грессии равна 6): 96 = 12 + (п - 1) 6, откуда п = 15. Следо-

вательно S6
> = < 12 + 9б>. 15 и S= ~ (109 · 6 - 108 · 3 - 111 х 

' 2 2 
х 2+ 108) = 1620, т.е. S= 1620. 
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Геометрической прогрессией называется последователь
ность чисел, каждый член которой, начиная со второго, 

равен предьщущему. умноженному на некоторое, отличное 

от нуля, постоянное для данной последовательности число, 

т.е. такая числовая последовательность {а"}, что для любого 
натурального п а"+ 1 = a"q, где q - некоторое постоянное 

для данной последовательности и отличное от нуля число, 

называемое знаменателем прогрессии. 

Например, последовательности 

2. 4. 8, 16, 32, ... ; 
1. - 1. 1, - 1, ... ; 

1 1 1 1 
7• - 21• 63' - 189' ... 

- геометрические прогрессии соответственно со знамена

телями 2, (- 1). (-1) 
Общий член геометрической прогрессии вычисляется по 

формуле 

,,/1 - 1 
а"= а1ч . (8) 

До к аз ат ель ст в о справедливости этой формулы для 
каждого натурального числа п проводится методом мате

матической индукции. Для п = 1 формула (8) запишется в 
виде а1 = a1q

0
, т.е. оказывается справедливой. Предполо

жим, что формула (8) справедлива для п = k, т.е. предпо
ложим, что справедлива формула 

(9) 

Докажем, что формула (8) справедлива для п = k + 1, т.е. 
докажем справедливость формулы 

а _ а q<k + 1 > - 1 
k+ 1 - 1 • (10) 

Действительно, по определению геометрической прогрес
сии ak + 1 = а~. Следовательно, используя формулу (9). 
Можно написать, что 

ak+ 1 = (a1q"- 1)q = a,q<k+ 1> - 1
, 
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т.е. получить справедливость формулы (10). Тем самым 
доказана справедливость формулы (8) для .Ьюбого натураль
ного числа п. 

С помощью формулы общего члена найдем формулу для 
суммы первых п членов геометрической прогрессии: 

s" = а. + а2 + аз + . " + а" - 1 + а". 

Если q = 1, то s" = па1. 
Если q :1: 1, то рассмотрим выражение 

s" - S"q = а1 + a1q + ... + a1tf'- I - a1q - a1tf - ." 
". - a1t/'- 1 - a1t/' = а1 - a1t/' = а1 (1 - t/'). 

Следовательно, S"(1 - q) = а1 (1 - t/'). Так как q :1: 1, то 

S. =а. (1-q) 
" l -q . 

§ 2. Предел числовой последователыюсти 

Пусть дана числовая последовательность {а"}. 
Число а называется пределом числовой последовательности 

{а"}, если для любого положительного числа Е найдется номер 
N такой, что для любого п > N справедливо неравенство 

la" - aj < Е. 
Например, очевидно, что пределом последовательности 

{а"}, где а"= с, является число с. 
Тот факт, что число а является пределом последователь-

ности {а"}, записывают так: lim а" = а или а" -+ а при п -+ -
11~+-

Примеры. 

1. Доказать, что lim а"= О, если а"= tf' и О< q < 1. 

Возьмем произвольное число Е > О. 
а) Если Е < 1, то положим N= [lo8kt Е] + 1. Ясно, что 

N > lo~ Е и для любого п > N lt/' - OI = lql" < lqlн < llJliosi.I е = 
= Е. 
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б) Если Е ~ 1, то положим N = 1. Легко видеть, что для 
любого п > 1 lqп - О1 = lqlп < 1 ~ Е. 

Итак, для любого Е > О существует номер N такой, что 
для любого п > N справедливо неравенство lq" - О1 < Е, т.е. 
доказано, что lim ап = О. 

2. Доказать, ЧТО lim Оп = 1, если Оп = п + l. 
п-++- n 

Возьмем произвольное число Е >О. Положим N=[~) + 

+ 1, тогда N > 1 и для любого п > N 1 п + 
1 

- 11 = ! < - < 
п п N 

< f = Е, что и требовалось доказать. 
Е 

3. Доказать, что lirn ап =о, если ап = !. 
11-++- п 

Возьмем произвольное число ~ > О. Положим N = [ ~] + 

+ 1. Тогда для любого п > N ,! _ 01=!<_!_<1. = Е что и 
п п N 1 ' 

Е 

требовалось доказать. 
Будем говорить, что последовательность { 0 11} имеет пре

делом(+ оо), и писать lim а"= +оо или а"-++ 00 при п-+ оа, 
n--++-

если для любого сколь угодно большого положительного 
числа А найдется номер N такой, что для любого п > N 
справедливо неравенство ап > А. 
Примеры. 

1. Доказать, что lim ап = + оо, если ап = n2
• 

11--++-

Для любого положительного числа А положим N = 
=([../А+Т] + 1). Тогда для любого п > N 

ап = n2 > N = ([../А+Т] + 1 )2>(..JA+1)2 =А + 1 >А, 

т.е. lim ап = + оо. 
п--++-

2. Доказать, что lim ап = + оо, если ап = п. 
n--++-
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Для любого положительного числа А положим N = ([А + 
+ 1) + 1). 
Тогда для любого п > N а"= п > N= [А+ 1) + 1 >А+ 

+ 1 > А, lim а" = + оо. 
fl-++-

3, Доказать, что lim а" = + оо, если а" = 2" - 1
• 

11-++-

Для любого положительного числа А положим N = 
= [log2 (А+ 1)) + 2. Тогда для любого п > N 

а = 2"- 1 > 2N- I = 21tcвi1A+l)J+ 1 > ioВi(A+ ()=А+ 1 >А 
" ' 

т.е. lim а" = + оо. 

Будем говорить, что последовательность {а"} имеет своим 
пределом (- оо), и писать lim а" = - оо или а" -+ - оо, при 

п -+ оо, если для любого отрицательного числа В такого, что 
1~ - сколь угодно большое число, найдется номер Nтакой, 
что для любого п > N справедливо неравенство а" < В. 
Примеры. 

1. Доказать, что lim а"= - оо, если а"= - 2 - 3(п - 1). 
n -++-

Для любого отрицательного В положим N = [IB 
3 

11] + 1. 

Тогда для любого п > N 

а"= - 2 - 3(п - 1) < - 2 - 3(N- 1) = 

= - 2 - 3 [IB з 11] < - 2 - 3 (IB з 11 - 1) = 

= - 2 - 3 (1 з в - 1) = - 2 - (1 - в - 3) =в. 

что и требовалось доказать. 

2. Доказать, что lim а" = - оо, если а" = - 2". 

Для любого отрицательного В положим N = [log2 IВI + 1]. 
Тогда для любого п > N 

а"= - 2" < - 2N = - 21tcвiiJJ1+ 11 < - 21
111z 114 = - IВI =В, 

что и требовалось доказать. 
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3. Доказать, что lim ап = - со, если ап = lo~ п. 
п~+- 2 

Для любого отрицательного В положим N = [21ВI + 1]. 
Тогда для любого п > N 

ап = lo~ п < lo~ N=lo~ [21вt + 1] < lo~ 21вt = -1.81 =В, 

что и требовалось доказать. 
Отметим, что существуют последовательности, не имею

щие предела. Такой последовательностью является, напри
мер, последовательность {ап}, где ап = (- l)п. 
Т~оремы о пределах числовых последовательностей. В 

этом пункте будем рассматривать только те последователь
ности, которые имеют конечный предел. 

Теорема 1. Если последовательность {ап} имеет предел 
А и число р < А, то найдется номер N такой, что длil любого 
п > N справедливо неравенство р < ап. 
До к аз ат ель ст в о . Поскольку А есть предел последо

вательности {ап}, то для любого Е >О найдется номер N 
такой, что для любого п > N справедливо неравенство 

Перепишем это неравенство в форме 

А - Е < ап < А + Е. (1) 

Положим, Е = А - р > О. Для этого Е > О найдется номер N 
такой, что для любого п > N будет справедливо двойное 
неравенство (1). Подставляя в левую часть неравенства (1) 
Е = А - р, получаем, что р < а,., что и требовалось доказать. 
Теорем а 2. Если последовательность { ап} имеет предел 

А и число q > А, то найдется номер N такой, что для любого 
п > N справедливо неравенство q > ап. 

Доказательство теоремы 2 аналогично доказательству 
теоремы 1 и поэтому опускается. 
Замечания. 
1. Если lim ап = А и А > О, то найдется номер N такой, 

что ап > О для любого п > N. 
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2. Если lim ап =А и А < О, то наЙдется номер N такой, 
n--++-

что ап < о для любого п > N. 
Теорем а 3. Если последовательность { ап} имеет предел 

А, то найдется положительное число М·такое, что lanl s М, 
т.е. последовательность, имеющая предел, ограничена. 
Доказательство. Выберем число М1 так, чтобы оно 

было больше !А/, т.е. чтобы было справедливо неравенство 
- М1 <А< М1 • Обозначивр = - М1 , q = М1 , получим, что 
А > р и А < q. По теореме 1 существует номер N 1 такой, что 
для любого п > N1 справедливо неравенство р < ап. По 
теореме 2 существует номер N2 такой, что для любого п > N2 

справедливо неравенство q > ап. Выберем номер N = 
= max(N1, N2). Тогда для любого п > N справедливо двойное 
неравенство р < ап < q, или - м, < ап < м,, т.е. lanl < м,. 
Неравенство lanl < М1 выполняется для любого п > N, т.е. 
для п = N + 1, п = N + 2, п = N + 3, п = N + 4 и т.д. Значит 
неравенство lanl < М1 может не выполняться лишь для пер
вых N членов последовательности. 
Выберем среди чисел la,I, la2I. la3I, ... , lан _ 11. lам, М, 

наибольшее число и обозначим его через М. Тогда ясно, 
что для любого п будет справедливо неравенство ап s М, что 
и требовалось доказать. 

Теорема 4. Если последовательность {ап} имеет предел, 
то этот предел единственный. 
До к аз ат ель ст в о. Предположим противное, т.е. пусть 

одновременно ап -+ А и ап -+ В и пусть А < В. Возьмем 
между А и В любое число С, т.е. А < С< В. Поскольку 
ап -+ А и А < С, то по теореме 2 наЙдется такой номер N1, 

что для любого п > N1 будет выполняться неравенство 

ап < С. Поскольку ап -+ В и С < В, то по теореме 1 наЙдется 
такой номер N2, что для любого п > N2 будет выполняться 
неравенство ап > С. Выберем номер N= max(N1, N2). Тогда 
член последовательности ан одновременно удовлетворяет 

двум неравенствам ан> С и ан< С, что невозможно. Сле
довательно, предположение неверно, а верно уrверждение 

теоремы 4. 
Теорема 5. 
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Если lim а" = А, то lim laJ = !AI. 
п-++-

Доказательство. 

Пусть А = О. Тогда условие lim а"= О означает, что для 

любого Е > О найдется номер N такой, что для любого п > N 
справедливо неравенство la" - OI < Е. Поскольку это нера
венство можно переписать так: llaJ - О1 < Е, то получаем, 
что lim laJ =О. 

п-++-

Пусть А* О. Тогда условие lim а"= А означает, что для 
n-++-

любого Е >О найдется номер N1 такой, что для любого 

п > N1 справедливо неравенство la" - AI < Е. 
Если А> О, то по замечанию 1 к теореме 2 наЙдется. 

номер N2 такой, что при п > N2, а" > О. Взяв номер 
N = max(N1, N2), получим, что для любого п > N справед
ливо неравенство llaJ -AI < Е, что и означает, что lim laJ = 

п-++-

= !AI. Если же А < О, то по замечанию 2 к теореме 2 найдется 
номер N3 такой, что а" < О. Взяв номер N = max(N1, N3) и 
учитывая, что а" = - laJ и А = - IAI. получим, что для 
любого п > N справедливо неравенство 1- (laJ - IAl>I < Е, 
которое можно записать так: llaJ - IAll < Е, а это означает, 
что lim la"I = IAI. 

п-++-

Арифметические операции над последовательностями 

{а"} и {Ь"} и сравнение последовательностей {а"} и {Ь"} 
производятся также, как и над функциями, т.е. при одина

ковых значениях аргумента, другими словами, почленно. , 
Теорема 6. Если последовательности {а"} и {Ь"} таковЬ1, 

что а" = Ь" для любого п и а" -+ А, а Ь" -+ В, то А = В, т.е. 
если а" = Ь" для любого п, то lim а" = lim Ь". 

n-++- n-++-

Доказательство. Условие а"= ь" для любого п озна
чает, что на самом деле имеется только одна последова

тельность, а по теореме 4 она не может иметь двух пределов; 
значит, А= В и теорема 6 доказана. 
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Теорема 7. Если последовательности {ап} и {Ьп} таковы, 
что ап ~ Ьп для любого п, ап--+ А и Ьп--+ В, то А~ В, т.е. если 
ап ~ ьп для любого п, то lirn ап ~ lim ьп. 

n-++- п~+-

Доказательство. Предположим противное. Пусть 
А < В. Выберем число С такое, что А < С< В. Так как 
ап --+ А и А < С, то по теореме 2 найдется: номер N1 такой, 
что для любого п > N1 справедливо неравенство ап < С. Так 
как Ьп --+ В и В > С, то по теореме 1 найдется номер N2 
такой, что для любого п > N2 справедливо неравенство 

Ьп > С. Выберем номер N= max(N1, N2). Тогда для любого 
п > N будут одновременно выполняться неравенства ап < С 
и С < Ьп. Из них следует, что ап < Ьт что противоречит 
условию теоремы. Значит, наше предположение неверное 
и теорема 7 справедлива. 

3 а меч ан и е . Теорему 7 нельзя усилить, т .е. из строгого 
неравенства ап > Ьп для членов последовательностей не 
обязательно вытекает строгое неравенство для пределов, 

например, если ап = 1п, ьп = - 1п, то ап > ьп для любого п, 
2 3 

но lirn ап = lim Ьп = О. 
n---++• п-.+-

Те о ре м а 8. Если последовательности { ап}, { Ьп} и {сп} 
таковы, что ап s Ьп s Сп для любого п и ап --+ а, и Сп --+ а, то 
Ьп--+ а. 
Доказательство. Возьмем произвольное Е > О. Поскольку 

ап --+ а, то найдется номер N1 такой, что для любого п > N1 

справедливо неравенство а - Е < ап <а+ Е. Поскольку 

сп --+ а, то найдется номер N2 такой, что для любого п > N2 

справедливо неравенство а - Е < сп < а + Е. Выберем номер 
N= max(N1, N2). Тогда для любого п > Nбудутодновремен
но выполняться неравенства а - Е < ап < а + Е, а - Е < Сп < 
< а + Е. Добавим к этим неравенствам неравенство ап ~ Ьп s 
s ст верное для любого п. По свойству транзитивности 
неравенств для любого п > N будет справедливо неравенст
во а - Е < Ьп < а + Е, которое можно записать как \Ьп - а1 < 
< Е. Итак, для произвольно выбранного Е >О существует 
номер N такой, что для любого п > N справедливо неравен-
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ство IЬп ,- а1 < Е, а это означает, что lim Ьп =а. Теорема 
11~+-

доказана. 

3 а меч ан и е . Если а ::;;; Ьп ::;;; сп для любого п и сп ~ а, то 
ьп~а. 
Теорема 9. Если последовательности {ап} и {Ьп} таковы, 

что lim ап = А и lim Ьп = В, то последовательность { ап + Ьп} 
11-.+- "_.+-

такова, что lim (ап + Ьп) = А + В, т.е. если ап ~А, Ьп ~ В, 
"_.._ 

ТО (ап + Ьп) ~ (А + В). 
Доказательство. 

Поскольку lim ап = А и lim ьп = В, то ДЛЯ любого Е1 > о 
"_.._ "_.+_ 

найдется номер N1 такой, что для любого п > N1 справед
ливо неравенство А - е1 < а" < А + е1 и найдется номер N2 
такой, что для любого п > N2 справедливо неравенство 
В - Е1 < Ьп < В+ Е1 • Выберем номер N = max(N1, N2). Тогда 
для выбранного произвольно Е1 > О существует номер N 
такой, что для любого п > N одновременно справедливы 
неравенства А - Е1 < ап < А + Е1 и в - Е1 < Ьп < в + Е1. На 
основании свойств неравенств справедливо неравенство 

Возьмем произвольное Е > О и обозначим е1 = е/2. Тогда, 
как следует из предыдущего, найдется номер N такой, что 
для любого п > N будет справедливо неравенство (А + В) -
- Е < (ап + Ь") <(А+ В)+ Е, т.е. по определению предела 
lim (ап + Ьп) =(А+ В). Теорема доказана. 

"_.+-
Теорема 10. Если ап ~А, Ьп ~В, то (ап - Ьп) ~(А -

- В). 
Доказательство этой теоремы аналогично доказательству 

теоремы 9 и поэтому опускается. 
Теорема 11. Если ап ~А, Ьп ~В, то (апЬп) ~ АВ. 
Доказательство. 
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Поскольку lim а" = А, то для любого наперед заданного 
n--++-

числа Е1 > О найдется номер N1 такой, что для любоrо п > 
N1 будет справедливо неравенство 

(2) 

Поскольку lim Ь" = В, то для любого наперед заданного 
n--++-

числа Е2 > О найдется номер N2 такой, что для любого п > N2 
будет справедливо неравенство 

(3) 

Рассмотрим неравенство 

lа,,Ь - А ni = la Ь - а В + а В - А n1 < п .LIJ п п п п .ru.IJ -

S la"l lb" - ~ + IBI la" - А!. (4) 

Оно справедливо для любого п. Поскольку по теореме 3 
существует положительное число М такое, что la"I s М для 
любого п, то, обозначая d = 1~ + 1 (d >О), из неравенства 
(4) получаем неравенство 

lа"ь" - АВI s IМJ 1ь" - ~ + ldl la" - AI, (5) 

справедливое для любого п. Теперь берем произвольное 

Е > О и обозначим Е1 = 
2
Ed и Е2 = 2~ Тогда для выбранного 

Е1 существует номер N1 такой, что для любого п > N1 спра

ведливо неравенство (2), а для выбранного Е2 существует 
номер N2 такой, что для любого п > N2 справедливо нера
венство (3). Выберем номер N= max(N1, N2). Тогда для 
любого п > N одновременно справедливы неравенства (2), 
(3) и (5). Подставляя в (5) оценки (2) и (3), получаем, что 
для любого п > N справедливо неравенство 

la"b" - А~ < Е. (6) 

Итак, для произвольного Е >О найден номер N такой, 
что для любого п > N справедливо неравенство (6), т.е. по 
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определению предела lim (а,,Ь") = АВ = lim а"· lim Ь". 
n-++- n-++- n-++-

Теорема доказана. 

Теорема 12. &ли последовательность {а"} имеет предел 
А*" О, то найдется номер N такой, что для любого п > N 
справедливо неравенство laJ > ~· 
Доказательство. Возьмем Е =~·Так как последова

тельность {а"} имеет предел, то по определению пределад!iя 

этого Е > О наЙдется номер N такой, что для любого п > N 

справедливо неравенство la" - А1 < ~· 
Поскольку la" - AI ~ 1А1 - laJ, то получим, что для лю

бого п > N справедливо неравенство 1А1 - laJ < ~. откуда 

~ < а". Теорема доказана. 
Теорема 13. &ли а"~ А, Ь" ~В, где Ь" *-О для любого п 

в о ап А 
и *" 'тоь-~п· 

п 

Доказательство. 

Поскольку lim а" = А, то для любого Е1 > О найдется 

номер N, такой, что для любого п > N, справедливо нера
венство 

la" -AI < Е,. (7) 

Поскольку lim Ь" = В, то для любого Е2 > О найдется номер 

N2 такой, что для любого п > N2 справедливо неравенство 

(8) 

По теореме 3 существует положительное число М такое, 
что для любого п 

la"lsM (9) 

По теореме 12 существует номер N3 такой, что для любого 
п > N3 справедливо неравенство 
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h11>~. 

Для любого п справедливо неравенство 

\ а" _ ~ 1 = la.B - b,.AI = la.B- а,Р" + а,Р. - AbJ < 
1 ь. в 1ь.Ь1 1ь,J 1Ь1 -

(10) 

< la" <В- ь.>1 + lb. (а" -A>I < laJ lb11- Ь1 la" -AI (l l) 
- 1ь,J IЬ1 - 1ьJ 1Ь1 + 1Ь1 • 

Возьмем теперь произвольное Е > О и обозначим Е1 = Е ~Ь1 и 

Е2 = t4I~. Тогда для выбранного Е1 существует номер N1 

такой, что для любого п > N, справедливо неравенство (7), 
а для выбранного Е2 существует номер N2 такой, что для 

любого п > N2 справедливо неравенство (8). Выберем номер 
N = max(N1, N2, Nз). Тогда для любого п > N одновременно 
справедливы неравенства (7), (8), (9), (10) и (11 ). Подстав
ляя оценки (7), (8), (9) и (10) в правую часть неравенства 
(11), получаем, что для любого п > N справедливо неравен
ство 

l
a" _~, < Е. 
ь" в 

(12) 

Итак, для произвольного Е > О найден номер N такой, что 
для любого п > N справедливо неравенство (12), а это и 
означает справедливость теоремы 13. 
Теорема 14. Если а11 ~А, Ь - фиксированное положи

тельное не равное единице число, то Ьа· ~ 11. 
Доказательство. Поскольку а11 ~А, то для любого 

Е1 > О найдется номер N такой, что для любого п > N 
справедливо неравенство 

А - Е1 < а11 < А + Е1 • ( 13) 

Пусть Ь > '1. Поскольку функция у = ьж возрастающая, то 
из неравенства (13) вытекает, что 11-е. < 11· < 11•\ т.е. для 
любого Е1 > О найдется номер N такой, что для любого п > N 
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справедливо неравенство !f-r.1 < Ь0• < /fн•. Возьмем произ
вольное положительное число Е и обозначим Е1 = 

= log6 ( 1 + ~ ~ Тогда для выбранного Е1 существует номер N 

такой, ~то ;Ая любого п > N справедливо неравенство 
!f- f.1 < ьо. < lf +f.1. 

Ясно, что 

А А 2.4 2А 2 
11.А - r.1 _ Ь _ Ь _ Ь > Ь - Е _ ЬА Е" 
о --- -:;г-- - -

ь•• ( 1 + :А) Ь + Е (ЬА + Е) ' 

11'"" = lf'Ь' = 11 (1 + ~) = ь' +<. 

Итак, показано, что для любого положительного Е найдется 
номер N такой, что для любого п > N справедливо неравен
ство /1 - Е < Ь0• < ЬА + Е, Т.е. lirn. Ь0" = 11. 

n-++-

В случае О < Ь < 1 доказательство теоремы проводится 
аналогично. 

Теорем а 15. Возрастающая и ограниченная сверху пос
ледовательность {ап} имеет предел. 
Теорем а 16. Убывающая и ограниченная снизу последо

вательность {ап} имеет предел. 
Доказательство этих теорем опустим. 
Пр им еры применения теорем о пределах числовых 

последовательностей. 
1. Найти предел последовательности {ап}, если ап = 

= (п + 1) (п + 2) 

(п + 3) (n + 4)° 
Перепишем формулу для общего члена в виде а~= 

1 +l 1 +1 
~ ~ . Применяя последовательно теоремы о пре-

1 +- 1 +-
= 

п п 

де е час ного, произведения и суммы, получаем 
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1 
1 +- 2 1 +-

lirn а"= lim 
п п = 
3 4 

п~+- п~+- 1 +- 1 +-
п п 

lim 
1 

1+- 2 1 +- lim 
1 

1+- lim 2 1 +-
="--++- п п _11--++- п ,, .... +- п = 

lim 
3 1 +- 4 1 +- lim 

3 
1+- lim 

4 1 +-
n-++- п п 11-++- п 11-++- п 

lim 1 + lim 1. lim 1 + lim l 
= (1+0)(1+0) = 1 = 11-++- n-+ +- n n--+ +- п -++- п 

lim 1 + lim l J lim 1 + lim i (1+0)(1+0) . 
n-++- n-++" n n-++- 11-++-n 

2. Найти предел последовательности d", если d" = 
2 ' 

о1 п + b1n + с1 ( О 2 + Ь + О бо ) = 2 а2 * и а2п 2п с2 * для лю го п . 
о2п + b2n+ с2 
Разделив числитель и знаменатель в выражении для d" 

на п2 и применив те же теоремы, что и в предыдущем 
примере, получим 

1 1 1 1 
о1 + Ь1- + с12 lim 0 1 + Ь1- + с12 

lirn lirn n n _п-н- n n = 
d" = 1 1 1 1 

"~ +- "~ +- о + Ь - +с - lim о2 + Ь2- + с22 2 2п 2п2 n-++- п п 

1
. Ь1 • С1 1m о1 + lim -+lim 2 

="~+- ...... _п •-++-п _ о1 +0+0 _ о1 

lim li 
Ь2 1· С2 - 02+0+0 - ~· 

о2 + m -+ 1m 2 
11--++.., 11--++ 00 п Л--++-п 

3. Выяснить, есть ли предел у последовательности {а"}, 

если а" = ( 1 + ~ J. 
При изучении бинома Ньютона была показана справед-

" 11+ 1 

ливость неравенства ( J + ~) < ( 1 + п ~ ( / , т.е. показано, 
что последовательность {а"} таксkа, что d" < а"+ 1 для любого 
п. Из условия а" < а"+ 1 легко получить, что а"1 < a"i для 

любых п 1 < п2 , т.е. последовательность {а"} - возрастаю
щая. Покажем теперь, что для любого п справедливо нера-
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венство а"< 3, т.е. что последовательность {а"} ограничена 
сверху. 

Действительно, 

(
1 + .!)" = 1 + п . .! + п (n - 1) . (!)2 + 

п п 2! п 

+ п (п - 1) (п - 2) . (!)3 + + п (п - 1) ". [п - (n - 1)) • (.!]" = 
3! п ". п! п 

= 1 + !! + !! . !!..=._ . _1_ + !! . п - 1 . п - 2 ,_1_ + 
п п п 1·2 п п п 1·2·3 ". 

". + _1_1 + l. + _1_1 + ". = 3. 
2"- 2" 2"+ 

По теореме 15 возрастающая и ограниченная сверху 
последовательность имеет предел. Эrот предел принято 
обозначать буквой е. Итак, 

lim (t + .!)" = е. 
fl-++oo n 

Определение числа е позволяет вычислить его с любой 
степенью точности. В курсе математического анализа по
казывается, что число е - иррациональное число. 

4. Выяснить, есть ли предел у последовательности {а"}, 
которая задана рекуррентным соотношением а1 = ~ и 
а"= ...J2+а"_1 для любого п ~ 2. 
nрежде всего выясним, ограничена ли эта последова

тельность. Докажем, что а" < 2. Доказательство проведем 
методом математической индукции. 

а) Для п = 1 неравенство а1 < 2 справедливо, поскольку 
а,=~. 
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б) Предположим, что неравенство справедливо для 
п = k, т.е. ak < 2. 

в) Покажем, что из этого вытекает справедливость нера

венства для п = k + 1. Действительно, ak + 1 = ..J2 + ak < 
< ..J2 + 2 = 2. Итак, неравенство а" < 2 справедливо для лю
бого п. 

Покажем, что последовательность {а"} возрастающая. 
Для этого достаточно показать, что а"< а"+ 1, т.е. доказать 

неравенство а" < ..J2 + а". 
Эrо неравенство равносильно неравенству ~ < 2 + а", 

которое можно переписать так: (а"+ l)(a" - 2) <О. По
скольку О < а" < 2, то последнее неравенство очевидно, а 
значит, справедливо и равносильное ему неравенство а" < 
<а"+ 1• Итак, последовательность {а"} возрастает и ограни
чена сверху; значит; она имеет предел, который обозначим 
через с. Покажем, что с = 2. Действительно, воспользовав
шись рекуррентным соотношением а" = ..J2 + а"_ 1 , имеем 
lim а" = lim ..J2 + а"_ 1 • 

11-++- 11-++-

Воспользуемся теоремой (доказательство ее опускается): 

если последовательность { Ь"} такова, что Ь" ~ О, и она имеет 
предел, то lim ..ГЬ: = ..Jiim Ь". Получаем lim а"= 

n-++- 11-++оо 11-++-

= lim ..J~2-+-a"-_-1 = ..Jlim 2 + lim а"_ 1. Поскольку lim а"= 
11-++-

= lim а"_ 1, то получаем, что с надо искать из условия 
11 -++-

с = ..J2 + с. Возводя это равенство в квадрат, получаем, что 
с= 2. 

5. Пусть а > 1 и а - положительное иррациональное 
число. Вспомним определение аа.. Поскольку любое ирра
циональное число есть бесконечная десятичная дробь, то, 

обрывая эту дробь на каком-то шаге, получаем приближен
ное значение этого числа с недостатком, а прибавляя к 

последней цифре единицу, получаем приближенное значе
ние этого числа с избытком. Значит, для приближения 
числа а, равного р, q1q2q3 ••• q" ... , получаем две последова
тельности 

S9S 



+ q\ + q\ + q2 + q\ + + q" 
р, р 10· р 10 НЮ' ... , р 10 ... 10"' ... 

+ 1 + q\ + 1 + q\ + q2 + 1 + q. + + q" + 1 
р ' р ---ТО-· р 10 100· ... , р 10 ... Wn' ... 
Обозначим общий член первой последовательности через 
Ь", а общий член второй - через с". Тогда очевидно, что 
последовательность { Ь"} возрастающая и ограниченная 
сверху (хотя бы числом (р + 1)), а последовательность с" 
убывающая и ограниченная снизу (хотя бы числом р). 

Рассмотрим последовательность а6•. Так как а > 1, то из 
условия Ь" < Ь"+ 1 вытекает, что а

6• < а6" 1 • Поскольку после
довательность { Ь"} возрастающая, то последнее неравенство 
означает, что последовательность {а6·} возрастающая. 
Кроме того, а6• < d' + 

1
, т.е. последовательность а6• ограни

чена сверху. По теореме 15 последовательность а6• имеет 
предел, который обозначим А. Аналогично показывается, 

что последовательность ас· имеет предел, который обозна
чим В. Докажем, что А = В. 
Рассмотрим последовательность {ас· - а6·} и покажем, 

что lim (ас• - а6•) =О. Действительно, применяя теоремы 
11-++-

о пределах, имеем 

11-++- 11-++-

= lim а6• · lim (ас" - ь. - 1) = lim а6• • (а. ~~~с. - b.J - lim 1) = 
n-++oo 11-++оо 11-++- 11-++-

= А (а0 - 1) =О, 

так как lim (с" - Ь") = lim ----hт =О. Далее, из условия 
n-t+- n-t+- 10 

lim (d• - d'•) =О получаем, что lim d· - lim d'· =О, т.е. 
11-++- 11-++- 11-++-

А =В. 
Итак, обе последовательности имеют один предел, кото-

u а 

рыи и называется числом а . 
В случае а > 1 и а < О или О < а < 1 и а - любое ирра

циональное число рассуждения аналогичны. 

596 



6. Пусть задана последовательность {ап}. Тогда можно 
построить другую последовательность {Sn} по правилу 

Формально можно написать бесконечную сумму 

а, + а1 + ". + ап, "., 

которую называют рядом. Последовательность {Sn} называ
ется последовательностью частичных сумм этого ряда. В 
некоторых случаях последовательность {Sn} может иметь 
конечный предел S. В таких случаях говорят, что ряд 
сходится, а число S называется суммой ряда. Приведем 
несколько примеров. 

6.1. Пусть задана геометрическая прогрессия {ап} с пер
вым членом а1 и со знаменателем q таким, что О< q < 1. 
Рассмотрим ряд а1 + a1q + а,с/ + ". + a,q'- 1 + ... и соста
вим последовательность {Sn} частичных сумм этого ряда. 
Формула для вычисления Sn для любого п следующая: 

S - l=!i п - а, l . -q 

Применяя теоремы о пределах и учитывая, что О< 1~ < 
< 1, получаем, что lim Sn=lim [__!L __ a•-·t = 

n-н- n-н- 1-q 1-q 

= ~ - lim qп. Поскольку lim qn =О для О< lчl < 1, то 
- q n-++oo n-++ 00 

получаем, что lim sn = ~· т.е. по. определению сум-
n-++- - q 

мой написанного ряда будет число -
1 
°1 

• Следователь-- q 
но, сумма геометрической прогрессии при О < lчl < 1 
равна первому члену, поделенному на разность едини-

цы и знаменателя прогрессии, т.е. S = -
1 
°1 

• -q 
6.2. Пользуясь определением суммы ряда, можно дать 

другое определение иррационального числа а. 

Пусть положительное иррациональное число а равно 

р, Ч1Ч2 ··· Чп •·• Тогда 
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+ ql + ql + q2 + ql + q2 + + qn 
р, р 10' р 10 100' ... , р 10 100 ... 10"' ... 

- последовательность десятичных приблюкений числа сх с 
недостатком, а 

- последовательность десятичных приблюкений числа сх с 
избытком. Эrи последовательности имеют один предел, 

который называется числом сх. Поэтому можно определить 
сх как сумму ряда 

- +q•+q2+ +qn+ 
сх - р 10 100 ". 10" " .. 

Заметим, что если сх есть бесконечная периодическая дробь 

то сх тоже можно определить как сумму ряда 

_ + q• + q2 + + q" + Р1 + Pz + 
сх - Р 10 100 ". нf нf+• нf+ 2 ". 

+ Рт + Pm+I + 
". Hf+m lOt+m+ • ". 

6.3. Докажем правило перевода периодической десятич
ной дрОби в обыкновенную. Пусть дана положительная 
периодическая десятичная дробь, целая часть которой, для 
простоты, равна нулю. Тогда эта десятичная дробь равна 
обыкновенной, у которой: числитель есть число, равное 
разности чисел, состав.ленных цифрами, стоящими до вто
рого периода, и цифрами, стоящими до первого периода; 

знаменатель есть число, в изображении которого цифра 9 
повторяется столько раз, сколько цифр в периоде, а затем 
после девяток нуль повторяется столько раз, сколько цифр 

от запятой до периода. 
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Примеры. 

о 3(14) = 314- 3 = ш. 
' 990 990' 

о 127(31) = 12731 - 127 = 12604 = '3151 
' 99000 99000 24750" 
Доказательство. Пусть дробь а имеет вид 

а= О, Ч1Ч2 ". qk(p1P2 ". р,,.). 

Запишем эту дробь в виде суммы ряда 

a=i!.+.i!....+ 
10 100 

+ Pm+I + 
lOkнr+ 1 

Сделаем очевидные преобразования этого ряда: 

а= -1т (10k- \q. + 1оk- 2Ч2 + ... + qk) + 
10 

+ --+---2 (10,,. - 1Pt + 10,,. - 2Р2 + ... + р,,.) + ." 
10~+ "' 

... + -! - (10,,. - 1Р1 + 10,,. - 2Р2 + "· + р,,.) + "· 
lО~+пт 

В этом ряде члены, начиная со второго, образуют гео

метрическую прогрессию со знаменателем ~- Применяя 
10 

формулу для суммы геометрической прогрессии со знаме
нателем q таким, что О< 1111 < 1, получаем 
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1 10"'-\ 111-2 
lOk+m ( Р1 + 10 Р2 + ". + P,,J 

+-----------
1--1-

10"' 

= ~ (tok- •q, + 1ok- 2q2 + ". + qk) + 
lO 

т-1 т-2 + lO P1+IO Р2+".+рт= 
IOk (10'" - 1) 

111 k-\ k-2 nr-1 m-2 
_(10 -1)(10 q1+l0 q2 + ... +qJ+IO р1 +10 1'2+".+рт-

- lOk (10111 
- 1) -

IH+k-\ IO"'+k-2 о"' IOm-1 om-2 _ lO q1 + q2 + ". + 1 qk + Р1 + 1 Р2 + ". + Р., 
- IOt (10"' - 1) 

k-\ k-2 
lO q1 + lO q2 + ." + qk _ q1q2 ". q,,pJJ2 ".Рт - q1q2 ". qk 

IOt (IO"' - 1) - 999 ". 9 ООО". О 
mJD1 kJD1 

и правило перевода доказано. 

§ 3. Предел функции 

Пусть дана функция у= fi.x). Точка а (а - конечное 
число) называется точкой сгущения области существования 
функции у= fi.x), если в любом сколь угодно малом про
межутке оси Ох, содержащем точку а, есть хотя бы одна 
точка области существования этой функции, отличная от 
точки а. Заметим, что сама точка а может и не принадле
жать области определения функции. 
П р им еры . 1. Для функции у = 2х любая точка оси Ох 

есть точка сгущения этой функции, и все точки сгущения 
принадлежат области существования функции. 

2. Для функции у = ! любая точка оси Ох есть точка 
х 

сгущения этой функции. Точка х = О также есть точка 
сгущения , но она не принадлежат области существования 
функции. 
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3. Пусть задана функция у= .../log2 sin х; область суш:ест

вования этой функции есть xk = i + 2тr.k, где k - любое 

целое число. У этой функции нет точек сгуш:ения. 
Часто определение точки сгуш:ения дается в несколько 

других терминах. Для любого Б > О промежуток а - Б < х < 
<а+ Б оси Ох называется Б (дельта)-окрестностью 
точки а. 

Точка а (а - конечное число) называется точкой сгуще
ния области суш:ествования функции у = f{x), если в каждой 
о-окрестности точки а содержится хотя бы одно, отличное 
от а, значение х из области суш:ествования функции. 
Если точка а есть точка сгуш:ения области суш:ествования 

функции у = f{x), то найдется, притом бесконечно много, 
последовательностей {хп}, Хп * а, из области суш:ествования 
функции у = f{x), имеющих своим пределом точку а. 
П р им еры. 1. Пусть задана функция у = 2.х и точка 

а = 1 - точка сгуш:ения области суш:ествования этой 

функции. Последовательности точек {хп}, например, такие: 

х = 1 + !. х = 1 + _l_. х = 1 + ..!_. 
п п' п 7п' п п2• 

х = 1 - !. х = 1 + (- 1>''. х = 1 - ---
п п' п п ' п п (n + 1) 

и т.д. 

- последовательности точек из области суш:ествования 
этой функции, причем в каждом случае lim хп = 1. 

п~+-

2. Пусть задана функция у = ! и точка а = О - точка 
х 

сгуш:ения области суш:ествования этой функции. Последо
вательности точек {хп}, например, такие: 

х = !. х = _!_. х = - 1-· 
п п' п 2п• п 4п+п' 

1 1 - (- l)n 
х- ·х- · ит п - - n' п - - Sn(n+IJ' Хп - -п- .Д. 

- последовательности точек из области суш:ествования 
этой функции, причем lim Хп = О. 

п~+-
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Покажем, что для любой функции у = .ft..x) и любой точки 
сгущения а области существования этой функции можно 

построить хотя бы одну последовательность точек {хп} из 
области существования такую, что Хп ':/: а и lim Хп = а. 

п-+-

Выберем положительное число о1 и возьмем окрестность 
точки а, соответствующую числу 01, и в ней возьмем любую 
точку х1 -:1: а из области существования этой функции. Возь

мем теперь положительное число ~ такое, что ~ < 01 и 
о2 < la - х1 /. В окрестности точки а, соответствующей числу 
~. возьмем любую точку ~ -:1: а из области существования 
этой функции и т.д. В результате получим последователь
ность точек: 

Последовательность положительных чисел {оп} берется 
такой, что кроме указанных условий она удовлетворяет 

условию Iim Оп = О. Покажем, что Iim Хп = а. Действитель-

но, для любого Е > О можно найти номер N такой, что 
он'< Е. Для любого п > Nпри указанном способе выбора Оп 
и Хп имеем Оп< Он и lхп - а\< Оп. Итак, для произвольно 
выбранного Е > О можно найти N такой, что для любого 
п > N lхп - а\ < Е, а это означает, что lim х,. = а. 

Из построения видно, что для любой функции у = .ft..x) и 
любой точки сгущения а области существования этой 
функции можно построить бесконечно много последова
тельностей точек из области существования таких, что 
lim Хп =а. 

11-++-

Заметим, что каждой такой последовательности х1 , ~. ". 

"" Хп, ". соответствует последовательность .ft..xi), ./(..~). ". 
"" fl..xп), ". 

Пусть точка а - точка сгущения области существования 
функции у = .ft..x). Число А называется пределом этой функ
ции при стремлении х к а, если для любой последователь

ности точек из области существования функции {хп}, Хп ':/: а, 
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имеющей пределом число а, последовательность {f(xn)} 
имеет пределом число А. При этом пишуr limj{x) =А. 

Х-+а 

Пределом функции может явиться как конечное число 
А, так и (+ оо) или (- оо): limj{x) = +оо (limj{x) = - оо), 

если для каждой последовательности {хп} такой, что Хп -+ а, 
j{хп)-+ + 00 (/(хп) ~ - оо). 
Примеры. 
1. Доказать, что lim ~ = 2. 

Для этого покажем, что lim ~· = 2 для любой последо-
11~+-

вательности точек из области существования функции {хп}, 

Хп '* 1, такой, что lim Хп = 1; т.е. что для любой такой 

последовательности и любого Е > О найдется номер N 
такой, что для любого п > N справедливы неравенства 2 -
- Е < 2х• < 2 + Е. Заметим, что условие lim Хп = 1 означает, 

11~+-

что для любого числа Е1 > О найдется номер N1 такой, что 

для любого п > N1 справедливы неравенства 1 - Е1 < Хп < 
< 1 + Е1. 
Пусть теперь дано положительное число Е. Выберем 

число Е1 = log2 (1 + ~) Ясно, что Е1 > О. Возьмем теперь 
любую последо ател~ность точек из области существова
ния функции {Хп}, Хп '* 1, такую, ЧТО lim Хп = 1. Тогда для 

этой последовательности {хп} существует номер N1 такой, 
что для любого п > Н. справедливы неравенства 1 - Е1 < 
< Хп < 1 + Е1 , а следовательно, и неравенства 

'l'- < 21
"•; 2. То; 2. 2""'[1·I); 2 (1 + IJ; ~ + Е; 

.,х. > 2• - t:, - 2 - 2 - 2 - ~ > - 2 Е 
-"' - i• -~)--l Е - 2+Е 2+Е - - • 

i'"·l1·2J +1 
Итак, для любой последовательности точек из области 

существования этой функции {хп}, Хп '* 1, такой, что 
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lim х" = 1, и для любого Е > О найден номер N = N1 такой, 

что для любого п > N справедливо неравенство IT• - 21 < Е, 
т.е. показано, что lim Т• = 2 для любой последовательное-

ти из области существования функции {х"}, х" :1: 1, такой, 
что lim х" = 1. Следовательно, lim Т· = 2. 

" ..... +- .х"....+ 1 

2. Доказать, что lim 1~ = + оо. 
ж-+0 1-Ч 

Пусть {х,.}, х" :1: О, - любая последовательность точек из 
области существования функции такая, что lim х" =О. Эrо 

" ..... +-

означает, что для любого числа Е1 > О найдется номер N 
такой, что для любого п > N справедливы неравенства О < 
< lxJ < Е1 • Возьмем произвольное положительное число Ви 

обозначим Е1 =~·Тогда для любой последовательности {х,.}, 
х" :1: О, такой, что lim х" = О, найдется номер N такой, что 

для любого п > N справедливы неравенства О< lxJ < ~· т.е. 

справедливо неравенство ~J > В. 
Итак, для любого В > О нашелся номер N такой, что для 

любого п > N справедливо неравенство 1~ 1 > В, т.е. lim 1~ 1 = 
..... •-++-~ 

= + оо для любой последовательности точек из обласrи 
существования функции {х,.}, х" :1: О, такой, что lim х,. =О . 

Следовательно, lim 1~ = + оо. 
ж-+0 1-Ч 

...... +-

Будем говорить, что ( + оо) является точкой сгущения для 
области существования функии у = j(x), если для любого 
большого положительного числа В найдется хотя бы одно 
значение х, принадлежащее области существования функ
ции у= j(x), такое, что х >В. 

Будем говорить, что (- оо) является точкой сгущения для 
области существования функии у = j(x), если для любого 
отрицательного числа В такого, что 1..81 - сколь угодно 
большое число, найдется хотя бы одно значение х, принад-
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лежащее области существования функции у = j(x), такое, 
что х< В. 
В случаях, когда (+ оо) или (- оо) являются точками 

сгущения для области существования функции у = j(x), 
также легко показать, что можно построить последователь

ность точек {х"} из области существования функции 
у= J(x), которая будет иметь своим пределом (+ оо) или 
(- оо) соответственно, и определение предела функции 

у = j(x) можно распространить на случаи таких точек сгу
щения. 

Пример. Для функции у= 1 +!и(+ оо) и (- оо) явля-
х 

ются точками сгущения и lim (t + l) = 1 = lim (t + l) 
.r_.+- х .r_.__ х 

Пользоваться приведенным определением предела 
функции для его отыскания трудно. Поэтому чаще пользу
ются другим, эквивалентным ему, определением на так 

называемом языке «Е, б•. 
Пусть точка а есть точка сгущения области существова

ния функции у = j(x) и а - конечное число. Число А 
называется пределом функции у = J(x) при стремлении х к а, 
если для любого Е > О найдется б > О такое, что для любого 
х из области существования этой функции и такого, что 

О < 1х - а\ < б, выполняется неравенство 1/{х) - А/ < Е. При 
этом пишуг limj(x) = А. 

Пусть(+ оо) есть точка сгущения области существования 
функции у= j(x). Число А называется пределом функции 
у = j(x) при стремлении х к ( + оо ), если для любого Е > О 
найдется число М > О такое, что для любого х из области 
существования функции у= j(x), и такого, что М < х, вы
полняется неравенство 1/{х) - А1 < Е. При этом пишут 
lim j(x) =А . 

.Х-++-

Пусть (- оо) есть точка сгущения области существования 
функции у = j(x). Число А называется пределом функции 
у= j(x) при стремлении х к (- оо), если для любого Е >О 
найдется число' М < О такое, что для любого х из области 
существования функции у = j(x), и такого, что х < М, вы-

605 



полняется неравенство 1/{х) - А1 < Е. При этом пишут 
lim .f(x) =А. 
х~--

Аналогично можно дать определения: lim.f(x) = - оо, 
.Х-+а 

lim.f(x) = + оо, lim ft..x) = - оо и т.д. В качестве примера 
х~--

приведем одно из таких определений. 

Пусть точка а есть точка сгущения области существова
ния функции у = .f(x) и а - конечное число. Будем гово
рить, что функция у= .f(x) имеет пределом(+ оо) при стрем
лении х " а, если для любого числа В > О наЙдется число 
о> О такое, что для любого х из области существования 

функции и такого, что О < /х - а1 < о, будет выполняться 
неравенство .f(x) > В. При этом пишут lim.f(x) = + оо. 

Найдем пределы некоторых функций, используя опреде

ление предела на языке «Е, о~. 
Примеры. 1. Дана функция у= 'r и точка а= 1 -

точка сгущения области существования этой функции. 
Доказать, что lim r = 2. 

Возьмем произвольное положительное число Е и выбе

рем число о > О. Выберем, например, о = log2 ( 1 + ~) ясно, 
что о > О. Возьмем теперь любое х, такое, что~ < jxl - 11 < 
< о, т.е. любое х *' 1 из промежутка 1 - о < х < 1 + о. 
Ясно, что 

'l!' < 21
•• = 2 -1!' = 2 · 2'"'(••1]= 2 (1 +1)=2 + е; 

т: > 2•-& = 2. 2-li = 2. 2-~(··1)= 
2 = _2_ = _4_ > 4 - Е = 2 _ Е. 

} Е 2+Е 2+Е 
+1 

Эги неравенства означают, что 12.х - 21 < Е. Итак. для лю
бого Е > О нашлось о > О, такое, что l'r - 21 < Е для любого 
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х из области существования функции, и такого, что О < 1х -
- 11 < S. По определению это и означает, что lirn 2" = 2. 

ж_.1 

2. Дана функция у = ~ и точка а = О - точка сгущения 
области существования этой функции. Доказать, что 

lirn _!_ = + 00 

ж .... о w . 
Возьмем произвольное число В > О и выберем число 

S > О, например, S = i· Ясно, что как только О < 1х - OI = 
= 1х1 < S, то ~ > k = f = В. Итак, для любого В > О нашлось 

в 

число S > О, такое, что ~ > В для любого х из области 
существования этой функции и такого, что О < 1х - OI < S. 
По определению это и означает, что lim 1~ = + оо. 

ж--.0 1"'1 

Выше даны два разных определения предела функции: 

одно на языке последовательностей, другое - на языка <(Е, 

&>. Эги определения равносильны, т.е. если функция имеет 
предел в смысле определения на языке последовательнос

тей, то она имеет тот же предел в смысле определения на 

языке <(Е, S)) и наоборот. 
Покажем равносильность двух определений предела 

функции в случае, когда х = а - конечная точка сгущения 

и когда функция имеет конечный предел А. 
1. Пусть А - предел функции у= ./{х) при х, стремящемся 

к точке а в смысле определения на языке «Е, &>. 
Возьмем произвольное Е > О. Тогда найдется число S > О, 

такое, что для любого х, принадлежащего области сущест
вования функции и удовлетворяющего неравенствам О < 
< 1х - а1 < S, выполняется неравенство 1/{х) - А1 < Е. 
Рассмотрим любую последовательность {х"}, сходящуюся 

к а, и такую, что х" '* а и х" принадлежит области сущест
вования функции у= ./{х) при любом п. Тогда для указан

ного числа S > О, зависящего от Е, существует число N 
такое, что для любого п > N выполняются неравенства О < 
< lx" - а1 < S. Следовательно, при любом п > N будет вы-
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полняться неравенство 1/{хп) - А1 < Е. Но так как Е > О 
выбиралось произвольно, то это и означает, что fl..xп) ~ А, 
т.е. для любой последовательности {хпУ (из обл.асти сущест
вования функции у= f(x)), сходящийся к а, последователь
ность fl..xп) сходится к А; это и есть определение предела 
функции на языке последовательностей. 

2. Пусть limf(x) = А в смысле определения на языке 

последовательностей. Покажем, что limj(x) = А в смысле 

определения на языке «Е, О». 

Доказательство проведем от противного. Пусть fl..xп) ~ А 
для любой последовательности {хп} точек из области суще

ствования функции такой, что Хп ~ а, причем Хп * а. Пред
положим, что для j(x)· число А не является пределом при 
х ~а в смысле определения на языке <(Е, о~, т.е. существует 

такое положительное число Е, что для любого положитель

ного о найдется хотя бы одно число х такое, что О < 1Х -
- а\ < О, НО lf{x) - Aj ~ Е. 
Возьмем теперь последовательность {оп} такую, что 

оп ~ О. По предположению для любого оп существует число 

Хп такое, что О < IХп - а\ < От но 1/{хп) - AI ~ Е. Рассмотрим 
последовательность Хт Хт ... , Хт .... Ясно, что Хп ~а, но 
.1ГхJ не стремится к А, так как l/{:x;J - А1 ~ Е для всех п. 

Следовательно, нашлась последовательность {хп}, Хп ~ а, 

из области существования функции у = f(x) такая, что 
lim хп = а, но последовательность {/{х;;)} не стремится к А. 

Это противоречит условию, что для любой последователь

ности точек из области существования функции {х"}, х" * а, 
такой, что lim хп = а, обязательно lim fl..xп) = А, т.е. наше 

n-++-

предположение неверно, а верно уrверждение, что из схо

димости на языке последовательностей следует сходимость 
на ЯЗЫКе <(Е, О~. 

Равносильность двух определений предела функции до
казана в случае, когда точка сгущения а и limj(x) - конеч-

.r:-+ а 
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ные числа. В остальных случаях равносильность определе
ний доказывается аналогично. 
Для пределов функций справедливы свойства, аналогич

ные свойствам пределов последовательностей. Заметим, 

что их практически не надо доказывать, ибо из определения 
предела функции при помощи последовательностей выте

кает, что все теоремы, доказанные для последовательнос

тей, справедливы и для функций. Сформулируем некото

рые из них. 

Теорем а 1. Пусть точка а есть точка сгущения общей 
части областей существования функций у = ./{х) и у = g(x) и 
пусть существуют оба конечных предела limf{x) =А, 

Х-+ а 

lim g(x) = В. Тогда функции у = ./{х) + g(x), у = ./{х) - g(x), 
Х-+ а 

у = ./{x)g(x), у = J(x) также имеют конечные пределы, соот
g{х) 

ветственно равные А + В, А - В, AR, 1 (В* О в случае 
частного). 
Теорема 2. Пусть точка а (а - конечное число) есть 

точка сгущения области существования функции у= ./{х), и 
если lim.f{x) =А, где А> О, то существует Б-окрестность 

Х-+ а 

точки а такая, что для любого х * а из области существо
вания и принадлежащего этой окрестности, функция у = ./{х) 
положительна. 

Аналогичное свойство справедливо, если А < О. 
Теорем а 3. Если точка а (а - конечное число) есть 

mowca сгущения области существования функции у = ./{х) и 
если limf{x) =А, где А - конечное число, то существует 

Х-+ а 

такая Б-окрестность точки а, что для любого х * а из 
области существования и принадлежащего этой окрестнос
ти функция у = ./{х) будет ограниченной, т.е. найдется такое 
число М > О и такое Б > О, что для любого х из области 
существования функции, такого, что О < lx - а1 < Б, будет 
r;праведливо неравенство Jf{x)I ~ М. 
Теорем а 4. Если точка а есть точка сгущения общей 

части областей существования функций у = ./{х), у = р(х) и 
20 Ал:гебра, тркrоиометркя 
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у = g(x) и для любого х '* а, принадлежащего некоторой S-ок
рестности точки а и общей части областей существования 
этих функций, справедливы неравенства ft..x) s р(х) s g(x). 
Если limft..x) = lirn g(x) = А, тогда и lirn g(x) =А. 

1'-+Q ж-+а 1'-+Q 

Пример. 

Используя теорему 4, докажем, что lirn sin х = 1. 
ж-+0 Х 

Функция у = sin х четная, поэтому рассмотрим ее на 
х 

интервале (О, тс/2). Докажем, что на этом интервале имеет 
место двойное неравенство 

cos х < sinx < 1. 
х 

(1) 

Возьмем дуrу АМ единичной окружности, соответствую
щую углу, радианная мера которого равна х (рис. 185). 
Тогда IOAI = 1, 1Mh1 = sin х, IOh1 = cos х. Из подобия тре
угольников ОАТ и ONM находим IA1J = 101 = ~ = sin х = IOAI IOA1 cos х 

= tg х. Так как площадь тре-
У угольника ONM меньше 

площади сектора ОАМ, а 
площадь этого сектора мень

ше площади треугольника 

ОАТ, то имеем двойное нера
венство 

---i--~~-------------~~-о N 

Рис. 185. 

A(l,O) х 

! IOAI 1Mh1 < ! IOA12 IAМI < 

< !IOAI IA1J 

или 

sin х < х < tg х. 

Разделим это двойное неравенство на sin х. Поскольку 
sin х > О, то знаки неравенства не изменятся и получим 
справедливость двойного неравенства 
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1 <~<-•-. 
sшх cosx 

Так как рассматривается интервал (О, ~ J и на нем х > О, 
cos х >О, sin х >О, то имеем равносил~ныJ неравенства 

1 < ~ «- sin х < 1. ~ < _1 _ «- sin х > cos х 
sш х х • s1n х cos х х • 

что и доказывает неравенство (1). 
В сиду четности функций у = cos х и у = sin х двойное 

х 

неравенство ( 1) будет иметь место и на интервале (- ~" О} 
Действительно, если х е (- I• О) то О < (- х) < ~ и нера
венство ( 1) имеет вид 

cos (- х) < ш;~~х) < 1. 

Но cos (- х) = cos х sin <- х) = - sin х = sin х. Следовательно 
• -х -х х • 

неравенство (1) справедливо и при хе (-. I• О) Итак, для 
любого хе (-I· О Ju (о, I\имеем cos х < ~х) 1. Для того 
чтобы тепе~ь восfюлЬ;Jться теоремой 4, необходимо 
доказать, что lim cos х = 1. Воспользуемся определением 

Х-+0 

предела функции на языке •Е, &>, т.е. докажем, что для 

любого Е > О t1айдется такое Б > О, что как только О < ~ < 
< Б, то 11 - cos ~ < Е. В качестве Б возьмем величину "2€, 

2 2 

тогда 11 - cos ~ = 1 - cos х = 2 sin
2
1 = 2 (sin ~J < 2 ~) < 

< е, что и требовалось доказать. 
Итак, функция у= s~ х при хе r - ~· Olu (О, I 1 заключе

на между 1 и cos х, и поскольку шh cos х 1, то do теореме 
Х-+0 

4 получим lim sin х = 1. 
Х-+0 Х 
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В определении предела функции у = .lf.x) в точке а (точке 
сгущения области существования функции) х может при
ближаться к а по любому закону. 
Иногда приходится рассматривать предел функции 

у = .lf.x), когда х (из области существования функции), 
стремясь к а, остается все время справа от точки а. Тогда 
говорят, что функция у= .lf.x) имеет предел справа, и запи
сывают lim .lf.x) = А, где lim .lf.x) - либо конечное число, 

.х-+ а+О .х-+а+О 

либо (+ оо), либо(~ оо). Аналогично определяется предел 
слева lim .lf.x) = А . 

.Х-+а-0 

Примеры. 
1. lim signx = 1, lim signx = - 1 (рис. 186) . 
.Х-+0+0 .Х-+0-0 

2. lim - 1- = + оо, lim - 1- = - оо (рис. 187) . 
.х-+2+ох-2 .х-+2-Ох-2 

3. Функция у= i' имеет в любой точке а предел и справа 
и слева, при этом lim i' = lim i' = а2 . 

.х-+а+О .Х-+а-0 

Пусть дана функция у = .lf.x) и ее график. Если сущест
вуют точка М(Хо, .lf.:xo)) и прямая, такая, что хотя бы при 
одном из условий х--+ а, х--+ а + О, х--+ а - О, х--+ + оо, 
х --+ - оо начиная с точки М расстояние между точками 
графика и прямой неограниченно уменьшается, то эта 

прямая называется асимптотой функции у= ./{х). 
Если выполняется хотя бы одно из условий: 

lim.lf.x) = + оо, lim .lf.x) = + оо, lim .lf.x) = + оо, 
.х-+а .х-+а+О .х-+а-0 

lim.lf.x) = - оо, lim .lf.x) = - оо, lim .lf.x) = - оо, 
.х-+а .х-+а+О .Х-+а-0 

то асимптота х = а называется вертикальной. 
Пр им еры. 1. Функция у= log2 (х + 3) имеет вертикаль

ную асимптоту х = - 3, так как lim log2 (х + 3) = - 00 

.Х-+-3+0 

(рис. 188). 

2. Функция у= lx~ 
11 

имеет вертикальную асимптоту 

х = - 1, так как lim 
1
_ 

1
11 

= + оо (рис. 189) . 
.Х-+-1 .... + 
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Если выполняется хотя бы одно из условий lim .f(x) = Ь, 
.Х-++-

lim .f(x) = Ь, то асимптота у = Ь называется горизонтальной. 
%-+--

Пр им еры . 1. Функция у = 2 + 3.х имеет горизонталь
ную асимптоту у= 2, так как lim (2 + 3} = 2 (рис. 190) . 

.Х-+--

2. Функция у = ! имеет горизонтальную асимптоту у = О, 
х 

так как lim ! = О и lim ! = О . 
.х-+--х .х-++-х 

Если выполняется хотя бы одно из условий lim [/{х) -
.Х-++-

- (kx + Ь)) =О или lim [/{х) - (kx + Ь)] =О, то асимптота 
.Х-+--

у = kx + Ь называется наклонной. 
Пр и~ ер. Функция у= х + ! - 1 имеет наклонную 

х 

асимптоту у= х - 1 (рис. 191). 

§ 4. Непрерывность функции 

Функция у = .f(x) непрерывна в точке Хо. если: 
1) Хо - точка сгущения области существования функции 

у= .f(x); 
2) Хо принадлежит области существования функции 

у= .f(x); 
3) существует lim.f(x); 

.Х-+.Х,, 

4) lim.f(x) = ft..Xo) (т.е. lim.f(x) =}'о. где Уо = ft..Xo)) . 
.X-+.t;, .Х-+.Х,, 

Пр им еры. 1. Функция у= 2.х непрерывна, например, в 
точке Хо= 1. 

Действительно, Хо = 1 - точка сгущения области суще

ствования функции; точка Хо= 1 принадлежит области 
существования функции, значит у0 = i = 2; существует 
lim 2.х = 2; наконец, lim '1: = 2 = Уо· 
.Х-+1 .Х-+1 

2. Функция у = log3 х непрерывна, например, в точке 

Хо= 3. 
Действительно, Хо = 3 - точка сгущения области суще

ствования функции; точка Хо = 3 принадлежит области 
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существования функции, значит у0 = log3 3 = 1; существует 
lim log3 х = 1; наконец, lirn log3 х = 1 = у0• 
Х-+3 Jt-+3 

3. Функция у= _1_
2 
в точке Хо = 2 не является непрерыв

х -
ной, так как нарушено, например, условие 2, т.е. точка 
Хо= 2 не входит в область существования функции. 

4. Функция у = sign х в точке Хо = О не является непре
рывной, так как нарушено, например, условие 3, т.е. не 
существует lirn sign х. 

Jt-+0 

5. Легко проверить, что каждая основная элементарная 
функция является непрерывной в любой точке ее области 
существования. 

Учитывая вышеприведенные эквивалентные между 
собой определения предела функции в точке, приведем еще 
два определения непрерывности функции в точке. 

Функция у = ./{х) называется непрерывной в точке Хо, если 
для любого числа е >О найдется такое число Б >О, что для 
любого х из области существования, удовлетворяющего 

неравенству ~ - Хо! < Б, выполняется неравенство lf{x) -
- .f{.xo)I < Е. 
Функция у = ./{х) называется непрерывной в точке Хо, если 

для любой последовательности {х"} значений аргумента из 
области существования, сходящейся к точке Хо, соответст
вующая последовательность значений функции {f(x")} схо
дится к значению ./{Хо). 

Используя второе определение непрерывности функции 
в точке, покажем, например, что функция у = 2х является 
непрерывной, например, в точке Хо= 1 (т.е. покажем, что 
для любого е >О найдется такое Б >О, что для любого х, 
удовлетворяющего неравенству ~ - 11 < Б, будет выпол
няться неравенство 1~ - il < е). Действительно, для любо-
го числа Е > О возьмем, например, чис.Ло Б = log2 ( 1 + ~} 
Тогда для любого числа х, удовлетворяющего услови\о ~ -
- II < Б, т.е. для любого х из промежутка (1 - Б; 1 + Б), 
будут справедливы неравенства 
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2" < 2'" = 2. т = 2. 2'"'·[· ·I) = 211+t)=2 н; 
У> i- 6 = 2 · 2-6 = 2 · [ i08z(I+~)] = 

2 = _2_ = _4_ > 4 - Е = 2 _ Е 

1 
Е 2+Е 2+Е . 

+1 

Эти неравенства означают, что l2x - il < Е для любого х 
такого, что lx - 11 < о, т.е. согласно второму определению 
непрерывности функции в точке, функция у = 2х непре
рывна в точке Хо = 1. 

Используя третье определение непрерывности функции 
в точке, покажем, например, что фунКция у= [х] не явля
ется непрерывной в точке х = 2, т.е. укажем хотя бы одну 
последовательность значений аргумента {хп} такую, что 
lim хп = 2, но соответствующая последовательность значе-

n-++-

ний функции {[хп]} такова, что lim [хп] * [2]. Такова, на-
n-++-

пример, последовательность значений аргумента с общим 

членом хп = 2 - !. Действительно, lim (2 - l) = 2, но 
n n-++- n 

lim [2 - .!.] = 1 и, следовательно, lim [2 - .!.] = 1 * 2 = [2], 
n-++- n n-++- n 
что требовалось доказать. 
Теорем а 1. Пусть функция у = .f{x) у = g(x) непрерывны 

в точке Хо· Тогда в той же точке будут непрерывными и 

функции у = .f{x) + g(x), у= .f{x) - g(x), у = .f{x)g(x), у = j(x) 
g(.x) 

(последняя при условии, что g(.xo) * О). 
Эта теорема является следствием теорем о пределе функ

ций в точке. 

Например, согласно теореме 1 функция у = sin х + х2 

является непрерывной, скажем, в точке Хо = 1. Действи
тельно, точка Хо = 1 принадлежит области существования 
функции у = sin х и функции у = r. Так как любая основ
ная элементарная функция непрерывна в каждой точке ее 
области существования, то и функция у = sin х и функция 
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у= .,?- непрерывны в точке Хо = 1. Тогда согласно теореме 1 
и функция у = sin х + .,?- непрерывна в точке Хо = 1. 
Наряду с уже рассмотренной непрерывностью функции 

в точке часто рассматривается так называемая односторон

няя непрерывность функции в точке. Приведем соответст
вующие определения. 

Функция у = j(x) непрерывна справа в точке Хо, если: 
1) Хо - точка сгущения области существования функции 

У= f(x); 
2) Хо принадлежит области существования функции 

У:::, f(x); 
3) существует lim f(x), обозначаемый f(.xo + О); 

.х-+х,, +О 

4) f(.xo + О)= f(.xo). 
Аналогично определяется непрерывность функции слева 

в точке Хо· Ясно, что если функция у = f(x) непрерывна в 
точке Хо, то она в этой точке одновременна непрерывна и 

справа и слева и f(.xo + О) = f(.xo) = f(.xo - О). 
Примеры. 1. Функция у= [х] в точке Хо= 1 непрерыв

на справа, так как lim [х] = 1 = [1] . 
.х-. 1 +О 

2. Функция у = sign х в точке Хо = О не является непре
рывной ни справа, ни слева. Действительно, хотя функция 
у = sign х в точке Хо = О имеет и предел справа (lim sign х = 

.х-> О +О 

= 1) и предел слева (lim sign х = - 1), но ни один из этих 
.Х->0-0 

пределов не совпадает со значением функции у = sign х в 
точке Хо = О (sign О = О). 

3. Функция у = ZZ в любой точке х непрерывна и справа 
и слева. 

Функция у = j(x) имеет в точке Хо разрыв, если не выпол
няется хотя бы одно из условий 1 - 4 .определения непре
рывности функции в точке Хо· 
Пр им ер . Функция у = sign х имеет в точке Хо = О раз

рыв. Действительно, равенство lim sign х = sign О не выпол-
.х-.о 

няется, так как не существует предела функции у= sign х в 
точке Хо = О (хотя и существуют односторонние пределы, 

617 



но они не равны друг другу и ни один из них не равен 

значению функции в точке Хо= О). 
Пусть функция у = f(x) имеет разрыв в точке Хо· По 

определению точка Хо называется точкой разрыва первого 
рода, если в этой точке функция у = j(x) имеет конечный 
предел как справа, так и слева. Во всех остальных случаях 
разрыва точка Хо называется точкой разрыва второго рода. 
Пр им еры. 1. Для функции у = [х] точка Хо = 1 является 

точкой разрыва первого роДа. Действительно, функция 
у = [х] имеет в точке Хо = 1 разрыв, так как функция у= [х] 
в точке Хо = 1 не имеет предела, но имеет конечный предел 
и справа (lim [х] = 1) и слева (lim [х] = О) . 

.x-tl+O .x-tl-0 

2. Для функции у = ! точка Хо = О является точкой раз
х 

рыва второго рода. Действительно, функция у = ! в точке 
х 

Хо = О имеет разрыв, так как точка Хо = О не принадлежит 
области существования функции. Кроме того, функция 

у = ! в точке Хо = О не имеет конечного предела справа 
х 

(lim .!. = + оа), 
.x-tO+O Х 

3. Для функции у = sin (~)точка Хо = О является точкой 
разрыва второго рода. Действительно, функция у = sin (!)в 
точке Хо = О имеет разрыв, так как точка Хо = О не при~~ -
лежит области существования функции. Кроме того, функ-

ция у = sin (~ 1 в точке Хо = О не имеет предела справа, так 
как можно ~ать две последовательности значений аргу
мента справа {х11} и {i,,} такие, что lim х" =О, lim i,, =О, но 
соответствующие последовательности значение функции 

{sin (_!_} и {sin (~]~ таковы, что lim sin (_!_) * lim sin (~} Та-
х" Хп ~ 11-t+- Х,, 11-t+- Хп 

кими, например, будуr последовательность с общим чле-
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ном х = 1 и последовательность с общим членом 
п 7t 

2 +тп 
х' = J_ 
п м · 

Функция у = f{x) называется непрерывной на некотором 
промежутке (а, Ь), если она непрерывна в каждой точке 
этого промежугка. Другими словами, функция у = f{x) не
прерывна на промежугке (а, Ь), если: 

1) весь промежугок входит в область существования 
функции у = f{x); 

2) любая точка Хо этого промежугка есть точка сгущения 
области существования функции у= J(x); 

3) в любой точке Хо этого промежугка существует lim f{x); 
ж~:rо 

4) в любой точке Хо этого промежугка справедливо ра
венство lim f{x) = f{.xo), т.е. lim f{x) = у0, где Уо = f{.xo). 

ж~:rо ж~:rо 

Пр им еры . 1. Функция у = cos х непрерывна на про
межугке (- оа, + оа). 

2. Функция у= log3 х непрерывна на промежугке (О, 

+ оа). 
3. Функция у = х ~ 

1 
непрерывна на промежугке ( 1; + оа); 

кроме того, она непрерывна на промежугке (- 00 , 1 ), но 
она не является непрерывной, например, ни на промежугке 

(- оа, + оа), ни на промежуrке (1, + оа), ни на промежугке 
(О, + оа). 

§ 5. Производн3JI функции 

Рассмотрим функцию у = f{x). Пусть х - некоторая 
точка сгущения функции, принадлежащая ее области су
ществования, f{x) - значение функции в этой точке. Or 
значения х переходим к другому значению аргумента х1 '* х, 
которое также принадлежит области существования. Раз
ность х1 - х (обозначим ее через ЛХ) называется прираще
нием аргумента в точке х. Значение функции, соответст
вующее значению аргумента х1 = х + лх, обозначим 
f{x + ЛХ). 
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Разность f(x + дх) - f(x) называется приращением функ
ции в mo"IКe х, соответствующим приращением аргумента 

дх в этой точке, и обозначается Лу или д/{х): 

Лу = д/{х) = f(x + дх) - f(x). 

В зависимости от вида функции, ее приращение Лу может 
быть равно нулю, быть положительным или отрицатель
ным числом. Приращение аргумента дх также может быть 

положительным или отрицательным, но дх :/: О. 
Пр им еры. 1. Найти приращение функции у = 1х1 в 

точках х =О, х = 1 их= - 1, считая, что 1Лх1 < 1. 
а) Если х = О, то 

Л = IO + л....1 - IOI = lл....1 = {дх, если дх> О, 
у u..ч iu..ч - дх, если дх < О. 

б) Если х = 1, то 

Лу = 11 + Лх1 - 111 = 1 + дх - 1 = дх, если 1Лх1 < 1. 

в) Если х= - 1, то 

Лу = 1- 1 + Лх1 -1- 11=1 - дх - 1 = - дх, если 1Лх1 < 1. 

2. Найти приращения функции у = sin х в точках х = О, 

х = 3" х = - j и в произвольной точке х. 
а) Если х = О, то Лу = sin (О + дх) - sin О = sin дх. 

б) Если х = j, то 

Лу = sш - + дх - sш - = sш - cos - + -· (7t ) · 7t 2 · лх (7t лх} 
3 3 2 3 2 

в) Если х= - j. то 

Лу = sin (- ~ + дх )- sin (- ~) = 2 sin Л: cos (- ~ + л;) 
г) Если х - любая точка, то 
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Лу = sin (х + ЛХ) - sin х= 2 sin ~ cos (х+ ~) 

3. Найти приращения функции у= Гх в точках х = О, 
х = 1 и любой точке хе (О, + оо). 

а) Если х = О, то приращение ЛХ > О (в силу области 
существования функции у= u), поэтому 

лу = ...Jo+ лх - ..JO = ...Jлх, 

б) Если х= 1, то 

л = ...Jl + лх - « = (-IГ+дi - l) (-IГ+дi + l) = дх 
:У ('/1+дх+1) "1+дх+1' 

где 1ЛХ1 < 1. 
в) Если х - любая точка (х > О), то 

Лу = ...Jx + ЛХ - Гх = <..Ji'+дi - х) <..Ji'+дi + х) = дх 
<"х+ дх + х) "х+ дх + х' 

где 1ЛХ1 < х. 
Пусть функция у = j{x) определена в некоторой окрест

ности точки х. Дадим аргументу х приращение ЛХ (при этом 

предполагается, что точка х + ЛХ принадлежит области 
существования функции). Тогда функция получит прира

щение Лу = j{x + ЛХ) - j{x). 
Производной функции у = j{x) в точке х называется пре

дел отношения приращения этой функции к приращению 
аргумента в этой точке при стремлении приращения аргу

мента к нулю, если такой предел существует и конечен. 

Производная фунщии у= j{x) в точке х обозначается у' 

(читается «игрек штрих)>), или ~ (читается «де игрек по де 

икс»), или d-:' (читается «де эф по де икс•). Нахождение 
производной от функции называется дифференцировани
ем. 

Итак, по определению: 
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ду = lim Лу = lim .J(x + ЛХ) - .J(x) 
Лl:-+0 лх Лl:-+0 лх ' 

т.е. 

/ (х) = lim .J(x + ЛХ) - .J(x). 
ЛI:-+ о лх 

Из определения следует, что производная функции 
у = j(x) в точке х есть число, зависящее от рассматривае
мого значения х, но не зависящее от дх. Кроме того, 
производная функции у = f(x) может существовать не во 
всех точках области существования этой функции. Рас
смотрим множество М всех точек области существования 
функции у= f(x), в которых эта функция имеет производ
ную. Вычисляя производную функции у = j(x) в любой 
точке х е М, получаем, что каждому числу хе М ставится 

в соответствие одно число f'(x). Другими словами, этим 
соответствием задана функция, обозначаемая у = /'(х), с 
областью определения - множеством М. 
Найдем производные некоторых элементарных функ

ций. 

1. Пусть на некотором интервале (а; Ь) функция у= f(x) 
имеет постоянное значение с, т.е. у= с на (а; Ь). Тогда у = 
= (с')= О для любого х из (а; Ь). 

Действительно, для любого х из (а; Ь): ду =с - с= О, 

следовательно, лу = О, откуда у = lim лу = lim О = О. 
лх Лl:-+0 лх Лж-+0 

2. Пусть у = х, тогда у = 1 для любого х. 
Действительно, для любого х ду = '(х + дх) - х = дх и 

lim лу = lim лх = lim 1 = 1. 
дх-+0 лх Лl:-+0 лх Лl:-+0 

3. Пусть у= Х' (п - фиксированное натуральное число), 
тогда у' = пХ' - 1 для любого х. 

Действительно, для любого х по формуле бинома Нью
тона (см. гл. 11) 
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ду = (х + дх)п _ Х' = пХ' - 1 дх + п (~ .-; 1) xi- 2(ЛХ)2 + ... 

... + (ЛХ)п, 

., 
и, следовательно, у' = lirn Лу = пХ'- 1

, т.е. (Х')' = пХ' - 1
• 

дх--tО ЛХ 

4. Пусть у= sin х, тогда у' = cos х для любого х. Действи
тельно для любого х 

Лу = sin (х + ЛХ) - sin х = 2 sin л; cos ( х + л; J 
и, следовательно, 

[

. лх 1 . Лу • s1n2 ЛХ у' = lun - = lirn -- · cos (х + -J 
д.1:-+0 лх д.1:-+0 лх 2 

2 

. лх Stn-
Paнee было доказано, что lirn --2- = 1. Докажем, что 

дх--tО ЛХ 
2 

lim cos (х + Л:J = cos х, т.е. докажем, что для любого Е > О 
дJ: ..... о 

найдется такое Б > О, что 1 cos ( х + Л:: )- cos xl < Е, как толь-
ко JЛ: 1 < Б. Для доказательства возьмем Б = Е и получим 
еле ующую цепочку неравенств: 

lcos (х+ ~)- cos xl = 12 sin (х+ ~)sin ~1 < 21~1 < Е; 
следовательно, (sin х)' = cos х. 
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5. Пусть у= cos х, тогда у'= - sin х для любого х. Дей
ствительно, для любого х 

Лу = cos (х + ЛХ) - cos х = - 2 sin Л: sin (х+ Л:} 

Тогда 

у'= lirn Лу = lirn [sin Л: · (- 1) sin (х+ лх)~ 
4.х--+0 лх 4.х--+0 лх 2 

2 

. дх 

s1n- ( ) и, поскольку lim --2 = 1 и lirn sin х+ Л: = sin х (доказа-
л.ж ..... о лх Лх-+0 

2 
тельство такое же, как и в предыдущем примере), то у'= 

= - sin х, т.е. ( cos х)' = - sin х. 
Если нужно найти производную функции у = j(x) в не

которой фиксированной точке х = Хо, то обычно сначала 
находят производную этой функции в любой точке х, где 
она существует, т.е. находят у' = /'(х), а затем вместо про
извольного х подставляют х =Хо· Производную в фиксиро-

ванной точке Хо обозначают /'(Хо), у'(.хо), 4(;> или/' 1 х•ж,,• 

У' 1 х•ж,,• ~' х•ж,,· 
Пример. Найти производную функции у= sin х в точ-

1t 1t 
ках х1 = 4, .xi = 7t, Хз = - 2· 

Так как у'= cos х, то 

у'(~)= cos (~J =~.у' (1t) = cos 1t = - 1, 

у' (- ~) = cm (-~)=О. 
Решение примеров на нахождение производных значи

тельно упрощается, если использовать правила дифферен

циров~ия, которые вытекают из теорем для пределов. 

Рассмотрим некоторые из них. 

624 



В дальнейшем предполагается, что аргумент х изменяет
ся в общей части областей существования функций, участ
вующих в следующих утверждениях. 

1. Если в точке х существуют конечные производные 

функции у= v(x) и функции у= и(х), то в точке х производ
ная суммы этих функций существует и равна сумме произ

водных этих функций, т.е. (v(x) + и(х))' = v(x) + и'(х). 
Действительно, дадим х приращение ЛХ. Тогда функции 

у = v(x) и у = и(х) получат приращение, соответственно 
равные Лv(х) и Ли(х), И функция у= v(x) + и(х) получит 
приращение Лу = [(v(x) + Лv(х)) + (и(х) + ли(х))] - (v(x) + 
+ и(х)) = Лv(х) + Ли(х). Поскольку 

Лу = Л\.(х) + Лu(х) 
дХ дХ ЛХ' 

то 

у' = lim Лу = lim (Л\.(х) + Ли(х)) = v(x) + u'(x), 
ЛХ--+0 дХ дх-+0 дХ дХ 

так как предел каждого слагаемого существует и конечен. 

П р им ер . (х2 + sin х)' = (х2)' + (sin х)' = 2х + cos х. 
2. Если в точке х существуют конечные производные 

функции у= v(x) и функции у= и(х), то в точке х производ
ная разности этих функций существует и равна разности 

производных этих функций, т.е. (v(x) - и(х))' = v(x) - и'(х). 

Доказательство утверждения 2 аналогично доказательст
ву предыдущего утверждения и поэтому опускается. 

П р им ер . (х4 - cos х)' = (х4)' - ( cos х)' = 4х3 + sin х. 
Используя формулы нахождения производной в точке 

для суммы и разности двух слагаемых, легко получить 

формулу для нахождения производной в точке для алгеб
раической суммы любого числа слагаемых. Напишем, на
пример, эти формулы для алгебраической суммы пяти 
слагаемых: 

(и+ v - р + g - t)' =и'+ v - р' + g' - f. 
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Пр им ер. (х + ~ - } + sin х - cos х)' = 1 + 5х4 - 8х1 + 
+ cos х + sin х. 

3. Если в точке х суiцествуют конечные производные 
функции у= v(x) и функции у= и(х), то в этой точке суще
ствует производная функции у= v(х)и(х), при этом 

у'= (v(х)и(х))' = v(х)и(х) + v(х)и'(х). 

Действительно, дадим приращение лх. Тогда функции 
у = v(x) и у= и(х) _,получат прир~~,.цения, при этом 

у= (v(x) + дv(х))(и(х) + ди(х)) - v(х)и(х) = 

= v(х)ди(х) + и(х)дv(х) + дv(х)ди(х), 

ду = Л1'(х) и(х) + Ли(х) v(x) + д1'(х) ди(х). 
дх дх дх дх 

Применяя теоремы о пределе суммы и произведения, 

имеем 

у' = lim ду = lim (д1'(х) и(х)) + lim (Ли(х) \l(x)). + 
дж -+ о дх дж -+о дх Аж-+ о дх 

+ lim (д1'(х) ди(х)) = и(х) lirn д1'(х) + v(x) lim Ли(х) + 
Аж -+ о дх Аж -+ о дх дж -+ о дх 

+ lim Л1'(х) lim (ди(х)). 
дж-+0 дх дх-+0 

Учитывая, ЧТО lim Л1'(х) = v(x), lim Ли(х) = и'(х), lim ди(х) = 
дж-+0 дх дж.-+0 дх дж-+0 

= О, получим у' = (v(х)и(х))' = v'(х)и(х) + v(х)и'(ЛХ), что и 
требовалось доказать. 
В частности, если у= v(x) =с (с - константа), то 

(си(х))' = с'и(х) + си'(х) = си'(х), т.е. постоянный множи

тель можно вынести за знак производной: у'= (си(х))' = 
= си'(х). 

Пример. у= 5х1+7Jt - 4. 

у' = (5х1 + 7Jt - 4)' = 5(х1)' + 7(Jt)' - (4)' = 15Jt + 14х. 

626 



Используя формулу нахождения производной в точке 
для двух сомножителей, легко получить формулу для случая 

произведения нескольких сомножителей. 

4. Если в точке х существуют конечные производные 
функций у = v(x) и у = и(х) и функция у = и(х) отлична от 
нуля в этой точке, существует и производная функции у = 

= \l(X)' при ЭтОМ у' = (\l(X)) = V(X)l(X) - u'(x)'\{X) • 
u(x) u(x) u2(x) 

Действительно, дадим х·приращение ·лх: ·Jforдa фунКции 
у= v(x) и у= и(х) получат приращения, при этом 

д = \l(X) + Л\l(Х) _ \l(x) = l(x)Л\l(X) - \l(X)Лl(x) 

у l(x) + Лl(х) l(x) и(х) (l(x) + Лl(х)) · 

Применяя теоремы о пределах частного и произведения и 
учитывая непрерывность функции у = и(х) в точке х, полу
чим, что у' = v(X)l(x) ;- r/(x)\l(x). 

U (Х) 

Примеры. 1. у= tgx. 

- gx - -- - 2 -у' _ (t )' _ (sin х) _ (sin х)' cos х - (cos х)' sin х _ 
cosx cos х 

_ ccxi х + sin2 х _ 1 
- cos2 х - cos2 х' 

т.е. (tg х)' = -\-. 
cos х 

2. у= ctgx. 

- с gx - -.- - 2 -у' _ ( t )' _ (cos х) _ (cos х)' sin х- (sin х)' cos х _ 
sш х sin х 

• 2 2 _ -sm x-cos х _ 
- . 2 - - -.-2-, 

sш х sm х 

т.е. (ctg х)' = - +. 
SIП Х 
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Используя формулы производных основных элементарных 
функций и правила дифференцирования, можно найти 
производную любой функции, которая является суперпо
зицией основных элементарных функций. Приведем таб
лицу 31 производных элементарных функций: 

Таблица 31 

у= f{x) у'= f'(x) У= f{x) у'= f'(x) 

у= с (с - const) у' =О у= lnx 1 
у'=-

х 

у=х у'= 1 y=sinx у'= cosx 

у=:2- у'= 2х y=cosx у'= - sinx 

у=Х' (п - y'=nX'-l y=tgx 1 
у'=-

натуральное cos2 х 
число) 

у= х- п (п - у' -п-\ y=ctgx 1 =-пх 
у'=--

натуральное sin2 х 
число) 

у= х° (а> 0) у'= аха-\ у= arcsinx у'= 1 
~ 

у= х- а (а> О) у' -а-\ у= arccosx -1 =-ах 
у'= 
~ 

у= rf (а> О, y'=n'°lna у= arctg х 1 
а ;t 1) у'=~ 

1+ 
у= tf у'= tf у= arcctgx -1 

у'=~ 
1+ 

у= log0 х (а> О, 1 
а ;t 1) у'= xln а 

УПРАЖНЕНИЯ 

Выписать десять первых членов последовательности, ее.ли ее общий 
член задается формулой (1 - 6): 

1 
. 1 1 

. Оп = SIП -, где Хп = 
х,, ~ + 21t11 

2 
" . 1 1 
~. ап = SIП -, где Хп = 
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3 
. 1 1 . а,. = sin -, где х,, = --. 

х 1t 
11 -+7tn 

2 

4. a11 =(n:
2J. 5. а11 =(3п; 1J. 6. а11 =(1-;-/n)"-

Написать формулу общего члена последовательности, для когорой 
заданы восемь первых ее членов (7 - 11): 

1111 1 1 1 7· l, 2· 6· 24' 120' 720' 5040' 40320'"' 
11111111 8· З· 4· s· 6· 7· 8· 9· w··" 
../'! ../'! ../'! ../2 

9.2, 1,2, О, -2· -1, -2· О,". 
1 1 1 

10. 1, 2, З· 4, s· 6, 7. s,". 
11. 1, - 1, 1, 5, 1, - 5, 1, 9,". 

3 1 3 1 1 1 3 11· 1
• 2· З· 4· s· 2· 7· 8•"· 

13. Последовательность {сп} задана формулой общего члена: 

Сп= 1Оп2 +4. Найти Ck+4· 

14. Является mt число (- 21) членом последовательности { Ьп}, заданной 
формулой общего члена hп = rt - 10п? В случае уrвердительного ответа 
найти его номер. 

Выяснить, является mt моноrонной последовательность, заданная сле
дующей формулой общего члена (15 - 13): 

15. a11 =rf+2n.16. а11 =+. 
1Г+п 

17. а11 = cos п. 18. а11 = v,;г;; - п. 
п 

2+(-1) 1 
19. Dп= . 10. Dп= _г· 

п 'ln 

11. а11 = 2rf - 2п. 11. а11 =110 - 2n21. 

13. Dп = 3-Гп+Т - J..fn. 
Выяснить, является ли ограниченной последовательность, заданная 

следующей формулой общего члена (14 - 19): 

( з)п n4 
14. а,.= 1 +- . 15. а11 =-. п 2п 

16 
_ 1i2 + Зn - 1 

17 
_ п + 2n2 

.ап- n! . . а,.- п . 

11_,.- n+cosn 
18.a11 =(-l) 'ln.19.aп= 2n+З. 
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Привести пример последовательности (30 - 35): 
30. Ограниченной сверху. но не ограниченной снизу. 
31. Ограниченной снизу, но не ограниченной сверху. 
32. Не ограниченной ни сверху, ни снизу. 
33. Ограниченной, но не имеющей предела. 
34. Коrорая не ЯWIЯется возрастающей. 
35. Коrорая не является убывающей. 
36. Существует ли числовой промежуrок вида [а, Ь], коrорому принад

лежат все члена последовательности (ап), заданной формулой общего 
5+4п · 

члена ап = 2 + п ? В случа'~ утвердитель:~го оrвета укажите такой проме-

жуrок. .. 
37. Найти пятый член арифметической прогрессии (сп), если 

С1 = - 50 И d= 1,2. 
38. Найти сумму 30 первых членов арифметической прогрессии (ап), 

если а1 = -2.5 и d= 3. 
39. Известны два члена арифметической прогрессии (Ьп): "7 = 4,9 и 

Ь11 =10,9. Каково число членов прогрессии, каждый из коrорых мень
ше 20? 

40. ЯWIЯется ли число 35 членом арифметической проrрессШ1 - 47, 
- 44, - 41, ... ? В случае утвердительного ответа найти его номер. 

41. Доказать, что если а, Ь и с есть три последовательных члена 

арифметической прогрессии, то d- + 8Ьс = (2Ь + с) 2• 

42. Найти 15-й член геометрической прогрессии (ап), если 

01 = - 0,001иq=10. 
43. Известны 8-й член и знаменатель геометрической прогрессии (Ьп): 

Ьв = 2,56 и q= 2. Найти сумму 16 первых членов прогрессии. 
44. ИзвеСТНЬI два члена геометрической прогрессШI (Ьп): Ь~ =О, 1 и 

Ьз = 2,5. ЯWIЯется ли эта прогрессия моноrонной последовательностью? 
45. Известны первый член и знаменатель геометрической прогрессии 

1 
{ап): 01 = - 81 и d= - з· ЯWIЯется ли эта прОгрессия моноrонной после-

довательностью? 
46. Доказать, что произведение n первых членов геометрической про

п (п - 1) · 

грессии равно d{ q 2 , где а1 - первый член прогрессии, а q - ее 
знаменатель. 

47. Доказать, что если аЬ, Ь2 , с2 - последовательные члены арифмети
ческой прогрессии, то Ь, с и (2Ь - а) - последовательные члены геомет
рической прогрессии. 

48. Последовательности (ап), {Ьп) и (сп) таковы, что 

01=1, ап+I =0,1ап+ 14; 

Ь1 =5, Ьп+I =Ьп+4; 

С1=5, Сп+1=-3Сп· 
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Какая из последовательностей является: 1) арифме111Ческой прогрес
сией; 2) rеометрической прогрессией? 

49. Найти сумму бесконечной геометрической прогрессии с первым 
1 

членом а1 = ../2 и знаменателем q = 2· 

Доказать, испот.зуя определение предела последовательности, следую
щие равенства (50 - 55): 

1. 1 О 1 1. Зп - 2 3 
50. un ~= .5. 1m ~5 = 4. 

11-++-п+ 1Г 11-++- п+ 

52. lim п - Зп2 = _ 1. 53. lim Гп = о. 
11 _н_(2n+l)(n+l) 2 ll-++-n+l 

541. n(n-1)_1551" sin2n+l О 
. 1m ( 2 ) - • • 1m . 
11-++- п - 4 11-++- п 

Вычислить (56 - 76): 
. 1 - 2п . 5п - 4 п - 3 

56. 11m 
2 6 5 

. 57. 11m 
1 

_ 
7 

· -
5 2 

. 
11-++- + ' п 11-++- п + п 

58 1. "3п+Т 59 1" (___k_ - rl1 } . im 5 О 9 . . im 2 1 2 
11-++- - • п 11-++- п- 4п - 1 

60. lim 
2 ..Ji - fi1+~

4

.61. lim (../п2 -2п - n} 
11-++-2п-l+Зп 11-++-

62. lim (4Зп + 51)11· 63. lim (n-21)11· 
11-++- п+ 11-++- п+ 

64. lim п (n + З) . 65. lim ( n2 - 1 )
11
. 

· ll-++-(n+l)(n+2) ll-++-(n-l)(n+5) 

1::1:: 1. 311 + п 
61 1. sin 4х 

uv. 1m . . 1m 
3 

. 
11-++-311 - 2п ж-+О х 

68. lim _6х9 . 69. lim cos(x+~3} ж-+0 s1n х 11 
%-+6 

70. lim tg х. 71. lim (sin 5х cos х ~ sin х cos SX). 
11 11 

Ж-+-3 ж-+-2 

72. lim ;.
2 

- х_ 73. lim ..Jx + 1 . 
ж-+1 х-+х ж-+0 

74 1
. Х1- - 5х + 4 

75 1
. 2 tg х 

. 1m 
6 

. . un . ..2 • 
ж-+l(X-l)(X+) 111-tgX 

76. lim (sin Зxctg4X). 
ж-+0 

%-+6 
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Найrи производную слсдующей функции (77 - 90): 

77. )'= tg х+ ctg (1 - Х). 78. )'= 2 sin (j-x )+ cos (2х+ 1). 

. tgX-tg {'- 1) 79. )'= соа 2х sm (Зх+ 5). 80. )'= 
1 1 

. 
+tgxtg (Х- ) 

11. y" IOl\12 ~. 81. )'= lotз (2х2- Зх+ 1) 
83. ""1as10COSX. 84. )'=X-./f -x./f. 

••• ln х 
85. "" (2 -Х) • 86. )'=-. -. 

sшх 

11. "" ;жtвх. вв. ""L. cosx 

89. )'= ,oosi. 90. У= (-i!.1- Зх~;ж. 



Гл а в а Х. СИСТЕМЫ ЛИНЕЙНЫХ 
УРАВНЕНИЙ 

В гл. 111 уже рассматривались систе~ы алгебраических 
уравнений с несколькими переменными. В этой главе 
рассматривается общая теория решения систем линейных 
уравнений с несколькими переменными. 

Оl'метим, что алгебраическое уравнение Р(х, у, "., f) =О 
(см. гл. 111) называется линейным, если Р(х, у, "., t) есть 
многочлен степени не выше первой, целый относительно 

переменных х, у, "., t. 

§ 1. Матрицы 

Матрицей размеров т х п называется совокупность тп 
чисел, расположенных в виде прямоугольной таблицы из 
т строк и п столбцов. 

Например, прямоугольная таблица чисел 

( 
13-J21 

-5 7 l) 

есть матрица размеров 2 х З; прямоугольная таблица чисел 

есть матрица размеров 3 х 2. 
Матрица размеров 1 х п, т.е. состоящая из одной строки, 

называется матрицей-строкой. Например, матрица 
(1 3-4 5) есть матрица-строка. 
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Матрица размеров т х 1, т.е. матрица, состоящая из 
одного столбца, называется матрицей-столбцом. Напри-

-3 
мер, матрица1 :] есть матрица-столбец. 
Матрица р меров п х п называется квадратной матри

цей, а число п называется ее порядком. Например, матрица 

[
1 2 3) 
о 7 3 
4 5 5 

есть квадратная матрица третьего порядка. 

Квадратная матрица порядка 1 есть просто число. 
Числа, из которых состоит матрица, назь:rваются элемен

тами матрицы. 

Для записи матрицы в общем виде элементы матрицы 

обозначаются буквами с двумя индексами, например aq; 
при этом первый индекс указывает номер строки, а второй 

индекс - номер столбца, в которых содержится этот эле
мент. 

Например, матрица размеров 3 х 4 записывается в общем 
виде так: 

(1) 

Часто матрицу, элементами .которой являются, напри
мер, числа Ь1, обозначают одной заглавной буквой В и для 
записи этого факта употребляют знак равенства. Например, 
матрицу с элементами а1 принято обозначать буквой А и 
записывать этот факт так: 

Пусть дана матрица С размером т х n: 
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[
С11 С12 С13 ." Ctn) 
~1 ~ '23 ... C21t 

С= Сзt С32 С33 ••• С3п 
............... 

С"1 1 С1112 Ст3 •• • Ст• 

Индексы i и j называются допустимыми для матрицы 
размеров т х п, если i - индекс строк есть любое из чисел 
1, 2, ... , т; j - индекс столбца есть любое из чисел 1, 2, ... 
... , п. 
Часто у матрицы-столбца и матрицы-строки их элемен

ты обозначаются одним индексом. Например, 

х~ [Ю F~ v. t, 1з t.>. 

Матрицы А и В, кажцая из которых размеров т х п, 
называются равными, если равны их соответствующие эле

менты, т.е. если а,= ь, для любых допустимых индексов i 
и j. В таких случаях пишут А = В. Например, 

(3 4 ~= [-19 4 *"} lo 1 2) 0 1 10 
5 

Для любых матриц знаки сравнения >, ~. < или :S лишены 
смысла, а для матриц разных размеров, кроме того, лишен 

смысла знак равенства. 

Суммой матриц А и В, каждая из которых размеров т х п, 

называется матрица С тех же размеров · т х п, каждый 
элемент которой равен сумме соответствующих элементов 

матриц А и В, т.е. С= А + В, если cv = av + Ь1 для любых 
допустимых индексов i и j. Например, 

[ 
2 з] [1 - 2] [ з 1} - 1 112 + О 3;2 = - 1 2 
о 4 1 -1 1 3 

Для матриц А и В с разными размерами операция сло
жения лишена смысла. 
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Легко видеть, что для любых матриц А, В, С, каждая из 

которых размеров т х п, справедливы следующие ут в ер ж -
дения: 

а) сложение матриц коммутативно: А + В= В + А; 
б) сложение матриц ассоциативно: А + (В + С) = (А + 

+В)+ с. 
Из этих утверждений следует, что в любой сумме конеч

ного числа матриц, каждая из которых размеров т х п, 

слагаемые можно записать в любом порядке и скобки, 
указывающие порядок сложения, можно расставлять про

извольно. Например, 

[А+ (С+ В)]+ D= [(А+ С)+ В]+ D=A+ В+ С+ D. 

Матрица размеров т х п, у которой каждый элемент 
равен нулю: 

[ о о о о] о о о ... о 

о = .~ .~ .~ ::: -~ 
о о о ... о 

называется нулевой матрицей размеров (т х n) или нуль
матрицей размеров т х п. Эта матрица обладает тем свой

ством, что для каждой матрицы А размером т х п справед
ливы ра11енства А + О = О + А = А. 

Например, матрица О = Jg g g) есть нуль-матрица разме-
ров 2 х 3, матрица О= (g о) есть квадратная нуль-матрица 
второго порядка. 

Среди всех матриц, каждая из которых размеров т х п, 
существует. единственная нуль-матрица. Нуль-матрицы 
разных размеров принято обозначать одним и тем же 
символом О, что не приводит к н~доразумениям, ибо из 
контекста ясно, какие размеры имеет нуль-матрица в рас

сматриваемом случае. 

Пусть дана матрица А размеров т х п. Матрица (- А) тех 
же размеров, каждый элемент которой есть элемент матри

цы А, взятый с противоположным знаком, обладает тем 
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свойством, что А + (- А) = (- .А) + А = О. Матрица (- А) 
называется противоположной матрицей к матрице А. На-

пример, матрица (- ~) противоположна к матрице (- ~} 
матрица (- ~ - ~ _ 2) противоположна к матрице 

(~ - ~ - ~} 
Можно показать, что для любой матрицы А существует 

единственная противоположная матрица, т.е. для матрицы 

А только матрица (- А)' такова, что А·+ (- А) = (- А) + 
+А=О. 
Сложение матриц обладает обратной операцией - вы

читанием. Это значит, что для любых двух матриц А и В, 

каждая·из которых размеров т х п, существует единствен

ная матрица С тех же размеров и такая, что А + С= В. 
Матрица С называется разностью матриц А и В и обозна
чается А - В. Например, 

(
4 о 1) ( 2 1 i )- (2 - 1 о} 357--61-1-9 48 

Произведением матрицы А размеров т х п на некоторое 

число а называется матрица С тех же размеров т х п, 
элементь1 которой получаются из соответствующих эле

ментов матрицы А умножением на это число а, т.е. С= аА, 

если си := aali для любых допустимых индексов i и j. Напри
мер, 

Из определения умножения матрицы на число следует, 
что для любых матриц А и В, каждая из которых размеров 

т х п, и любых чисел а и Р справедливы равенства: 
а) (а+ Р)А = аА + РА; 
б) (ар)А = а(р.А); 
в) а(А + В) = аА + аВ. 
Заметим, что противоположная матрица (-А) к матрице 

А равна (- 1) А, т.е. (-А)= (- 1) А. 
Пусть дана матрица-строка F размеров 1 х r, т.е. 
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F= ifi, .h, /з, ... , /r), 

и матрица-столбец Хразмеров rx 1, т.е. 

Х= 

х, 

Произведением матрицы-строки F размеров 1 х r на мат
рицу-столбец Х размеров r х 1 называется матрица, обозна
чаемая FX, размеров 1х1, т.е. число, которое равно сумме 
произведений соответствующих элементов этих матриц, 

т.е. по определению 

FX= f.x1 + /~ + /JХз + ··· + fr_ 1Xr- \ + f,xr 

или 

(ft, /,, ... /;) [:) ~ f.x, + f,x, + ... + f ,x.. 

Примеры. 1. (1 2) (-i)= 1 · (- 4) + 2 · 2 =О; 

21 (! ! ~"l '3 \[~· ~1 .= ! . 2 + ! . 3 + о . ( - 7) + 1 . 1 + ·55 ) 1 5 5 

-1 

+ 3. (- 1) = - 1. 

С помощью произведения матрицы-строки размеров 

1 х r и матрицы-столбца размеров rx 1 определяется про
изведение матрицы А размеров т х r и матрицы В размеров 
r х п, т.е. таких матриц, что первый сомножитель, матрица 
А, имеет столько столбцов, сколько второй сомножитель, 
матрица В, имеет строк. 

По определению произведением матрицы А размеров т х r 
на матрицу В размеров r х п называется матрица С размеров 
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т х п, обозначаемая АВ, у которой элемент си равен произ
ведению i-й строки первого сомножителя, матрицы А, на 

j-й столбец второго сомножителя, матрицы В, т.е. С= АВ, 
если си= a11 bv + aab'J,i + ". + а1,, _ 1 Ь, _ tJ + a;,ЬrJ для любых 
индексов i и j матрицы С. 

Примеры. 1. (3 2 - 1) [! i]= 
= (3. о+ 2. 1 - 1 . 1 3. 1 + 2. о - 1 . 1) = (1 2). 

[о 1] lo. 3 + 1 . <- 3)] [- 3} 2. 1 о (- ~) = 1 . 3 +о . (- 3) = 3 
1 1 l . 3 + 1 . (- 3) о 

3. (3 1 4
) 1 2 о о = 205 0011 [

1 3 о] 

=(3 . 1 + 1 . 1 + 4 . о 3 . 3 + 1 . 2 + 4 . о 3 . о+ l . о+ 4 . 1 3 . о+ о . о+ 4 . 1 )= 
2-1+0-1+5-02·3+0-2+5-02-0+0-0+5· 12-0+0·0+5· 1 

= (4 11 4 4) 2 6 5 5 

Итак, операция умножения двух прямоугольных матриц 
выполнима только в том случае, когда число столбцов в 
первом множителе равно числу строк во втором множите

ле, в остальных случаях произведение матриц не определя

ется. В частности, если матрицы А И В ~ kвадраrnые 
матрицы одного и того же порядка, то умножение матриц 

всегда выполнимо при любом порядке, следования сомно
жителей. 

Однако заметим, что даже в этом частном случае не 

всегда АВ = ВА. Например, пусть А = (~ ~} В = (~ ~} тогда 

: : ll ~JJ((~ : J: rt ~: ~ ~ t t: ~ п: r~ : } 
- (~ 1 1 g)- l~. l + 1 . 1 о. о+ 1 . ~J-( 1 g) 

т.е. АВ-:1; ВА. 
Итак, умножение матриц некоммуrат.11вно, т.е. в общем 

случае АВ * ВА. Поэтому при перемножении матриц во 
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избежание ошибок следует строго придерживаться задан
ного порядка следования множителей. 

Если АВ = ВА, то матрицы А и В называются перестано
вочными, или коммутативными, между собой. 

Например, матрицы А = (- ~ ~) и В= ( = ~ _ ~) переста-
новочны между собой, так как АВ = (- ~ = :} ВА = 
-ь-7 -6l АВ-В'" - 6 _ 4 т.е. - п. 

перац я умно~ения матриц является ассоциативной, а 
также дистрибутивной относительно сложения, т.е. для 
любых прямоугольных матриц А, В и С, для которых имеют 
смысл соответствующие произведения, справедливы ра

венства: 

а) (АВ)С= А(ВС); 
б) (А + В) С= А С+ ВС, С(А + В) = СА + СВ. 
Доказательство этих равенств опускается. 
Операция умножения матриц соответствующим образом 

распространяется на случай нескольких сомножителей. В 
силу определения произведения матриц умножать матрицу 

А на себя можно только в том случае, если это квадратная 

матрица. 

Пусть дана квадратная матрица А порядка п и натураль-

ное число р > 1. Матрица АА ... А называется р-й степе-
рра:з 

нью матрицы А и обозначается А', т.е. для р > 1 по опреде
лению А' = АА ... А 

р раз 

Кроме того, по определению А1 
= А. 

Пример. Найти куб матрицы А= (-: ~} 

~::;::r~:, ~JЦ t1:H н l- 2 ~J l- 1 ~J l -з ~} 
Из ассоциативного свойства умножения матриц следует, 

что А' Aq = А'+ q, где р И q - произвольные натуральные 
числа. 
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Огметим, что для любой матрицы А размеров т х r 
произведение матрицы А на нуль-матрицу О ·размеров r х п 
есть нуль-матрица размеров т х п и произведение нуль

матрицы О размеров / х т на матрицу А размеров т х r есть 
нуль-матрица О размеров / х r. Например, 

(О о о)[~ ~] = (О о} Lo о о 1 2 Lo о 

[з 1] [о о о о} 2 4 (О О О О) = О О О О 
1 2 L0 0 0 0 о о о о 

т.е. в тех случаях, когда произведение матриц имеет смысл, 

для любой матрицы А справедливы равенства АО = О и 
ОА = О. В частности, для любой квадратной матрицы А 
порядка пи квадратной нуль-матрицы О порядка п АО= 
= ОА =О. 

Известно, что произведение двух чисел равно нулю тогда 
и только тогда, когда хотя бы один из сомножителей равен 

нулю. В отличие от чисел, произведение двух матриц может 
быть равно нулю даже тогда, когда каждый из сомножите
лей не является нуль-матрицей, т.е. существуют матрицы 

А ;е О и В ;е О такие, что АВ = О. 
Например, матрицы А = (J ~1 ;е (~ ~1 и В= (~ ~) * (~ ~1 та

ковы, что произведение A}l е'dть ~уiь-матр~ца. Д~йсfsи
тельно АВ = (l о) lo о)= (l ·о+ о. 1 1. о+ о. 1) =(О о)= 0 • Lo о 1 1 . о. о+ о. i о. о+ о. 1 Lo о 

Заметим, что деление матриц не рассматривается, т.е. 

символ~ для матриц не существует. 
Квадратная матрица порядка п 

l о о ... о о 
о l о ... о о 

Е= о о l ... о о 
... ... ... ... 
о о о ". l о 
о о о о l 

у которой элементы а11 = 1 для всех i = 1, 2, ... , п, а осталь
ные элемент)>I равны нулю, обладает следующим свойст-

2 1 Ащебра. трнrон.ометри11 
н элемеtп11риые функции 
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вом: ЕА = А для каждой матрицы А размеров п х т и АЕ = А 
для каждой матрицы А размеров т х п. В частности, 
АЕ = ЕА = А для каждой квадратной матрицы А порядка п; 
EF= F для каждой матрицы-строки F размеров 1 х п; 
ЕХ= Х для каждой матрицы-столбца Х размеров п х 1. 
Матрица Е в произведении матриц играет ту же роль, что 
число 1 в произведении чисел, поэтому матрицу Е принято 
называть единичной матрицей порядка п. 

Транспонированием матрицы А называется перемена ро
лями строк и столбцов с сохранением их номеров. Таким 
образом, строки данной матрицы А будуr в той же после
довательности столбцами транспонированной матрицы, 
обозначаемой Ат, а столбцы матрицы А будуr в той же 
последовательности строками транспонированной матри
цы Ат. 

-156 з 6 Пр им ер. Если А= ( 1 4 3
} то Ат= Q1 -~ 5 

Ясно, что при транспонировании ма иц А размеров 

т х п переходит в матрицу Ат размеров п х т. Если А -
квадратная матрица порядка п, то и транспонированная 

матрица Ат является квадратной матрицей порядка п. За
метим, что единичная матрица не меняется при транспо

нировании: Легко проверяется, что транспонирование мат
риц обладает следующими свойствами: 

а) (Ат)т.= А; 
б) (А+ В)т =Ат+ Вт, (А - В)т =Ат - Вт; 
в) (А.А)т =А.Ат О" - число); 
г) (АВ)т =Вт Ат. 

§ 2. Определители 

Пусть дана квадратная матрица второго порядка 

(1) 

Определителем второго порядка, соответствующем мат
рице (1), называют число а,,а22 - а21а1 2. Обозначается этот 
определитель символом 
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(2) 

или буквой д, или символом IAJ. Таким образом, по опре
делению 

1 AI - д -1 о11 il121- а а а а JЛ1 - - - 11 22 - 21 12· 
021 022 

(3) 

Например, 

1 

2 41 = 2 -(- 5) - (- 1) . 4 = - 6. -1 -5 

Элементы матрицы ( 1) принято называть элементами 
определителя (2), СТ(ЮКИ и столбцы матрицы (1) - строка
ми и столбцами определителя (2). 

Рассмотрим простейшие свойства определителей второ
го порядка. 

1. Определитель-квадратной матрицы (1) равен опреде
лителю ее транспонированной матрицы. Действительно, 
пусть 

Так как д = а11 а22 - а21 а12 , а д т = а11 а22 - а12а21 , то д = д т. 
Замена определителя матрицы (1) на определитель 

транспонированной матрицы называется транспонировани

ем определителя (2). Поэтому свойство 1 можно сформу
лировать так: определитель (2) не меняется при его транс
понировании. 

3 а меч ан и е. Так как по свойству 1 все строки опреде
лителя можно, не меняя его значения, заменить соответст

вующими столбцами, то, если доказана справедливость 
некоторого уrвер:ждения для столбцов определителя, тем 
самым будет доказана справедливость этого уrвер:ждения и 

для строк. Исходя из этого рассматриваемые ниже свойства 
определителей будуr устанавливаться только для столбцов 
определителя. 

2. При перестановке столбцов (строк) определитель ме
няет только знак. 
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Действительно, пусть Л = 1°11 012 1. Л1 = 1°12 011 1. Тогда Л = 
~1 022 о'22 021 

= а11а22 - а21а12. Л1 = а12а21 - а22а11 = - (а11а22 - а21а12), т.е. 
Л1 =-Л. 

3. Если все элементы хотя бы одного столбца (строки) 
определителя равны нулю, то определитель равен нулю. 

Действительно, если Л = 1~ :::1 • то д = О · а22 - О · а12 = 

=О. Если Л1 = 1:~: ~1· то по свойству 2 Л1 = - Л, и поэтому 
Л1 =О. 

4. Определитель, имеющий два одинаковых столбца 
(строки), равен нулю. 

Действительно, если Л = 1°11 011 1. то Л = а11а21 - а21а11 = 021 Oz1 

= О. Если Л1 = 1°12 012 1. то Л1 = а12а22 - а22а12 = О. 
о'22 Dz2 

5. Если все элементы некоторого столбца (строки) опре
делителя умножить на одно и то :же число а, то определи-

тель умножится на это число. 

Действительно, пусть, д = 1011 012,, например, 
021 

Dz
2 

Л1 = 1011 аа121. 
0 21 ао22 

Тогда Л1 = а11 (аа22) - a21 (q.a12) = а(а11а22 -

- а21а12) = ал. 
Свойство 5 иногда формулируется следующим образом: 

если все элементы какого-либо столбца (строки) определите

ля содержат общий множитель а, то его можно вынести за 
знак определителя. 

Так, например, по доказанному 1°11 аа12 1=а1°11 012 1. 021 ай22 021 022 
Свойство 5 ·выражает правило умножения определителя на 
некоторое число. 

6. Определитель, у которого элементы двух столбцов 
(строк) соответственно пропорциональны, равен нулю. 

Действительно, пусть д = 1°11 0121 и пусть, например, 
021 °22 

а11 = j3a12, а21 = j3a22. Тогда на основании свойств 5 и 4 
определителя имеем 
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7. Если каждый элемент какого-либо столбца (строки) 
определителя есть сумма двух слагаемых, то определитель 

равен сумме двух определителей, у одного из которых 

элементами соответствующего столбца (строки) являются 
первые слагаемые, у другого - вторые, а остальные эле

менты этих двух определителей те же, что и у данного. 

Действительно, пусть, например, д = 1°11 +~11 012 1, 
021 + "21 022 

д -1011 0121 д -1Ь11 0121 Т д - ( + Ь ) . ( + i - , 2 - ь . огда - ан н й22 - й21 
021 022 21 022 • 

+ ·Ь21)й12 = (й11й22 - й21й12) + (Ь11й22 - Ь21й12) = Л1 + Л2. Свой
ство 7 выражает правило сложения определителей. 

8. Определитель не изменится, если к элементам како
го-либо столбца (строки) прибавить соответствующие эле
менты другого столбца (строки), умноженные на одно и то 

же число. 

Действительно, пусть, например, 

Покажем, что д = д1 • На основании свойств 7 и 6 опреде
лителей имеем 

Пусть дана матрица третьего порядка 

(4) 

Определителем третьего порядка, соответствующим матри
це ( 4), называется число 

(5) 
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Обозначается этот определитель символом 

011 012 013 

021 ~ й23 

О31 llз2 llз3 

(6) 

или одной буквой Л, или символом IAI. Таким образом, по 
определению 

(7) 

Например, 

2 4 - 1 
о 1 о 
2 -3 1 

= 21 1 ol _о 1 4 - 11 + 214 - 11 = -3 1 -3 1 1 о 

= 2 (1 +О) - О (4 - 3) + 2 (О+ 1) = 4. 

Элементы матрицы (4) называются элементами опреде
лителя (6), строки и столбцы матрицы (4) - строками и 
столбцами определителя (6). 
Для изучения свойств определителя третьего порядка 

введем некоторые новые понятия. 

Минором любого элемента определителя третьего поряд
ка (6) называется определитель второго порядка, соответ
ствующий матрице, полученной из данной матрицы (4) 
вычеркиванием столбца и строки, в которых содержится 
данный элемент. Минор элемента av принято обозначать 
Mv. Например, минор элемента а11 обозначают М11 , элемен
та а31 - М31 и т.д. Таким образом, по определению 

М11= 022 023 
, М21 = 

012 013 
, Мз1 = 

012 013 

032 033 032 033 022 ~3 • 

М.2 = 
~1 023 

'Mn = 
011 013. , Мз2 = 

011 013 

О31 О33 031 033 021 ~3 • 

М1з= о21 о22 
, М2з= 

011 012 
, Мзз= 

011 012 

031 032 032 032 021 022 
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Алгебраическим дополнением любого элемента aii опреде
лителя третьего порядка (4) называют минор этого элемен
та Mv, умноженный на (- 1);"' 1. Алгебраическое дополнение 
элемента av обозначают заглавной буквой того же наиме
нования и с теми же двумя индексами, что и у данного 

элемента. 

Например, алгебраическое дополнение элемента а21 обо
значают А21 , элемента а23 - А23 и т.д. Таким образом, по 
определению 

Ан = (- l)1+1 Мн ~ (- l)1+1 а12 а13 
а32 а33 ' 

А21 = (- l)2+1M21 = (- 1)2+1 а12 а13 
а32 ан ' 

А31 = (- l)3+1M31 = (- 1)3+1 а12 а13 
а12 ан ' 

А12 = (- 1)1 +2М12 = (- 1)1 +2 ~1 а13 
а31 ан ' 

А23 = (- l)2+3м23 = (- l)2+3 а11 а12 
а31 а32 ' 

А ( 3 + 3М 1 3 + 3 
33 = - 1) 33 = ( - ) 

Теорем а 1. Определитель ( 6) равен сумме произведений 
элементов любого его столбца (строки) на соответствующие 
им алгебраические дополнения, т.е. 

д = анАн + а21А21 + а31А31, д = анАн + а1~12 + а1зА13, 
Л = а1~12 + а~22 + а3~32• Л = а21А21 + а2~22 + а2зА23, (8) 
Л = а1зА13 + а2зА23 + а3зА33• Л = а31А31 + а3~32 + а3зА33· 

Докажем, например, четвертое из равенств (8). Для этого 
преобразуем правую часть этого равенства: 

анАн + D1~12 + а1зА13 =ан(- 1)
1

+
1 1~ а23 1 + 

а:а ан 

+ а12(- 1)1+21~1 а131+ан(--1)1+31~1 а121 = ан(а22а33 -
а31 а33 а31 а32 

- а32а23) - а12(а21а33 - а31а23) + ан(а21а32 - а31а22) = 
= а11а22а33 - а11а32а23 - а12й21а33 + а12а31а23 + 

647 



+ й13й21йз2 - й13йз1й22 = й11{й22йзз - йз2й2з) -
- й21(й12йзз - й32йв) + йз1{й12й2з - й22й13) = 

= а" 1 о22 о2э1- й21 1 О12 о131 + йз1 1 О12 o13I · 
032 033 032 033 022 023 

Сравнивая полученное выражение с выражением (5) опре
делителя д, заключаем, что а"А" + а,~,2 + а1зАв = д. Ана
логично устанавливается справедливость остальных ра

венств (8). 
Запись определителя (6) по любой из указанных формул 

(8) называется разложением этого определителя по элемен
там соответствующего столбца или строки. Эти разложения 
удобно использовать для вычисления определителей 
третьего порядка. Например, разложив определитель 

2 з 1 
д = l о -2 

4 l 2 

по элементам второй строки, получим 

Л= 1 (- 1)2+1 li ~1+О(-1)2+21~ ~1 + 

+ (- 2)(- 1) 2 + 3 1~ il = - (6 - 1) + 2(2 - 12) = - 25. 

Для определителей третьего порядка остаются справедли
выми свойства 1 - 8, рассмотренные для определителей 
второго порядка. Доказательство этих свойств непосредст
венно следует из теоремы 1 о разложении определителя 
третьего порядка по элементам строки (столбца) и соответ
ствующих свойств определителей второго порядка. Так, 
свойство 1, заключающееся в том, что определитель не 
изменится, если его строки заменить сто.тiбцами, можно 
доказать следующим образом. Пусть 

Разлагая определитель дт по элементам первой строки, 
имеем 
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Учитывая, что определитель второго порядка от замены 
строк столбцами не меняется, получим 

Сравнивая полученное выражение с выражением (5) опре
делителя л, заключаем, что лт = л. 

Аналогично устанавливается справедливость свойств 
2- 8. 

Свойства 1 - 8 определителей в сочетании с теоремой 1 
о разложении определителя по элементам строк и столбцов 

часто позволяют упростить вычисления определителя 

третьего порядка. 

Пр им ер . Вычислить определитель 

5 20 15 
л = 2 4 8 . 

1 4 7 

По свойству 5 определителей третьего порядка, вынося 
·за знак определителя общий множитель 5 первой строки и 
общий множитель 4 второго столбца, имеем 

1 1 3 
л=5·4·21s. 

1 1 7 

Прибавим теперь к элементам второго столбца элементы 
первого столбца, умноженные на (- 1), а к элементам 
третьего столбца - элементы первого столбца, умножен
ные на (- 3). По свойству 7 определитель не изменится и 
равен 

1 о о 
л = 20. 2 - 1 2. 

1 о 4 

Разложив полученный определитель по элементам первой 
строки, имеем 
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д = 20. 1 -(- 1)1
+

1 1- ~ ~1=20 (- 4 - 0) = - 80. 

С помощью определителей третьего порядка можно 
квадратной матрице четвертого порядка поставить в соот

ветствие число - определитель четвертого порядка. Затем 
с помощью определителей четвертого порядка ввести оп
ределители пятого порядка и т.д. Таким образом, дru1 
введения определителей n-ого порядка надо иметь опреде

лители (n - 1)-го порядка. Такое введение определителей 
называется введением определителей по индукции. Приве
дем теперь введение определителей n-ro порядка индук
цией поп. 

Пусть п = 1; определителем квадратной матрицы поряд
ка 1 (т.е. числа а11 ) считается само число а11 • Будем считать, 
что определители квадратных матриц порядка (n - 1) уже 
введены и доказана справедливость их основных свойств 
(свойств типа 1 - 8, доказанных выше для определителей 
порядка 2). Рассмотрим квадратную матрицу n-го порядка 

1

011 D11 D13 ••• D1n) 
D21 Dz2 D23 ·•· D2n 

А = D31 0:!2 033 .•• D3" 

............... 
Dnl ап2 Dn3 •• • Dм 

(9) 

Если в этой матрице вычеркнуrь i-ю строку иj-й столбец, 
а порядок элементов оставить прежним, то получится 

квадратная матрица порядка (n - 1): 

D11 D12 a1J-l D1J+l а1. 

D21 D22 D21-1 a2J+ 1 Оь 

D1-l,l D1-l,2 Qi-IJ-1 Qi-IJ+I D1-l,n 

D1+ 1,1 D1+ 1,2 D1+l,i-I D1+IJ+I а,+ 1.п 

Dnl а.2 а.,;-1 D11J+I а"" 

Определитель этой матрицы обозначается Ми и называется 
минором элемента аи матрицы (9). 

Определителем матрицы (9) называется число 
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а11М11 - а21М21 + аз1Мз1 - а41М41 + ... 
". + (- l)n+ 1 ап\Мп\• (10) 

Определитель матрицы (9) обозначается символом 

йн й12 й13 а1. 

й21 й22 й23 а2. 

йз1 йз2 ан ... йзн ' (11) 

а"1 а"2 а"з а,,,, 

или буквой Л, или символом /AI. Таким образом, по опре
делению 

IAI = л = 

й11 й12 ·•· О~п 
й21 а22 а2п 

". + (- l)n+ 1 ап1Мп1• (12) 

Элементы матрицы (9) называются элементами определи
теля ( 11 ), строки и столбцы матрицы (9) называются 
строками и сталбцами определителя (11 ). Миноры элемента 
аи матрицы (9) называются минорами элемента аи определи
теля (11). Отметим, что определители второго порядка, 
введенные по формуле (3) и введенные по формуле (10), 
будут одинаковыми. Определитель, получаемый из опреде
лителя (11) заменой строк на столбцы, а столбцов на 
строки, называется определителем, транспонированным с 
определителем Л, и обозначается Л т, а замена определителя 
Л на определитель Л т называется транспонированием опре
делителя Л. 

Алгебраическим допалнением любого элемента аи опреде
лителя п-порядка (11) называют минор Ми этого элемента, 
умноженный на (- 1)1

+
1. Алгебраическое дополнение эле

мента а0 обозначают заглавной буквой того же наименова
ния и с теми же двумя индексами, что и у данного элемента, 

т.е. по определению Аи= (- l)1 + 1Ми. 
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Теорем а 2. Определитель п-го порядка (11) равен сумме 
произведений элементов любого его столбца (строки) на 
соответствующие им алгебраические дополнения, т.е. 

д = а1;А11 + а,,,41.1 + ... + an;A'lf ДЛЯ любого j = 1, 2 .... , п, 
д = а,1А;1 + ааАа + ... + а,,,А111 для любого i = 1, 2, ... , п. 

(13) 

Доказательство теоремы 2 опускается. 
С помощью теоремы 2 о разложении определителя п-го 

порядка по элементам столбца (строки) и свойств 1 - 8 для 
определителей (п - 1)-го порядка доказываются свойства 
1 - 8 определителей п-го порядка. 
Не останавливаясь на доказательстве, перечислим эти 

свойства: 
1. При транспонировании определителя его значение не 

изменяется, т.е. д = дт. 
2. Ог перестановки двух столбцов (двух строк) определи

тель меняет знак. 

3. Если все элементы хотя бы одного столбца (строки) 
определителя равны нулю, то определитель равен нулю. 

4. Определитель, имеющий два одинаковых столбца 
(строки), равен нулю. 

5. если все элементы какого-либо столбца (строки) оп
ределителя умножить на одно и то же число а, то опреде

литель умножится на это число (т.е. общий множитель 
элементов какого-либо столбца (строки) можно выносить 
за знак определителя). 

6. Определитель, у которого элементы двух столбцов 
(строк) соответственно пропорциональны, равен нулю. 

7. Если каждый элемент какого-либо столбца (строки) 
определителя есть сумма двух слагаемых, то определитель 

равен сумме двух определителей, у одного из которых 

элементами соответствующего столбца (строки) являются 
первые слагаемые, у другого - вторые, а остальные эле

менты этих двух определителей те же, что и у данного. 

8. Определитель не изменится, если к элементам како
го-либо столбца (строки) прибавить соответствующие эле-
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менты другого столбца (строки), умноженные на одно и то 
же число. 

Сформулируем и докажем еще одно свойство определи
телей. 

9. Сумма элементов некоторого столбца (строки) опре
делителя порядка п, п С!: 2, умноженных на алгебраические 
дополнения соответствующих элементов другого столбца 

(строки), равна нулю, т.е. i atдkJ =о r или i attAJk =о !для 
k=\ l k=I ) 

любого п ~ 2 и любого i :1:- }. 

Доказательство. Пусть для определенности j > i, 
тогда разложив определитель по элементам }-го столбца, 
.получим 

ан а11 ... ан ... alj-1 а1; alJ+I aln 
п 

all а22 a2J ~j-1 ~/ alJ+ 1 aln ... . .. 
I, atAk1= aJI аз1 ... aJI ... llзj-1 аз1 йзJ+ 1 aJn • (14) 
k=\ , .. ... 

anl О,а ... Dп; . .. anJ-1 ani a"J+I ат, 

У определителя, стоящего в правой части равенства (14), 
элементы i-го и }-го столбцов соответственно равны. По 
свойству 4 определитель (14) равен нулю, следовательно, 

п 

I, atдkJ= о. 
k=\ 

Для i > j доказательство аналогично. Свойство 9 доказано. 
Пользуясь свойствами 1 - 8, вычислим определитель 

единичной матрицы. единичную матрицу порядка k обо
значим Ek. Пусть дана матрица Еп. Разлагая определитель 
этой матрицы по первому столбцу, получаем 

1 о о ... о 
о 1 о ... о 

IEJ = О О 1 О = 1 · Ен + О · Е,., + ... + О · Еп\ = IЕп _ 11· 
... 
о о о ... 1 
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Повторяя это рассуждение для определителя IЕп _ 11, затем 
для IЕп _ 21 и т.д., приходим к выводу, что IEJ = 1. Итак, 
определитель единичной матрицы любого порядка п равен 1. 

§ 3. Обраmаи ма111ица. Равr ма111вцы 

Если две квадратные матрицы А и В одного и того же 
порядка п таковы, что АВ = ВА = Е (где Е - единичная 
матрица порядка п), то говорят, что матрицы А и В явля
ются обратными друг другу и используют обозначение 
В = А- 1 и А = Н- 1

• Например, матрицы 

А=[~ ~ -~] и В= (- 1: ~ 2~] 
30 4 -30 4 

являются обратными друr другу, поскольку АВ = ВА = Е, 
где 

(

1 о о} 1 -1 
Е= о 1 о т.е. А= Н- , В= А . 

о о 1 

По определению обратной матрицей для данной квад
ратной матрицы А порядка п называется квадратная мат
рица А- 1 порядка п, обладающая свойствами м- 1 = А- 1А = 
= Е, где Е - единичная матрица порядка п. 
Для каждой матрицы А порядка п, имеющей обратную 

матрицу А- 1
, обратная матрица А- 1 единственна. 

Действительно, пусть некоторая матрица А порядка п 
имеет обратную матрицу А- 1

• Пусть существует матрица С 
порядка п, такая, что СА= АС= Е, тогда 

С= ЕС = (А- 1 А) С= А- 1 (А С) = А- 1 Е = А- 1. 

Обратные матрицы обладают следующими свойствами: 
а) (А- 1

)-
1 =А, 

б) (А!1Г 1 = Н- 'А- 1 , 
в) (АrГ 1 = (A-1)r. 
Доказательства этих свойств опускается. 
Выясним, какие матрицы имеют обратные матрицы и 

если матрица А имеет обратную А- 1
, то как ее находить. 
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Пусть дана квадратная матрица А порядка п (п ~ 2) 

[

all й12 й1J ••• а1п) 
021 й22 й23 · • • й2п 

А = ~~~ ~~~ ~~~ ::: ~~~ 
anl ап2 an] . .. апп 

-
Составим квадратную матрицу А порядка п следующим 
образом: на место каждого элемента матрицы А поставим 
алгебраическое дополнение этого элемента, т.е. 

I
A11 А12 А13 

- _ А11 А12 А13 
А - А31 AJ2 А)3 

......... 
А,,, Ап2 А"з 

Транспонируем матрицу А: 

- 1~:~ ~~~ ~:~ ::: ~:~) 
АТ= А,3 А13 А33 ··· Ап3 

......... 
А~п А1п А3п ... А,.,. 

Матрица _Ат называется присоединенной_матрицей. Напри
мер, найдем присоединенную матрицу Ат, если 

(

1 о о} А= 6 2 о 
5 4 3 

Так как 

то 

А =(- 1)1+112 о~ =6 А =(-1)1+216 01 =-18 11 4 3 ' 12 5 3 ' 

А = (- l)' +3 l6 1=14 А = (- 1)2+ 1 10 01 =О 13 5 4 • 21 . 4 3 ' 

А22 = (- 1)2+
2

15 ~1=3, А23 = (- 1)2 + 3 1~ ~1 = - 4, 

А =(-l)3+11od1=0 А =(-l)3+211d1=0 31 2 о ' 32 6 о ' 
А33 = (- 1)3+31~ ~1=2, 
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- (6 - 18 14] - ( 6 о о} А= о з -4 и Ат= - 18 з о 
о о 2 14 - 4 2 

Квадраrnая матрица А называется вырожденной (особен
ной), если ее определитель равен нулю <IAI = О), и невырож
денной, если IAI * О. 
Теорем а 3. Для любой невырожденной матрицы А 

(IAI * О) существует обратная матрица А- 1
• 

До к аз ат ель ст в о . Рассмотрим невырожденную мат
рицу первого порядка, т.е. число а11 , отличное от нуля; 

обраrnая .матрица к этой матрице есть число -1.. 
0(1 

Пусть дана некоторая невырожденная ~~трJ;Ша А ВТО.РfГО 
порядка. Найдем произведение матриц АА и Ат А, где А -
присоединенная матрица. Так как сумма произведений 
элементов некоторого столбца (строки) матрицы А на ал
гебраические дополнения этих элементов равна определи
телю 1А1 (см. теорему 2), а сумма произведений элементов 
некоторого столбца (строки) матрицы А на алгебраические 

дополнения элементов другогс:> столбца (строки) (по свой
ству 9 определителей) равна нулю, то 

Каждый элемент полученных матриц имеет общим множи
телем число IAI, следовательно, 

мт = IAI (Л ~) = IAIE; АТА = IAI (Л ~) = IAIE. 

Отсюда, в силу невырожденности матрицы А <IAI * О), 
имеем 

Следовательно, для невырожденной матрицы А второго 
порядка матрица, элементами которой являются соответ-
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ствующие элементы присоединенной матрицы А_т, делен
ные на определитель IAI, является обратной матрицей А- 1

: 

Итак, для невырожденной матрицы А второго порядка 
не только доказано существование обратной матрицы А, но 
и указан способ ее построения. 
Аналогично доказывается, что для любой невырожден

ной матрицы А порядка п, где п ~ 3, матрица, элементами 
которой являютсв соответствующие элементы присоеди

ненной матрицы Ат, деленные на определитель IAI, является 
обратной матрицей А- 1

: 

А. 1 А.2 А," А 1 • А2п А" 
1АГ 1АГ ... 1АГ 1АГ 1АГ ... 1АГ 

Теорема доказана. 
Пример. Матрица 

А=(~~ ~1 
5 4 3 

невырожденная, так как 1А1 = 6 * О. Ее присоединенная 
матрица 

- [ 6 00} Ат= -18 з о 
14 -4 2 

следовательно, 
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л- 1 
= (- ~ ~ ~]· 

71'J - ~J '1.1 

Теорем а 4. Определитель произведения двух квадратных 
матриц А и В пор'Jlдка п равен произведению их определителей, 
т.е. IA..81 = IAI 1..81 (аналогичное свойство справедливо и для 
любого конечного числа сомножителей). 

Доказательство теоремы 4 опускается. 
Так как определитель единичной матрицы Е порядка п 

равен 1, то определители двух ~имно-обратных матриц 
являются числами взаимно-обратными, т.е. IAI IA- '1 = 1. 
Любая вырожденная матрица А порядка п не имеет 

обратной, так как по теореме 4 произведение вырожденной 
матрицы А на любую матрицу порядка п будет снова 
вырожденной матрицей. 

Обратные матрицы часто применяются для решения 
матричных уравнений. 

Пусть даны матрицы А, В, С. Если поставлена задача 
найти матрицу Х такую, что справедливо матричное равен
ство АХ= JJ, то говорят, что дано матричное уравнение 

АХ=В (J) 

с неизвестной матрицей Х Матрицу }(, удовлетворяющую 
уравнению (1), называют решением уравнения (1). 

Если поставлена задача найти матрицу У такую, что 
справедливо матричное равенство УА= С, то говорят, что 
дано матричное уравнение 

УА= С (2) 

с неизвестной матрицей У. Матрицу У, удовлетворяющую 
уравнению (2), называют решением уравнения (2). 

Рассмотрим частный случай решения матричных урав
нений ( J) и (2). Пусть матрица А невырожденная, квадрат
ная матрица порядка n; В - матрица размеров п х т; С -
матрица размеров k х п, где п, т, k - любые натуральные 
числа. В этом случае уравнения (1) и (2) имеют решения. 
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Действительно, умножим обе части первого уравнения 
слева на матрицу л- 1

, что можно сделать в силу выбранных 
размеров матрицы В. Проделав соответствующие действия: 

л- 'лх= л- 'в ЕХ= л- 1в х= л- 'в 
' ' ' 

получим, что существует матрица Х = л- 'В размеров п х т, 
удовлетворяющая уравнению (1). 
Умножим обе части второго уравнения справа на матри

цу л- 1
, что можно сделать в силу выбранных размеров 

матрицы е, проделав соответствующие действия: 

ум-'= ел- 1 УЕ= ел- 1 У= ел-' 
' ' ' 

получаем, что существует матрица у= ел- 1
, размеров 

k х п, удовлетворяющая уравнению (2). 
Оrметим, что даже если В = е, но матрицы л- 1 и В не 

перестановочны, то Х * У, т.е. для одних и тех же матриц Л 
и В = е уравнения ( 1) и (2) имеют, вообще говоря, разные 
решения. 

Пример. Пусть 

Л = (7 3} В = е = (1 2} 2 1 о - 1 

Решим уравнения (1) и (2). Прежде всего найдем 

л-' = ( 1 - 3} 
-2 7 

Тогда 

х = л- 1 в = t 1 - 3) (1 2~= ~ 1 51 -2 7 0-1 -2-11 
у= вл- 1 = 1 2) ( 1 - = - 3 11 

о -1 -2 7 2 -7 

т.е. х* У. 
Ранее (см. § 2) было дано понятие минора элемента аи 

квадратной матрицы n-го порядка. В общем случае матри

цы размеров т х п понятие минора элементов матрицы не 

вводится, а вводится понятие минора порядка k данной 
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матрицы, где число k может принимать значения от еди
ницы до наименьшего из чисел т и п, т.е. 1 ~ k ~ min(т, n). 

Пусть дана матрица А размеров т х п и пусть k - нату

ральное число такое, что 1 ~ k ~ min(т, n). Выберем произ
вольно k строк и k столбцов матрицы А. Из элементов, 
стоящих на пересечениях этих строк и столбцов (не меняя 
их порядка) образуем квадратную матрицу М порядка k. 
Определитель матрицы М называется минором порядка k 
матрицы А. 
Пр им ер . Пусть дана матрица 

А= [ ~ ~] 
-3 о 

размеров 3 х 2. Тогда миноры первого порядка матрицы 
есть элементы этой матрицы, т.е. числа 1, 3, 3, 4, - 3, О. 
Миноры второго порядка есть определители 

Миноров более высоких порядков эта матрица не имеет. 
Если дана квадратная матрица А порядка п, то ее минор 

порядка п есть определитель А, миноры порядка (n - 1) 
есть миноры соответствующих элементов этой матрицы, 

миноры порядка 1 есть элементы этой матрицы. Кроме 
того, эта матрица имеет миноры порядка k, где 1 < k < 
< п - 1. 

Рангом матрицы А размеров т х п называется наивысшей 
порядок отличных от нуля миноров матрицы А. 

Если все элементы матрицы А есть нули, то говорят, что 
ранг матрицы равен нулю. 

Ранг невырожденной матрицы А порядка п равен n. 
Например, ранг матрицы А = (~ ~ ~ :1 равен единице, 

так как миноры второго порядка э~ой ма;рицы равны нулю 
(в силу пропорциональности строк матрицы), но есть ми
норы первого порядка - элементы матрицы А - отличные 
от нуля. 
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Пусть дана матрица А размеров т х п и пусть дано 
натуральное число/< min(m, n). Если все миноры порядка 
/ матрицы А равны нулю, то и все миноры этой матрицы 
порядка(/+ 1) также равны нулю. 
Действительно, возьмем любой минор этой матрицы 

порядка (/ + 1) и разложим его по элементам некоторой 
строки. Каждое слагаемое разложения содержит множите
лем некоторый определитель порядка / - минор порядка / 
соответствующего элемента выбранной строки определи
теля порядка(/+ 1). Поскольку каждый минор порядка/ 
равен нулю, то и. сумма разложения тоже равна нулю, 

поэтому выбранный минор порядка (/ + 1) равен нулю. 
Следовательно, если все миноры порядка /равны нулю, то 
и все миноры порядка, большего чем/, также равны нулю. 
Таким образом, для определения ранга матрицы разме

ров т х п надо сначала найти хотя бы один отличный от 

нуля минор первого порядка, т.е. надо выяснить, есть ли 

среди элементов матрицы хотя бы один, отличный от нуля. 
Если такого элемента нет, то ранг матрицы равен нулю. 
Если у матрицы есть элемент, отличный от нуля, то надо 
найти хотя бы один отличный от нуля минор второго 
порядка. Если такого минора нет, то ранг матрицы равен 
1. Если есть отличный от нуля минор второго порядка, то 
надо искать отличный от нуля минор третьего порядка и 

т .д. до тех пор пока не найдется отличный от нуля минор 

r-го порядка; но либо все миноры порядка r + 1 равны 
нулю, либо r = min(m, n). Тогда ранг матрицы равен 1·. 

Для нахождения ранга матрицы размеров т х п часто 
поступают так. Берут любой отличный от нуля элемент 
матрицы. Затем, дописывая некоторую строку и некоторый 
столбец, отличный от тех, где лежит элемент, образуют 
всевозможные миноры второго порядка до тех пор пока не 

найдется минор второго порядка, отличный от нуля. Затем, 
дописывая некоторую строку и некоторый столбец, отлич

ный от тех, где лежит найденный минор второго порядка, 

образуют всевозможные миноры третьего порядка до тех 
пор пока не найдется минор третьего порядка, отличный 
от нуля. Продолжают этот процесс до тех пор пока не 
найдется минор порядка r, отличный от нуля, для которого 
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все миноры порядка (r + 1), построенные указанным обра
зом, равны нулю, любо таких миноров не будет вообще 
(если матрица содержит r строк и r столбцов). Тогда ранг 
матрицы равен r. 

Доказательство справедливости этого способа определе
ния ранга матрицы опускается. 

Пр им ер. Найти ранг матрицы 

[
1 2 3 4} 
3 5 7 9 
471013 

Минор первого порядка (число 1), лежащий на пересе
чении первого столбца и первой строки, отличен от нуля. 
Минор второго порядка, лежащий на пересечении первых 

двух столбцов и первых двух строк, 1 j ; 1 = - l также 
отличен от нуля. Все миноры третьего по.рядка этой мат
рицы равны нулю. З~ачит, ранг матрицы равен двум. 

§ 4. Системы J1ИВейвых уравнений 

Рассмотрим систему т линейных уравнений с п неиз

вестными: 

{
а11х1 + а1~ + ... + а1,,х,.: Ь1 , 
й21Х1 + й2~ + ... + йо,Х,, - /J.i, 
............. 
йм1Х1 + й,,,iХ2 + ... + а~" = Ьт, 

(l) 

где х1 , х2 , ••• , х" - неизвестные, аи (i = l, 2, ... , т, j = l, 2, 
... , n) - коэффициенты, Ь1 , Ь2 , ••• , Ьт - свободные члены 
системы уравнений (1). Напомним, что числовой набор (1, 
2, ... , n), соответствующий набору неизвестных (х1 , х2 , ••• 

... , .х,.), называется решением системы (1), если при подста
новке в каждое уравнение системы (1) соответствующих 
чисел вместо неизвестных получается т верных числовых 

равенств. Решить систему ( l) - это значит найти все ее 
решения или доказать, что их нет. 

Система линейных уравнений называется совместной, 
если она имеет хотя бы одно решение, и несовместной 
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(противоречивой), если она не имеет решений. Совместная 
система называется определенной, если она имеет единст
венное решение, и неопределенной, если она имеет более 
одного решения. Можно показать, что неопределенная 
система линейных уравнений всегда имеет бесконечное 
множество решений. 

Пр им еры. Линейное уравнение с одним неизвестным 
ь 

а11 х1 = Ь1 при а1 1 * О имеет единственное решение х = -' . 
011 

Линейное уравнение с двумя неизвестными 

а11х1 + а1~ = Ь1 при а11 *О и при а12 *О 

имеет бесконечно много решений. 

Действительно, пусть, например, а12 * О, тогда уравнение 
а11х1 + а1~2 = Ь1 равносильно уравнению 

которое имеет решением (а, - 0"а + ..!2_} где а - любое 
012 о,2 

действительное число. 

Система двух линейных уравнений с одним неизвестным 

(а11 * 0), 
(й21 * 0), 

ь ь 
такая, что - 1 * - 2 

, несовместна. 
011 021 

Действительно, пусть число а - решение уравнения 
а11х = Ь1 , т.е. пусть справедливо числовое равенство 

ь ь 
а11а = Ь1 • Тогда а=__..!_, Если бы а= - 1 было решением 

011 011 

уравнения а21х = Ь2 , то было бы справедливо числовое 
02 ь 

равенство - 1 
-

1 = Ь2 или, в силу того что а21 * О, числовое 
011 

ь ь 
равенство - 1 = - 2 

, что противоречит условию. Итак, реше-
011 021 

ние а уравнения а11х = Ь1 не является решением уравнения 
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а21х = Ь2, а это значит, что система двух уравнений с одним 

неизвестным, такая, что .!!.t. ~ .!!1., несовместна. 
0 11 021 

Основной матрицей системы (1) называется матрица А 
размеров т х п, элементами которой являются коэффици
енты при неизвестных системы уравнений (1), т.е. 

[

0
11 

012 ... 0
1
"} 

А = о21 ~2 •.. о2п 
... ". ... . .. 

oml 0,,,2 ... о,,,п 

Матрицей неизвестных систем (1) называется матрица
столбец Х, элементами которой являются неизвестные сис
темы, т.е. 

Матрицей свободных членов системы ( 1) называется мат
рица-столбец В, элементами которой являются свободные 

члены системы, т.е. 

Матричное уравнение 

[

011 012 

021 ~2 

0,,,1 Опr2 

или 
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называется матричным уравнением системы ( 1), если мат
рица А, Х и В - соответствующие матрицы системы ( 1). 

Поскольку любой числовой набор (а1 , а2, •• " ап), являю
щийся решением системы (1), записанный в виде матри
цы-столбца 

[I) 
является решением матричного уравнения (2), а любая 
числовая матрица-столбец 

являющаяся решением матричного уравнения (2) системы 
(1), записанная в виде числового набора (р1 , Р2, ••• , ~п), 
является решением системы (1), то говорят, что система 
линейных уравнений ( 1) равносильна матричному уравнению 
(2) системы (1). 

Рассмотрим частный случай системы (1). Пусть дана 
система п уравнений с п неизвестными 

{
а11Х1 + a1:z.X2 + • · · + а1nХп = Ь1, 
а11Х1 + а2~2 + · · · + au;JC,, = ~. 
............. 
ап1Х1 + а,.,;х2 + · · · + annXn = Ьп 

и соответствующее матричное уравнение этой системы 

а ] [х•] [ь.] \п Ь 
... au. -Х2_ 2 

::: ~~ ;п ~п 

(3) 
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или 

АХ=В (4) 

Определитель матрицы А системы (3) будем называть 
основным определителем и обозначать через Л, т.е. Л = IAI. 
Предположим, что основная матрица А (являющаяся квад
ратной матрицей порядка п) системы (3) невырожденная, 
т.е. пусть Л = 1А1 * О. Тогда, как показано в § 3, существует 
единственная обратная матрица л- 1

• Умножив левую и 
правую части матричного уравнения (4) системы (3) слева 
на обратную матрицу л- 1

, получим, что Х = л- 1 В, причем 
матрица Х- матрица размеров п х 1, т.е. матрица-столбец. 
Итак, матричное уравнение (4) системы (3) в силу единст
венности обратной матрицы л- 1 имеет единственное ре
шение - матрицу-столбец Х = л- 1 В. 
Так как матричное уравнение (4) равносильно системе 

(3), то, если определитель основной матрицы А линейной 
системы (3) не равен нулю (т.е. 1А1 *О), тогда система (3) 
совместна и определена, т.е. имеет единственное решение. 

Найти это единственное решение системы (3) можно по 
правилу Крамера, формулировка которого будет приведена 

ниже. 

Если в основной матрице А системы (3) п линейных 
уравнений с п неизвестными вместо j-го столбца коэффи
циентов системы (3) поставить столбец свободных членов 
этой системы, то полученную матрицу называют дополни-

1 
тельной матрицей системы (3) и обозначают ее А, т.е. 

j 

(5) 

Определитель матрицы А обозначают обычно л1, т.е. Л1 = 
j 

=~. 
Перейдем теперь к решению системы уравнений (3). 
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Пусть п = 1, т.е. система (3) состоит из одного уравнения 
с одним неизвестным: а11х = Ь1 , и пусть а11 '*О. Ясно, что 

ь 
это уравнение имеет единственное решение - число - 1 

• 
й11 

Пусть теперь п = 2. Рассмотрим систему двух уравнений 
с двумя неизвестными: 

{й11Х1 + й1,.Х2 = Ь,, 
й21Х1 + й2~ = Ь2. 

(6) 

1 

Основной матрицей А, дополнительными матрицами А и 
2 

А этой системы являются соответственно матрицы 

Пусть определитt:ль основной матрицы А не равен нулю 

(Л = 1А1'*0). Тогда существует единственная обратная мат
рица 

и справедлива цепочка матричных равенств 

откуда 

_ ь.л"+ьл. _ ь.<- t> 1 • 1м11 +~<- t>2 • 1м2 • _ 
~- - -

1А1 1А1 
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А 1+2 2+2 
~ = Ь1 12 + Ь~ = Ь1 (- 1) М12 + ~ (- 1) М22 = 

1А1 1А1 

т.е. компоненты решения (х1 , ~) системы (6) находятся по 
формулам 

у_=~ 
~1. д' 

1 2 

(7) 

где д, д1 , д2 - определители матриц А, А, А системы (6). 
Рассмотрим систему трех линейных уравнения с тремя 

неизвестными: 

{
й11Х1 + й1~2 + й1зХз = h1, 

й21Х1 + й2~2 + й2зХ11 = Ь2, 
й31Х1 + йз~ + йзз-Хn = /Jэ. 

(8) 

1 

Основной матрицей А и дополнительными матрицами А, 
2 3 

А, А системы (8) являются соответственно матрицы 

011 012 013 

А= ~1 о22 ~3 
031 032 033 

2 0 11 Ь1 0 13 

А= 021 Ь2 023 

о31 Ь3 033 

Пусть определитель основной матрицы А не равен нулю 

(Л = 1А1 '*О). Тогда существует единственная обратная мат
рица 

и справедлива цепочка матричных равенств 
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откуда 

_ Ь.А. 1 + ЬЛ1 + Ь:у431 _ 
Х1 - /А1 -

l+lм. 1+1 3+1м, = Ь1 (- l) 11 + Ь,. (- l) ~1 + Ь3 (- l) 31 = 

Ь1 012 013 

ь,_ 011 023 

~ 031 033 -
IAI 

011 Ь1 0 13 

O:l1 ~ ~3 

= О31 Ь3 О33 

1А1 

:_ Ь1А13 + h,_,413 + ЬэАн -
Х3- ~ -

1+3 2+3 3+3 
= Ь1 (- l) Ц3 + Ь,. (- l) ~3 + Ь3 (- l) М.33 = 

011 011 Ь1 
O:l1 011 ь,_ 
О31 031 ~ 

1А1 

1 

=~=~·, 

2 

=~=;. 

3 

=~=;, 

т.е. компоненты решения (х1 , А1, х3) системы (8) находятся 
по формулам 
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х - л. х - ~ х - Лэ 
\ -- 2-- з--

л' л' л' 

1 2 J 

где Л, Л1 , Л2 , Л3 - определители матриц А, А, А, А системы 
(8). 
Докажем, что если определитель основной матрицы А 

системы (3) не равен нулю, то j-я компонента Xj U = 1, 2, 
... , п) единственного решеt1ия (х1 , х2 , ••• , х11) системы (4) 
находится по формуле 

j 

Xj=~=~ и= 1, 2, ... , п), 

1 
где 1А1 = л1 определитель дополнительной матрицы А 
системы (3), а IAI = л - определитель основной матрицы А 
системы (3). Рассмотримj-ю компоненту матрицы-столбца 
л- 1 В, являющегося единственным решением матричного 
уравнения (4) системы (3). Имеем 

\+j 1 2 •1 ь п+Jм = Ь1 (- 1) MI/+ ~ (- ) М21 + ... + п (- 1) пJ = 
1А1 

D11 D12 а1,-1 Ь1 alJ+I й1п 

tlz1 D22 ... ~.i-1 Ь2 ~.i+l ~ 
... ... ... ... . ..... 

J 

= anl ап2 anJ-1 ь" ап + 1 ... апп =~=~ 1А1 л' 

что и требовалось доказать. 
Правило, по которому находится решение системы (3), 

называется правилом Крамера. Сформулируем его. 
Правило Крам ера. Если система (3) п уравнений сп 

неизвестными такова, что определитель ее основной матри
цы не равен нулю (Л ~О), то система имеет единственное 
решение (х1 , х2, ••• , х11), каждая компонента которого нахо-

дится по формулам Крамера, т.е. х1 = ~ U = 1, 2, ... , п), где 
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Л1 - определитель дополнительной матрицы А, полученной из 
основной матрицы А системы (3) заменой j-го столбца на 
столбец свободных членов системы. 
Пр им ер. Решить систему уравнений 

{
7х1 + Зх2 + 2х3 = 1, 
Зх1 +Xz + 2хэ = 2, 
1Ох1 + 12.12 + 8Х] = 4. 

Определитель основной матрицы 

7 3 2 
л = 3 1 2 = - 72 *о. 

10 12 8 

Следовательно, система имеет единственное решение. 
Найдем его по правилу Крамера: 

1 3 2 
л. = 2 l 2 = о, д2 = 

4 12 8 
7 3 1 

7 l 2 
3 2 2 ~ 36, 

10 4 8 

Лз = 3 1 2 = - 90. 
10 12 4 

Следовательно х1 = л. = О х2 = Л~ = - l х3 = ~ = 1 т е ' д ' д 2' д 4' .. 

система имеет единственное решение: (О, -!, ~) 
В случае, когда определитель IAI основной матрицы А 

системы (3) равен нулю, правило Крамера не применимо. 
Перейдем к изучению систем т линейных уравнений с 

п неизвестными. 

Расширенной матрицеi1 системы уравнений ( 1) называет
ся матрица, получаемая добавлением к основной матрице 
А системы (1) столбца свободных членов, располагая его 
последним столбцом и отделяя его вертикальной чертой, 
т.е. матрица 
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[
ан а12 ... а1 п Ь_,) 

в = ~~~ ~~ ::: ~~~ ~~ 
ат\ ат2 ... а,,,п ьп 

Отметим, что ранг расширенной матрицы В не меньше 
ранга основной матрицы А системы (1). Точнее, если ранг 
основной матрицы равен r, а ранг расширенной - R, то 
r :5 R. В то же время очевидно, что R :5 r + 1. 

Вопрос о совместности системы ( 1) решает критерий 
Кронекера - Капелл и: система (1) т линейных урав
нений с п неизвестными совместна тогда и только тогда, 
когда ранг расширенной матрицы В равен рангу основной 
матрицы А системы (1). 
Доказательство этой теоремы опускается. 

Пусть ранг основной матрицы системы (1) равен. r, 
причем 1 :5 r :5 min(т, п). В этом случае любой отличный от 
нуля минор порядка r основной матрицы системы ( 1) 
называют главным минором системы. 

Решение системы линейный уравнений состоит в следу
ющем. Вычисляем ранг основной матрицы А системы (1) 
и расширенной матрицы В. 

Если ранг основной матрицы А системы (1) не равен 
рангу расширенной матрицы В, то согласно критерию 
Кронекера - Капелли система несовместна, т .е. система 
(1) не имеет ни одного решения. На этом решение системы 
(1) заканчивается. 

Если ранги основной и расширенной матриц равны 
между собой и равны r, т.е. система (1) совместна, то берут 
любой отличный от нуля минор основной матрицы поряд
ка r и рассматривают r уравнений, коэффициенты которых 
входят в этот главный минор, а остальные уравнения 

системы отбрасывают. Неизвестные, коэффициенты кото
рых входят в этот главный минор, объявляют главными, а 
остальные неизвестные - свободными. Новую систему 
переписывают так, что в левых частях всех уравнений 

остаются только члены, содержащие r главных неизвест
ных, а все остальные члены уравнений, содержащие (п - г) 
неизвестных, переносятся в правые части уравнений. Затем 
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по правилу Крамера находят главные неизвестные. Легко 
видеть, что при этом главные неизвестные выражаются 

через свободные неизвестные, каждое из которых может 
принимать любое числовое значение. Полученные реше
ния новой системы с r главными неизвестными называются 
общим решением системы (1). 

Придавая всем свободным неизвестным некоторые чис
ловые значения, из общего решения находят соответствую

щие числовые значения главных неизвестных и тем самым 

находят находят решение исходной системы уравнений (1), 
которое называется частным решением при данных число

вых значениях свободных неизвестных. Указанным путем 
можно получить любое решение системы (1). 
Пр им еры . 1. Рассмотрим систему 

!
5х1 - х2 + 2х3 + х4 = 7, 
2х1 + х2 + 4х3 - 2х4 = 1, 
х1 - 3~ - 6х3 + 5х4 = О. 

Ранг основной матрицы этой системы равен двум, так 
как существует отличный от нуля минор второго порядка 

этой матрицы, например 

15-11=7 2 l ' 

а все миноры третьего порядка равны нулю. 

Ранг расширенной матрицы этой системы равен трем, 
так как существует отличный от нуля минор третьего 

порядка этой матрицы, например 

5 - l 7 
2 l 1 = - 35. 
1 - 3 о 

Согласно критерию Кронекера - Капелли система не
совместна, т.е. не имеет решений. 

2. Рассмотрим систему 

22 Алrебра. тр11rоиометрИА' 
и элементарные функции 
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{

7 х1 + 3~ - 2х3 = 2, 
х, - 2х2 + 3х3 = О, 
4х1 + 9х2 - l lx3 = 2. 

Ранг основной матрицы этой системы равен двум и ранг 
расширенной матрицы тоже равен двум, так как, например, 

минор второго порядка 

1
7 31 = - 17 1 -2 

основной матрицы отличен от нуля, а все миноры третьего 

порядка основной и расширенной матрицы равны нулю. 

Значит, система совместна. Возьмем за главный минор, 

например, минор 1 i _ ~ 1 · Так как третье уравнение системы 
не содержит элементов этого главного минора, то третье 

уравнение отбрасываем. Неизвестные х1 и х2 объявляем 
главными, ибо их коэффициенты входят в главный минор, 
неизвестную х3 объявляем свободной. 

Получаем систему, равносильную исходной: 

{7х1 + 3х2 = 2х3 + 2, 
х1 - ~=-3хз. 

Решаем ее по правилу Крамера: 

12хз+2 31 
= - 3х3 - 2 = - 4х3 - 4 + 9х3 = 5.хз - 4 = _ J_ + _! 

Xi - 17 - 17 - 17 17Хз 17' 

17 2хз+ 2 1 
_ ~ _ -2}Хз-2х3 -2 _ -2Jхэ-2 _ 23 2 

Х2 - - 17 - - 17 - - 17 - 17Хз + 17. 

Итак, общим решением исходной системы является беско
нечное множество наборов (х1 , х2 , х3) вида 

(- (7t+ ~. ~~t+ ~7 , t) где t - любое действительное число. 
~астным решением исходного уравнения будет, например, 
числовой набор(~· 1

2
7, О) получающийся при t =О. 

3. При каких k совместна система уравнений 
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{ 
x+ky=3, 

kx+4y= 6? 

Поскольку r* О, то эта система совместна в двух случаях: 
когда Л *' О и когда R = r = 1. Поэтому рассмотрим два 
случая. 

а) Если Л *' О, т.е. если 1 k ~1 *'О, т.е. если К*' 4, то по 
правилу Крамера система имеет единственное решение. 

Значит, для любого k, кроме k = 2 и k = - 2, система 
имеет единственное решение. 

б) Если R = r = 1, т.е. если 

1
1 kl = 13 kl = 11 31 = о k4 64 k6 ' 

т.е. если k = 2, то система совместна. 
Подводя итог, получаем, что исходная система совместна 

при любых k, кроме k = - 2. 
Используя критерий Кронекера - Капелли, проведем 

исследование системы двух линейных уравнений с двумя неиз
вестными х и у. 

(9) 

Основная матрица этой системы 

имеет ранг r, причем О ~ r ~ 2. 
Расширенная матрица 

имеет ранг R, причем О ~ r ~ R. Очевидно, что r ~ R ~ r + 1. 
Имеет место следующее утверждение. 
Пусть дана система двух линейных уравнений с двумя 

неизвестными (9). Тогда: 
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1. если r= R =О, т.е. если все коэффициенты а1 , а2 , Ь 1 , Ь2 , 
с1 , с2 равны нулю, то любая пара действительных чисел 
является решением системы (9); 

2. если r = О, R = 1, т.е. а1 = а2 = Ь1 = Ь2 = О и С. + ~ "# О, 
то система (9) не имеет решений; 

3. если r = 1, R = 1, то система (9) имеет бесконечно много 
решений, но не любая пара действительных чисел есть ее 
решение; 

4. если r = 1, R = 2, то система (9) не имеет решений; 
5. если r = 2, R = 2, то система (9) имеет единственное 

решение, которое можно найти по правилу Крамера. 
Справедливо и обратное утверждение. 
1. Если система (9) имеет единственное решение, то 

r= R= 2; 
2. если система (9) не имеет решений, то r "# R, т.е. либо 

r = О и R = 1, либо r = 1 и R = 2; 
3. если любая пара действительных чисел является реше

нием системы (9), то r = R = О; 
4. если система (9) имеет бесконечно много решений, но не 

любая пара действительных чисел является ее решением, то 
r= R= 1. 

Приведем до к аз ат ел ь ст в о этих утверждений только 
в том случае, когда оба уравнения системы (9) являются 
уравнениями первой степени, т.е. когда выполняются ус

ловия di + hi "# О, ~ + ~ "# О. В этом случае каждое уравне
ние этой системы в отдельности определяет прямую на 

плоскости, где задана система координат хОу (см. гл. 111). 
Это дает возможность придать геометрический характер 
дальнейшим рассуждениям при исследовании системы (9). 
Теорем а. Пусть две прямые заданы уравнениями 

а 1х + Ь1у - с1 = О, 
а~ + Ь2У - с2 = О. 

где di + hi "# О и ~ + ~ "# О. 

(10) 

1. Для того чтобы две прямые пересекались, необходимо и 
достаточно, чтобы R = r = 2. 

2. Для того чтобы две прямые были параллельными, но не 
совпадали, необходимо и достаточно, чтобы r = 1, R = 2. 
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3. Дл.я того чтобы две прямые совпадали, необходимо и 
достаточно, чтобы r = R = 1. 
Доказательство. Сначала докажем достаточ

ность условий. 

1. Если r = R = 2, то система (10) имеет единственное 
решение, которое легко найти по правилу Крамера, а это 
означает, что прямые имеют одну общую точку, т.е. пере

секаются. 

2. Если r = 1, R = 2, то система (10) несовместна, и 
поэтому прямые не имеют общих точек, т.е. параллельны 

и не совпадают. 

3. Если r = R = 1, то все миноры второго порядка основ
ной и расширенной матриц равны нулю, т.е. 

1 :: ~1 = О, 1 ~ ::1 = О, 1 :: ~1 = О. 
Эти условия можно перепИсать так: 

а1Ь2 = Ь1а2, 
С1Ь2 = Ь1С2, 
а1С2 = а1С1. 

Рассмотрим теперь все возможные случаи. 

(11) 
(12) 
(13) 

а) если а1 =О, то Ь1 *О, т.к. di + Ь~ *О. Тогда из (11) 
следует, что а2 =О, а так как~+ Ь~ *О, то Ь2 *О. Тогда из 
(12) находим, что~:=~= а и при этом уравнения прямых 

примуr вид 

Ь1 (у - а) = О, Ь2 (у - а) = О. 

Поскольку Ь1 *О, и Ь2 *О, то отсюда вытекает, что эти 
прямые совпадают с прямой у - а = О. 

б) Если Ь1 =О, то а1 *О, а из (11) тогда следует, что Ь2 = О 

(причем а2 *О). Тогда из (13) имеем .5.. = ~ = р, и поэтому 
а1 а2 

уравнения прямых примуr вид а1 (х - р) =О, а2 (х - р) = 
= О. Поскольку а1 *О, а2 *О, то отсюда вытекает, что эти 
прямые совпадают с прямой х - Р = О. 
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в) Если а1 *О и Ь1 *О, то из (11) вытекает, что~= ~ь =у, 
а, • 

а из (12) и (13) вытекает, что с2 = ~ь с1 = ~ с1 . Таким обра-
1 а, 

зом, получаем что а2 = уа1 , Ь2 = уЬ1 , с2 = ус1 , и поэтому 
уравнения прямых примут вид 

а1х+ biy- С1 =О, у(а1х+ hiY- с1) =О. 

Поскольку у* О, то отсюда вытекает, что эти прямые со
впадают. 

Теперь докажем необходимость условий. Доказа
тельство проведем методом от противного. 

1. Пусть прямые пересекаются. Докажем, что r = R = 2. 
Если бы оказалось, что r = 1, R = 2, то по доказанному 
прямые бьmи бы параллельны и не совпадали. Если бы 
оказалось, что r = R = 1, то по доказанному прямые оказа
лись бы совпавшими. 

Следовательно, r = R = 2. 
2. Пусть прямые параллельны. Докажем, что r = 1, R = 2. 

Если бы оказалось, что r = R = 2, то по доказанному пря
мые оказались бы пересекающимися. Если бы оказалось, 
что r = R = 1, то по доказанному прямые оказались бы 
совпавшими. 

Следовательно, r = 1, R = 2. 
3. Пусть прямые совпадают. Докажем, что r = R = 1. 

Если бы оказалось, что r = R = 2, то по доказанному пря
мые оказались бы пересекающимися. Если бы оказалось, 
что r = 1, R = 2, то по доказанному прямые бьmи бы 
параллельны. 

Следовательно, r = R = 1. Теорема доказана полностью. 

УПРАЖНЕНИЯ 

1. Пусть А= о ~ -~} В= ( = 1 ~ ~} Найти А+ В, А - В, 2А + 2В, 
ЗА- 2В. 

(1 2 l] [ о 2 l] 2. Найти матрицу С, если А= О 1 О , В= - 1 О 3 и А+ 2С= ЗВ. 
23-l 034 
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3 Найти проюведсния АВи Ц если А~[~ ~ - А} в~[= 1 fJ 
4. Дана матрица А = [~ ~). Найти все матрицы Х. перестановочные А, 

т.е. те, для которых АХ - ХА. 
5. Матрица S = а.Е, где Е - единичная матрица порядка п, а а. - число, 

называется скалярной. Показать, что скалярная матрица Sперестановочна 
с каждой матрицей порядка п, т.е. если А - матрица порядка п, то SA = AS. _icos а. - sin а) _ (cos 13 - sin 13) 6. Показать, что матрицы А - . и В - 1 • R R 

_ SIП а. COS а. \_ SШ 1-' COS 1-' 

перестановочны. Найти их произве ение. 

= r1· ~~йти все квадратные матрицы В, для коrорых АВ =О, если А = 

lS. ~айти общий вид матрицы А третьего порядка, для коrорой 
(~ ~ ~]А= О. 
lo о о 

9. Пусть J= (- ~ ~} Е= (~ ~}Показать, что J = - Е, Е = Е. 
10. Дан многочлен Р(_х) = ;?- - 5х + 6 и матрица А= (- ~ ~} Найти 

Р(_А) = А2 
- 5А + 6Е. 

:7.":::: 7:;,"::.·:rг~3~;:~ ~ ::: rГJ 11J 
15. Проверить· выполнеkUе свойства транспониро~ия на примере 

матрицА=(i _~}в=(-~ ~} 
16. Показать, что при умножении матрицы В=~ ~ ~1 слева на 

о о 1 
произвольную матрицу А третьего порядка меняются м тами ервые две 

ст~~ ~:::::.А~::ст:::в:::и:::~р:~[Тжiн~~и ::::ва~а 
о о l 

произвольную матрицу А третьего порядка 2-я строкам триць А умнож:а-

=::~:~::и:~=:.:::::111 с~)Р:~роизволъ-
ную матрицу А третьего порядка справа к перво~ стол цу матрицы А 
добавляется 3-й столбец, умноженный на а. Установить, что происходит 

при умножении слева. 
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Вычистпь определители (19 - 25): 
2 34 1 2 5 !а la lhl 

19. 5 - 2 1 . 20. 3 - 4 7 . 21. - 1 а 1 . 22. О Ь О . 
1 2 3 - 3 12 - 15 а - 1 а Ь О Ь 

- 1 3 - 1 

23 
а 1 а 

4 
а -а а 

1 1 
_

2 4 . О - q - 1 . 2 . а а - а . 25. 3 2 _ 1 3 · 
а 1-а а-а-а 5 _2 l-2 

Найти р~нr_мfт~ицы 
6
(]26 - 28): [l 

26. А= 1 1 3 5 . 27. В= 5 
1-51-3 2 

28. С= 4 8 . 
3 6 

-~ =~~]· 
- 1 13 

1 2] 
29. Убедиться, что для А= ( ~ ~} если IAI = ad - сЬ :t: О, то л- 1 

= 

1 ( d - ь) 
= ad-bc - с а · 

30. Найти обратную матрицу л- 1
, если А = 2 3 1 . 13 4 1] 

5 2 2 
31. Доказать, что если матрицы А и В пере аново ны, то перестано

вочны и обратные матрицы л- 1 и Л- 1
• 

32. Убедиться, что (АВГ 1 
= л- 1 В- 1

, если А= (б ~)и В= (j ~). 
Решить систему уравнений (33 - 40): 

{ j
5x1 - 3х2 = 7, 

33. 5х1 + 2х2 + 3хз + 7 =О, 34. - 2х1 + 9х2 = 4, 
5х1 + 2х2 + 3хз = 4. 2х 

4 
_ 

2 1 + Х2- - · 

j

- х1 + 2х2 + Зхз =О, !2х - 4у + z = 1, 
35. х1 -4х2 -13х3 =0, 36. x-2y+4z=3, 

- 3х1 + 5х2 + 4х3 = О. 3х - у+ 5z = 2. 

!
х + 2у + 3z = 1, j4x1 + 5х3 = 6, 

37. 2х+ у- z= 3, 38. х2 - 6х3 = -2, 
3х+ Зу+ 2z= 10. 3х1 +4х3 = 3. 

!
x+2y+3z=4, 12x-3y+z-2=0, 

39. 2x+4y+6z=3, 40. x+5y-4z+5=0, 
Зх + у - z = 1. 4х + у - 3z + 4 = О. 



Глава XI. КОМПЛЕКСНЫЕ ЧИСЛА 

При рассмотрении действительных чисел отмечалось, 
что в множестве действительных чисел нельзя, например, 

найти число, квадрат которого равен (- 1). Чтобы подоб
ные задачи бьши разрешимы, понятие числа расширяется 
с помощью введения комплексных чисел. 

§ 1. ПоНЯ111е комплексного числа 

Пусть даны выражения вида а+ Ьi, где а и Ь - действи
тельные числа, i - некоторый символ, смысл и связь 

которого с действительным числом Ь, а также смысл знака 
«+»,соединяющего а и Ьi, будут выяснены позже. Введем 
определения равенства, суммы и произведения таких вы

ражений. 

Выражения а + Ьi и с + di считаются равными в том и 
только в том случае, если одновременно а = с и Ь = d. 
Равенство выражений а + Ьi и с + di принято записывать в 
виде а + Ьi = с + di. 
Из определения равенства вытекает, что два выражения 

а+ Ьi и с+ di различны, т.е. а+ Ьi-:;: с+ di, если выполнено 
хотя бы одно из неравенств а -:;: с или Ь -:;: d. 

3 а меч ан и е . Из всех знаков неравенств -:;:, <, ~. s, > для 
выражений вида а + Ьi употребляется только знак *· 

Суммой выражений а + Ы и с + di называется выражение 
(а+ с)+ (Ь + d)i. Сумму выражений а+ Ьi и с+ di принято 
обозначать через (а+ Ь1) +(с+ d1), т.е. по определению 
(а + Ь1) + (с+ d1) = (а+ с) + (Ь + d)i. 

Произведением выражений а + Ьi и с + di называется вы
ражение (ас - bd) + (ad + bc)i. Произведение выражений 
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а + Ьi и с + di принято обозначать через (а + Ь1)(с + d1), т.е. 
по определению (а+ Ьi)(с + d1) =(ас - bd) + (ad + bc)i. 
Множество всех выражений вида а+ Ьi, которые разли

чают, складывают и перемножают по только что сформу
лированным определениям, называется множеством ком

плексных чисел, а каждый элемент этого множества, т.е. 

выражение а + Ьi, называется комплексным числом. 
Часто комплексное число а+ Ьi обозначают одной бук

вой, например буквой z. В таких случаях пишут z =а+ Ьi. 
Пусть даны комплексные числа z1 = а1 + Ь1 i, z2 = а2 + b2i, 

Zз = а3 + b3i, "., z" =а"+ b"i. Для того чтобы найти сумму 
комплексных чисел z1, Zъ z3, "., Z,,, надо найти сумму первых 
двух чисел, затем к полученной сумме прибавить третье 
число, к полученной сумме прибавить четвертое и т.д., пока 

не переберем все слагаемые. 

Аналогично определяется и произведение нескольких 

комплексных чисел. 

Если комплексное число z взято сомножителем п раз 
(п ~ 2), то произведение <Zz. ". z называют п-й степенью 

п раз 

(п ~ 2) числа z и обозначают i.', т.е. по определению 

<Zz. . " z = i'. 
п раз 

Кроме того, по определению z1 = z. 
Приведем основные законы сложения и умножения ком

плексных чисел: 

а) z1 + z2 = Z2 + z1 (коммутативность сложения); 
б) (z1 + z2) + Zз = z1 + (z2 + z3) (ассоциативность сложе-

ния); 
в) z1z2 = z2z1 (коммутативность умножения); 
г) (z1z2)z3 = z1(z2z3) (ассоциативность умножения); 
д) (Z1 + Z2)Zз = Z1 Zз + Z2Zз (дистрибутивность умножения 

относительно сложения). 
Справедливость этих законов следует из определения 

суммы и произведения комплексных чисел и из справед

ливости аналогичных законов для сложения и умножения 
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действительных чисел (проверка их справедливости опус

кается). 
Для действий сложения и умножения комплексных 

чисел вводятся действия, обратные им. 

Разностью комплексных чисел z1 и z2 называется такое 
комплексное число z3, которое в сумме с z2 дает z1• 

Покажем, что для любых комплексных чисел z1 = о1 + b1i 
и z2 = 02 + b2i их разность z3 = z1 - z2 существует, единст
венна и вычисляется по правилу z3 = (о1 - о2) + (Ь1 - b2)i, 
т.е. существует единственное комплексное число z3 = 
= х + yi, которое в сумме с z2 дает z1• По определению 
суммы комплексных чисел z2 + Zз = (о2 + х) + (Ь2 + y)i. По 
определению равенства комплексных чисел числа z1, z2 + Zз 
равны тогда и только тогда, когда одновременно справед

ливы равенства 

о2 + х = о1 , Ь2 +у= Ь,. 

Из этих равенств числах и у всегда определяются и притом 
единственным образом: х = о1 - о2 , у= Ь1 - Ь2 , т.е. суще
ствует и притом единственное комплексное число z3 = 
= (о1 - о2) + (Ь1 - b2)i, которое и является разностью z1 

И Z2· 
Частным от деления комплексного числа z1 на комплекс-

ное число z2 такое, что z2 *О+ Oi, называется такое ком
плексное число z3, которое при умножении на z2 дает z1• 

Можно показать, что для любых комплексных чисел z1 = 

= о, + b1i, z2 = о2 + b2i (z2 *О+ Oi) их частное Zз = Zi сущест
Z2 

вует, единственно и вычисляется по правилу 

Доказательство этого факта опускается. 
Рассмотрим комплексные числа вида о + Oi. Каждое 

такое число принято рассматривать как действительное 

число о, т.е. каждое число вида о + Oi отождествляется с 
действительным числом о. Обычно числа о и о + Oi не 
различаются, и даже принято писать равенство о + Oi = о. 
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В частности, числа О и О+ Oi не различают; число О+ Oi 
также называют нулем и пишут О + Oi = О. 

Рассмотрим теперь комплексные числа вида О + Ы. При
нято такие числа обозначать про~то Ы и писать равенство 
О + Ы = Ы. В частности, комплексное число О + 1i принято 
обозначать просто i и писать равенство О+ 1i = i. Ком
плексное число i называется мнимой единицей. Покажем, 
что мнимая единица обладает свойством i2 = - 1. Дейст
вительно, на основании принятых соглашений справедли

вы следующие равенства: f =(О+ 11)2 =(О+ 11)(0 + 11) = 
= (О · О - 1 · 1 )(О · 1 + 1 · O)i = - 1 + Oi = - 1. 
Комплексные числа вида О + Ы называют чисто мнимы.ми 

числами. 

Согласно принятым соглашениям любое чисто мнимое 
число Ы представляет собой произведение двух комплекс
ных чисел: числа Ь и мнимой единицы i. Действительно, 

(Ь + Oi)(O + 11) = (Ь ·О - О· 1) + (Ь · 1 +О· O)i =О+ Ы = Ы. 

Любое комплексное число а + Ы представляет собой 
сумму двух комплексных чисел: числа а и чисто мнимого 

числа Ы. Действительно, (а+ 01) +(О+ Ь1) =(а+ О) + 
+ (О + b)i =а+ Ы. 
Из определения действий сложения, вычитания и умно

жения комплексных чисел вытекает, что эти действия 

можно проводить по правилам действий над многочленами 

(см. гл. 11), заменяя i на - 1 и объединяя затем члены, 
содержащие и не содержащие i. 
Пр им еры. (2 + 31) - 4 + (7 - 131) + 4i = (2 - 4 + 7) + 

+ (3 - 13 + 4)i = 5 - 6ii 
(4 + 51) + (х + yi) - (а - Ь1) = (4 + х - а2) + 

+ (5 +у+ b)i; 
(а + Ы)(х + у1) = ах+ ayi + bxi + byf = (ах - Ьу) + 

+(ау+ bx)i; 
(2 + 41)(7 - i) = 14 - 2i + 28i - 4i2 = 18 + 26i. 
Пусть z1 и z2 - любые комплексные числа, п - любое 

натуральное число. Пользуясь правилами действий над 
комплексными числами, легко доказать справедливость 

формул сокращенного умножения: 
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(Z1 + Z2) 11 = z.' + C,.f.- 1z2 + C,.f.- 2~ + ... + c,:- •z1.zi-
1 + _zi; 

f. - zi = (Z1 - Z2)(f.- I +z:- 2z2 + z:-J~ + ... + z.zi- 2 + '2- 1); 

и в частности формул 

(Z1 + Z2)
2 = i. + 2z1Z2 + ~; i. - ~ = (Z1 + Z2)(Z1 - Z2). 

Геометрическая интерпретация к:омплек:свых чисел. Пусть 
на плоскости дана прямоугольная система координат. Каж
дому комплексному числу z = а + Ы поставим в соответст
вие точку на плоскости с координатами а и Ь, т.е. точку 
М(а, Ь) (рис. 192). Легко видеть, что тем самым между 
множеством комплексных чисел и множеством точек плос-

у 

(0,1) 

М(а,Ь) 
у 

о (1,0) х 

\ 

о 
lzl=J 

х 

Рис. 192. Рис. 193. 

кости установлено такое соответствие, что каждому числу 

соответствует только одна точка и разным числам соответ

ствуют разные точки. При этом на плоскости нет ни одной 
точки, которая бы не соответствовала какому-нибудь ком
плексному числу. Значит, между множеством комплексных 
чисел и множеством точек на плоскости установлено вза

имно однозначное соответствие и поэтому можно считать, 

что комплексное число z = а + Ы есть точка на плоскости 
с координатами (а, Ь). 

Модулем комплексного числа z = а + Ы называется дей-
ствительное число r = l.zl = ~d + Ь2 • 

Поскольку комплексному числу z = а + Ы можно поста
вить в соответствие точку М плоскости с координатами а 
и Ь, то модулю комплексного числа можно придать следую-
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щий геометрический смысл: l.zl - расстояние соответст
вующей точки М(а, Ь) до начала координат. Рассмотрим 
следующие задачи. 

1. Найти множество точек плоскости, соответствующих 
комплексным числам z таким, что l.zl = 1. 

Согласно геометрическому смыслу модуля комплексно
го числа это будут точки, находящиеся от начала координат 
на расстоянии единица, т.е. точки, которые лежат на ок

ружности радиуса, равного единице, и с центром в начале 

координат (рис. 193). 
2. Найти множество точек плоскости, соответствующих 

комплексным числам z таким, что 2 ~ l.zl < 3. 
Согласно геометрическому смыслу модуля комплексно

го числа это будут точки, расположенные внутри кольца, 
образованного окружностями с радиусами 2 и 3, и с цент
ром в начале координат, включая окружность радиуса 2 
(рис. 194). 

у 

у 

Mfa+c, b+d) 

(0,1) 

о х 

Рис. 194. Рис. 195. 

Комплексное число z = а + Ы можно рассматривать как 
вектор z, начало которого находится в начале координат, а 
конец - в точке М(а, Ь), изображающей это число (см. 
рис. 192). Далее, говоря о векторах, изображающих ком
плексные числа, будем подразумевать, что начало этих 

векторов находится в начале координат. 

Рассмотрим геометрическую иллюстрацию сложения и 
вычитания двух комплексных чисел z1 = а + Ы и z1 = с + di 
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в том случае, когда три точки 0(0, О), М1 (а, Ь) и М2(с, d) не 
лежат на одной прямой. 

Пусть даны числа z1 =а+ Ы, z2 =с+ di и z3 =(а+ с) + 
+ (Ь + d)i. Рассмотрим вектор z1, конец которого находится 
в точке М1 (а, Ь), вектор z2, конец которого - в точке 
М2(с, d), и вектор z3, конец которого - точка М3(а +с, 
Ь + d). Вектор z3 является диагональю параллелограмма 
ОМ1М3М2 (рис. 195). Поскольку число z3 есть сумма чисел 
z1 и z2, то отсюда вытекает, что сложение двух комплексных 

чисел можно геометрически интерпретировать как сложе

ние по правилу параллелограмма векторов z1 и z2, начала 

которых находятся в начале координат, а концы - в точках 

М1 (а, Ь) и М2(с, d), изображающих эти числа. 
Векторы, изображающие комплексные числа z = а + Ы и 

(- z) = - а - Ы, расположены симметрично относительно 
начала координат, поскольку концы этих векторов, точки 

М(а, Ь) и N(- а, - Ь), симметричны относительно начала 
координат (рис. 196). 

м, 
у ,... 

1 ' 
у 

м. 

М, 

.х 

.х 

N(-a,-b) 

Рис. 196. Рис. 197. 

Пусть даны числа z1 = а + Ы и z2 = с + di. Рассмотрим 
вектор z1, конец которого находится в точке М1 (а, Ь), и 
вектор z2, конец которого находится в точке М2(с, d) 
(рис. 197). На этих векторах построим параллелограмм 
ОМ1М3М2• Рассмотрим вектор (- z2), конец которого нахо
дится в точке Mi- с, - d). Складывая векторы z1 и (- z2) 

по правилу параллелограмма, получаем их сумму - вектор 
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.ц, конец которого находится в точке М5(а - с, Ь - d). 
Очевидно, что длина вектора .ч равна длине отрезка М1М2• 
Поскольку длина вектора .ч равна lzJ = lz1 - z21, то отсюда 

вытекает, что длина диагонали ММ2 равна lz1 - z21 и модуль 
разности двух комплексных чисел z1 и z2 представляет собой 
расстояние между точками М1 и М2, изображающими эти 
числа. 

Такое геометрическое толкование суммы и модуля раз
ности двух комплексных чисел часто применяется при 

рещении задач. 

Пр им еры 1. Найти множество точек плоскости, соот
ветствующих комплексным числам z таким, что lz - 4 = 
= lz + 21. 

Расстояние от искомых точек до точек, соответствующих 
комплексным числам i и (- 2), равны. Значит, искомое 
множество состоит из точек прямой, перпендикулярной к 
отрезку, соединяющему точки (О; 1) и (- 2; О), и проходя
щей через середину этого отрезка (рис. 198). 

у 

"" (0,1) 

(-2,0) о х 

I. lz-il=lz+21 

/ 

Рис. 198. 

у 

(0,1) 

,lr" " 
;" 
" 

...,1 ... • 
11 1 
"" 1 ", 

J["з з] 
"" : 2'2 

Рис. 199. 

х 

2. Найти точки z, удовлетворяющие условию lz - 11 = 
= lz - 21 = lz - 4. 

Точки, соответствующие числам 1, 2, и i, образуют 
треугольник. Условию задачи удовлетворяет единственная 
точка - центр описанной окружности этого треугольника. 

Так как она равноудалена от точек (1; О) и (2; О), то ее 

координатах= ~· а так как она равноудалена от точек ( 1; О) 
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и (О; 1), то у= х = ~· т.е. условию задачи удовлетворяет 

единственное число z =~+~;(рис. 199). 

Аргументом комплексного числа z = а + Ьi, отличного от 
нуля, называется любое из чисел <р, являющихся решением 
системы уравнений 

{

COSq>= -~' 
"'lo +Ь 

. ь 
sш <р = -rr-;т· 

"'lo +Ь 

Для числа z = О аргумент не определяется. Данная система 
имеет бесконечное множество решений (так как на коор-

динатной плоскости пара чисел ~ z° 2; ~ / 2J определяет 
"'IO +Ь о + Ь 

точку единичной окружности), ричем если 0 есть одно 
из ее решений, то все остальные решения получаются из 

него по формуле <р = <р0 + 21tk, где k - любое целое число. 

Таким образом, любое комплексное число z-:;: О имеет бес
конечно много аргументов, отличающихся друг от друга на 

число, кратное 27t. 
Главным аргументом комплексного числа z = а + Ьi -:;: О 

принято называть его аргумент из интервала [О; 27t) и 
обозначать этот аргумент arg .z. 
Аргумент комплексного числа z имеет следующий гео

метрический смысл. Если комцлексное число z = а + Ьi -:;: О 
рассматривать как вектор z, конец которого - точка 

М(а, Ь), то величина угла <р, на который нужно повернуть 
против часовой стрелки положительную ось Ох до первого 
совмещения ее с вектором z, является главным аргуме~том 
комплексного числа z (см. рис. 192). Величина любого угла, 
отличающегося от главного аргумента arg z на целое число 
полных углов, является также аргументом рассматриваемо

го числа z. 
Пр им ер . Найти на плоскости точки z, удовлетворяю-

. 1t <51t 
щие условию 4 $; arg z з· 
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Все точки, расположенные на каком-либо луче, выходя
щем из начала координат, имеют один и тот же главный 

у 

х 

Рис. 200. 

аргумент, поэтому условию 

задачи удовлетворяют все 

точки той части плоскости, 
которая расположена 

между лучами, выходящи

ми из начала координат 

7t 57t 
под углами 4 и 3 , а также 

точки, лежащие на первом 

луче (рис. 200). 
Сопряжеввые комплекс

ные числа. Комплексное 
число z = а - Ы называют 
числом, сопряженным ком

плексному числу z = а + Ы. 
По формулам сокращен-

ного умножения 

ii. = (а + Ь1) х (а - Ь1) = а2 - (Ь1)2 = а2 + Ь2 . 

Это свойство сопряженных комплексных чисел позволя

ет деление комплексного числа z1 на комплексное число z2 

(z2 * О) свести к умножению комплексных чисел z1 и z2• 

Действительно, пусть Z1 = а1 + h1i, Z2 = а2 + b2i и z2 *О, тогда 

z, - z.~ - (о,+ ь,1) (02 - Ь,.1) - а,02 - о,Ь,.i + ь,02i - ь,ьi -
---- 2 2 - 2 2 -
Z2 Z2Z2 02 + Ь2 02 + Ь2 

- а,02 + ь,ь,. + ь,02 - о,Ь,.. 
- 2 2 2 2 1. 

о2+Ь2 о2+Ь2 

Пример. 

2 +; - (2 + 1) (4 + 1) = 8 + 2; + 4i + 1
2 

= J_ + ..§_i 
4-i-(4+1)(4-1) 16+1 17 17" 

По определению, если z ~О, то z0 
= 1; если z * О и п -

натуральное число, то z- п = 1п. 
z 
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Пр им еры. 1. (2 + 1)
0 = 1; 

2. г 1 = ~ = -:=.!--- = - ; = - i. 
1 1(-1) -1 

1\ 2 1 1 1 (3 - 4i) --3. (2 + 11 - = --2 = .2 = --= --'----'--
(2 + 1) 4 + 41 + 1 3 + 4i (3 + 41) (3 - 4i) 

- 3-4i - 3 4. 
--9+ 16 - 2s - 2s 1• 

у 

(0,1) 

Легко в~еть, что число, сопЕяжен- (а,Ь) 
ное числу z, есть число z, т.е. z = z, и 
поэтому числа z и z называются вза
имно сопряженными. В геометричес-

~~~~~-эt-~-.. 

кой интерпретации комплексных о х 

чисел взаимно сопряженные числа 

представляют собой точки, симмет
ричные относительно действитель

ной оси Ох (рис. 201). Оrметим ряд 
свойств взаимно сопряженных чисел. 

а) Гz1 = z. 

Рис. 201. 

Действительно, lzl = ..Ja2 + Ь2 , ~ = ..Ja2 + (- Ь)2 = ..Ja2 + Ь2 , 
т.е. ~ = lzl. 

б) Если z = а, где а - действительное число, то z = z, 
arg z= arg z. 

в) Если z-:1: z, то argz= 27t - arg z. 
Действительно, если q> есть решение системы уравнений 

{ 

а cos q> = -гr-;т• 
'\/а + Ь 

. ь 
sш ер = -гr-;т• 

"'\/Q + ь 

то число q> 1 = 27t - q> есть решение системы уравнений 

{ 

а 
cos q> = -гr-;т• 

'\/а + Ь 
. -Ь 
sш ер= _гт--;т· 

"'\/Q + ь 
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Действительно, так как /~ = ../а2 + Ь2 и так как ii. = 
= (а + Ь1) (а - Ь1) = а2 + Ь2, то 1~ = Ш. 

д) Сумма и произведение взаимно сопряженных ком
плексных чисел есть действительное число. 

Действительно, если z = а + Ы, то z + z = 2а (действи
тельное число) и ii. = а2 + Ь2 (действительное число). 

е) Число, сопряженное к сумме двух любых комплексных 
чисел, равно сумме чисел, сопряженных к слагаемым, т.е. 

Z1 + Z2 = Z1 + Z2· 
Действительно, если z1 = а + Ы, z2 = с + di, то Zi + z; = 

= (а - Ь1) + (с - d1) = (а+ с)-(Ь + d)i = [(а+ с)+ (Ь + d)ll = 
= Z1 +Z2· 

ж) Число, сопряженное к произведению двух комплекс
ных чисел, равно произведению чисел, сопряженных к 

сомножителям, т.е. -Z1Z2 = Z1 Z2· 
Действительно, если Z1 = а + Ы, z2 = с + di, то Z1Z2 = 

=(ас - bd) + (ad + bc)i и (z1z2) =(ас - bd) - (ad + bc)i, а 
z1 z2 =(а - Ь1)(с - d1) =(ас - bd) + (- ad - bc)i = 
= (ас - bd) - (ad + bc)i, т.е. Z1Z2 = Zr Z2-

з) Число, сопряженное к разности двух комплексных 
чисел, равно разности сопряженных чисел, т.е. (z1 - z2) = 
= Z1 - Z2· 

Свойство з) доказывается так же, как и свойство е). 

и) Если z2 *О, то (.!!.) = ~-
z2 Z2 

Свойство и) доказывается так же, как и свойство ж). 
к) Число, сопряженное п-й степени комплексного числа 

z, равно п-й степени числа, сопряженного к числу z, т.е. 

(Z') = (Z)n, где п - натуральное число. 
Докажем это свойство методом математической индук

ции. Для п = 1 теорема очевидна. Предположим, что она 
справедлива для п = k, т.е. предположим, что справедливо 
равенство(?)= (Z)k, и докажем, что й"') = (Z)н 1. Дейст
вительно, (zn') = (h). По свойству ж) сопряженных 
чисел (7z) = (С) z. Используя теперь предположение для 
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п = k, получаем (l) z = (i/ z = (Z)k + 
1 и свойство к) доказа

но. 

В качестве следствия доказанных выше свойств (е, з, к) 
получаем справедливость следующего утвержден и я. 

Если число z выражено через комплексное число а при 
помощи суммы и разности натуральных степеней этого 

числа, то заменяя в этом выражении число а на ему сопря.:. 

женное число а, получим число z, сопряженное с числом z. 

§ Z. Тригонометрическая форма комплексных чисел 

Пусть z =а+ Ы- некоторое комплексное число, отлич

ное от нуля. Обозначим через r его модуль, а через <р -
один из его аргументов. Тогда число z можно записать в 
виде 

z = r (cos <р + i sin <р). (1) 

Правая часть равенства (1) называется тригонометрической 
формой комплексного числа z. 
Тригонометрическая форма комплексного числа, отлич

ного от нуля, определена однозначно: это запись комплекс

ного числа z в виде (1), где r - положительное число, 
равное модулю числя z, косинус и синус беруrся от одного 
и того же угла <р, равного аргументу числа z, при этом между 
косинусом и синусом стоит знак плюс. 

Ясно, что следующие комплексные числа записаны не в 
тригонометрической форме: 

<р + . . ( <р) 2 ( 1t . . 1t) Z1 = COS 2 1 SШ 1t - 2 Z2 = - COS j + 1 SШ 3 
. 1t+· 1t 1t .. 1t 

7 3 = SШ - 1 COS -· 7. = COS- - 1 SШ -... 6 6' """ 4 4· 

Тригонометрическая форма этих комплексных чисел 
следующая: 

(jl + . . (jl 2 ( 41t . . 41t) z1 = cos - / sш - · z2 = cos - + / sm -
2 2' з з 

1t + . . 1t 71t + . . 71t 
7 3 = COS - 1 SШ - . 7 • = COS - 1 SШ -
"" З З' """ 4 4. 
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Действия умножения, деления, возведения в целую сте
пень над любыми комплексными числами удобнее произ
водить, если они записаны в тригонометрической форме. 

Теорем а 1. Модуль произведения двух комплексных чисел 
равен произведению их модулей, а аргумент равен сумме 
аргументов. 

·Доказательство. Пустьданыкомплексныечисляz1 = 
= r1(cos ~1 + i sin ~1) и z2 = r2(cos ~2 + i sin ~2). Рассмотрим 
число z3 = z1z2• Применяя правила действия над комплекс
ными числами и формулы для косинуса и синуса суммы 
двух углов, имеем 

Zз = Z1Z2 = lr1(COS ~1 + i sin ~1)Hr2(COS ~2 + i sin ~1)] = 
= r1r2[ (cos ~1 + i sin ~ 1 )(cos ~2 + i sin ~1)] = 

= r1r2[(cos. ~1cos ~2 - sin ~1sin ~1) + 
+ (sin ~1cos ~2 + cos ~1sin ~1)11 = 

= r1r2[(cos (~1 + ~) + i sin (~ 1 + ~2)]. 

Итак, Zз = r1r2[cos (~ 1 + ~2) + i sin (~ 1 + ~2)], т.е. число Zз 
записано в тригонометрической форме и его модуль равен 

r1r2, а аргумент равен (~ 1 + ~2), что и доказывает теорему. 
Теорем а 2. Модуль частного двух комплексных чисел z1 

и z2 (z2 * О) равен частному их моду~ей, а аргумент равен 
разности аргументов. 

Доказательство этой теоремы проводится аналогично 
доказательству теоремы 1, надо только предварительно 

умножить числитель и знаменатель частного z. на 
Z2 

(cos ~2 - i sin ~1). 
Теорема 3. (формула Муавра). Пусть z - любое, 

отличное от нуля, комплексное число, п - любое целое число, 

тогда 

i' = [r (cos ~ + i sin ~)]п = r"(cos п~ + i sin п~). (2) 

Доказательство. 1. Для любого натурального пдока
жем эту формулу методом математической индукции. 
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Для п = 1 формула верна. Предположим, что формула (2) 
верна для п = k, т.е. предположим, что справедливо равен
ство 

! = [г (cos <р + i sin <p)]k = l(cos k<p + i sin k<p). (3) 

Докажем, что из справедливости равенства (3) вытекает, 
что формула (2) справедлива и для п = k + 1. Применяя 
формулу (3), правила действия над комплексными числа
ми, формулы для синуса и косинуса суммы двух углов, 
имеем 

f + 
1 = iz = [l(cos k<p + i sin kqi)][r(cos <р + i sin <р)] = 

= 1+ 1[(cos k<p cos <р - sin k<p sin <р) + 
+ i (sin k<p cos <р + cos k<p sin <р)] = 

= 1+ 1[(cos (k + l)<p + i sin (k + l)qi], 

т, е, формула (2) доказана для п = k + 1. Следовательно, по 
методу математической индукции формула (2) справедлива 
для любого натурального п. 

2. Если п = О и z -:1: О, то по определению z° = 1, поэтому 
z0 = 1 · (cos О<р + i sin О<р), т.е. формула (2) верна для п =О. 

3. Пусть п = - 1. Применяя определение степени с 
целым отрицательным показателем и теорему 2, получим, 
что 

- 1 cos О + i sin О 1 [ ( ) + . . ( )] z = = - cos - 1 sш -г (cos ер+ i sin ер) г <р <р ' 

т.е. для п = - 1 формула (2) верна. 
4. Пусть п - любое целое отрицательное число, тогда 

п = - т, где т = п - натуральное число. Применяя сна
чала определение степени с целым показателем, затем 

справедливость формулы (2) сначала для п = - 1, затем для 
любого натурального т, имеем 
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i' = (-i-Т = {г [cos (+ <р) ~ i sin (+ <p)]}ni = 

= {~ [cos (- <р) + i sin (- <p)J}m = 

= (~ J [cos (- m<p) + i sin (- m<p)] = l'(cos n<p + i sin n<p). 

Итак, формула (2) верна для любого целого п. Теорема 
доказана. 

Приведем пример на применение формулы Муавра. Вы
числим sin Зх и cos Зх через sin х и cos х. По формуле 
Муавра 

(cos х + i sin х)3 = cos Зх + i sin Зх. 

В то же время по формуле бинома Ньютона 

(cos х + i sin х)3 = cos3 х + i 3 cos2 х sin х + 
+ 3 cos х (i sin х)2 + (i sin х)3 = (cos3 х - 3 cos х sin2 х) + 

+ i (Зсоs2 х sin х - sin3 х). 

Итак, по правилу равенства комплексных чисел имеем 

sin Зх = 3 cos2 х sin х - sin3 х, 
cos Зх = cosJ х - 3 cos х sin2 х. 

Применяя основное тригонометрическое тождество, эти 
формулы можно переписать так: 

sin Зх = 3 sin х - 4 sin3 х, cos Зх = 4 cos3 х - 3 cos х. 

3 а меч ан и е . Эти же формулы были получены в гл. V 
другим способом. Используя формулы Муавра и бинома 
Ньютона, можно вычислить cos пх и sin пх для любого 
натурального числа п. 

Тригонометрическая форма комплексных чисел позво

ляет доказать свойства модулей комплексных чисел: 

а) lz1z2I = lz1l lz2I; 
б) 1!!.1 = t1 если 7 '*"о· Z2 li2I' ч ' 
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в) lz1 + z2I s lz1I + lz2I; 
г) lz1 - z2I s lz1I + lz2I; 
д) llz1l - lz2ll s lz1 + z2I; 
е) llz1l - lz~I s lz1 - z2I· 

Докажем эти свойства. Свойство а) доказано в теореме 1, 
а свойство б) - в теореме 2. 
Докажем свойство в). Пусть z1 = r1(cos qi1 + i sin tp1), 

Z2 = r2(cos t112 + i sin t112). Поскольку 

(Z1 + Z2) = (r1COS tll1 + Г2СОS tp2) + i (r1sin tpl + r2sin tJ12). 

то 

lz1 + z2I = <licos2 t111 + 2r1r2cos t111cos qi2 + ~cos2 
qi2 + 

+ lisin2 t111 + 2r1r~in t111sin qi2 + ~sin2 t11i12 
= 

= .../lf + ~ + 2r1Г2 COS (<р1 - tp~. 

Поскольку cos ( t111 - t112) s 1, то lz1 + z2I s .../lf + ~ + 2r1r2 = r1 + 
+ r2 = lz1I + lz2I· Свойство в) доказано. 

Свойство г) доказывается аналогично. 
Свойство д) вытекает из свойства г). Действительно, lz1! = 

= l<z1 + Z2) - z2I s lz1 + z2I + lz2I, откуда 

lz1I - lz~ s lz1 + z2I· (4) 

Аналогично lz2I = l<z2 + z1) - z1I s lz2 + z1I + lz1I. откуда 

lz2I - lz1I s lz1 + z2I· (5) 

Из справедливости неравенств (4) и (5) и вытекает спра
ведливость свойства д). 

Свойство е) доказывается аналогично. 
Корин иэ к::оМПJJек::свых чисел и их свойства. В главе IV 

решалась задача: для любого данного числа а и любого 
данного натурального числа п найти число Ь такое, что 
ьп = а. Такие числа Ь принято называть корнями степени 
п из числа а. Там было показано, что если число а -
действительное положительное число, а п - четное нату

ральное число, то существуют два действительных числа Ь1 
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и Ь2 таких, что Ь~ = а и ь; = а; если а - действительное 
число, а п - нечетное натуральное число, то существует 

одно действительное число ь такое, что ьn = а. 
Однако найти число, четная степень которого бьша бы 

равна отрицательному числу, в области действительных 
чисел уже нельзя. В области комплексных чисел это сделать 
можно. Справедливо более общее утверждение: в множе
стве комплексных чисел можно найти корень любой нату
ральной степени из любого комплексного числа. Это ут
верждение является следствием следующей теоремы. 

Теорем а 4. Пусть z - комплексное число, z.;: О, п -
натуральное число. Существует п различных комплексных 

чисел а1 , а2 , а3 , ••• , ап таких, что а:;= z, где i = 1, 2, ... , п. 
Эти числа называются корнями степени п комплексного 

числа z. Для обозначения этих корней нет специальных 
символов, подобных символу, которым обозначается ариф
метический корень. 

Доказательство. Для п = 1 теорема очевидна. Пусть 
п ~ 2 и пусть z = r (cos ер + i sin ер) (z.;: О). Будем искать 

комплексное число а= р (cos '1' + i sin '1') такое, что ап = z. 
Покажем, что такое число а существует. Более того, пока
жем, что таких чисел бесконечно много, но различных 
между собой их только п. 
По формуле Муавра 

z = ап = рп (cos n'I' + i sin n'lf). 

По определению модуля комплексного числа 1~ = рп, т.е. 
r = рп, откуда р = n..Jr (по определению модуля комплексно
го числа z .;: О числа р и r положительны, поэтому символ 
арифметического корня здесь употреблен правильно). 
Применяя определение равенства двух комплексных 

чисел, получаем, что одновременно справедливы равенства 

J c.os n'lf = ~os ер, 
l sш n'lf = sш ер. 

Эти равенства одновременно выполнены тогда и только 

тогда, когда n'I' = ер + 27tk, где k - любое целое число, т.е. 
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для '1' = ч>+ 2м, где k - любое целое число. Значит, числа 
п 

а такие, что каждое из них удовлетворяет равенству an = 
= r (cos «р + i sin «р), существуют и могуr быть записаны в 
виде 

а= п..rг {cos (fP\
2
7tk)+ i sin (fP+n

2
7tkJ, (6) 

где k - любое целое число. Обозначая через аР корень, 
вычисляемый по формуле (6) для k = р, получаем: 

ао = n{i cos ~1+ i sin ( ~ J 
n{i 2тt) · · (~l 

а1 = п ~ COS : 21t. ;)l Sl~. (~+ ~. 2J 
а2 = vr cos + 1 sm , 

п п 

а - =n..Jr{cos((j)+2тt(n-l)r+isin((j)+2тt(n-l)~ 
п 1 i п п )' 

а = n{i {cos (/) 2тtn + i sin (j)+ 2м = ао а п = n{i {ct (: J <• + !) ) + i :Ш J~ + 2" ;. + !) 'i = а п+ 1 n (~ n } 1, 

а2п = ао, 

а_ 1 = ап-1' 
а_ 2 = ап-2, 

а_п = ао 

Огсюда легко видеть, что для любого целого р справедливы 

равенства ао =а", а1 = а"+ 1, ~=а"+ 2, "., ап-1 =а"+ п- 1· 
Итак, различных корней ровно п: ао, а1 , а2 , .", ап- ~·Они 

могуr быть вычислены по формуле 

ak = n{i { cos ( fP \ 27tk) + i sin ( (/) + n27tk J, 
где k= О, 1, 2, .", (п- 1). 

(7) 
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Заметим, что из формулы (7) можно получить все п 
различных корней, если вместо k подставить в нее любые 
п целых чисел, идущих подряд. 

Пр им ер. Найти корни третьей степени из числа 

z = ../З" + i. 
Поск-ольку r = 2, а <р = ~· то 

{ (~ + 21tkJ [~ + 2п.k]~ 
ak = 

3.../2 cos 6 
3 + i sin 6 

3 ~, 

где k = 1, 2, 3, т.е. 

а, = ·~ !сот8· + isin 131t 
18 ' 

3...ff 251t + isin 251t 
а2 = cos -

18 ' 18 

а3 = 3.../2 {cos (;8 + isin 1t 
18 . 

Рассмотрим частный случай: отыскание корня п-й сте

пени из единицы, т.е. наЙдем числа ak такие, что aZ = 1. 
Поскольку r = 1 и <р = О, то 

(
21tk) . • (21tk) ak = cos n + 1 sш n (8) 

где k =О, 1, 2, ... , п - 1. 
Если п = 2т (четное число), то среди этих корней суще

ствует два действительных корня <XQ = 1 и ат = - 1. Если 
п = 2т + 1 (нечетное число), то существует один единст
венный корень <XQ = 1. 
Приведем еще другие свойства корней п-й степени из 

единицы: 

а) laJ = 1; 
б) a,µm = ak+m; 

в) ak =а . k-m• 
ат 

г) а~= akm, где т - любое цедое число (корень ап 
находится по формуле (8), где вместо k следует взять п). 
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Докажем эти свойства. Свойство а) вытекает из опреде
ления модуля комплексного числа. 

Для доказательства свойства б) воспользуемся теоремой 
о произведении комплексных чисел в тригонометрической 

форме: 

a.-N =cos -+- + 1sш -+- = a.k . (
21rk 21tm) . . (21rk 2МJ) 

К""m n n n n + т 

Свойство в) доказывается аналогично. 
Докажем свойство г). По формуле Муавра 

а;= cos [(2~) т J + i sin [(2~) т J = а.Ьn. 
Рассмотрим теперь геометрическую интерпретацию п-й 

степени из единицы: 

СХо = 1, 

а.1 = cos 21t + isin 21t 
п п 

+ isin 41t 
а.2 = cos 

п 

а.3 = cos + isin 61t 
п п 

t
21t (n ~. 2)j' . . t21t (п - 2)j а.п _ 2 = COS + l SШ · , 

п " 21t (n - 1) • • 21t (п - 1) 
а.п _ 1 = COS + l SlП • 

п п . 

Очевидно, что точки а.о. а.1 , а.2, .•• , a.n- t будут вершинами 
правильного п-угольника, вписанного в единичную окруж

ность, одна из вершин которого - точка Ао( 1; О). 

Примеры. 1. Пусть п = 3, тогда а.о= 1, а. 1 = cos (2;J + 

+ i sin (
2B1t а.2 = cos ~31t + i sin ( ~1t} Точки Ao(l; О), 

1 1 з 
А1 - - - А2 - - - - являются вершинами правиль-2' 2 2' 2 нL тре лъiка А,А1А" вписанного в единичную окруж
ность (рис. 202). 
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2. Пусть п = 4, тогда <Хо = 1, а1 = i, а2 = - 1, а3 = - i. 
Точки Ao(l; О), А1(0; 1), А2(- 1; О) и А3(0; - 1) яRЛЯются 
вершинами квадрата АоА1А~3 , вписанного в единичную 
окружность (рис. 203). 

л,(ооs~. sin~ у у 

А,(0,1) 
\. 

/ ' ... / ' ... / ' ... / ' ... 
А,11 0) / ' А,11 0) ... 

о ... х А/-1,0) ' о / х ... 
' / ... 
' / ... 
' / ... 
' / 

/ / 

л,(соs~. sin~) А/О,-1) 

Рис. 202. Рис. 203. 

Приведем формулу для корня п-й степени из числа (- 1). 

п 1 
(

1t + 21tk) . . (1t + 21tk) оск:~ьку r = и <р = тt, то ak = cos -п- + 1 sш -п-

где k - О, 1, 2, .. , п - 1. 
Отсюда видно, что если п = 2т (четное число), то среди 

ak нет ни одного действительного числа. Если п = 2т + 1 
(нечетное число), то существует одно действительное число 

ат= - 1. 
Вообще для любого положительного числа а и любого 

четного натурального числа п существует только два дей

ствительных числа Ь1 и Ь2 таких, что Н: = /J2. =а. 
Действительно, поскольку для любого положительного 

числа а= lal (cos О+ i sin О), то все корни п-й степени из 
этого числа вычисляются по формуле 

ь п. 1Г::Г { (21tk) . . (2пk 1i k= 'l(U( COS n + ISШ ny· 
Если п = 2т, то среди этих чисел будут только два 

действительных числа Ь0 = п../Гаr и Ьт = - п../Гаr, что и утверж
далось выше. 

Аналогично можно доказать справедливость следующих 
утверждений: 
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Для любого положительного числа а и любого нечетного 
натурального числа п существует только одно действитель

ное число Ь = п"1QГ такое, что ьп = а. 
Для любого отрицательного числа а и любого нечетного 

натурального числа п существует только одно действитель

ное число Ь = - 11"1QГ такое, что Ь11 = а. 
Для любого отрицательного числа а и любого четного 

натуральн9го числа п не существует ни одного действитель
ного числа Ь такого, что Ь11 = а. 

§ 3. Числовые поля и кольца 

В этом параграфе рассматриваются множества чисел, 

причем под множеством чисел понимаются либо все ком

плексные числа, либо какая-нибудь их часть. 
Ниже под операцией понимается одно из четырех ариф

метических действий: сложение, умножение, вычитание и 

деление. 

Некоторое множество называется замкнутым относи
тельно данной операции, если применение этой операции 

к любой паре чисел из этого множества дает число из этого 
же множества. 

П р и меры . l. Множество натуральных чисел замкнуто 
относительно операции сложения, так как сумма любых 
двух натуральных чисел есть натуральное число. 

2. Множество натуральных чисел не замкнуто относи
тельно операции вычитания, так как разность двух нату

ральных чисел не всегда есть натуральное число, например, 

2 - 3 = - 1 (- l - не натуральное число). 
3. Множество, состоящее из чисел О, 1 и - 1, замкнуто 

относительно операции умножения. 

4. Множество целых чисел замкнуто относительно опе
рации вычитания, но не замкнуто относительно операции 

деления. 

Множество чисел, замкнутое относительно операций 
сложения, умножения, вычитания и деления (кроме деле
ния на нуль), называется числовым полем. 

Примеры. 1. Множество всех комплексных чисел об
разует поле, называемое полем комплексных чисел. 
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2. Множество всех действительных чисел образует поле, 
называемое полем действительных чисел. 

3. Множество всех рациональных чисел образует поле, 
называемое полем рациональных чисел. 

4 . .tуfножество целых чисел не образует числового поля, 
так как оно не замкнуrо относительно операции деления. 

5. Множество чисел вида (р + qff), где р и q - любые 
рациональные числа, образует числовое поле. 
Доказательство. а) Поскольку 

(р, + q,..ff) + <Р2 + q2..ff) = <Р1 + Р2) + (q1 + q2) ..ff, 

а <Р1 + Р2) и (q1 + q2) - рациональные числа, то замкнуrость 
этого множества относительно операции сложения доказа-

на. 

Аналогично доказывается замкнуrость относительно вы
читания. 

б) Поскольку 

<Р1 + q1..ff){p2 + q2..ff) = <PiP2 + 2q1q2) + <P1q2 + P2q1) ..ff, 

а <PtP2 + 2q,q2) и (p,q2 + p2q,) - рациональные числа, то 
доказана замкнуrость этого множества относительно опе

рации умножения. 

в) Поскольку 

<Р1 + q1...f2) = <Р1 + q1...f2) <Р2 - fh...ff) = PiP2 - 2q1fh + qi/)2 - P1q2 ..ff 
<Р2 + q2 4.Jf) (PJ. + q2 4.Jf) (PJ. - q2 :J'f) р~ - 2q~ р~ - 2q~ 

и р;- 2q; t= О, то замкнуrость относительно операции деле
ния очевидна. 

Итак, множество чисел виде (р + q'/2), где р, q - любые 
рациональные числа, является полем. 

6. Множество чисел вида (р + q'/2), где р и q - любые 
натуральные числа, не является полем, так как множество 

натуральных чисел не замкнуrо относительно операции 

вычитания. 

Множество чисел, замкнуrое относительно операций 
сложения, вычитания и умножения, называется числовым 

кольцом. 
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П р им еры . 1. Любое числовое поле есть числовое коль
цо. 

2. Множество целых чисел является числовым кольцом, 
так как это множество замкнуто относительно операций 

сложения, вычитания и умножения. 

3. Множество четных чисел является числовым кольцом, . 
так как при сложении, вычитании и умножении четных 

чисел вновь получается четное число. 

4. Множество нечетных чисел не будет числовым коль
цом, так как уже при сложении нечетных чисел получается 

четное число, т.е. такое числовое множество не является 

замкнутым относительно операции сложения. 

5. Множество чисел вида (р + qff), где р и q - любые 
целые числа, является числовым кольцом, но не является 

числовым полем. Действительно, так как множество целых 
чисел замкнуто относительно операций сложения, вычита
ния и умножения, то 

<Р1 + qi -ff) + <Р2 + q1-fi) = <Р1 + Р2) + ( q1 + q1) -ff, 
<Р1 + qi -ff) - <Р2 + q1-fi) = <Р1 - Р2) + ( q1 - q1) -ff, 

<Р1 + q1-ff)(p2 + Q2-ff) = {ptfJ2 + 2q1q2) + <P1Q2 + P2q1) -ff, 

где <Р1 + Р2), (q1 + q1), <Р1 - Р2), (q1 - q1), <PtP2 + 2q1q2), 
<P1q2 + P2q1) - целые числа. Следовательно, множество 
чисел вида (р + qff) замкнуто относительно операции сло
жения, вычитания и умножения, то есть является числовым 

кольцом. 

Рассмотрим операцию деления. Поскольку 

Р1 + q1..ff = PiP2 - 2q1q2 + qiJJ2 - P1q2 f2 
Р2 + q2../2 р~ - 2q~ р~ - 2q~ 

и множество целых чисел не замкнуто относительно опе

рации деления, то при целых р1 , р2, q1, q2 числовые выра-
жения PiP2 - 2

q1q2 qiJJ2 - p1q2 могут принимать и нецелые 
2 2 ' 2 2 

Р2 - 2q2 Р2 - 2q2 

значения. Следовательно, множество чисел вида (р + q{f) 
не замкнуто относительно операции деления, т.е. не явля

ется числовым полем. 

! 3 Aлrefipa. тр11rо1юме111и1~1 
и элемеН1-арНыt' функции 705 



§ 4. Мвоrоч.левы над ·полем к:омплек:свых чисел 

Многочленом степени п (п - данное некоторое неотрица
тельное целое число) от переменного х над числовым полем 
К называется выражение вила 

аоХ' + а1х!' - 1 + а2х!' - 2 + . " + ап _ 1Х + апо 

где коэффициенты Оо, а 1 , а2 , ... , ап_ 1, ап - данные числа из 

поля К, причем а0 * О. 
Из этого определения, в частности, вытекает, что много

члены нулевой степени - это отличные от нуля числа из 

поля К. Число нуль считается многочленом, причем это 
единственный многочлен, степень которого не определена. 

Для сокращенной записи многочленов обычно употреб
ляют следующие символы: Р(х), Q(x), 1{х), R(x), р(х), q(x), 
r(x) и другие; при этом если хотят подчеркнуть, что много
член Р(х) степени п, то пишут Рп(х). В § 5 гл. 11 многочлены 
рассматривались над полем действительных чисел. 
В этом параграфе многочлены рассматриваются в основ

ном над полем комплексных чисел, поэтому дальше под 

многочленом понимается многочлен над полем комплексных 
чисел. В тех случаях, когда многочлены рассматриваются 
над другими числовыми полями, об этом будет сказано 
особо. 
Два многочлена Р(х) и Q(x) считаются тождественно 

равными (иногда говорят кратко - равными) тогда и только 
тогда, когда равны их степени и равны коэффициенты при 
х в одинаковых степенях. Для записи тождественного ра
венства многочленов употребляется знак равенства, если 
многочлены Р(х) и Q(x) тождественно равны, то пишут 
Р(х) = Q(x). Значит, если 

Рп(Х) = аоХ' + а1х!' - 1 + а~ - 2 + ... + Оп - 1Х + ап> 
Qт(Х) = Ьох!" + ь.Х' - 1 + Ь2Х' - 2 + ... + Ьт - 1Х + Ьт, 

тоРп(х) = Qт(х) тогда и только тогда, когда п = т и ап _ ; = 
= Ьт- i ДЛЯ всех i =О, 1, 2, .. , п - 1, п. 

Суммой двух многочленов 
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Рп(Х) = ас;Х' + а1Х' - 1 + а~ - 2 + ... + ап - 1Х + ап, 
Qт(Х) = Ь()Х" + Ь1Х"- 1 + biL"- 2 + ... + Ьт - 1Х + Ьт, 

где п ~ т, называется многочлен J{x) = cr;X8 + с1Х' - 1 + 
+ с~ - 2 + ... + Сп - 1Х + Сп такой, что Сп - i = ап - i + Ьт ~ ; для 
каждого i =О, 1, 2, ... , п, причем Ьт _ / =О для каждого i = 
= т + 1, т + 2, ... , п, т.е. суммой многочленов Рп(х) и Qт(х) 
называется многочлен J{x), коэффициенты которого при 
каждой степени переменного х равны сумме коэффициен

тов при ТОЙ'-Же степени х в многочленах Рп(х) и Qт(х), 
причем если п > т, то коэффициенты Ьт + 1, Ьт + 2, ••• , Ьп 
следует считать равными нулю. Для нахождения суммы 
многочленов Рп(х) и Qт(х) нужно записать подряд все члены 
этих двух многочленов и затем сделать приведение подоб
ных членов. 

Произведением двух многочленов 

Рп(Х) = ас;Х' + а1Х' - 1 + а~ - 2 + ... + ап _ 1Х + ат 
Qт(Х) = ЬоХ" + Ь1Х" - 1 + biL" - 2 + ... + Ьт - 1Х + Ьт 

называется многочлен 

R(x) = doX" + п + d1X" + п - t + diL" + п - 2 + ... 
··· + dп + т - 1Х + dп + m• 

такой, что d; = L ап-/Jт-qдлЯ каждого i =о, 1, 2, ... , п + т, 
p+q=i 

т.е. произведением многочленов Рп(х) и Qт(х) называется 
многочлен R(x), коэффициент которого d1 есть результат 
сложения всех произведений, в каждом из которых пере

множаются такие коэффициенты ak и Ь1 многочленов Рп(х) 
и Qт(Х), сумма индексов k + /которых равна п + т - i. Для 
нахождения произведения многочленов Рп(х) и Qт(х) нужно 
каждый член многочлена Рп(х) умножить на каждый член 
многочлена Qт(х), сложить полученные произведения и 

привести подобные члены. 
Нетрудно проверить, что справедливы следующие о с -

но в н ы е за к он ы сложения и умножения многочленов: 
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1. Р(,х) + Q(x) = Q(x) + Р(,х) (коммутативность сложе
ния); 

2. [Р(,х) + Q(x)] + 1{х) = Р(,х) + [ Q(x) + 7{х)] (ассоциа
тивность сложения); 

3. P(,x)Q(x) = Q(x)P(,x) (коммугативность умножения); 
4. [P(,x)Q(x)]7{x) = P(,x)[Q(x)7{x)] (ассоци.пивность ум

ножения); 
5. [Р(,х) + Q(x)]7{x) = Р(,х)1{х) + Q(x)1{x) (дистрибутив

ность сложения относительно умножения). 
Вычесть из многочлена Р(,х) многочлен 7{х) - это значит 

найти такой многочлен Q(x), что Р(,х) = 1{х) + Q(x). 
Нетрудно проверить, что для любых двух многочленов 

Р(,х) и 7{х) такой многочлен Q(x) существует и единствен
ный, он называется разностью многочленов Р(,х) и 7{х) и 
обозначается Q(x) = Р(,х) - 1{х). 

Если 7{х) = аоХ' + a,xr- • + а1Х'- 2 + ... + ап_ ,х + ап и 

'Р(х) = - 1{х) = (- ао)Х' + (- а,)Х' - 1 + (- а2)Х' - 2 + ... 
... + (- ап-~)х+ (- ап), 

то Q(x) = Р(,х) + 'Р(х). Значит, в множестве многочленов 
всегда выполнена операция вычитания, обратная к опера
ции сложения. 

Разделить нацело многочлен Р(,х) на многочлен 7{х), 
отличный от нуля, - это значит найти многочлен Q(x) 
такой, что Р(,х) = 1{х) Q(x). Если тахой многочлен Q(x) 
существует, то говорят, что многочлен 7{х) является дели
mелем многочлена Р(,х), а многочлен Q(x) называется част
ным от деления многочлена Р(,х) на многочлен п~>-
Не любой многочлен Р(,х) можно разделить нацело на 

многочлен 7{х). Например, многочлен Jt + i не делится 
нацело на многочлен х + 1. Значит, в множестве многочле
нов не всегда выполнена операция деления нацело, обрат

ная к операции умн~жения. Зато в множестве многочленов 
всегда выполнена операция деления с остатком. 

Разделить с остатком многочлен Р(,х) на многочлен 7{х), 
отличный от нуля, - это значит найти два многочлена q(x) 
и r(x) такие, что 
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.Р(х) = J{x)q(x) + r(x), (1) 

причем либо степень многочлена r(x) строго меньше сте
пени многочлена 7{х), либо r(x) есть.нуль. 
В случае, если выполнено равенство (1), говорят, что 

многочлен .Р(х) делится на многочлен 7{х) с остатком r(x) 
и частным q(x). В частности, если r(x) = О, то говорят, что 
многочлен .Р(х) делится на многочлен 7{х) с остатком нуль 
или многочлен .Р(х) делится нацело на многочлен 7{х). 
Аналогично теореме 5 из § 5 гл. 11 доказывается теорема 

о делимости многочленов, заданных над полем комплекс

ных чисел. 

Теорема. 1. Для любых двух многочленов Р(х) и 1{х), где 
7{х) ':/: О, существует и притом единственная пара многочле
нов q(x) и r(x) таких, что Р(х) = J{x)q(x) + r(x), причем либо 
степень многочлена r(x) строго меньше степени многочлена 
7{х), либо r(x) есть нуль. 
Для определения коэффициентов многочлена q(x) и r(x) 

существует несколько способов. Наиболее распространен
ным среди них является метод неопределенных коэффици
ентов, рассмоrренный в § 5 гл. 11. Там же был детцльно 
рассмоrрен вопрос о делении многочлена на двучлен (х -
а), где а - действительное число. Все результаты, получен
ные в§ 5 гл. 11, остаются верными и в том случае, когда 
коэффициентами многочлена и число а являются любыми 
комплексными числами. 

В частности справедливы следующие теоремы. 
Теорема 2 (теорема Безу). Остаток от деления 

многочлена Р(х) на двучлен (х - а) ра8ен значению многочлена 
.Р(х) при х = а, т.е. r = .Р(а). 
Теорем а 3. Многочлен Р(х) делится нацело на двучлен 

(х - а) тогда и только тогда, когда значение многочлена при 
х =а равно нулю, т.е. когда .Р(а) =О. 
Число а называется корнем многочлена Р(х), если 

.Р(а) =О. Сформулируем теорему 3, используя определение 
корня многочлена. 
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Теорема 4. Число а является корнем многочлена Р(х), 
тогда и только тогда, когда многочлен Р(х) делится нацело 
на двучлен (х - а). 

Возникает вопрос: всякий ли многочлен имеет корень? 
Оrвет на этот вопрос дает основная теорема алгебры. 
Теорема (Основная теорема алгебры). Любой 

многочлен степени п (п ~ 1) над полем комплексных чисел 
имеет хотя бы один корень. 

Эrа теорема принимается без доказательств. Докажем в 
качестве следствия этой теоремы такую теорему. 

Теорем а 5. Любой многочлен Рп(х) = аоХ' + а1Х' - 1 + ... 
... + ап (йо *О) степени п (п ~ 1) над полем комплексных чисел 
разлагается в произведение п линейных множителей, т.е. 

Доказательство. Пусть Рп - многочлен степени п. 
Тогда по основной теореме алгебры у него есть корень. 

Обозначим его а1 • Тогда по теореме 4 Рп(х) = (х - a 1)q1(x), 
где q1(x) - многочлен степени (п - 1 ). Для многочлена 
q1(x) опять применима основная теорема алгебры, поэтому 
q1 (х) имеет корень а2 • Тогда по теореме 4 q1 (х) = (х -
- a 2)q2(x), где q2(x) есть многочлен степени (п - 2). Про
должая этот процесс, получим, что qn _ 1(х) = (х - ап _ 1) х 
х qп(х), где qп(х) есть многочлен первой степени, т.е. qп(х) = 
= Ь0(х - ап) (Ь0 *О). Из этих рассуждений вытекает, что 

Раскрыв скобки в произведении, стоящем в правой части 
равенства (3), получим, что у многочлена Рп(х) коэффици
ент при Х' будет Ь0, но в то же время этот коэффициент 
равен йо, поэтому Ь0 = йо· 

Итак, показано, что Рп(х) = а0(х - а1)(х - а2)(х - а3) ••• 

... (х - ап). Теорема доказана. 
Заметим, что в равенстве (3) некоторые из чисел а1 , ~ • 

... , ап мoryr быть равны между собой. Объединяя вместе 
одинаковые линейные множители, равенство (2) можно 
переписать в виде 

710 



где k1 + k2 + kз + ... + km = п, при этом предполагается, что 

среди чисел а1 , а2 , аз, ... , ат уже нет равных. Можно 
показать, что в равенстве ( 4) число а1 яаляется корнем 
кратности k1 многочлена Р"(х). 
Из теоремы 2 вытекают следующие теоремы. 
Теорем а 6. Любой многоЧ!lен степени п над полем ком

плексных чисел имеет п корней, если каждый из корней 
считать столько раз, какова его кратность. 

Теорем а 7 (форм ул ы Виет а). Если Р"(х) = Х' + 
+ а1Х' - 1 + ... + а", т.е. если старший коэффициент много
Ч!lена равен единице (йо = 1), а числа а1 , а2 , аз, ... , а" - его 
корни, то справедливы равенства 

а1 = - (а1 + а1 +аз+ ... + а"), 
а2 = а1а2 + а1аз + ... + а1а" + а2аз + ... + а2а" + ... 

... +а"_ 1а", 

а"_ 1 = (- 1)"- 1 (а1а2 ... а"_ 1 + а1а2 ... а"_ 2а" + ... 

... + а2аз ... а"), 

а"= (- l)"(а1а2аз ... а"_1а"). 
Доказательство. По теореме 5 

Р"(х) = (х - а1)(х - а2)(х - аз) ... (х - а"). 

Раскрывая скобки и пользуясь правилом равенства 
многочленов, получим справедливость этих равенств, ко

торые называются формулами Виета. 
Теорем а 8. Если многоЧ11ен 

Р"(х) = аоХ' + а1Х'- 1а~- 2 + ... + а"_ 1х+ а" (йо * 0) 

с действительными коэффициентами йо. а1 , "., а" имеет 
комплексный корень а+ Ьi, то он обязательно имеет и корень 
а - Ы, т.е. число, сопряженное к корню многоЧ11ена с дейст
вительным коэффициентом, также является корнем этого 
многоЧ!lена. 
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Доказательство. Пусть число а+ Ы- корень много
члена 

Рп(х) = аоХ' + а1Х'- 1а~" - 2 + ... + а"_ 1Х +а" (йо *-О). 

Тогда Р"(а + Ь1) = О, т.е. справедливо равенство 

ао(а + Ы)" + а1 (а + Ь1)"- 1 + а2(а + Ы)"- 2 + ... 
... +а"_ 1 (а + Ь1) +а"= О. 

Применяя формулу бинома Ньютона, левую часть этого 
равенства можно записать в виде А + Вi, откуда по правилу 
равенства нулю комплексного числа получаем, что А = О и 
В=О. 
Теперь рассмотрим 

Р,,(а - Ь1) = ао(а - Ь1)" + а1 (а - Ь1)"- 1 + 
+ а2(а - Ь1)"- 2 + ... +а"_ 1 (а - Ь1) +а". 

Выше было доказано, что произведение, степень и ал
гебраическая сумма чисел, сопряженных с данными ком
плексными числами, есть комплексное число, сопряжен

ное соответственно к произведению, степени и алгебраи

ческой сумме данных чисел, поэтому Р"(а - Ь1) =А - Bi 
(здесь еще учтено, что коэффициенты а0 , а 1 , ••• , а" -
действительные числа), то так как А = В= О, то Р"(а - Ь1) = 
= О, а это значит, что число (а - Ь1) является корнем 
многочлена Р"(х). Теорема доказана. 
Теорема 9. Если многочлен с действительными коэффи

циентами имеет комплексный корень а + Ы, то он делится 
нацело на квадратный трехчлен х2 + рх + q, где р = - 2а, q = 
= а2 + ь2. 
Доказательство. Если число х1 =а+ Ы - корень 

многочлена Р(_х), то согласно теореме 8 число х2 =а - Ы -
также корень этого многочлена. Тогда Р(х) делится нацело 
и на двучлен (х - х1 } и на двучлен (х - х2), значит, он 
делится на их произведение 

(х - х1 )(х - х2) = (х - а - Ь1)(х - а+ Ь1) = 
=:2 - 2ах + а2 + Ь2 = х2 + рх + q, 
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что и требовалось доказать. 

теорем а 1 О. Всякий многочлен с действительными коэф
фициентами разлагается на произведение либо двучленов 

(х - cxk), либо трехчленов Х- + р,,;х + qт, либо двучленов (х -
cxk) и трехчленов Х- + р,,;х + qт, где ak, Рт, qт - действитель
ные числа, а трехчлены Х- + р,,;х + qт не имеют действитель
ных корней. 
Теорема 10 есть следствие теоремы 5 и 9. 
Пр им ер . Известно, что многочлен Р(_х) = х4 - 2i' + 

+ 4х - 4 имеет корень х1 = 1 + i. Разложить его на произ
ведение двучленов и трехчленов с действительными коэф
фициентами. 

Поскольку многочлен Р(_х) имеет корень х = 1 + i, то по 
теореме 9 он делится на трехчлен Х- - 2х + 2. Разделив 
многочлен Р(_х) на этот трехчлен, получим х4 - 2i' + 4х -
- 4 = (К - 2х + 2)(К - 2). Разлагая теперь многочлен Х- -
- 2 на линейные множители, получаем ответ: 

Р(_х) = (К - 2х + 2)(х - 1'2)(х + 12). 

Пусть дан многочлен 

Рп(Х) = аоХ' + а1Х'- 10~ - 2 +".+Оп (Оо-:#: О) (5) 

Выше было показано: 
1. Многочлен (5) над полем комплексных чисел может 

бьпь записан в виде 

где числа а0, сх1 , сх2 , сх3 , "., схп из этого же поля. 

2. Многочлен (5) над полем действительных чисел может 
быть записан в виде 

Рп(х) = Оо(Х - СХ1)(х - СХ2)(х - СХ3) ". 

".(х - cxJ (К+ Р1Х + q1) ". (К+ р,,;х + qт), (6) 

где k + 2т = п, числа 0о, сх 1 , ~' "., ak, Р1, q1, "., Рт, qт -
действительные числа. При этом в разложении (6) квадрат-
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ные трехчлены нельзя представить как произведение двух 

множителей (х - а1)(х - с:х1) с действительными а1 и а1. 
Перейдем теперь к вычислению корней многочленов. 
Начнем с многочлена первой степени 

В любом числовом поле этот многочлен имеет один 
а 

корень х1 = - --1.. Рассмотрим многочлен второй степени 
Do 

Р2(Х) = ао:2' + й1Х + й2 ( llo '# О). 

Как следует из теоремы 6, многочлен Р2{х) над полем 
комплексных чисел имеет два корня. Для нахождения этих 
корней. преобразуем многочлен Р2(х), выделив полный 
квадрат: 

где D = di - 4аоа2 • Найдем комплексное число р такое, что 
р2 = D2• Тогда 

4ао 

Р2(х) = йо ( х + ;~ - р) ( х + ~ + р} 

откуда очевидно, что многочлен Р2(х) имеет два корня: 

х, = - ~ + р, ~ = - ~ - р. 

Заметим, что если D '#О, то существует два комплексных 
числа Р1 и Р2 таких, что Р~ = Р~ = D2• Так как Р1 = - Р2. то 

4йо 
для нахождения корней многочлена Р2(х) все равно, какой 
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из них принять за 13. Если D = О, то х1 = х2 = - 5... и 
2о0 

многочлен Р2(х) имеет один корень кратности два. 
В случае, если коэффициенты ао. а1 , а2 - действитель

ные числа, то D также действительное число и поэтому: 
а) если D > О, то многочлен Р2(х) имеет два действи.тель-

- о +Ш -о -Ш 
ных неравных корня: х = 1 rA = 1 

• 
1 20о ' ~J. 20о ' 

б) если D =О, то многочлен Р2(х) имеет один единствен-

ный корень кратности два: х1 = х2 = - 2~; 
в) если D < О, то многочлен Р2(х) имеет два комплексных 

01 + ,IГff . 01 ,IГff • 
корня: х1 = - - ~ 1, ~ = - - - ~ 1. 

Шо 2о0 2о0 2Do 
Для любого многочлена третьей или четвертой степени 

над полем комплексных чисел существуют способы нахож
дения его корней. Эти способы здесь не приводятся, так 
как они весьма трудоемки. 

Что касается многочленов степени пять и выше, то для 
них нет общих способов нахождения корней. 
В частных случаях, пользуясь теоремами о целых и 

рациональных корнях многочлена (см. § 5 гл. 11), удается 
представить данный многочлен в виде произведения 

многочленов первого и второго порядков и, таким образом, 
найти все его корни. 

Пр им ер. Найти . корни многочлена Рз(х) = х3 + tx2 + 
1 1 + 2х- 2· 
Рассмотрим многочлен Qз(х) = 8Рз(х) = (2х)з + (2х) 2 + 

+ 2(2.х) - 4 или 1J(t) = r + f + 21 - 4, где t = 2х. Делители 
свобqдного члена многочлена Тз(t): + 1, - l, + 2, - 2, + 4, 
-4. 
НаЙдем значения многочлена Тз(t) в этих точках: 

Тз(l) = 1 + 1 + 2 - 4 =О, 
Тз(- 1) = - 1+1 - 2 - 4 = - 6 *О, 

Тз(2) = 8 + 4 + 4 - 4 = 12 *О, 
Тз(- 2) = - 8 + 4 - 4 - 4 = - 12 *О, 
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1j(4) = 64 + 16 + 8 - 4 = 84 ~о, 
1j(- 4) = - 64 + 16 - 8 - 4 = - 60 ~о. 

По теореме о целом корне (§ 5 гл. 11) многочлен 1j(t) 
имеет один целый корень 1. Поэтому его можно предста
вить в виде произведения двучлена (t - 1) и квадратного 
трехчлена. Для нахождения коэффициентов квадратного 
трехчлена применим схему Горнера: 

1 1 2 -4 

tPrPrR(~) 
1 2 4 о 

Итак, 1j(t) = (t - l)(f + 2t + 4). 
Квадратный трехчлен f + 2t + 4 имеет комплексные 

корни t2 = - 1 + ..JЗ;, 13 = - 1 - .../Зi. Следовательно, исход-

ный многочлен Р3(х) =; + tx2 + tx - t имеет один раци-

ональный корень х1 = t и два комплексный корня Х2 = 
= - l + ..Jji Х3 = - l - ..Jji 

2 2 ' 2 2 . 
В заключение рассмотрим вопрос о нахождении корней 

многочлена, заданного над другими числовыми полями. 

Если многочлен задан над полем действительных чисел, то 
из теоремы 6 следует, что число действительных корней 
меньше или равно степени данного многочлена. О нахож
дении действительных корней можно сказать то же самое, 

что было сказано выше о нахождении комплексных кор
ней. Если многочлен задан над полем рациональных чисел, 
то; используя теорему 9 (§ 5 гл. 11), можно найти все 
рациональные корни данного многочлена. Аналогично, 
если многочлен задан над кольцом целых чисел, то все 

целые корни данного многочлена можно найти, используя 
теорему 8 из § 5 гл. П. 
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§ 5. Колъца, поля, rруппы 

В предыдущих параграфах и главах наряду с числами 
рассматривались и более сложные объекты: многочлены, 
матрицы, функции и т.д. 

Над этими объектами производились некоторые дейст
вия или операции, аналогичные арифметическим операци
ям над числами. Например, рассматривались сложение 
матриц, деление многочлена на многочлен и т.д. Поэтому 
естественно расширить понятия числовых полей, колец на 
множества, состоящие из более сложных объектов или 
элементов. Но для этого надо определить операции над 
элементами данного множества. 

Пусть дано некоторое непустое множество элементов. 
Будем говорить, что в этом множестве определена алгебра
ическая операция, если указан закон, по которому любой 
паре элементов а и Ь этого множества однозначным обра
зом ставится в соответствие некоторый элемент с, также 
принадлежащий этому множеству. 

Если эта операция называется сложением, то элемент с 
будет называться суммой а и Ь и обозначаться с = а + Ь. 

Если эта операция называется умножением, то элемент с 
будет называться произведением элементов а и Ь и обозна
чаться с = аЬ. 

КоJJЬЦа. Непустое множество элементов называется коль
цом, если в нем определены две операции - сложение и 

умножение, обладающие свойствами: 
1. Сложение коммуrативно: а + Ь = Ь + а; 
2: Сложение ассоциативно: а + (Ь + с) = (а + Ь) + с; 
3. Сложение и умножение связаны левым и правым 

законом дистрибутивности: с(а + Ь) =са+ сЬ, (а+ Ь)с = 
=ас+ Ьс; 

4. Существует такой элемент этого множества, что при
бавление его к любому элементу этого множества не меняет 
последнего. Этот элемент называется нулем кольца и обо
значается символом О; другими словами, существует эле
мент О такой, что а + О = О + а = а; 

5. Для любого элемента а этого множества существует 
так называемый противоположный элемент, принадлежа-
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щий этому же множеству, и такой, что сумма а и этого 

элемента равна нулю кольца; обозначая этот элемент через 

(-а), запишем это свойство в виде а+ (-а)= О. 
Заметим, что из приведенного определения вытекают 

следующие свойства кольца: 

1. Любое кольцо имеет единственный нуль. 
· 2. В любом кольце для каждого элемента а существует 
единственный противоположный элемент. 

3. Для любого элемента а кольца справедливы равенства 
О· а= а· О= О. 

Если в данном кольце операция умножения обладает еще 
свойствами коммутативности, т.е. если для любых двух 
элементов кольца а и Ь справедливо равенство аЬ = Ьа, то 
кольцо называется коммутативным. 

Если в данном кольце операция умножения обладает еще 
свойствами ассоциативности, т.е. если для любых трех 
Элементов кольца а, Ь и с справедливо равенство (аЬ)с = 
= а(Ьс), то кольцо называется ассоциативным. 
Числовые кольца, рассмотренные в § 3, представляют 

собой простейшие примеры коммутативных и ассоциатив

ных колец. 

Приведем другие примеры колец. 

1. Множество многочленов, целых относительно одной 
буквы х, с коэффициентами из данного числового поля, 
образует коммутативное и ассоциативное кольцо, которое 

называется кольцом многочленов над данным полем. 

Действительно, как указано в § 4, сумма и произведение 
многочленов есть многочлен, т.е. в множестве многочленов 

определены две операции: сложение и умножение. Причем 
в§ 4 указано, что обе эти операции коммутативны, ассо
циативны и связаны законом дистрибутивности. Нулем 
этого кольца является многочлен, все коэффициенты ко
торого равны нулю. Противоположный элемент для каж
дого многочлена есть многочлен, который получается ум

ножением этого многочлена на число (- 1 ). 
2. Множество всех функций, непрерывных на данном 

отрезке [а; Ь], также образует коммутативное и ассоциатив
ное КОЛЬЦО. 
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Действительно, в гл. IX дано определение непрерывнос
ти на данном отрезке функции и указано, что сумма и 

произведение двух непрерывных функций есть непрерыв
ная функция. Легко проверить, что операция сложения и 
умножения непрерывных функций коммуrативны, ассоци
ативны и связаны законом дистрибуrивности. Нулем этого 
кольца является функция, тождественно равная нулю, про
тивоположным элементом для функцииj{х) является функ
ция [- J{x)]. 

3. Множество всех квадратных матриц данного порядка 
п образует кольцо. Действительно, в гл. Х показано, что 
сумма и произведение квадратных матриц данного порядка 

есть квадратная матрица того же порядка. Нулем этого 
кольца является квадратная матрица порядка п, все элемен

ты которой суть нули. Противоположным элементом для 
данной матрицы является матрица, все элементы которой 

получены из элементов данной матрицы умножением на 

число (- 1). 
В гл. Х указано, что операция умножения матриц явля

ется ассоциативной, но не является коммуrативной. Поэ
тому кольцо квадратных матриц данного порядка п будет 

ассоциативным, но не коммуrативным кольцом. 

Поля. Множество элементов называется полем, если это 
множество состоит не менее чем из двух элементов, и 

является коммуrативным и ассоциативным кольцом и если 

в нем существует элемент (называемый единицей поля) 

такой, что произведение любого элемента а поля на эту 
единицу равно этому элементу а, и если в нем для любого 

элемента а, отличного от нуля, существует элемент (назы
ваемый обратным элементом) такой, что произведение 
любого элемента а на его обратный элемент равно единице 
поля. 

Примерами полей могут служить все числовые поля, 
рассмотренные в§ 3. 
Приведем другие пр им еры полей и колец. 
1. Множество матриц вида 
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где числа а и Ь - любые числа из некоторого числового 
кольца, образует коммутативное и ассоциативное кольцо 
относительно обычных операций сложения и умножения 
матриц. Действительно, рассмотрим сумму и произведение 
матриц вида (1). Ясно, что 

( а Ь)+ (с tiJ-( а+с b+d} 
2Ь а 2d с j 2(Ь + d) а+ с 

( а bJ( с dJ-( ас+2Ьd ad+oc} 
2Ь а 2d с - 2(ad+ Ьс) ас+ 2Ьd 

Поскольку числа, я-вляющиеся элементами матриц, стоя
щих в правых частях этих равенств, есть числа из данного 

кольца, то это означает, что сумма и произведение матриц 

вида (1) есть матрицы вида (1). Другими словами, показано, 
что на множестве матриц вида ( 1) определены операции 
сложения и умножения. 

Столь же легко показывается, что справедливы свойства 
коммутативности, ассоциативности и дИстрибутивности 
сложения и умножения матриц вида (1). 

Матрица (2 ~ 0 ~)является нулем этого кольца, а матрица 

(--2~ = : J является противоположным элементом для мат-
рицы (2~ :} 

Так~м образом, показано, что множество матриц вида 
(1), где числа а и Ь - любые числа из данного числового 
кольца, образует коммутативное и ассоциативное кольцо. 

2. Множество матриц вида 

(2) 

где а и Ь - рациональные числа, образуют поле. 
Так как множество рациональных чисел есть числовое 

кольцо, то, как показано выше, множество матриц вида (2) 
с рациональными а и Ь образует коммутативное и ассоци
ативное кольцо. Единицей этого кольца является матрица 

(2 ~о ~} 
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Пусть теперь матрица ( 2: ~ \ не ямяется нулем кольца, 
т.е. хотя бы одно из чисел а и Ь отлично от нуля. Покажем, 
что для любой матрицы найдется матрица вида (2), т.е. 

матрица (2; ~)такая, что 

( 
а ь) ( х У)- ( l о} 2Ь а 2у х - 2 . О l (3) 

т.е. покажем, что у любого элемента этого кольца, отлич
ного от нуля, есть обратный элемент. Применяя правило 
перемножения матриц, получаем, что справедливость ра

венства (3) равносильна справедливости равенства 

( 
ах+ 2Ьу Ьх+ ау)_ (l О} (4) 

2(ау + Ьх) ах + 2Ьу О 1 

Равенство (4) справедливо тогда и только тогда, когда 
система уравнений 

{
ax+2by=l, 
Ьх+ ау= О 

имеет решения. Вычислим определитель системы (5) 

1: 2:/ = а2 - 2ь2. 

(5) 

(6) 

Поскольку а и Ь - рациональные числа, то выражение а2 -
- 2Ь2 "#-О. Значит, для данных рациональных чисел а и Ь 
существует единственная пара чисел х и у, удовлетворяю

щая системе (5). 
Таким образом, показано, что существует и притом 

только одна матрица вида (2), удовлетворяющая условиям 
(3). Другими словами, показано, что отличный от нуля 
элемент имеет единственный обратный элемент. 

Значит, действительно, множество матриц вида (2) с 
рациональными а и Ь образует поле. 
Замечание . Множество матриц вида (2) с действитель

ными а и Ь поля не образует, так как для действительных 
чисел определитель ( 6) может обращаться в нуль, напри-
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мер, если а = ьff, и тогда у элемента, отличного от нуля, 
нет обратного элемента. 

3. Рассмотрим множество элементов, где каждый эле
мент - упорядоченная пара целых чисел (п, т). Введем 
следующие определения. 

Два элемента (п, т) и (р, q) равны тогда и только тогда, 
когда п = р и т = q. 
Суммой двух элементов (п, т) и (k, /)называется элемент 

(п + k, т + /), т.е. (п, т) + (k, /) = (п + k, т + /). 
Произведением двух элементов (п, т) и (k, /) называется 

элемент (пk, ml), т.е. (п, m)(k, /) = (пk, ml). 
Покажем, что так введенное множество есть коммута

тивное и ассоциативное кольцо. Будем обозначать элемент 
этого множества одной буквой А, т.е. А = (п, т). Проверим, 
что операции сложения и умножения обладают следующи

ми свойствами: 

1. А+ В= В+ А; 
2. (А + В) + С= А + (В+ С); 
3. АВ= ВА; 
4. (А..8)С= А(ВС); 
5. (А+ В)С=АС+ ВС. 

Действительно, пусть А = (п, т), В= (k, /), С= (р, q). 
Тогда, используя свойства коммутативности, ассоциатив
ности и дистрибутивности сложения и умножения целых 
чисел, получаем, что 

А + В= (п, т) + (k, /) = (п + k, т + /), 
В+ А = (k, /) + (п, т) = (k + п, / + т) = (п + k, т + /), 

откуда и вытекает, что А+ В= В+ А, т.е. свойство 1 дока
зано. 

Докажем свойство 5. По определению 
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(А+ В)С= (п + k, т + /)(р, q) =(пр+ kp, mq + lq), 
АС= (п, т)(р, q) =(пр, тq), 
вс = (/, k)(p, q) = (kp, lq), 

АС+ ВС =(пр, mq) + (kp, lq) =(пр+ kp, mq + lq), 



т .е. (А + В) С= А С+ ВС. Остальные свойства доказываются 
аналогично. 

Нулем этого кольца является элемент (О; О). Для элемен
та (n, т) противоположным элементом является элемент 
(- п, - т). Покажем, что это кольцо не является полем. 
Легко видеть, что единицей является элемент ( 1; 1 ). Рас
смотрим, например, элемент (3; 2) и покажем, что для него 
нет обратного элемента. 
Предположим противное: такой элемент есть. Пусть это 

будет элемент (х, у). Тогда должно быть справедливо ра
венство (3; 2)(х, у) = (1; 1 ), откуда следует, что должны быть 
справедливы равенства 3х = 1 и 2у = 1. Но в множестве 
целых чисел эти равенства не выполняются. Значит, наше 
предположение бьшо неверным, а это и означает, что 
рассматриваемое кольцо не является полем. 

4. Рассмотрим множество, состоящее из трех элементов 
Ао, А,, А2• Под элементом Ао понимается класс всех целых 
чисел, делящихся нацело на 3; под элементом А, понима
ется класс всех целых чисел, которые при делении на 3 дают 
остаток, равный 1; под элементом А2 понимается класс всех 
целых чисел, которые при делении на 3 дают остаток, 
равный 2. 
Определим в множестве {Ао, А,, А2} операции сложения 

и умножения следующими правилами: 

Ak + Ai = {A.t+ 1, если k+ 1 < 3, 
Аk+1-з, если k+ 1'2 3; 

A~i = J Ak1, если kl < 3, 
1Akl_ 3, если k/'2 3. 

Можно показать, что операции сложения элементов Ak и А1 
означает сложение любых чисел из классов ~ и А1 и 
отнесение их суммы в соответствующий класс Ат (k, /, т = 
= О, 1, 2); операция умножения элеме~тов Ak и А1 означает 
умножение любых чисел из классов Ak и А1 и отнесение их 
произведения в соответствующий класс Ат (k, /, т = О, 1, 2). 
Легко также проверить, что операции сложения и умно

жения элементов Ak и А1 обладают свойствами коммутатив
ности, ассоциативности и дистрибутивности. 
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Нулем в этом множестве является класс Lfo. Противопо
ложным элементом для элемеmом для элемента At являет
ся элемеm А3 _ "" 

Единицей в этом множестве является класс А1 • Для 
элемента А1 обратным элемеmом будет он сам, т.е. А1 , для 
элемента А2 обратным элементом будет он сам, т.е. А2• 
Значит, у любого, отличного от нуля, элемента этого мно
жества есть обратный элемеm. Все эти свойства легко 
проверяются на основании правил сложения и умножения 

Этих классов. Значит, это множество есть поле. 
Замечание . Если рассмотреть множество, состоящее 

их k элементов (k ~ 2): Ао, А1 , А2 , ••• , At_ 1, где под элементом 
А1 понимается класс всех целых чисел, которые при делении 
на k дают остаток, равный/ (где/= О, 1, 2, ... , k - 1), то в 
каждом таком множестве можно определить операции сло

жения и умножения аналогично рассмотренному примеру. 

Для любого натурального k (k ~ 2) множество элементов Ао, 
А1 , А2 , ••• , Ak _ 1 с операциями сложения и умножения 
элементов, определенными указанным образом, является 
кольцом, а если число k будет простым числом, то такое 
множество будет полем. 

5. Рассмотрим множество упорЯдоченных пар натураль
ных чисел (n, т). Разобьем это множество на классы, 
относя в один класс А те и только те пары (n, т) и (k, 1), 
которые обладают свойством п + / = т + k. По определе
нию пары, принадлежащие одному и тому же классу А, 

называются равными и считается, что каждая пара опреде

дяет класс А. В множестве, элементами которого будут 
классы равных пар, определим операции сложения и ум

ножения по следующим правилам. 

Сложить два элемента А и В - значит сложить любую 
пару (n, т) из класса А и любую пару (р, q) из класса В по 
правилу (n, т) + (р, q) = (n + р, т + q). Каждая такая пара 
(n + р, т + q) попадает к некоторый класс С, который 
называется суммой элементов А и В и обозначается А + В, 
т.е. С=А +В. 
Умножить два элемента А и В - это значит умножить 

любую пару (n, т) из класса А и любую пару (р, q) из класса 
Впо правилу (n, т)(р, q) =(пр+ mq, nq + тр). Каждая такая 
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пара (пр + mq, пq + тр) попадает в некоторый класс D, 
который и называется произведением А и В и обозначается 
АВ, т.е. D = АВ. 

Введенное множество классов пар есть коммугативное и 
ассоциативное кольцо. Действительно, ·легко проверить, 
что операции сложения и умножения обладают свойствами 
коммугативности, ассоциативности и дистрибугивности. 
Докажем, например, свойство дистрибутивности: 

(А + В)М = АМ + ВМ Пусть пара (п, т) е А, пара (k, l) е В, 
пара (р, q) е М. Если А + В= С, то класс С определяется 
парой (п + k, т + !). Если СМ= D, то класс D определяется 
парой (пр+ kp + mq + lq, пq + kQ + ·тр + /р). Если АМ = N1, 

то класс N1 определяется парой (пр + mq, пq + тр). Если 
ВМ= N2, то класс N2 определяется парой (kp + lq, kq + /р). 
Если N1 + N2 = N, то класс N определяется парой 
(пр + тq + kp + lq, пq + тр + kq + /р). 
Теперь очевидно, что классы D и N определяются одной 

парой, т.е. это один класс; таким образом, показано, что 
(А + В)М = АМ + ВМ Аналогично доказываются и другие 
свойства сложения и умножения. 

Нулем в этом множестве является класс пар вида (k, k). 
Покажем, что у каждого класса А, определяемого парой 

(п, т) имеется противоположный класс. Выберем натураль
ное число р такое, что р > п и р > т. Тогда числа х = р - п 
и у = р - т есть натуральные числа. Покажем, что класс 
В, определяемый парой (х, у), и есть класс, противополож
ный классу А. Действительно, А + В = С, где класс С опре
деляется парой (р, р). Но пара (р, р) как раз и определяет 
класс, являющийся нулем этого множества. Итак, у каж
дого элемента этого множества есть противоположный 

элемент. Значит, рассматриваемое множество есть комму
тативное и ассоциативное кольцо. 

Замечание. При построении этого кольца были ис
пользованы только свойства натуральных чисел. Эrо коль
цо можно использовать для конструктивного построения 

кольца целых чисел на базе натуральных чисел. Делается 
это так: класс А, определяемый парой (п, т), отождествля
ется: 

а) с натуральным числом k, если п > т и п - т = k; 
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б) с числом нуль, если п = т; 
в) с отрицательным числом (- k), если п < т и т - п = 

= k. 
Полученное множество и будет кольцом целых чисел. 
6. Рассмотрим множество упорядоченных пар целых 

чисел [а, Ь] таких, что Ь -:1: О. Разобьем это множество на 
классы, относя в один класс а те и только те пары [а, Ь] и 
[с, d], которые обладают свойством ad = Ьс. По определе
нию пары, принадлежащие одному и тому же классу, 

называются равными и считается, что каждая такая пара 

определяет класс а. В множестве, элементами которого 
будуr классы разных пар, определим операции сложения и 
умножения по следующим правилам: 

Сложить два элемента а и ~ - значит сложить любую 

пару [а, Ь] из класса а и любую пару [с, d] из класса~ по 
правилу [а, Ь] +[с, d] = [ad + Ьс, bd]. Каждая такая пара 
[ad + Ьс, bd] попадает в некоторый класс у, который и 

называется суммой элементов а и ~ и обозначается а + ~. 
т.е. у= а+~-
Умножить два элемента а и ~ - это значит умножить 

любую пару [а, Ь] из чисел класса а и любую пару [с, d] из 
класса ~ по правилу [а, Ь][с, d] = [ас, bd]. Пара [ас, bd] 
попадает в некоторый класс б, который и называется 

произведением элементов а и ~ и обозначается а~, т.е. 

б =а~. 
Веденное множество классов пар есть поле. Действитель

но, легко проверить, что операции сложения и умножения 

обладают свойствами коммутативности, llссоциативности 

и дистрибутивности. 
Докажем, например, свойство дистрибутивности: 

(а + ~)µ=аµ+~µ. Пусть пара [а, Ь] е а, пара [с, d] е ~. 
пара [/,Л е µ.Если а+~= у, то класс у определяется парой 

[ad + Ьс, bd], если "fl.1 = v, то класс v определяется парой 
[adl + Ьс/, ЬdЛ. Если аµ= б1 , то класс б1 определяется парой 
[а/, ЬЛ, если~µ= б2, то класс б2 определяется парой [с/, dЛ. 
Если б1 + ~ = б, то класс б определяется парой [aldf + Ь/с/, 
Ь/dЛ. Так как пары [ ald/ + Ь/с/, Ь/dЛ и [ ald + Ьс/, ЬdЛ удов
летворяют условию равенства пар, то они относятся к 
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одному и тому же классу, т.е. класс v и класс б есть один 
и тот же класс. Таким образом, показано, что (а+ р)µ = 
= аµ + рµ. Аналоmчно доказываются и друmе свойства 
сложения и умножения. Нулем в этом множестве является 

класс у0 , определяемый парой [О, 1]. 
Покажем, что для любого класса а имеется противопо

ложный класс р, т.е. такой, что а+ Р = у0• Пусть пара 

[а, Ь] е а, тогда пара [-а, Ь] определяет класс р, который 

и является противоположным классу а. Действительно, 
если а+ р =а, то класс а определяется парой [О, Ь2], где 

2 2 . 
Ь *О. Так как пары [О, Ь] и [О, 1] удовлетворяют условию 
равенства пар, то они относятся к одному и тому же классу, 

т.е. класс а и класс у есть один и тот же класс, что и 

означает, что а+ Р = Уо· 
Итак, у каждого элемента рассматриваемого множества 

есть противоположный элемент. Значит, рассматриваемое 
множество есть коммугативное и ассоциативное кольцо. 

Единицей в этом кольце является класс Е, определяемый 
парой [1; 1]. 
Покажем, что у каждого класса а, отличного от нуля, 

есть обратный класс р, т.е. такой, что ар = Е. Пусть пара 
[а, Ь] е а и а не нуль кольца, т.е. пусть а* О и Ь *О. 
Рассмотрим класс р, определяемый парой [Ь, а]. Если 

ар = µ,то классµ определяется парой [ah, аЬ]. Так как пары 
[аЬ, аЬ] и [1; 1] удовлетворяют условию равенства пар, то 
они относятся к одному и тому же классу. Значит, класс µ 
совпадает с классом Е, т.е. ар= Е. 

Итак, у любого отличного от нуля элемента рассматри
ваемого множества есть обратный элемент. Значит, это 
множество есть поле. 

Замечание . При построении этого поля были исполь
зованы только свойства целых чисел. Это поле можно 
использовать для конструктивного построения поля раци

ональных чисел на базе целых чисел. Делается это так: 
класс -с, определяемый парой [а, Ь], отождествляется с 

рациональным числом ~; при этом если а = Ьп, где п -
целое число, то класс, определяемый парой [bn, Ь], отожде-
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ствляется с целым числом п. Полученное множество и 
будет полем рациональных чисел. 

7. Рассмотрим множество упорядоченных пар действи
тельных чисел {а, Ь}. Будем считать, что два элемента этого 
множества {а, Ь} и {с, d} равны тогда и только тогда, когда 
а = с и Ь = d. Введем в этом множестве пар действительных 
чисел операции сложения и умножения: {а, Ь} +{с, d} = 
= {а +с, Ь + d}, {а, Ь} {с, d} ={ас - bd, ad + Ьс}. 
Можно показать, что это множество является полем. 

Если отождествить пару {а, Ь} с комплексным числом 
а+ Ьi, то получится поле комплексных чисел, рассмотрен
ное выше в этой главе. 

Группы. Рассмотрим теперь множества, в которых опре

делена лишь одна операция. Если эта операция обладает 
некоторыми определенными свойствами, то это множество 

принято называть группой. А именно, имеет место следую
щее определение. 

Непустое множество элементов называется группой, если 

в нем определена операция, обозначаемая * и обладающая 
свойствами: 

а) ассоциативностью (а* Ь) * с= а* (Ь * с); 
б) в этом множестве существует так называемый ней

тр;u1ьный элемент, обозначаемый символом е такой, что 

а * е = е * а = а для любого элемента а этого множества; 
в) для любого элемента а из этого множества существует 

элемент Ь из этого же множества, такой, что а * Ь = Ь * а = 
= е. 

Поскольку наиболее распространены две операции -
сложение и умножение, то наряду с этим общим определе
нием приведем еще два частных случая - определение 

группы по сложению и группы по умножению. 

Множество элементов называется группой по сложению, 
если в нем определена операция, называемая сложением и 

обладающая свойствами: 
а) ассоциативностью сложения: (а+ Ь) +с= а+ (Ь +с); 
б) в этом множестве существует элемент, называемый 

нулем и обозначаемый символом О, такой, что для любого 
элемента а этого множества О + а = а + О = а; 
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в) для любого элемента а из этого множества существует 
элемент Ь из этого же множества такой, что Ь + а = а + Ь = 
=о. 
Элемент Ь называется противоположным для элемента а 

и обозначается через (-а). 
Множество элементов называется группой по умножению, 

если в нем определена операция, называемая умножением 

и обладающее следующими свойствами: 
а) ассоциативностью умножения: (аЬ)с = а(Ьс); 
б) в этом множестве существует элемент, называемый 

единицей группы и обозначаемый символом е, такой, что 
для любого элемента а этого множества ае = ае = а; 

в) для любого элемента а из этого множества существует 
элемент с из этого же множества такой, что ас= са= е. 

Элемент с называется противоположным для элемента а 
и обозначается через а- 1

• 

Если операция, определенная в группе, будет коммута
тивной, то группа называется коммутативной группой. 

Приведем примеры групп. 

1. Отметим, что каждое кольцо является коммутативной 
группой по сложению, каждое поле является коммутатив

ной группой по сложению. 

Любое кольцо или любое поле не является группой по 
умножению, однако если рассмотреть любое поле, исклю

чив из него нулевой элемент, то это новое множество уже 

является коммугативной группой по умножению. 

2. Рассмотрим множество, состоящее из числа нуль и 
всех многочленов, целых относительно одной буквы х 
степени не выше чем п, с коэффициентами из данного 

числового поля. 

На этом множестве определена лишь одна операция -
сложение многочленов (операция умножения многочленов 

выводит произведение за пределы этого множества). Легко 
видеть, что в этом множестве операция сложения много

членов является коммутативной и ассоциативной, нулевой 

элемент множества - многочлен, все коэффициенты ко
торого равны нулю, и у любого многочлена есть противо

положный элемент. 
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Значит, рассматриваемое множество образует коммуrа
тивную группу по сложению. 

3. Рассмотрим множество матриц, имеющих п строк и т 
столбцов, причем п -:1: т. Легко видеть, что в этом множе
стве определена лишь одна операция - сложения матриц 

(операция умножения для таких матриц не определена). 
Легко видеть, что в этом множестве: а) операция сложения 
является коммуrативной и ассоциативной; б) существует 
нулевой элемент - матрица, у которой все элементы равны 
нулю; в) у любой матрицы есть противоположный эле
мент - матрица, все элементы которой получены из эле
ментов данной матрицы умножением на число (- 1). 

Значит, множество таких матриц образует коммуrатив
ную группу по сложению. 

4. Рассмотрим множество, состоящее из всех чисел вида 
2k, где k - любое целое число. Очевидно, что операция 
умножения этих чисел не выводит за пределы этого мно

жества, другими словами, на этом множестве определена 

операция умножения элементов (обычная операция умно
жения чисел). Ясно таюке, что эта операция является 
коммутативной и ассоциативной. Единичным элементом 
является число 1, принадлежащее этому множеству, так как 
1 = 2°; у каждого элемента 2k есть обратный элемент 2- k. 

Значит, это множество образует коммуrативную группу по 
умножению. 

5. Рассмотрим множество всех положительных рацио
нальных чисел. На этом множестве определена операция 
умножения. Причем эта операция является коммуrативной 
и ассоциативной. Число единица является нейтральным 

элементом этого множества; у каждого элемента /!. этого 
q 

множества есть обратный элемент !l. Значит, множество 
р 

всех положительных рациональных чисел образует комму
тативную группу по умножению. 

6. Рассмотрим множество всех положительных рацио
нальных чисел и выясним, образует ли это множество 

группу относительно операции •, где • - деление рацио

нальных чисел. Хотя операция • не выводит за пределы 



этого множества и в этом множестве есть нейтральный 

элемент - число 1, ибо у каждого элемента !!. есть элемент 
q 

!!. такой, что !!. * !!. = 1, это множество относительно введен-
q q q 

ной операции * не ямяется группой, так как легко прове
рить, что операция * не будет ассоциативной. 

7. Рассмотрим множество всех решений уравнения 
Х' = 1, или, другими словами, рассмотрим множество всех 
комплексных корней п-й степени из числа единица. Как 
показано выше в этой главе, произведение любых двух 
корней степени п из числа единица есть также корень 
степени п из числа единица, причем эта операция ямяется 

коммуrативной и ассоциативной. Единичным элементом 

ямяется элемент а0 = 1, обратным элементом для элемента 
ak - элемент а_ k· Значит, это множество образует комму
тативную группу относительно операции умножения. 

8. Рассмотрим множество вращений правильного тре
угольника вокруг его центра, совмещающих треугольник с 

. самим собой. Если за умножение двух врашений принять 
их последовательное выполнение, то это множество обра
зует коммуrативную группу относительно этой операции. 

Можно проверить, что выполнены все свойства, опреде
ляющие коммуrативную группу. 

9. Рассмотрим множество вращений шара вокруг его 
центра. В качестве произведения врашений естественно 
взять последовательное выполнение двух вращений. 

Можно показать, что это множество относительно введен::
ной операции образует некоммутативную группу. 

УПРАЖНЕНИЯ 

Выполнить указанные действия (1 - 4): 
4+ i 5 - 3i 

1. (2 + 31) (3 - 21) + (2 - 31) (3 + 21). 2. -
2
-. + -

3
- .. 

-1 + 1 

3 
_1 _ __1 _ 4 ( 1 + 1) (3 + 1) - ( 1 - 1)(3 - 1) 

. 1 + 4i + 4 - г . 3 - ; 3 + ; 
5. Построить на плоскости точки, июбражающие следующие ком

плексные числа: 3 + 2i; 3; 2 + 41; 3i; - 1 + 2i; - 4; - 2 - 3i; - 4i. 
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6. Коицы отрезка заданы некоторыми комnлексными числами z1 и z2. 
Найm комnлексные числа, сооrветствующие: а) середине отрезка; б) 
точке, делящей отрезок в оnюшенЮI 1 : 3, считая or точки z1• 

7. Вершинами треугольника являются некоторые комnлексные числа 
z1, z2. Z3. Найти все комnлексные числа z. дополняющие этот треугольник 
до параллелоrрамма. 

8. Вычисmtть модули комnлексНЬIХ чисел i; 1 + i; - i; - 1; 3 - i; 1 + 2i. 
9. Определить аргументы комnлексных чисел 1 + i; 3 - i; i; 1; - i; - 1. 
10. Дана точка z = а + Ы. Где расположена точка z - 2 + {! 
11. Пусть 1:J = 1. Где расположены точки, изображающие комnлексные 

числа 1+2z? 
12. Пусть 1~ = 5. Где расположены точки, изображающие комплексные 

числа 1 - 2i + Зz? 
Указать, где расположена точка, изображающая комnлексное число z, 

для которого выполняется следующее условие (13 - 18): 

13. li - ~ = 1. 14. lz + 1 - 2~ = 7. lS. arg z = - ~· 
16. lz - ~ = lz + 21. 17. - 1t < arg z < 1t. 18. 1 < lz + 2 - з~ < 2. 

Записать(1 : тр:r;~нометрической .форме следующее число (19 - 21): 

19. z = --
2

- . 20. z = ctg а + 1, где а е (1t, 21t). 

21. z = + cos • + i sin 40°. 

:~:+:,: ;,-:::~:ш; ~~11~7' (11-14) 

2S. Среди комnлексных чисел, удов.летвор~щих условию lz + З~ s 1, 
найrи число, имеющее наименьший главный арrумекг. 

26. Найrи необходимое и достаточное условие того, чrо сумма двух 
комплексных чисел а + Ы и с + di была бы действительным числом. 

Доказать, что каждое из следующих множеств является кольцом (27 -
31): 

27. Все целые числа, кратные данному натуральному числу п. 
28. Все числа вида а + Ы, где а, Ь - целые числа. 
29. Все числа вида а+ /rJЗ, где а, Ь - целые числа. 
30. Матрицы порядка пс целыми элементами (ооносительно сложения 

и умножения матриц). 
31. Многочлены or одного неизвесrного с целыми коэффициентами. 

Доказать, что каждое из следующих множеств образует поле (32 - 34): 
32. Числа вида а + /rJЗ, где а, Ь - рациональные числа; 
33. Числа вида а + Ы, где а, Ь - рациональные числа; 
34. Множество из двух элементов а и 13 с операциями ЕВ и @, задавае

мыми следующими правилами: 
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аЕВа=а, 

аЕВр=рЕВа=р, 

рЕВр=р, 

аеа=а, 

аер=реа=а, 

рер= .р 

35. Образует ли кольцо или поле множесrво пар (а, Ь) целых чисел а и 
Ь с операциями Е9 и е, задаваемыми следующими правилами: 

(а, Ь) ЕВ (с, d) = (а+ с, Ь + d); (а, Ь) е (с, d) = (ас, Ьd)'! 
8Ь1J1снить, образует ли rруппу каждое из следующих множество при 

указанной операции над злемеиrами (36 - 44): 
36. Четные числа относительно сложения. 
37. Целые числа, кратные данному натуральному числу п относите.'IЬно 

сложеНИJI. 

38. Нечетные целые числа оniосительно сложения. 
39. Целые числа относительно вычитания. 
40. Рациональные числа, оrличю.rе or нуля, относительно умножения. 
41. Невырожденные матрицы порядка пс действительИЬIМИ элемеиrа

ми ОТНОСИТСJIЬНО умно:~кеНИJI. 

42. Матрицы порядка пс целыми элемеиrами и определителем, равным 
единJЩе, относительно умножения. 

43. Поло:жиrельные действитtт.ные числа, если операция определяется 
так: а Е9 Ь = ti. 

44. Действиrельные мноrочлены степени п or неизвестною .х относи
тельно сложения. 

45. Образуют ли rруппу вращения квадрата вокруг своеrо цеиrра на о·, 
90·, 1so·, 210·1 
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