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Îò ðåäàêöèè

Íàñòîÿùèé âûïóñê þáèëåéíûé – ïÿòèäåñÿòûé. Ïåðâûé, ïîä
ðåäàêöèåé Ã.Ô.Ðûáêèíà è À.Ï.Þøêåâè÷à, óâèäåë ñâåò â 1948 ãî-
äó. Çà ñâîþ áîëåå ÷åì 65-ëåòíþþ èñòîðèþ ñáîðíèê ïåðåæèâàë ðàç-
íûå ïåðèîäû – â êàêèå-òî ãîäû îí âûõîäèë äîñòàòî÷íî ðåãóëÿðíî,
èíîãäà èçäàíèå íà íåêîòîðîå âðåìÿ ïðåðûâàëîñü. Â ïåðâûå äåñÿòè-
ëåòèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ «Èññëåäîâàíèé» èõ òèðàæ äîõîäèë äî 4 òû-
ñÿ÷ ýêçåìïëÿðîâ, ïîñëåäíèå æå âûïóñêè âûõîäèëè â êîëè÷åñòâå
300–400 ýêçåìïëÿðîâ. Â íàñòîÿùåå âðåìÿ ñòàðàíèÿìè íàøåãî êîë-
ëåãè èç Ðîñòîâà-íà-Äîíó Â.Å.Ïûðêîâà âñå âûïóñêè «Èñòîðèêî-ìà-
òåìàòè÷åñêèõ èññëåäîâàíèé» áûëè âûëîæåíû â èíòåðíåò è òàêèì
îáðàçîì ñòàëè äîñòóïíû øèðîêîé àóäèòîðèè. Íà ýòîò ðàç ñáîðíèê
âûõîäèò ñ òðåõëåòíèì ïåðåðûâîì, ÷òî âûçâàíî îòñóòñòâèåì ôèíàí-
ñèðîâàíèÿ. Çà âîçìîæíîñòü åãî èçäàíèÿ âûðàæàåì íàøó èñêðåí-
íþþ ïðèçíàòåëüíîñòü ñïîíñîðó, ïîæåëàâøåìó îñòàòüñÿ íåèçâåñò-
íûì. Â ïîðòôåëå ðåäàêöèè ñêîïèëîñü åùå íåìàëî èíòåðåñíîãî ìà-
òåðèàëà, êîòîðûé, ìû íàäååìñÿ, óäàñòñÿ îïóáëèêîâàòü â íåäàëåêîì
áóäóùåì.

Âûïóñê îòêðûâàåò òðàäèöèîííûé ðàçäåë íàøåãî ñáîðíèêà,
ïîñâÿùåííûé èñòîðèè îòå÷åñòâåííîé ìàòåìàòèêè. Â ýòîì ãîäó èñ-
ïîëíÿåòñÿ 150 ëåò ñî äíÿ îñíîâàíèÿ îäíîãî èç ñòàðåéøèõ â ìèðå
ìàòåìàòè÷åñêèõ îáùåñòâ – Ìîñêîâñêîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî îáùåñòâà
(ÌÌÎ), êîòîðîå ïî ñâîåìó çíà÷åíèþ äëÿ ðàçâèòèÿ ìàòåìàòèêè â
Ðîññèè, êàê ïèñàë À.Ï.Þøêåâè÷ â ñâîåì èçâåñòíîì òðóäå «Èñòî-
ðèÿ ìàòåìàòèêè â Ðîññèè äî 1917 ãîäà» (Ì.: Íàóêà, 1968; ñ.317),
óñòóïàëî òîëüêî Àêàäåìèè íàóê. Çàìåòêà Ò.À.Òîêàðåâîé ïîñâÿùå-
íà íåïðîñòîìó ïåðèîäó èñòîðèè Îáùåñòâà – ïîñëå ðåîðãàíèçàöèè,
ïðîèçâåäåííîé â ñâÿçè ñ àðåñòîì è ñìåðòüþ åãî ïðåçèäåíòà
Ä.Ô.Åãîðîâà (1869–1931), è äî êîíöà Âåëèêîé Îòå÷åñòâåííîé
âîéíû. È õîòÿ ýòî åäèíñòâåííûé â âûïóñêå ìàòåðèàë, ñâÿçàííûé
íåïîñðåäñòâåííî ñ èñòîðèåé Îáùåñòâà, ðåçóëüòàòû äåÿòåëüíîñòè
ÌÌÎ, áóêâàëüíî ïðîíèçûâàþùèå âñþ èñòîðèþ ðîññèéñêîé ìàòå-
ìàòèêè ïîñëåäíåé òðåòè XIX–XX ââ., ïðåäñòàâëåíû ïðàêòè÷åñêè
âî âñåõ ñòàòüÿõ ðàçäåëà: â åãî äåÿòåëüíîñòü áûëè, õîòÿ è â ðàçíîé
ìåðå, âîâëå÷åíû âñå ãåðîè ïðèâîäèìûõ íèæå èññëåäîâàíèé –
Ë.Â.Êàíòîðîâè÷, Ñ.Í.Áåðíøòåéí, Í.Â.Åôèìîâ, À.ß.Õèí÷èí. Äâå
ïóáëèêàöèè ïîñâÿùåíû 100-ëåòèþ ñî äíÿ ðîæäåíèÿ íîáåëåâñêîãî
ëàóðåàòà àêàäåìèêà Êàíòîðîâè÷à. Ýòî ñòàòüè èçâåñòíîãî ìàòåìàòè-
êà Â.Ì.Òèõîìèðîâà î ìàòåìàòè÷åñêîì òâîð÷åñòâå Êàíòîðîâè÷à è
À.Ë.Àíäðèàíîâà î ðàçâèòèè ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ â ðàáî-
òàõ Êàíòîðîâè÷à 1930–1950-õ ãã. Èññëåäîâàíèå Â.Ñ.Âèäåíñêîãî



ïîñâÿùåíî îòêðûòèþ Ñ.Í.Áåðíøòåéíîì ìíîãî÷ëåíîâ, íàçâàííûõ
âïîñëåäñòâèè åãî èìåíåì, è ïðèóðî÷åíî ê 100-ëåòèþ îòêðûòèÿ. Ðà-
áîòà Å.Â.Øèêèíà ñîäåðæèò æèâî íàïèñàííûé ïîðòðåò âûäàþùåãî-
ñÿ ñîâåòñêîãî ãåîìåòðà ÷ëåíà-êîððåñïîíäåíòà ÀÍ ÑÑÑÐ Í.Â.Åôè-
ìîâà è îïèñàíèå åãî ìàòåìàòè÷åñêèõ ðåçóëüòàòîâ. Çàâåðøàåòñÿ ðàç-
äåë ñòàòüåé Í.Ã.Ìîùåâèòèíà, â êîòîðîé ïðèâîäèòñÿ àíàëèç îäíîé
ðàáîòû À.ß.Õèí÷èíà 1920-õ ãã. (òåîðåìà î ñèñòåìàõ ×åáûøåâà).

Äðóãîé òðàäèöèîííûé äëÿ íàøåãî èçäàíèÿ ðàçäåë «Ìàòåìàòè-
êà àíòè÷íîñòè è ñðåäíèõ âåêîâ» òàêæå ðàçíîîáðàçåí ïî ñîäåðæà-
íèþ. Îí ïðåäñòàâëåí ñòàòüÿìè: î ìåòîäàõ ðåøåíèÿ çàäà÷è îá óäâî-
åíèè êóáà â àíòè÷íîñòè (À.È.Ùåòíèêîâ); î ïðîáëåìàõ ðàçâèòèÿ
ñðåäíåâåêîâîé àðàáñêîé àëãåáðû (Ì.Ì.Ðîæàíñêàÿ); î íåêîòîðûõ
îñîáåííîñòÿõ àðàáñêèõ îáðàáîòîê «Íà÷àë» Åâêëèäà (È.Î.Ëþòåð)
è îá èñòîêàõ íóìåðàöèîííûõ çíàíèé â Äðåâíåé Ðóñè (Ð.À.Ñèìî-
íîâ). Ðàçäåë çàìûêàåò èññëåäîâàíèå îá èíòåðïðåòàöèè ëîãàðèôìîâ
òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ôóíêöèé â ðàáîòàõ Äæ.Íåïåðà (À.Â.Êóçü-
ìèí), ñòîÿùèõ íà ïîðîãå ìàòåìàòèêè Íîâîãî âðåìåíè.

Ðàçäåë «Åâðîïåéñêàÿ ìàòåìàòèêà Íîâîãî è Íîâåéøåãî âðåìå-
íè» ñîäåðæèò ñòàòüè, ïîñâÿùåííûå ñòàíîâëåíèþ èòàëüÿíñêîãî ìà-
òåìàòè÷åñêîãî ñîîáùåñòâà ïîñëå îáúåäèíåíèÿ Èòàëèè (Ñ.Ñ.Äåìè-
äîâ), èíòåðíàöèîíàëèçàöèè ìàòåìàòè÷åñêèõ æóðíàëîâ (Â.È.Õàð-
ëàìîâà, À.À.Õàðëàìîâ, Õ.Ð.Ìàëîíåê), èñòîðèè òåîðèè ôðàêòàëîâ
(Ï.Í.Àíòîíþê) è íàó÷íîé ñòàæèðîâêå â Åâðîïå îäíîãî èç íàèáî-
ëåå ÿðêèõ ïðåäñòàâèòåëåé ìîñêîâñêîé ôèëîñîôñêî-ìàòåìàòè÷åñêîé
øêîëû Í.Â.Áóãàåâà (Î.À.Ñàââèíà).

Â ÷åòâåðòûé ðàçäåë «Ñòàòüè ðàçëè÷íîãî ñîäåðæàíèÿ» âêëþ÷å-
íû: ïóáëèêàöèÿ Ì.È.Ìîíàñòûðñêîãî, ñîäåðæàùàÿ îðèãèíàëüíûå
âçãëÿäû àâòîðà íà ìàòåìàòèêó è åå èñòîðèþ; äâå çàìåòêè, ïîñâÿ-
ùåííûå íåêëàññè÷åñêîé èíòåðïðåòàöèè ëîãèêè Àðèñòîòåëÿ
(Í.Ï.Áðóñåíöîâ); à òàêæå èññëåäîâàíèå ïî èñòîðèè è ìåòîäîëîãèè
ïðèìåíåíèÿ âåðîÿòíîñòíûõ ìåòîäîâ â ìåäèöèíå (Â.Í.Òóòóáàëèí,
Þ.Ì.Áàðàáàøåâà, Ã.Í.Äåâÿòêîâà, Å.Ã.Óãåð).

Ðàçäåë «Íàøè ïóáëèêàöèè» ñîñòàâëåí èç êîììåíòèðîâàííûõ
ïåðåâîäîâ: òðàêòàòà ñðåäíåâåêîâîãî èíäèéñêîãî ìàòåìàòèêà Ìàõà-
âèðû «Ñîáðàíèå îñíîâíûõ ïîëîæåíèé íàóêè î âû÷èñëåíèÿõ (ãë.0
è 1)» (ââåäåíèå, ïåð. ñ ñàíñêðèòà è êîììåíòàðèè Ã.Ã.Õìóðêèíà) è
ãëàâíîãî òðóäà Ô.Âèåòà ïî ñèìâîëè÷åñêîé àëãåáðå «Ââåäåíèå â
àíàëèòè÷åñêîå èñêóññòâî» (ïåð. ñ ëàòèíñêîãî è êîììåíòàðèè
Å.À.Çàéöåâà). Çàâåðøàåò ðàçäåë ïèñüìî àêàäåìèêà Ë.Ñ.Ïîíòðÿãè-
íà ê ôèëîëîãó Å.Ô.Ïóðèö (ïóáëèêàöèÿ Â.Ì.Òèõîìèðîâà).

***
Â 2011 ãîäó èñïîëíèëîñü 80 ëåò íàøåìó àâòîðó èçâåñòíîìó

ðîññèéñêîìó èñòîðèêó ìàòåìàòèêè Ýëüâèðå Èâàíîâíå Áåðåçêèíîé.
Îñóùåñòâëåííûé åþ ïåðåâîä íà ðóññêèé ÿçûê äðåâíåêèòàéñêîé
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«Ìàòåìàòèêè â äåâÿòè êíèãàõ» áûë îïóáëèêîâàí â 1957 ãîäó â äå-
ñÿòîì âûïóñêå «Èñòîðèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ èññëåäîâàíèé». Ýòî ïåð-
âûé â èñòîðèè ïåðåâîä äàííîãî òðàêòàòà íà åâðîïåéñêèé ÿçûê. Ïî-
ÿâèâøèåñÿ âïîñëåäñòâèè íåìåöêèé, ôðàíöóçñêèé è àíãëèéñêèé ïå-
ðåâîäû â òîé èëè èíîé ìåðå ó÷èòûâàëè ïåðåâîä Áåðåçêèíîé, ñòàâ-
øèé âàæíîé âåõîé â èçó÷åíèè ìàòåìàòè÷åñêîé êóëüòóðû Äðåâíåãî
Êèòàÿ. Åå äàëüíåéøèå èññëåäîâàíèÿ êèòàéñêîé ìàòåìàòè÷åñêîé
òðàäèöèè, âêëþ÷àÿ ïåðåâîäû òðàêòàòîâ Ñóíü Öçû (1963), Ëþ
Õóýÿ (1974), Âàí Ñÿî Òóíà (1975) è ïÿòè âåäîìñòâ (1968), áûëè
ïîäûòîæåíû â ìîíîãðàôèè «Ìàòåìàòèêà Äðåâíåãî Êèòàÿ» (Ì.:
Íàóêà, 1980, 2-å èçä. Ì.: ÓÐÑÑ, 2013). Ðåäêîëëåãèÿ ïîçäðàâëÿåò
Ýëüâèðó Èâàíîâíó ñ þáèëååì è æåëàåò åé êðåïêîãî çäîðîâüÿ, áëà-
ãîïîëó÷èÿ è äàëüíåéøèõ òâîð÷åñêèõ óñïåõîâ.

***
Â 2013 ãîäó èñïîëíèëîñü 80 ëåò ÷ëåíó ðåäàêöèîííîãî ñîâåòà íà-

øåãî èçäàíèÿ èçâåñòíîìó ðîññèéñêîìó èñòîðèêó ìàòåìàòèêè, äåéñò-
âèòåëüíîìó ÷ëåíó Ìåæäóíàðîäíîé àêàäåìèè èñòîðèè íàóêè Ñâåòëà-
íå Ñåðãååâíå Ïåòðîâîé. Åå ðàáîòû ïî èñòîðèè ôóíêöèîíàëüíîãî
àíàëèçà, èñòîðèè òåîðèè äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (îáûêíî-
âåííûõ è ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè), â ÷àñòíîñòè, ïî èñòîðèè ñèì-
âîëè÷åñêèõ ìåòîäîâ èõ èíòåãðèðîâàíèÿ, î ïåðâûõ äîêàçàòåëüñòâàõ
îñíîâíîé òåîðåìû àëãåáðû, îá èñòîðèè ìåòîäà ìíîãîóãîëüíèêà
Íüþòîíà, èñòîðèè àñèìïòîòè÷åñêèõ ìåòîäîâ è òåîðèè êîíå÷íûõ ðàç-
íîñòåé ïîëüçóþòñÿ øèðîêîé èçâåñòíîñòüþ. Â ïîñëåäíèå ãîäû îíà
óñïåøíî ðàáîòàåò íàä âîïðîñàìè èñòîðèè ïðåïîäàâàíèÿ ìàòåìàòèêè
â âûñøåé øêîëå Ðîññèè è ÑÑÑÐ, â ÷àñòíîñòè, â Ìîñêîâñêîì óíè-
âåðñèòåòå. Ñâåòëàíà Ñåðãååâíà – íàø ïîñòîÿííûé àâòîð. Ðåäêîëëå-
ãèÿ ïîçäðàâëÿåò Ñâåòëàíó Ñåðãååâíó ñ þáèëååì è æåëàåò åé êðåïêî-
ãî çäîðîâüÿ, áëàãîïîëó÷èÿ è äàëüíåéøèõ òâîð÷åñêèõ óñïåõîâ.

***
Ðåäêîëëåãèÿ ñ ïðèñêîðáèåì èçâåùàåò î ñìåðòè íàøåãî àâòîðà

– èçâåñòíîãî íåìåöêîãî èñòîðèêà ìàòåìàòèêè, îäíîãî èç êðóïíåé-
øèõ äåÿòåëåé ìåæäóíàðîäíîãî èñòîðèêî-íàó÷íîãî ñîîáùåñòâà, äåé-
ñòâèòåëüíîãî ÷ëåíà Ìåæäóíàðîäíîé àêàäåìèè èñòîðèè íàóêè Ãàíñà
Âóññèíãà (Âàëüäõàéì, Ñàêñîíèÿ; 15 îêòÿáðÿ 1927 – Ëåéïöèã;
26 àïðåëÿ 2011).

***
Ðåäêîëëåãèÿ ñ ïðèñêîðáèåì ñîîáùàåò î ñìåðòè åå ìíîãîëåòíåãî

÷ëåíà – èçâåñòíîãî èñòîðèêà ìàòåìàòèêè Àëåêñàíäðà Èëüè÷à Âîëî-
äàðñêîãî.
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ÀËÅÊÑÀÍÄÐ ÈËÜÈ× ÂÎËÎÄÀÐÑÊÈÉ
(11 èþíÿ 1929 – 13 ôåâðàëÿ 2012)

Àëåêñàíäð Èëüè÷ ðîäèëñÿ â Áàêó â ñåìüå ðàáî÷åãî. Â 1960 ãîäó
îêîí÷èë ìåõàíèêî-ìàòåìàòè÷åñêèé ôàêóëüòåò Áàêèíñêîãî ãîñóäàðñò-
âåííîãî óíèâåðñèòåòà è ïî ðàñïðåäåëåíèþ áûë íàïðàâëåí íà ðàáîòó
â îäíî èç îáîðîííûõ ïðåäïðèÿòèé â ïîäìîñêîâíîå òîãäà Êóíöåâî.
Ïîñòóïèë â àñïèðàíòóðó Èíñòèòóòà èñòîðèè åñòåñòâîçíàíèÿ è òåõíè-
êè ÀÍ ÑÑÑÐ, ãäå åãî íàó÷íûì ðóêîâîäèòåëåì ñòàë âûäàþùèéñÿ ñî-
âåòñêèé èñòîðèê ìàòåìàòèêè Àäîëüô Ïàâëîâè÷ Þøêåâè÷. Â 1967
ãîäó Àëåêñàíäð Èëüè÷ çàùèòèë êàíäèäàòñêóþ äèññåðòàöèþ «Ìàòå-
ìàòè÷åñêèå òðàêòàòû Øðèäõàðû». Ñ òåõ ïîð ìàòåìàòèêà äðåâíåé è
ñðåäíåâåêîâîé Èíäèè ñòàëà îñíîâíîé îáëàñòüþ åãî íàó÷íûõ èññëå-
äîâàíèé, îòìå÷åííûõ òàêèìè òðóäàìè, êàê ãëàâà «Èíäèÿ» â ïåðâîì
òîìå «Èñòîðèè ìàòåìàòèêè ñ äðåâíåéøèõ âðåìåí äî íà÷àëà XIX
ñòîëåòèÿ», âûøåäøåì â 1970 â èçäàòåëüñòâå «Íàóêà», âûïîëíåííûé
ñîâìåñòíî ñ Î.Ô.Âîëêîâîé ïåðåâîä «Ïàòèãàíèòû» Øðèäõàðû
(1966), ìîíîãðàôèÿ «Î÷åðêè èñòîðèè ñðåäíåâåêîâîé èíäèéñêîé ìà-
òåìàòèêè» (Ì.: Íàóêà, 1977; 2-å èçä. Ì.: ÓÐÑÑ, 2009), íàó÷íàÿ áè-
îãðàôèÿ Àðèàáõàòû (Ì.: Íàóêà, 1977; 2-å èçä. Ì.: ÓÐÑÑ, 2009).
Íàó÷íûå ðåçóëüòàòû Àëåêñàíäðà Èëüè÷à ïîëó÷èëè øèðîêóþ èçâåñ-
òíîñòü è ñòàëè îñíîâàíèåì äëÿ åãî èçáðàíèÿ ÷ëåíîì-êîððåñïîíäåí-
òîì Ìåæäóíàðîäíîé àêàäåìèè èñòîðèè íàóêè. Ïîñëåäíèå ãîäû îí
ðàáîòàë íàä ïðîáëåìàìè èñòîðèè ñîâåòñêîé ìàòåìàòèêè.

Âñÿ òâîð÷åñêàÿ æèçíü Àëåêñàíäðà Èëüè÷à áûëà ñâÿçàíà ñ Èí-
ñòèòóòîì èñòîðèè åñòåñòâîçíàíèÿ è òåõíèêè èì. Ñ.È.Âàâèëîâà
ÐÀÍ. Íà ïðîòÿæåíèè äëèòåëüíîãî âðåìåíè îí âûïîëíÿë îáÿçàí-
íîñòè ó÷åíîãî ñåêðåòàðÿ Ðîññèéñêîãî íàöèîíàëüíîãî êîìèòåòà ïî
èñòîðèè è ôèëîñîôèè íàóêè è òåõíèêè. Îñîáî îòìåòèì åãî âêëàä â
èçäàíèå íîâîé ñåðèè «Èñòîðèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ èññëåäîâàíèé»,
ãäå Àëåêñàíäðîì Èëüè÷îì áûë ñîçäàí è íàïðàâëÿëñÿ ðàçäåë «Íà-
ó÷íîé õðîíèêè». Åãî ðîëü â æèçíè îòå÷åñòâåííîãî èñòîðèêî-íàó÷-
íîãî ñîîáùåñòâà òðóäíî ïåðåîöåíèòü.

×åëîâåê ðåäêîãî òðóäîëþáèÿ, äîáðîæåëàòåëüíîñòè, ãîòîâûé
âñåãäà ïðèäòè íà ïîìîùü – òàêèì çàïîìíÿò åãî êîëëåãè è äðóçüÿ.

***
Ðåäêîëëåãèÿ ñ ïðèñêîðáèåì èçâåùàåò î ñìåðòè èçâåñòíîãî íå-

ìåöêîãî èñòîðèêà ìàòåìàòèêè, îäíîãî èç êðóïíåéøèõ äåÿòåëåé
ìåæäóíàðîäíîãî èñòîðèêî-íàó÷íîãî ñîîáùåñòâà, äåéñòâèòåëüíîãî
÷ëåíà Ìåæäóíàðîäíîé àêàäåìèè èñòîðèè íàóêè, ÷ëåíà ðåäàêöèîí-
íîãî ñîâåòà íàøåãî èçäàíèÿ Êðèñòîôà Ñêðèáû (Äàðìøòàäò; 6 îê-
òÿáðÿ 1929 – Ãàìáóðã; 26 èþíÿ 2013).

***
Ðåäêîëëåãèÿ ñ ïðèñêîðáèåì èçâåùàåò î ñìåðòè ÷ëåíà ðåäêîë-

ëåãèè íàøåãî èçäàíèÿ âûäàþùåãîñÿ ðîññèéñêîãî ìàòåìàòèêà àêàäå-
ìèêà Þðèÿ Âàñèëüåâè÷à Ïðîõîðîâà (Ìîñêâà; 15 äåêàáðÿ 1929 –
Ìîñêâà; 16 èþëÿ 2013).
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ÌÀÒÅÌÀÒÈÊÀ Â ÐÎÑÑÈÈ È ÑÑÑÐ

ÌÎÑÊÎÂÑÊÎÅ ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÎÅ ÎÁÙÅÑÒÂÎ
ÏÎÑËÅ ÐÅÎÐÃÀÍÈÇÀÖÈÈ È ÂÎ ÂÐÅÌß

ÂÅËÈÊÎÉ ÎÒÅ×ÅÑÒÂÅÍÍÎÉ ÂÎÉÍÛ
Ò.À.Òîêàðåâà

2014 ãîä – þáèëåéíûé äëÿ Ìîñêîâñêîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî îá-
ùåñòâà. 15 ñåíòÿáðÿ 1864 ã. ñîñòîÿëîñü ïåðâîå çàñåäàíèå Êðóæêà
ëþáèòåëåé ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê, ñòàâøåãî âïîñëåäñòâèè Ìîñêîâñ-
êèì ìàòåìàòè÷åñêèì îáùåñòâîì. Èñòîðèîãðàôèÿ Îáùåñòâà îáøèð-
íà, îíà âêëþ÷àåò è þáèëåéíûå ïóáëèêàöèè [1–3], è îáçîðíûå
ñòàòüè [4–7], è èññëåäîâàíèÿ ðàçëè÷íûõ ïåðèîäîâ ñóùåñòâîâàíèÿ
Îáùåñòâà [8; 9], âêëþ÷àÿ êðèçèñíûé (êîíåö 1930 – íà÷àëî
1931 ãã.), è 1931 ã. [10; 11], â òå÷åíèå êîòîðîãî «Îáùåñòâî ïðàêòè-
÷åñêè áåçäåéñòâîâàëî» [1, ñ.61].

1. Ðåîðãàíèçîâàííîå Îáùåñòâî ïðèñòóïèëî ê ðàáîòå âåñíîé
1932 ã. Áûë ïðèíÿò íîâûé óñòàâ ÌÌÎ è èçáðàíî åãî ðóêîâîäñòâî:
Ï.Ñ.Àëåêñàíäðîâ (1896–1982; ïðåçèäåíò), Ì.ß.Âûãîäñêèé
(1898–1965; âèöå-ïðåçèäåíò), Â.Ë.Ãîí÷àðîâ (1896–1955; ñåêðåòàðü);
íà÷àëè ðàçâèâàòüñÿ ðàçëè÷íûå íîâûå âèäû åãî äåÿòåëüíîñòè; âîçîá-
íîâèëèñü íàó÷íûå çàñåäàíèÿ (íà ïåðâîì çàñåäàíèè – 21 ìàÿ – âûñ-
òóïèë À.ß.Õèí÷èí ñ äîêëàäîì «Ìàòåìàòè÷åñêàÿ òåîðèÿ ñòàöèîíàð-
íîé î÷åðåäè», íà âòîðîå – 28 ìàÿ – áûë ïîñòàâëåí äîêëàä Ì.ß.Âû-
ãîäñêîãî «Àðõèìåä, åãî ýïîõà è ìåòîäîëîãèÿ» [5, ñ.37]).

Ïåðâûé ïóáëè÷íûé îò÷åò î äåÿòåëüíîñòè Ìîñêîâñêîãî ìàòåìà-
òè÷åñêîãî îáùåñòâà ïîñëå ðåîðãàíèçàöèè áûë ïðåäñòàâëåí åãî ïðå-
çèäåíòîì íà ïëåíàðíîì çàñåäàíèè Âòîðîãî Âñåñîþçíîãî ìàòåìàòè-
÷åñêîãî ñúåçäà 28 èþíÿ 1934 ã. «Ìîñêîâñêîå ìàòåìàòè÷åñêîå îá-
ùåñòâî – ñòàðåéøåå èç ìàòåìàòè÷åñêèõ îáùåñòâ Ñîâåòñêîãî Ñîþçà
è îäíî èç ñàìûõ ñòàðûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ îáùåñòâ Åâðîïû è âñåãî



ìèðà». Òàêèìè ñëîâàìè íà÷àë ñâîå âûñòóïëåíèå Ïàâåë Ñåðãååâè÷.
«Îíî ñåé÷àñ, åñòåñòâåííî â çíà÷èòåëüíûõ íàïðàâëåíèÿõ ïåðåñòðîè-
ëî ñâîþ ðàáîòó, ñòðåìÿñü óäîâëåòâîðèòü òåì íîâûì òðåáîâàíèÿì,
êîòîðûå âûäâèíóëèñü çà ïîñëåäíåå âðåìÿ» [12, ñ.46].

Äàëåå äîêëàä÷èê îòìåòèë, ÷òî ðàáîòà Îáùåñòâà ïðîòåêàåò â òåñ-
íîé ñâÿçè ñ äåÿòåëüíîñòüþ Ìàòåìàòè÷åñêîãî èíñòèòóòà ÀÍ ÑÑÑÐ.
Â íàó÷íîì ïëàíå «Ìîñêîâñêîå ìàòåìàòè÷åñêîå îáùåñòâî ñòðåìèòñÿ,
ñ îäíîé ñòîðîíû, âåñòè ðàáîòó îáúåäèíåíèÿ íàèáîëåå êðóïíûõ îò-
äåëüíûõ ïðîáëåì. Ïîýòîìó ìû ïðèãëàøàåì ðÿä êðóïíûõ ó÷åíûõ
äåÿòåëåé äåëàòü äîêëàäû î íàèáîëåå âûäàþùèõñÿ îòêðûòèÿõ.
Â ýòîì ïëàíîâàÿ ñòîðîíà íàó÷íîé äåÿòåëüíîñòè. Ñ äðóãîé ñòîðîíû,
Ìàòåìàòè÷åñêîå îáùåñòâî îòðàæàëî, íàîáîðîò, ñâåðõïëàíîâóþ ðàáî-
òó ó÷åíûõ Ìîñêâû, òó ðàáîòó, êîòîðàÿ íå âêëàäûâàåòñÿ â çàðàíåå
ñîñòàâëåííûå ïëàíû Èíñòèòóòà. Òàêèì îáðàçîì, Ìàòåìàòè÷åñêîå îá-
ùåñòâî, ñ îäíîé ñòîðîíû, îòðàæàëî âñå íàèáîëåå êðóïíûå ìàòåìàòè-
÷åñêèå îòêðûòèÿ. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, â çíà÷èòåëüíîé ñòåïåíè îòðà-
æàëî âñþ òó òåêóùóþ ðàáîòó, êîòîðàÿ èíîãäà íåñêîëüêî íåîæèäàí-
íî ïðèíèìàåò íîâûé, íåïðåäâèäåííûé îáîðîò» [òàì æå].

Ïðè àíàëèçå ìåæäóíàðîäíîé äåÿòåëüíîñòè Îáùåñòâà áûëî îò-
ìå÷åíî, ÷òî çàáîòû ïî îðãàíèçàöèè ïðèåçäà «ìíîãî÷èñëåííûõ è
ïåðâîêëàññíûõ èíîñòðàííûõ ãîñòåé â çíà÷èòåëüíîé ñòåïåíè ïàäàëè
íà Îáùåñòâî» [òàì æå]. Íà åãî çàñåäàíèÿõ âûñòóïàëè: Æ.Àäàìàð,
Ý.Êàðòàí, Â.Áëÿøêå, Ñ.Ëåôøåòö è äðóãèå. «Ýòà ñòîðîíà äåÿòåëü-
íîñòè èãðàëà áîëüøóþ ðîëü â íàøåé íàó÷íîé æèçíè» [òàì æå].

Îñîáîå âíèìàíèå âûñòóïàþùèé óäåëèë îáðàçîâàíèþ Îáùåñò-
âîì â íà÷àëå 1934 ã. ðÿäà ñåêöèé (÷òî â íàèáîëüøåé ñòåïåíè õà-
ðàêòåðèçîâàëî åãî îáíîâëåíèå):

1) ñåêöèÿ íàó÷íî-ðåôåðàòèâíàÿ;
2) ñåêöèÿ ôèëîñîôèè è ìåòîäîëîãèè ìàòåìàòèêè;
3) ñåêöèÿ íàó÷íîé ïîïóëÿðèçàöèè;
4) ñåêöèÿ ïîâûøåíèÿ êâàëèôèêàöèè ðàáîòíèêîâ âòóçîâ è ïåä-

âóçîâ;
5) ýëåìåíòàðíàÿ íàó÷íî-ïåäàãîãè÷åñêàÿ ñåêöèÿ.
Êðîìå òîãî, ÌÌÎ â 1935 ã. ïëàíèðîâàëî îðãàíèçàöèþ ðÿäà

äèñêóññèé ïî ïðåïîäàâàíèþ ìàòåìàòèêè â òåõíè÷åñêîé øêîëå, à
òàêæå êîíêóðñîâ è îëèìïèàä, «íàïðàâëåííûõ â ñòîðîíó ïðèâëå÷å-
íèÿ ìîëîäûõ äàðîâàíèé ê ìàòåìàòèêå» [òàì æå, ñ.47].

30 èþíÿ 1934 ã. áûëà ïðèíÿòà Ðåçîëþöèÿ Ñúåçäà, ãäå â ðàçäå-
ëå, ïîñâÿùåííîì ìàòåìàòè÷åñêèì îáùåñòâàì, îòìå÷àëàñü øèðîêàÿ
ðàáîòà, ðàçâåðíóòàÿ îáùåñòâàìè, à òàêæå ôîðìóëèðîâàëèñü çàäà÷è
ïåðåä íèìè ñòîÿùèå.

«1. Îðãàíèçàöèÿ íàó÷íûõ çàñåäàíèé ñ íàó÷íûìè äîêëàäàìè è
äèñêóññèÿìè.
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2. Øèðîêàÿ ïîñòàíîâêà ôèëîñîôñêî-ìåòîäè÷åñêîé ðàáîòû â
íàïðàâëåíèè âíåäðåíèÿ â ìàòåìàòè÷åñêèå èññëåäîâàíèÿ ìåòîäîâ
äèàëåêòè÷åñêîãî ìàòåðèàëèçìà.

3. Îðãàíèçàöèÿ íàó÷íî-ðåôåðàòèâíîé äåÿòåëüíîñòè.
4. Øèðîêàÿ îðãàíèçàöèÿ íàó÷íî-ïîïóëÿðèçàöèîííîé ðàáîòû â

îáëàñòè ìàòåìàòèêè.
5. Ñïåöèàëüíàÿ ðàáîòà ïî ïîâûøåíèþ êâàëèôèêàöèè ïðåïîäà-

âàòåëåé ìàòåìàòèêè âòóçîâ è ïåäâóçîâ.
6. Âîâëå÷åíèå ðàáîòíèêîâ ñðåäíåé øêîëû â íàó÷íóþ ðàáîòó

ïóòåì îðãàíèçàöèè ñïåöèàëüíîé (ýëåìåíòàðíî-íàó÷íîé) òåìàòèêè.
7. Îðãàíèçàöèÿ ìåòîäèêî-ïåäàãîãè÷åñêîé ïîìîùè â îáëàñòè

ïðåïîäàâàíèÿ ìàòåìàòèêè â ñðåäíåé øêîëå.
8. Ðàáîòà ïî âûÿâëåíèþ ìàòåìàòè÷åñêèõ äàðîâàíèé ñðåäè

øêîëüíîé ìîëîäåæè, èõ ïîääåðæêà è ïðîäâèæåíèå» [12, ñ.83–84].
È â êà÷åñòâå «íàêàçà» â Ðåçîëþöèè ãîâîðèëîñü, ÷òî òîëüêî

«ïëàíîìåðíàÿ ðàáîòà ìàòåìàòè÷åñêèõ îáùåñòâ ìîæåò è äîëæíà èã-
ðàòü áîëüøóþ ðîëü â ìàòåìàòè÷åñêîé æèçíè Ñîâåòñêîãî Ñîþçà»
[òàì æå, ñ.83].

2. Íà÷àâøàÿñÿ Âåëèêàÿ Îòå÷åñòâåííàÿ âîéíà íå ïðåðâàëà äåÿ-
òåëüíîñòè Ìîñêîâñêîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî îáùåñòâà. «Ìíîãèå ÷ëåíû
Îáùåñòâà îêàçàëèñü ïðèçâàííûìè â ðÿäû Êðàñíîé Àðìèè, ìíîãèå
ïîøëè äîáðîâîëüöàìè â íàðîäíîå îïîë÷åíèå, îãðîìíîå áîëüøèíñò-
âî äðóãèõ áûëî âîâëå÷åíî â ðàáîòó îáîðîííîãî õàðàêòåðà»
[4, ñ.237]. Ïîñëå ëåòíåãî ïåðåðûâà ñîñòîÿëîñü 3 åãî çàñåäàíèÿ:
17 ñåíòÿáðÿ, 1 è 15 îêòÿáðÿ. Ââèäó òîãî, ÷òî áîëüøèíñòâî ÷ëåíîâ
Îáùåñòâà áûëè ñâÿçàíû ñ Ìîñêîâñêèì óíèâåðñèòåòîì è Àêàäåìèåé
íàóê, êîòîðûå ýâàêóèðîâàëèñü â Êàçàíü è Ñðåäíþþ Àçèþ ñîîòâåò-
ñòâåííî. Íà çàñåäàíèè Ìîñêîâñêîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî îáùåñòâà
15 îêòÿáðÿ 1941 ã., ïî ïðåäëîæåíèþ ïðåçèäåíòà Îáùåñòâà
Ï.Ñ.Àëåêñàíäðîâà, áûëî ïðèíÿòî ðåøåíèå îðãàíèçîâàòü â åãî ñîñ-
òàâå Òàøêåíòñêîå è Êàçàíñêîå îòäåëåíèÿ, «êîòîðûå áóäóò ôóíêöè-
îíèðîâàòü äî òåõ ïîð, ïîêà Îáùåñòâî â ïîëíîì ñîñòàâå âíîâü ñìî-
æåò ñîáèðàòüñÿ â Ìîñêâå» [5, ñ.44].

Â Òàøêåíòñêîì (ïîñëåäîâàòåëüíî Àøõàáàäñêîì è Ñâåðäëîâñ-
êîì) îòäåëåíèè çàñåäàíèÿ áûëè çàìåíåíû íàó÷íûìè êîíôåðåíöèÿ-
ìè Èíñòèòóòà ìàòåìàòèêè Ìîñêîâñêîãî óíèâåðñèòåòà, êîòîðûå ñî-
áèðàëèñü ðåãóëÿðíî ïî ìåñòó ýâàêóàöèè Óíèâåðñèòåòà. Ñïåöèàëü-
íûå çàñåäàíèÿ Îòäåëåíèÿ áûëè ïîñâÿùåíû: ïðåäñòàâëåíèþ ðàáîò
È.Ã.Ïåòðîâñêîãî íà ñîèñêàíèå Ñòàëèíñêîé ïðåìèè (8 ÿíâàðÿ
1942 ã., Àøõàáàä); ÷åñòâîâàíèþ Ä.Å.Ìåíüøîâà ïî ñëó÷àþ åãî
50-ëåòèÿ (23 àïðåëÿ 1942 ã., Àøõàáàä); âûäâèæåíèþ êàíäèäàòîâ â
äåéñòâèòåëüíûå ÷ëåíû è ÷ëåíû-êîððåñïîíäåíòû Àêàäåìèè íàóê
ÑÑÑÐ (àïðåëü 1943 ã., Ñâåðäëîâñê). Ê îêòÿáðþ 1943 ã. Îòäåëåíèå
âëèëîñü â Ìîñêîâñêîå.
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Ïåðâîå çàñåäàíèå Êàçàíñêîãî îòäåëåíèÿ Ìîñêîâñêîãî ìàòåìà-
òè÷åñêîãî îáùåñòâà (ñîâìåñòíî ñ Êàçàíñêèì ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñ-
êèì îáùåñòâîì) ñîñòîÿëîñü óæå 22 íîÿáðÿ 1941 ã., íà êîòîðîì ñ
äîêëàäàìè âûñòóïèëè Ë.Ñ.Ïîíòðÿãèíà «Êëàññèôèêàöèÿ íåïðåðûâ-
íûõ îòîáðàæåíèé» è Í.Ã.×åáîòàðåâ «Ïðîáëåìà Ãóðâèöà äëÿ òðàíñ-
öåíäåíòíûõ óðàâíåíèé». Âñåãî æå ñîñòîÿëîñü 31 çàñåäàíèå Êàçàíñ-
êîãî îòäåëåíèÿ, â ðàìêàõ êîòîðûõ áûëî îáñóæäåíî 54 äîêëàäà.
Íåîäíîêðàòíî íà çàñåäàíèÿõ âûñòóïàëè: Í.Ã.×åáîòàðåâ (ïðåäñåäà-
òåëü Êàçàíñêîãî ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêîãî îáùåñòâà ñ 1943 ã.) – 4
ðàçà, Þ.Â.Ëèííèê – 4, À.Ä.Àëåêñàíäðîâ – 3, Â.Â.Ìîðîçîâ – 3,
Ä.Ê.Ôàääååâ – 3, Ï.Ñ.Àëåêñàíäðîâ – 2, À.Í.Êðûëîâ – 2,
Ë.À.Ëþñòåðíèê – 2, Ë.Ñ.Ïîíòðÿãèí – 2, À.ß.Õèí÷èí – 2. (Çàìå-
òèì, ÷òî ïðèåçä â Êàçàíü ìîñêîâñêèõ è ëåíèíãðàäñêèõ ìàòåìàòè-
êîâ ñïîñîáñòâîâàë ðàçâèòèþ ñîâìåñòíûõ èññëåäîâàíèé. Òàê íàä
ïðîáëåìîé Ãóðâèöà äëÿ òðàíñöåíäåíòíûõ ôóíêöèé â Êàçàíè âî
âðåìÿ âîéíû ðàáîòàëè Í.Ã.×åáîòàðåâ, Ë.Ñ.Ïîíòðÿãèí, Ä.Ê.Ôàääå-
åâ è äð., à ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû îáñóæäàëèñü íà çàñåäàíèÿõ Îò-
äåëåíèÿ).

Îñîáûé èíòåðåñ äëÿ èñòîðèîãðàôîâ Ìîñêîâñêîãî ìàòåìàòè÷åñ-
êîãî îáùåñòâà ïðåäñòàâëÿåò çàñåäàíèå 9 ôåâðàëÿ 1942 ã., ïîñâÿ-
ùåííîå 75-ëåòèþ ñî äíÿ åãî îñíîâàíèÿ. Ñ äîêëàäàìè âûñòóïèëè:
Ï.Ñ.Àëåêñàíäðîâ «Î÷åðê èñòîðèè Ìîñêîâñêîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî
îáùåñòâà» (òåêñò âûñòóïëåíèÿ áûë îïóáëèêîâàí â òîì æå ãîäó â
«Âåñòíèêå Àêàäåìèè íàóê ÑÑÑÐ», ñì.: [1]); À.ß.Õèí÷èí «Âåëè-
êèé ðóññêèé ìàòåìàòèêè Ï.Ë.×åáûøåâ»; À.Í.Êðûëîâ «Çàìå÷àíèÿ
î ïðèëîæåíèè îäíîé ðàáîòû Ï.Ë.×åáûøåâà â êîðàáëåñòðîèòåëü-
íîì äåëå»; Ë.Í.Ñðåòåíñêèé «Âåëèêèé ðóññêèé ìåõàíèê Í.Å.Æó-
êîâñêèé». Ïî÷åòíûìè ÷ëåíàìè íà ýòîì çàñåäàíèè áûëè èçáðàíû:
Î.Þ.Øìèäò, Ñ.Í.Áåðíøòåéí, Í.Ì.Ãþíòåð (ïîñìåðòíî) è
Ñ.À.×àïëûãèí.

Çàâåðøèëñÿ êàçàíñêèé ïåðèîä äåÿòåëüíîñòè Ìîñêîâñêîãî ìàòå-
ìàòè÷åñêîãî îáùåñòâà çàñåäàíèåì 17 àïðåëÿ 1943 ã. äîêëàäàìè
Ä.Ê.Ôàääååâà «Î ïîäïîëÿõ, ïðèíàäëåæàùèõ àáåëåâó íîðìàëüíî-
ìó äåëèòåëþ ãðóïïû Ãàëóà äàííîãî ïîëÿ» è Â.Â.Ìîðîçîâà «Ìàê-
ñèìàëüíûå íåïîëóïðîñòûå ïîäãðóïïû ïðîñòûõ ãðóïï Ëè».

Ìîñêîâñêîå îòäåëåíèå Îáùåñòâà ïðîñóùåñòâîâàëî ñ îêòÿáðÿ
1942 ã. ïî èþëü 1943 ã. Çà ýòî âðåìÿ áûëî îðãàíèçîâàíî 11 çàñåäà-
íèé, íà êîòîðûõ áûëè çàñëóøàíû 18 äîêëàäîâ â îñíîâíîì ïðèê-
ëàäíîãî õàðàêòåðà.

Ê îêòÿáðþ 1943 ã. âñå Îòäåëåíèÿ âëèëèñü â Ìîñêîâñêîå, è
6 îêòÿáðÿ ñîñòîÿëîñü ïåðâîå çàñåäàíèå Îáùåñòâà ïîñëå ðåýâàêóà-
öèè. Íà íåì áûëî ñäåëàíî äâà äîêëàäà: Î.Þ.Øìèäò «Î áåñêîíå÷-
íûõ ðàçðåøèìûõ ãðóïïàõ»; È.Ì.Ãåëüôàíä è Ä.À.Ðàéêîâ «Ïðåä-
ñòàâëåíèÿ ëîêàëüíî-áèêîìïàêòíûõ ãðóïï». Ñ îêòÿáðÿ 1943 ïî ìàé
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1945 ãã. ñîñòîÿëîñü 45 çàñåäàíèé Îáùåñòâà, íà êîòîðûõ áûëî ñäå-
ëàíî 62 äîêëàäà. Ó÷èòûâàÿ òî, ÷òî âîåííîå âðåìÿ íå ïîçâîëÿëî
ïðîâîäèòü îáùåñîþçíûå ñîáðàíèÿ ìàòåìàòèêîâ (íå ãîâîðÿ óæå
î ìåæäóíàðîäíûõ), Ìîñêîâñêîå ìàòåìàòè÷åñêîå îáùåñòâî ïðåäî-
ñòàâèëî ñâîþ òðèáóíó ìàòåìàòèêàì èç äðóãèõ ãîðîäîâ: Í.Í.Áîãî-
ëþáîâó è Ì.À.Ëàâðåíòüåâó (Êèåâ); Ä.Ê.Ôàääååâó (Ëåíèíãðàä);
Í.Ï.Ðîìàíîâó (Òîìñê); Ò.À.Ñàìûðñàêîâó (Òàøêåíò), à ñðàçó ïîñ-
ëå âîéíû è èíîñòðàííûì ó÷åíûì: Ý.Êàðòàíó (Ôðàíöèÿ) «Îá îðè-
åíòàöèè â ãåîìåòðèè» è Ý.Áîðåëþ (Ôðàíöèÿ) «Îðòîãîíàëüíûå
ìíîæåñòâà è ïîíÿòèå òðàíñôèíèòíîãî» (22 èþíÿ 1945 ã.);
Äæ.Àëåêñàíäåðó (ÑØÀ) «Î ãîìîëîãèÿõ â òîïîëîãè÷åñêèõ ïðîñò-
ðàíñòâàõ» (23 èþíÿ 1945 ã.). Êðîìå òîãî, øèðîêî ñòàëà èñïîëüçî-
âàòüñÿ ïðàêòèêà ïîñòàíîâêè «îáçîðíûõ äîêëàäîâ»: Í.Í.Áîãîëþáîâ
«Äèíàìè÷åñêèå ñèñòåìû è ñëó÷àéíûå ïðîöåññû» (29 äåêàáðÿ
1943 ã.); Ë.À.Ëþñòåðíèê «Òîïîëîãèÿ è âàðèàöèîííîå èñ÷èñëåíèå»
(23 ÿíâàðÿ 1944 ã.); Ì.À.Ëàâðåíòüåâ «Âàðèàöèîííûé ìåòîä â íå-
ëèíåéíûõ çàäà÷àõ ýìïèðè÷åñêîãî òèïà» (1 ìàðòà 1944 ã.);
È.Ð.Øàôàðåâè÷ «Òåîðèÿ ïîëåé êëàññîâ» (29 ìàðòà 1944 ã.);
À.Í.Êîëìîãîðîâ «Ñîâðåìåííîå ñîñòîÿíèå òåîðèè öåïåé Ìàðêîâà è
íåðàçðåøåííûå ïðîáëåìû â ýòîé îáëàñòè» (31 îêòÿáðÿ 1944 ã.);
Ô.È.Ôðàíêëü «Óðàâíåíèÿ ñìåøàííîãî ýëëèïòèêî-ãèïåðáîëè÷åñêî-
ãî òèïà» (26 äåêàáðÿ 1944 ã.); È.Ã.Ïåòðîâñêèé «Ýëëèïòè÷åñêèå è
ïàðàáîëè÷åñêèå óðàâíåíèÿ â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ» (30 ÿíâàðÿ
1945 ã.); À.Î.Ãåëüôîíä «Íåêîòîðûå àíàëèòè÷åñêèå ìåòîäû â òåî-
ðèè ÷èñåë» (27 ìàðòà 1945 ã.); Ñ.Ë.Ñîáîëåâ «Î ïî÷òè ïåðèîäè÷åñ-
êèõ ðåøåíèÿõ óðàâíåíèé ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè» (24 àïðåëÿ
1945 ã.). Îñîáûé èíòåðåñ âûçûâàþò ïðîâîäèìûå Îáùåñòâîì ñïåöè-
àëüíûå çàñåäàíèÿ, ïîñâÿùåííûå: 150-ëåòèþ ñî äíÿ ðîæäåíèÿ
Í.È.Ëîáà÷åâñêîãî (3 íîÿáðÿ 1943 ã., äîêëàä÷èêè – Â.Ô.Êàãàí è
À.Í.Êîëìîãîðîâ); âûäâèæåíèþ êàíäèäàòîâ íà ïîëó÷åíèå Ñòàëèíñ-
êèõ ïðåìèé (15 äåêàáðÿ 1943 ã.); ïàìÿòè È.È.Ïðèâàëîâà (5 èþëÿ
1944 ã., äîêëàä÷èêè – Â.Â.Ñòåïàíîâ, À.È.Ìàðêóøåâè÷, Ï.Ñ.Àëåê-
ñàíäðîâ); îáñóæäåíèþ ïëàíà èçäàíèÿ ÃÒÒÈ (21 íîÿáðÿ 1944 ã.);
îáñóæäåíèþ ïðåïîäàâàíèÿ ìàòåìàòèêè â Ìîñêîâñêîì óíèâåðñèòåòå
(6 ôåâðàëÿ 1945 ã.); âûäâèæåíèþ êàíäèäàòîâ íà ïîëó÷åíèå Ñòà-
ëèíñêîé ïðåìèè (20 ôåâðàëÿ 1945 ã.); âûäâèæåíèþ êàíäèäàòîâ â
äåéñòâèòåëüíûå ÷ëåíû è ÷ëåíû-êîððåñïîíäåíòû Àêàäåìèè ïåäàãî-
ãè÷åñêèõ íàóê (17 àïðåëÿ 1945 ã.).
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ËÅÎÍÈÄ ÂÈÒÀËÜÅÂÈ× ÊÀÍÒÎÐÎÂÈ×
(Ê 100-ËÅÒÈÞ ÑÎ ÄÍß ÐÎÆÄÅÍÈß)

Â.Ì.Òèõîìèðîâ

Ëåîíèä Âèòàëüåâè÷ Êàíòîðîâè÷ ïðèíàäëåæèò ê ÷èñëó âåëèêèõ
ó÷åíûõ XX ñòîëåòèÿ. Êàê ïî÷òè âñå ó÷åíûå ïîäîáíîãî ðàíãà îí
áûë ôèãóðîé ëåãåíäàðíîé. ß áóäó ïåðåìåæàòü èíôîðìàöèþ î åãî
íàó÷íûõ äîñòèæåíèÿõ íåêîòîðûìè çà÷àñòóþ àïîêðèôè÷åñêèìè èñ-
òîðèÿìè î íåì.

Íà÷íó ñ òàêîé. Ëåîíèä Âèòàëüåâè÷ îòíîñèëñÿ ê ðàçðÿäó ëþäåé
íåñëûõàííî ðàííåãî ðàçâèòèÿ. Ñåìè ëåò îò ðîäó îí ñòàë ñâèäåòå-
ëåì ïîäãîòîâêè ñâîåãî áðàòà, ó÷èâøåãîñÿ â âóçå, ê ýêçàìåíó ïî õè-
ìèè. Ìàëü÷èê çàèíòåðåñîâàëñÿ õèìèåé è ïðî÷èòàë ó÷åáíèê. Âñêî-
ðå âûÿñíèëîñü, ÷òî ðåáåíîê ïîëíîñòüþ óñâîèë êóðñ õèìèè è íàó-
÷èëñÿ ðåøàòü âñå çàäà÷è. Áðàò, èñïûòûâàâøèé çàòðóäíåíèÿ â ðå-
øåíèè çàäà÷, ïðèâåë ìëàäøåíüêîãî íà ýêçàìåí ïîä ïðåäëîãîì, ÷òî
åãî íå ñ êåì îñòàâèòü äîìà: ïóñòü, ìîë, ïîñèäèò è òèõî ïîðèñóåò. À
íà ñàìîì äåëå ìàëåíüêèé ìàëü÷èê òàéêîì îò ïðåïîäàâàòåëåé ðåøàë
ýêçàìåíàöèîííûå çàäà÷è äëÿ áðàòà è åãî äðóçåé.

Ñûí Ëåîíèäà Âèòàëüåâè÷à – Âñåâîëîä Ëåîíèäîâè÷ – ðàññêà-
çàë ìíå, ÷òî îòåö êàê-òî ïîâåäàë åìó, ÷òî â âîçðàñòå äåñÿòè ëåò
ïðèäóìàë ðàäèîóãëåðîäíûé ìåòîä äàòèðîâàíèÿ. ×åðåç íåñêîëüêî
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ëåò Ë.Â. óçíàë, ÷òî ýòîò ìåòîä âîøåë â íàóêó ïîñëå òîãî, êàê îí
åãî ïðèäóìàë!

Ïðè ðàññêàçå î æèçíè è ìàòåìàòè÷åñêîì òâîð÷åñòâå Ë.Â.Êàí-
òîðîâè÷à ÿ áóäó íåðåäêî îïèðàòüñÿ íà åãî «ïðåäïîëàãàâøèéñÿ äîê-
ëàä â Ìîñêîâñêîì ìàòåìàòè÷åñêîì îáùåñòâå». Ýòîò òåêñò Ëåîíèä
Âèòàëüåâè÷ äèêòîâàë ñâîåìó ñûíó, êîãäà ëåæàë â áîëüíèöå, èç êî-
òîðîé îí íå âûøåë. Äîêëàä îñòàëñÿ íåäîïèñàííûì. Âñåâîëîä Ëåî-
íèäîâè÷ ïîäãîòîâèë âñå, ÷òî Ëåîíèä Âèòàëüåâè÷ óñïåë ïðîäèêòî-
âàòü, ê ïå÷àòè, ñîïðîâîäèâ ñâîèìè ïîäñòðî÷íûìè êîììåíòàðèÿìè.
Ýòà ðàáîòà ïîä íàçâàíèåì «Ìîé ïóòü â íàóêå» ñ ïîäçàãîëîâêîì
«Ïðåäïîëàãàâøèéñÿ äîêëàä â Ìîñêîâñêîì ìàòåìàòè÷åñêîì îáùåñò-
âå» áûëà îïóáëèêîâàíà â 1987 ã. â æóðíàëå «Óñïåõè ìàòåìàòè÷åñ-
êèõ íàóê» [1]. Ìíå õîòåëîñü áû, ÷òîáû ÷èòàòåëü ïðîíèêñÿ ñòèëåì
ìûøëåíèÿ è ðå÷è ñàìîãî Ëåîíèäà Âèòàëüåâè÷à.

Êàíòîðîâè÷ ïîñòóïèë â Ëåíèíãðàäñêèé óíèâåðñèòåò â 1926 ã. â
÷åòûðíàäöàòèëåòíåì âîçðàñòå, à ïðèñòóïèë ê çàíÿòèÿì òîëüêî â
íîÿáðå. Âîò êàê îí êîììåíòèðóåò ýòî ñîáûòèå â «Óñïåõàõ...». Äëÿ
òîãî ÷òîáû ïðèíÿòü â óíèâåðñèòåò ÷åëîâåêà â ñòîëü þíîì âîçðàñòå,
òðåáîâàëîñü íåêîå ñîãëàñîâàíèå. Ïîäòâåðæäåíèå î çà÷èñëåíèè â
ðÿäû ñòóäåíòîâ ìàëü÷èê íå ïîëó÷èë è íà çàíÿòèÿ íå õîäèë. È
âäðóã 6 íîÿáðÿ ïðèõîäèò îòêðûòêà (ñ íàäïèñüþ «Âòîðè÷íî»), ãäå
ñêàçàíî, ÷òî åñëè îí äî 9 íîÿáðÿ 1926 ã. íå ïðîéäåò «êîìèññèþ ïî
ïëàòíîñòè», íå çàïëàòèò çà ó÷åáó è íå ïðèñòóïèò ê çàíÿòèÿì, òî
ýòî ïîâëå÷åò çà ñîáîé «èñêëþ÷åíèå èç ÷èñëà ñòóäåíòîâ Óí[èâåðñè-
òå]òà áåç ïðàâà âîññòàíîâëåíèÿ» [1, ñ.183–184]. È ìàëü÷èê, âûïîë-
íèâ íóæíîå òðåáîâàíèå, ïðèñòóïèë ê çàíÿòèÿì.

Äîêëàä íà÷èíàåòñÿ òàê: «×ëåíû îáùåñòâà õîðîøî çíàþò òðóäû
ìîñêîâñêèõ ìàòåìàòèêîâ...Èíîãîðîäíèõ ìàòåìàòèêîâ çíàþò ãîðàçäî
ìåíüøå. Ïîýòîìó ìîÿ öåëü – êàê áû ïðåäñòàâèòüñÿ Ìàòåìàòè÷åñêî-
ìó îáùåñòâó ...Ïðåæäå ÷åì ïåðåéòè ê êîíêðåòíîìó èçëîæåíèþ, ÿ
õîòåë áû êîå-÷òî ñêàçàòü î ñåáå... ß íå ýðóäèò ...Äîëæåí ïðèçíàòü-
ñÿ, ÷òî è ìîÿ ïàìÿòü, è ñïîñîáíîñòü ê âîñïðèÿòèþ íîâîãî íå íàì-
íîãî âûøå ñðåäíåãî.

Íåêîòîðûå äåëÿò ìàòåìàòèêîâ íà ìàòåìàòèêîâ, îáëàäàþùèõ,
ïî ïðåèìóùåñòâó, ïðîíèêàþùåé ñèëîé, è íà ìàòåìàòèêîâ-êîíöåï-
òóàëèñòîâ. ß ïðèíàäëåæó êî âòîðîé êàòåãîðèè» [1, c.183].

×òî êàñàåòñÿ ïåðâîé «êàòåãîðèè», òî ñêðîìíàÿ ñàìîîöåíêà,
âîçìîæíî, áûëà âûçâàíà òåì, ÷òî, ïðåîäîëåâàÿ èíòåëëåêòóàëüíûå
ïðåãðàäû, Ëåîíèä Âèòàëüåâè÷ íå çàìå÷àë èõ òðóäíîñòè.

Ïåðåõîä ê èçëîæåíèþ êîíêðåòíûõ ðåçóëüòàòîâ, íà÷íó ñ âîñïî-
ìèíàíèÿ. Îäíàæäû ÿ îêàçàëñÿ ðÿäîì ñ Ëåîíèäîì Âèòàëüåâè÷åì íà
îäíîì ñîáðàíèè è ñïðîñèë ó íåãî, êîãî îí îòíîñèò ê ÷èñëó ñâîèõ
ó÷èòåëåé. Ïðè îòâåòå Ëåîíèä Âèòàëüåâè÷ ïðîÿâèë ñâîéñòâåííóþ
åìó øèðîòó è ùåäðîñòü. Îí íàçâàë ÷åòâåðûõ: Ãðèãîðèÿ Ìèõàéëî-
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âè÷à Ôèõòåíãîëüöà, Àíäðåÿ Íèêîëàåâè÷à Êîëìîãîðîâà, Ñåðãåÿ
Íàòàíîâè÷à Áåðíøòåéíà è Âëàäèìèðà Èâàíîâè÷à Ñìèðíîâà.

Ãðèãîðèé Ìèõàéëîâè÷ ñûãðàë äëÿ þíîãî Êàíòîðîâè÷à ðîëü
íàñòàâíèêà, ðàñêðûâøåãî ïåðåä íèì ãîðèçîíòû íàøåé íàóêè è
ôîðìû íàó÷íîé äåÿòåëüíîñòè. Ôèõòåíãîëüö îòêðûë ñåìèíàð ïî
äåñêðèïòèâíîé òåîðèè ôóíêöèé, êîòîðûé ñòàë ïîñåùàòü âòîðîêóðñ-
íèê Ëåîíèä Êàíòîðîâè÷, âûñòóïàâøèé òàì ñî ñâîèìè ïåðâûìè íà-
ó÷íûìè ñîîáùåíèÿìè. Îñîáóþ ðîëü íà íà÷àëüíîé ñòàäèè òâîð÷åñò-
âà Ëåîíèäà Âèòàëüåâè÷à ñûãðàë äðóãîé ñåìèíàð Ôèõòåíãîëüöà,
ïðîõîäèâøèé â 1928–1929 ãã. è ïîñâÿùåííûé òåîðèè A-ìíîæåñòâ.
Ñðåäè ó÷àñòíèêîâ ñåìèíàðà áûëè Ä.Ê.Ôàääååâ, È.Ï.Íàòàíñîí,
Ñ.Ë.Ñîáîëåâ, Ñ.Ã.Ìèõëèí è äð. Ëåîíèä Âèòàëüåâè÷ òîãäà àêòèâíî
ñîòðóäíè÷àë ñî ñâîèì ñîêóðñíèêîì Å.Ì.Ëèâåíñîíîì.

Âîò êàê ñàì Ëåîíèä Âèòàëüåâè÷ ïðåäñòàâëÿåò â ñâîåì äîêëàäå
òåîðèþ, ñòàâøóþ òåìîé ñåìèíàðà Ôèõòåíãîëüöà: «Èçâåñòíî, ÷òî â
ïåðèîä, ïðèìåðíî, ñ 1915 ïî 1925 ãã., èññëåäîâàíèÿ ïî àíàëèòè÷åñ-
êèì ìíîæåñòâàì (À-ìíîæåñòâàì èëè àëåêñàíäðîâñêèì ìíîæåñò-
âàì), îòêðûòûì è èçó÷åííûì Ï.Ñ.Àëåêñàíäðîâûì, Ì.ß.Ñóñëèíûì
è Í.Í.Ëóçèíûì, çàíèìàëè öåíòðàëüíîå ìåñòî â ðàáîòàõ ìíîãèõ
ìîñêîâñêèõ ìàòåìàòèêîâ (À.Í.Êîëìîãîðîâ, Ï.Ñ.Íîâèêîâ è äð.)»
[1, c.186].

Òåìà «Îòêðûòèå À-ìíîæåñòâ» î÷åíü áîëåçíåííàÿ. Â îäíîé èç
ñâîèõ ñòàòåé ÿ ïèñàë, ÷òî íóæåí ãåíèé ìàñøòàáà Äîñòîåâñêîãî,
÷òîáû ðàñêðûòü òàéíó âçàèìîîòíîøåíèé íàçâàííûõ Ëåîíèäîì Âè-
òàëüåâè÷åì Ï.Ñ.Àëåêñàíäðîâà, Ì.ß.Ñóñëèíà, Í.Í.Ëóçèíà,
À.Í.Êîëìîãîðîâà, Ï.Ñ.Íîâèêîâà. Ïðèîðèòåòíûå è ïñèõîëîãè÷åñ-
êèå îáñóæäåíèÿ ìîãóò çàâåñòè íàñ ñëèøêîì äàëåêî, è ïîòîìó ÿ íà
íèõ çäåñü îñòàíàâëèâàòüñÿ íå áóäó.

Â èòîãå àêòèâíîãî ó÷àñòèÿ â ñåìèíàðå ïî òåîðèè A-ìíîæåñòâ
öèêë èññëåäîâàíèé Êàíòîðîâè÷à–Ëèâåíñîíà áûë ïîñâÿùåí äàëü-
íåéøåé ðàçðàáîòêå ýòîé òåîðèè. Íà ðàáîòàõ îáîçíà÷åííîãî öèêëà
ñêàçûâàëîñü âîçäåéñòâèå Ëóçèíà, Õàóñäîðôà è Êîëìîãîðîâà. Òîã-
äà æå ñîñòîÿëîñü çíàêîìñòâî Êàíòîðîâè÷à ñ Êîëìîãîðîâûì, êîòî-
ðûé ïîçíàêîìèë þíîøó ñî ñâîèìè èññëåäîâàíèÿìè, íàïèñàííûìè
òàêæå â ñàìóþ ðàííþþ ïîðó åãî òâîð÷åñòâà, îäíàêî îñòàâàâøèìèñÿ
íåîïóáëèêîâàííûìè. (Äåâÿòíàäöàòèëåòíèé Êîëìîãîðîâ íàïèñàë
äâå ñòàòüè ïî äåñêðèïòèâíîé òåîðèè ìíîæåñòâ è ïåðåäàë èõ ñâîåìó
ó÷èòåëþ. Òîò äåðæàë ìàòåðèàëû â ñâîåì ñòîëå â òå÷åíèå íåñêîëü-
êèõ ëåò, ïîêà ïî òðåáîâàíèþ Ä.Ô.Åãîðîâà íå âåðíóë èõ àâòîðó.
Ïåðâàÿ ñòàòüÿ áûëà íàïå÷àòàíà â 1928 ã. [2]; âòîðàÿ ïðîëåæàëà â
àðõèâå Êîëìîãîðîâà, áûëà îáíàðóæåíà íåçàäîëãî äî åãî ñìåðòè è
ëèøü òîãäà îïóáëèêîâàíà [3]). Â 1930-å ãã. Êîëìîãîðîâ ïîêàçûâàë
åå À.À.Ëÿïóíîâó è Ë.Â.Êàíòîðîâè÷ó, íî, êàê ïèøåò Ëåîíèä Âè-
òàëüåâè÷, «Àíäðåé Íèêîëàåâè÷ êàòåãîðè÷åñêè çàïðåòèë óêàçûâàòü
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âðåìÿ íàïèñàíèÿ åãî ðóêîïèñè» [1, c.187]. Êîíòàêòû è áåñåäû ñ
À.Í.Êîëìîãîðîâûì, íà÷àâøèåñÿ â 1920-å ãã. è ïðîäîëæàâøèåñÿ íà
ïðîòÿæåíèè âñåé æèçíè, è ïîñëóæèëè òîìó, ÷òî Êàíòîðîâè÷ íàç-
âàë Êîëìîãîðîâà îäíèì èç ñâîèõ ó÷èòåëåé.

Çàêàí÷èâàëîñü îáó÷åíèå â óíèâåðñèòåòå. Â åãî ãðóïïå ó÷èëèñü
Ñ.Ë.Ñîáîëåâ, Ñ.À.Õðèñòèàíîâè÷, Ñ.Ã.Ìèõëèí, Á.Á.Äåâèñîí,
Ã.À.Àìáàðöóìÿí (ñåñòðà Â.À.Àìáàðöóìÿíà) è Â.Í.Çàìÿòèíà (áó-
äóùàÿ æåíà Äìèòðèÿ Êîíñòàíòèíîâè÷à Ôàääååâà è ìàòü Ëþäâèãà
Äìèòðèåâè÷à). Â àñïèðàíòñêèå ãîäû Êàíòîðîâè÷ íà÷èíàåò ïðåïî-
äàâàòü â Ñòðîèòåëüíîì èíñòèòóòå: â ïåðâûé ãîä – àññèñòåíòîì, âî
âòîðîé – äîöåíòîì, â òðåòèé – ïðîôåññîðîì. Ãîâîðÿò, ÷òî îäíàæ-
äû, êîãäà îí âçîøåë íà êàôåäðó, ÷òîáû ÷èòàòü ëåêöèþ, åãî ñòàùè-
ëè ñ êðèêîì: «Ñàäèñü íà ìåñòî! Ñåé÷àñ ïðîôåññîð ïðèäåò!»

Â 1932 ã., â äâàäöàòèëåòíåì âîçðàñòå, îí áûë èçáðàí ïðîôåñ-
ñîðîì êàôåäðû Èíñòèòóòà ïðîìûøëåííîãî òðàíñïîðòà. Â ýòè ãîäû
ïðîäîëæàåòñÿ áóðíûé ïåðèîä òâîð÷åñòâà. Âäðóã ïîÿâëÿåòñÿ öèêë
ðàáîò ïî òåìàòèêå, íàâåÿííîé òâîð÷åñòâîì Ñ.Í.Áåðíøòåéíà. Âîò
êàê îí ïèøåò î ìîòèâàõ, ïîáóäèâøèõ åãî íà÷àòü ýòè èññëåäîâàíèÿ.

...Çàïàçäûâàë ó÷åíèê íà óðîê, è Ëåîíèä Âèòàëüåâè÷, ëèñòàÿ
ìàòåìàòè÷åñêèé æóðíàë, íàòêíóëñÿ íà ñòàòüþ î ïîëèíîìàõ Áåðíø-
òåéíà, âîñõèòèëñÿ, è åìó «ñðàçó ïîäóìàëîñü, à íåëüçÿ ëè â ýòèõ
ïîëèíîìàõ çàìåíèòü çíà÷åíèå ôóíêöèè â îòäåëüíûõ òî÷êàõ íà áî-
ëåå óñòîé÷èâûå ñðåäíèå çíà÷åíèÿ ôóíêöèè â ñîîòâåòñòâóþùåì èí-
òåðâàëå» [1, c.188]. Îêàçàëîñü, ÷òî ýòîò ïðîöåññ âåäåò ê ñõîäè-
ìîñòè ïî÷òè âñþäó äëÿ ôóíêöèé èç L1 íà îòðåçêå.

È â äðóãèõ ïðîáëåìàõ, íàâåÿííûõ òâîð÷åñòâîì Áåðíøòåéíà,
Ëåîíèä Âèòàëüåâè÷ èäåò ñâîèì ïóòåì, ïðîÿâëÿÿ ïðè ýòîì áîëüøóþ
ñàìîñòîÿòåëüíîñòü. Îí èññëåäóåò ñõîäèìîñòü ïîëèíîìîâ Áåðíøòåé-
íà â êîìïëåêñíîé îáëàñòè, à òàêæå ïîëèíîìîâ ñ öåëûìè êîýôôè-
öèåíòàìè. Ýòî îêàçàëî âîçäåéñòâèå è íà ñàìîãî Áåðíøòåéíà: â
1943 ã. îí ïå÷àòàåò ñòàòüþ «Î ñõîäèìîñòè ïîëèíîìîâ â êîìïëåêñ-
íîé îáëàñòè» [4].

Â 1931 ã. À.Í.Êðûëîâ ïå÷àòàåò ðàáîòó «Î ðàñ÷åòå áàëîê, ëå-
æàùèõ íà óïðóãîì îñíîâàíèè» [5], è ñïóñòÿ òðè ãîäà ïîÿâëÿåòñÿ
ðåïëèêà Ëåîíèäà Âèòàëüåâè÷à «Ïðèìåíåíèå òåîðèè èíòåãðàëîâ
Ñòèëòüåñà ê ðàñ÷åòó áàëêè, ëåæàùåé íà óïðóãîì îñíîâàíèè» [6].
Íåñîìíåííîå âëèÿíèå êàê íà ýòó ðàáîòó, òàê è âîîáùå íà èäåîëî-
ãèþ îáîáùåííûõ ôóíêöèé îêàçàëî òâîð÷åñòâî Í.Ì.Ãþíòåðà, êîòî-
ðûé â òå ãîäû îïóáëèêîâàë îãðîìíûé òðóä î ïðèìåíåíèè èíòåãðà-
ëà Ñòèëüòüåñà ê ôóíäàìåíòàëüíûì ïðîáëåìàì ìàòåìàòè÷åñêîé ôè-
çèêè [7].

Åãî òâîð÷åñòâî îêàçàëî áîëüøîå âëèÿíèå è íà Ëåîíèäà Âè-
òàëüåâè÷à, è íà Ñ.Ë.Ñîáîëåâà (Â.È.Àðíîëüä ïðè÷èñëÿåò Ãþíòåðà
ê îñíîâîïîëîæíèêàì òåîðèè îáîáùåííûõ ôóíêöèé.)
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È ïî÷òè îäíîâðåìåííî îñóùåñòâëÿåòñÿ ïåðåõîä Êàíòîðîâè÷à ê
âîïðîñàì, ïîñòàíîâêà êîòîðûõ áûëà íàâåÿíà êîíòàêòàìè ñ Âëàäè-
ìèðîì Èâàíîâè÷åì Ñìèðíîâûì: âàðèàöèîííîå èñ÷èñëåíèå (ó÷åá-
íèê íà ýòó òåìó íàïèñàí Â.È.Ñìèðíîâûì, Â.È.Êðûëîâûì è
Ë.Â.Êàíòîðîâè÷åì â 1933 ã. [8]) è ïîñòðîåíèå êîíôîðìíûõ îòîá-
ðàæåíèé (ðàáîòà [9], îêàçàâøàÿ âëèÿíèå íà Ã.Ì.Ãîëóçèíà).

Â 1936 ã. ïîÿâëÿåòñÿ çíàìåíèòàÿ êíèãà Ë.Â.Êàíòîðîâè÷à è
Â.È.Êðûëîâà «Ìåòîäû ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ äèôôåðåíöèàëü-
íûõ óðàâíåíèé» [10], íà êîãî òîëüêî íå îêàçàâøàÿ âëèÿíèå â
1940-å ãã. Äâà ðåçóëüòàòà Êàíòîðîâè÷à èç ïðèêëàäíîãî àíàëèçà
õî÷ó îòìåòèòü îñîáî. Îí ïîëó÷èë ÿâíûå îöåíêè ïðèáëèæåíèé ðå-
øåíèé óðàâíåíèÿ Ôðåäãîëüìà âòîðîãî ðîäà ñèñòåìàìè êîíå÷íîìåð-
íûõ óðàâíåíèé è ðàñïðîñòðàíèë ìåòîä Íüþòîíà íà áåñêîíå÷íîìåð-
íûé ñëó÷àé. (Ýòîò ìåòîä áûë, â ÷àñòíîñòè, èñïîëüçîâàí À.Í.Êîë-
ìîãîðîâûì ïðè ïîñòðîåíèè ÊÀÌ-òåîðèè). Ïî õîäó äåëà Ëåîíèä
Âèòàëüåâè÷ îïèñàë ìåäëåííåå ñõîäÿùèéñÿ, íî ãîðàçäî áîëåå óäîá-
íûé ñ âû÷èñëèòåëüíîé òî÷êè çðåíèÿ ìåòîä, èíîãäà íàçûâàåìûé ìî-
äèôèöèðîâàííûì ìåòîäîì Íüþòîíà–Êàíòîðîâè÷à. Îáà ðåçóëüòàòà
ëåãëè â îñíîâó âû÷èñëåíèé, êîòîðûå ïðîâîäèëèñü ïðè îñóùåñòâëå-
íèè àòîìíûõ è êîñìè÷åñêèõ ïðîãðàìì, è ïîòîìó â 1940-å ãã. Êàí-
òîðîâè÷ óäåëÿåò îñîáîå âíèìàíèå ïðîáëåìàòèêå ñîçäàíèÿ ýôôåê-
òèâíûõ ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ ðåøåíèÿ ïðèêëàäíûõ çàäà÷. Ìíå ëè÷-
íî áûëî áû î÷åíü èíòåðåñíî óçíàòü î âêëàäå Êàíòîðîâè÷à â îñó-
ùåñòâëåíèå àòîìíîé ïðîãðàììû, ÿ ñëûøàë î òîì, ÷òî åãî ðîëü
áûëà âåëèêà, íî ïîäðîáíîãî òåêñòà îá ýòîì ìíå íàéòè íå óäàëîñü.

Ýòà ïîðàçèòåëüíàÿ «âñåÿäíîñòü» íàïîìíèëà ìíå Ïàâëà Ñàìóè-
ëîâè÷à Óðûñîíà, êîòîðûé, ðàçâèâàÿ îáùóþ òîïîëîãèþ, ìèìîõîäîì
ðåøàë ýêñòðåìàëüíûå çàäà÷è ãåîìåòðèè, ñîçäàâàë òåîðèþ íåëèíåé-
íûõ óðàâíåíèé, ïîêàçûâàë, êàê âîçíèêàþò À-ìíîæåñòâà â òåîðèè
àíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé, ðåøèë ïðèíöèïèàëüíóþ çàäà÷ó ýëåêòðîñ-
òàòèêè î «ñëèâàíèè ýëåêòðè÷åñòâà ñ îñòðèÿ» è ìíîãîå äðóãîå. Ïî-
äîáíî Óðûñîíó, íàøåäøåìó ñâîþ òåìó – òåîðèþ ðàçìåðíîñòè,
Êàíòîðîâè÷ íàùóïûâàåò (âî âñÿêîì ñëó÷àå, â ïðåäâîåííûé ïåðè-
îä) ñâîå íàïðàâëåíèå â ôóíêöèîíàëüíîì àíàëèçå – îí ñòðîèò òåî-
ðèþ óïîðÿäî÷åííûõ âåêòîðíûõ ïðîñòðàíñòâ.

Â 1930-å ãã. òðè ìàòåìàòèêà ôîðìèðîâàëè èäåîëîãèþ ôóíêöèî-
íàëüíîãî àíàëèçà. Ïðåæäå âñåãî, Áàíàõ – ñâîèì òðóäîì «Théorie
des Opération Linéare» [11] ïî òåîðèè ëèíåéíûõ îïåðàöèé, â êîòî-
ðîì âåêòîðíûå ïðîñòðàíñòâà áûëè îñíàùåíû ìåòðèêîé è ïîñòðîå-
íû íà÷àëà íîðìèðîâàííûõ ïðîñòðàíñòâ (ýòà òåìà â äàëüíåéøåì
ðàçâèâàëàñü Êîëìîãîðîâûì è ôîí Íåéìàíîì, îñíàñòèâøèìè âåê-
òîðíûå ïðîñòðàíñòâà òîïîëîãèåé, ÷òî ïðèâåëî ê ñîçäàíèþ òåîðèè
òîïîëîãè÷åñêèõ âåêòîðíûõ ïðîñòðàíñòâ è, íà èõ îñíîâå, òåîðèè
îáîáùåííûõ ôóíêöèé). Òàêæå ñëåäóåò íàçâàòü èìÿ È.Ì.Ãåëüôàí-
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äà, ñîåäèíèâøåãî ïîëíûå íîðìèðîâàííûå (áàíàõîâû) ïðîñòðàíñòâà
ñ àëãåáðîé; â èòîãå áûëà ïîñòðîåíà òåîðèÿ áàíàõîâûõ àëãåáð. È
íàêîíåö, òðåòèé ìàòåìàòèê Ë.Â.Êàíòîðîâè÷ ñîåäèíèë áàíàõîâû
ïðîñòðàíñòâà ñ ïîðÿäêîâûìè ñòðóêòóðàìè; â èòîãå áûëà ïîñòðîåíà
òåîðèÿ ïîëóóïîðÿäî÷åííûõ ïðîñòðàíñòâ, èëè Ê-ïðîñòðàíñòâ, èëè
âåêòîðíûõ ðåøåòîê. (Äîêëàä Êàíòîðîâè÷à íà ýòó òåìó çàèíòåðåñî-
âàë Êîëìîãîðîâà – åìó ïîêàçàëîñü èíòåðåñíûì, ÷òî ïðîñòðàíñòâà
ôóíêöèé îãðàíè÷åííîé âàðèàöèè îòíîñÿòñÿ ê ÷èñëó ïîëóóïîðÿäî-
÷åííûõ ïðîñòðàíñòâ). Â òå÷åíèå íåñêîëüêèõ ëåò Ëåîíèä Âèòàëüå-
âè÷ ñî ñâîèìè ó÷åíèêàìè ïîñòðîèë ðàçâåðíóòóþ òåîðèþ ïîëóóïî-
ðÿäî÷åííûõ ïðîñòðàíñòâ.

Ñîçäàíèå ýòîé òåîðèè äâàæäû (â 1937 è 1938 ãã.) áûëî îöåíå-
íî ïåðâûìè ïðåìèÿìè íà êîíêóðñå íàó÷íûõ ðàáîò: ïî âñåì ñïåöè-
àëüíîñòÿì â 1937 ã. è ïî ìàòåìàòèêå (âìåñòå ñ À.Ä.Àëåêñàíäðî-
âûì, Ë.Ñ.Ïîíòðÿãèíûì è Ñ.Ë.Ñîáîëåâûì) â 1938 ã.

Êàê ìíå íå ðàç ãîâîðèë Ñ.Ñ.Êóòàòåëàäçå, Ëåîíèä Âèòàëüåâè÷
âûñêàçûâàë èäåþ î òîì, ÷òî ïîëóóïîðÿäî÷åííûå ïðîñòðàíñòâà âî
âñåì ïîäîáíû âåùåñòâåííûì ÷èñëàì. Ýòî áûëî ïîäòâåðæäåíî â
1970–1980-å ãã., êîãäà áûëè ïîñòðîåíû áóëåâîçíà÷íûå ìîäåëè âå-
ùåñòâåííûõ ÷èñåë è ïîÿâèëèñü ïðîìåæóòî÷íûå ìîùíîñòè ìíî-
æåñòâ ÷èñëîâîé ïðÿìîé. Ëåîíèä Âèòàëüåâè÷ çàñòàë ïîäòâåðæäåíèå
ñâîèõ èíòóèòèâíûõ ïðîçðåíèé: â ðàáîòå Å.È.Ãîðäîíà, ñ êîòîðîé îí
ïîçíàêîìèëñÿ, áûëî äîêàçàíî, ÷òî Ê-ïðîñòðàíñòâà ìîæíî ñ íåêîòî-
ðîé îáùåé ïîçèöèè ðàññìàòðèâàòü êàê âåùåñòâåííûå ÷èñëà.

Ìû ïîäîøëè ê íàó÷íûì íàïðàâëåíèÿì, êîòîðûå áûëè î÷åíü
âûñîêî îöåíåíû ó÷åíûìè âñåãî ìèðà. ß èìåþ ââèäó òåîðèþ ëèíåé-
íîãî ïðîãðàììèðîâàíèè è ìàòåìàòè÷åñêóþ ýêîíîìèêó.

...Â íà÷àëå 1939 ã. ê äâàäöàòèñåìèëåòíåìó ïðîôåññîðó Ëåíèí-
ãðàäñêîãî óíèâåðñèòåòà îáðàòèëèñü çà êîíñóëüòàöèåé ñîòðóäíèêè
ëàáîðàòîðèè ôàíåðíîãî òðåñòà. Îíè ïîñòàâèëè ïåðåä ñîáîé âîïðîñ
î íàèáîëåå âûãîäíîì ðàñïðåäåëåíèè ìàòåðèàëà ìåæäó ñòàíêàìè.
Ëåîíèä Âèòàëüåâè÷ çàèíòåðåñîâàëñÿ ýòîé çàäà÷åé. Îêàçàëîñü, ÷òî
ýòà çàäà÷à íå áûëà ñëó÷àéíîé. Îáíàðóæèëîñü áîëüøîå ÷èñëî çà-
äà÷, èìåþùèõ àíàëîãè÷íûé ìàòåìàòè÷åñêèé õàðàêòåð: íàèëó÷øåå
èñïîëüçîâàíèå ïîñåâíûõ ïëîùàäåé, âûáîð çàãðóçêè îáîðóäîâàíèÿ,
ðàöèîíàëüíûé ðàñêðîé ìàòåðèàëà, èñïîëüçîâàíèå ñûðüÿ, ðàñïðåäå-
ëåíèå òðàíñïîðòíûõ ãðóçîïîòîêîâ. Ýòî íàñòîé÷èâî ïîáóäèëî Êàí-
òîðîâè÷à ê ïîèñêó ýôôåêòèâíîãî ìåòîäà èõ ðåøåíèÿ. Â òîì æå
1939 ã. áûëà îïóáëèêîâàíà íåáîëüøàÿ áðîøþðà Ë.Â.Êàíòîðîâè÷à
«Ìàòåìàòè÷åñêèå ìåòîäû îðãàíèçàöèè è ïëàíèðîâàíèÿ ïðîèçâîäñò-
âà» [12], â êîòîðîé ïî ñóòè áûëî îòêðûòî íîâîå íàó÷íîå íàïðàâëå-
íèå â ìàòåìàòèêå, èçó÷àâøåå çàäà÷è íà ìèíèìóì èëè ìàêñèìóì âû-
ïóêëûõ (êàê ïðàâèëî, ëèíåéíûõ) ôóíêöèé ïðè îãðàíè÷åíèÿõ òèïà
ëèíåéíûõ íåðàâåíñòâ. Ýòî íàïðàâëåíèå, ïîëó÷èâøåå íàçâàíèå ëè-
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íåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ, îêàçàëî áîëüøîå âëèÿíèå íà ðàçâèòèå
òåîðèè è ïðàêòèêè óïðàâëåíèÿ ðàçëè÷íûìè îáúåêòàìè, íà ñîçäàíèå
íîâîãî ðàçäåëà â òåîðèÿõ îïòèìèçàöèè ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ âûïóê-
ëîé îïòèìèçàöèè (íûíå ýòîò ìàòåðèàë ÿâëÿåòñÿ ñîñòàâíîé ÷àñòüþ
äèñöèïëèíû ïîä íàçâàíèåì «Èññëåäîâàíèå îïåðàöèé») è íà ðàçðà-
áîòêó ìàòåìàòè÷åñêèõ îñíîâàíèé ýêîíîìè÷åñêîé íàóêè. Â óïîìÿíó-
òîé ðàáîòå 1939 ã. Ëåîíèä Âèòàëüåâè÷ âïåðâûå íà ìàòåìàòè÷åñêîì
ÿçûêå ñôîðìóëèðîâàë çàäà÷è îïòèìàëüíîãî ïëàíèðîâàíèÿ è ïðåä-
ëîæèë ìåòîäû èõ ðåøåíèÿ. Òåîðèÿ ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ
òåïåðü ðàññìàòðèâàåòñÿ, êàê ãëàâà âûïóêëîãî àíàëèçà, ñóùåñòâåí-
íî áàçèðóþùåãîñÿ íà äâîéñòâåííîñòè âûïóêëûõ îáúåêòîâ. Äâîéñò-
âåííûå ïåðåìåííûå â çàäà÷àõ ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ ïîëó-
÷èëè â òðóäàõ Ë.Â.Êàíòîðîâè÷à ýêîíîìè÷åñêóþ èíòåðïðåòàöèþ è
ñòàëè íàçûâàòüñÿ îáúåêòèâíî îáóñëîâëåííûìè îöåíêàìè, òåíåâûìè
öåíàìè è äð.

Â ñóðîâîì 1942 ã., âûïîëíÿÿ ìíîãî÷èñëåííûå ðàáîòû ïî âîåí-
íîé òåìàòèêå, Ëåîíèä Âèòàëüåâè÷ íà÷àë ðàçðàáîòêó îñîáîãî îòäåëà
áåñêîíå÷íîìåðíîãî ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ, íàçûâàåìîãî
íûíå òåîðèåé Ìîíæà–Êàíòîðîâè÷à. Ýòà òåîðèÿ, èñòîêè êîòîðîé
áûëè çàëîæåíû â XVIII â. Ã.Ìîíæåì, òàêæå áàçèðóåòñÿ íà ïðèí-
öèïå äâîéñòâåííîñòè. Â íàøè äíè òåîðèÿ Ìîíæà–Êàíòîðîâè÷à ïå-
ðåæèâàåò ïåðèîä áóðíîãî ðàçâèòèÿ. Äîñòàòî÷íî ñêàçàòü, ÷òî Ñåä-
ðèê Âèëëàíè, ïîëó÷èâøèé ôèëäñîâñêóþ ìåäàëü íà ïîñëåäíåì Ìà-
òåìàòè÷åñêîì êîíãðåññå, ðàçâèâàåò òåîðèþ Êàíòîðîâè÷à. Äîñòèæå-
íèÿ Ëåîíèäà Âèòàëüåâè÷à â ýêîíîìèêå áûëè óâåí÷àíû ïðèñóæäå-
íèåì åìó Íîáåëåâñêîé ïðåìèè ïî ýêîíîìèêå çà 1975 ã.

Äâàäöàòûé âåê áûë âîèñòèíó æåñòîêèì âåêîì. Íî ïî îòíîøå-
íèþ ê Ëåîíèäó Âèòàëüåâè÷ó îí áûë âî ìíîãîì ìèëîñòèâ. Åìó ïîñ-
÷àñòëèâèëîñü ðîäèòüñÿ â îäíîì èç ñàìûõ ïðåêðàñíûõ ãîðîäîâ ìèðà
è âîñïèòûâàòüñÿ â âûñîêîêóëüòóðíîé è èíòåëëèãåíòíîé ñðåäå. Åãî
âûäàþùàÿñÿ îäàðåííîñòü áûëà ñâîåâðåìåííî çàìå÷åíà è îöåíåíà, è
â ñàìûå ðàííèå ãîäû îí ïîïàë â àòìîñôåðó Ëåíèíãðàäñêîãî óíè-
âåðñèòåòà, â êîòîðîì áûëè æèâû òðàäèöèè ïåòåðáóðãñêîé ìàòåìà-
òè÷åñêîé øêîëû, çàëîæåííûå åùå ×åáûøåâûì è åãî ïîñëåäîâàòå-
ëÿìè, è ãäå ðàáîòàëè ëþäè âûñîêîãî íðàâñòâåííîãî öåíçà, òàêèå
êàê Âëàäèìèð Èâàíîâè÷ Ñìèðíîâ è Ãðèãîðèé Ìèõàéëîâè÷ Ôèõ-
òåíãîëüö.

Íà ïðîòÿæåíèè ïåðâûõ ëåò ñâîåãî òâîð÷åñòâà Ëåîíèä Âèòàëüå-
âè÷ îùóùàë âñåñòîðîííþþ ïîääåðæêó è îäîáðåíèå, ïðè÷åì íå
òîëüêî êîëëåã. Ìíå êàê-òî äîâåëîñü âèäåòü êàëåíäàðü çà 1940 ã.,
ãäå ñðåäè ïîðòðåòîâ ïåðåäîâèêîâ ïðîèçâîäñòâà áûë ïîðòðåò Ëåîíè-
äà Êàíòîðîâè÷à, ïðî êîòîðîãî òàì ñêàçàíî, ÷òî îí îòíîñèòñÿ ê ÷èñ-
ëó ñàìûõ òàëàíòëèâûõ ó÷åíûõ Ëåíèíãðàäñêîãî óíèâåðñèòåòà.
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Â îäíîì èç ïèñåì 1942 ã. ê Ïàâëó Ñåðãååâè÷ó Àëåêñàíäðîâó
À.Í.Êîëìîãîðîâ òàê îïèñûâàåò ýâîëþöèþ òâîð÷åñòâà ìíîãèõ ñâîèõ
êîëëåã: «Ïîñëå ïåðâûõ 10–15–20 ëåò, êîãäà ìîëîäîé ìàòåìàòèê çà-
íèìàåòñÿ ñòèõèéíî òåì, ÷òî ïîïàäàåò åìó ïîä ðóêó, áîëüøèíñòâî
ñåðüåçíûõ ìàòåìàòèêîâ íà÷èíàåò ñòðåìèòüñÿ ê òîìó, ÷òîáû î÷åð-
òèòü ñåáå äîñòàòî÷íî óçêèé êðóã èíòåðåñîâ è ñîñðåäîòî÷èòü ñâîè
óñèëèÿ íà òàêîé îáëàñòè, ãäå îíè ÷óâñòâîâàëè ñåáÿ ïîëíûìè õîçÿå-
âàìè â ñìûñëå ïîëíîãî âëàäåíèÿ âñåì, ÷òî â äàííîé îáëàñòè èçâå-
ñòíî, à ïî âîçìîæíîñòè è íå èìåëè áû ðàâíûõ ïî ñèëå êîíêóðåí-
òîâ» [13, ñ.526].

Â ÷èñëå òàêîâûõ «ñåðüåçíûõ ìàòåìàòèêîâ» â ïèñüìå íàçâàíû
Àëåêñàíäðîâ, Êóðîø, Õàóñäîðô è Êàpàòåîäîpè – ñëàâíûå è äîñ-
òîéíûå èìåíà. Óïîìèíàÿ â ýòîì ñïèñêå ñâîåãî äðóãà è íåìåöêèõ
ìàòåìàòèêîâ, îêàçàâøèõ áîëüøîå âëèÿíèå íà åãî ñîáñòâåííîå òâîð-
÷åñòâî, Êîëìîãîðîâ ïðèçíàåò èõ ïîçèöèþ âïîëíå äîñòîéíîé. Íî
åãî, Êîëìîãîðîâà, âëå÷åò ê ñåáå äðóãàÿ ïîçèöèÿ, à èìåííî: «áðàòü-
ñÿ çà âñå òî, ÷òî ñ ÷èñòî ñóáúåêòèâíîé òî÷êè çðåíèÿ êàæåòñÿ íàè-
áîëåå ñóùåñòâåííûì è èíòåðåñíûì â ìàòåìàòèêå âîîáùå» [13,
ñ.527]. Ñðåäè ñâîèõ ñîâðåìåííèêîâ è ñîîòå÷åñòâåííèêîâ â î÷åíü
ñêðîìíîì ïåðå÷íå òåõ, êîãî âëåêëà ê ñåáå «äðóãàÿ ïîçèöèÿ», íàç-
âàíà ôàìèëèÿ Êàíòîðîâè÷à. Ñóðîâûå èñïûòàíèÿ äëÿ Êàíòîðîâè÷à
íà÷àëèñü òîãäà, êîãäà Ëåîíèä Âèòàëüåâè÷ îñîçíàë âîçìîæíîñòè ìà-
òåìàòèêè â ðàçðåøåíèè ìíîãèõ àêòóàëüíûõ ïðîáëåì ýêîíîìèêè.
Ýòî áûëî â íà÷àëå 1940-õ ãã., è ïîòîì ýòè èñïûòàíèÿ ïðîäîëæà-
ëèñü äîëãèå ãîäû. Íî âñå ýòî áûëî ïðåîäîëåíî.

Âëèÿíèå Êàíòîðîâè÷à èñïûòàëè íà ñåáå âñå, êòî çàíèìàëñÿ ìà-
òåìàòè÷åñêèì àíàëèçîì â øèðîêîì ñìûñëå ýòîãî ñëîâà. Áîëåå òîãî,
Ëåîíèäó Âèòàëüåâè÷ó äîâåëîñü ñîçäàòü áëèñòàòåëüíóþ øêîëó ïî
ìàòåìàòè÷åñêîé ýêîíîìèêå. Ìíå ïîñ÷àñòëèâèëîñü âïåðâûå óâèäåòü
Ëåîíèäà Âèòàëüåâè÷à Êàíòîðîâè÷à â 1957 ã., êîãäà íà íîÿáðüñêèå
ïðàçäíèêè Àíäðåé Íèêîëàåâè÷ Êîëìîãîðîâ âçÿë ìåíÿ â Ëåíèíãðàä
äëÿ âñòðå÷ ñ ëåíèíãðàäñêèìè ìàòåìàòèêàìè, âî âðåìÿ êîòîðûõ
ïëàíèðîâàëèñü íàøè äîêëàäû îá ýïñèëîí-ýíòðîïèè. Âå÷åðîì, ïîñ-
ëå ëåêöèè Àíäðåÿ Íèêîëàåâè÷à, ñîñòîÿëñÿ ïðèåì ó Þðèÿ Âëàäè-
ìèðîâè÷à Ëèííèêà. Íà íåì ñîáðàëîñü ìíîãî ëåíèíãðàäñêèõ ìàòå-
ìàòèêîâ, ñðåäè íèõ áûë è Ëåîíèä Âèòàëüåâè÷ Êàíòîðîâè÷. Ðàçãî-
âîð øåë î ðàçíîì è, ðàçóìååòñÿ, î êèáåðíåòèêå. Ìíå çàïîìíèëèñü
ñëîâà Ëåîíèäà Âèòàëüåâè÷à î òîì, ÷òî ìàøèíó íåòðóäíî áóäåò îáó-
÷èòü äåëàòü ðàçíûå ñëîæíûå âåùè ïî ãîòîâîé ïðîãðàììå, íî íåëåã-
êî âûðàáîòàòü ó íåå «ñâîáîäó âîëè», ñïîñîáíîñòü ñòàâèòü ïåðåä ñî-
áîé íåçàïðîãðàììèðîâàííûå çàäàíèÿ. Ýòè ñëîâà ïðîçâó÷àëè î÷åíü
âåñêî: ÷óâñòâîâàëîñü, ÷òî Ëåîíèä Âèòàëüåâè÷ ãëóáîêî âîøåë óæå â
òîò ìèð, êîòîðûé ìû ñåé÷àñ çîâåì êîìïüþòåðíûì (òîãäà ýòîãî ñëî-
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âà åùå íå áûëî). À ó îñòàëüíûõ îá ýòîì ìèðå áûëè ëèøü äîâîëüíî
îòäàëåííûå âïå÷àòëåíèÿ.

Íîâîãî çíàêîìñòâà íå ïîòðåáîâàëîñü: ïðè âñòðå÷àõ Ëåîíèä Âè-
òàëüåâè÷ äðóæåñêè ïðèâåòñòâîâàë ìåíÿ, êàê ÷åëîâåêà õîðîøî åìó
èçâåñòíîãî. Ìíå ïîñ÷àñòëèâèëîñü íåñêîëüêî ðàç âñòðå÷àòüñÿ è ðàç-
ãîâàðèâàòü ñ Ëåîíèäîì Âèòàëüåâè÷åì, è îí ðàñêðûëñÿ ïåðåäî
ìíîé, êàê ÷åëîâåê íåîáû÷àéíîé äóøåâíîñòè è ïðèâëåêàòåëüíîñòè.
Åìó áûëî ñâîéñòâåííî î÷åíü òîíêîå ÷óâñòâî þìîðà.

Ìíå ðàññêàçûâàëè, ÷òî ïî ðàçíûì «ïåðñîíàëüíûì» ïðè÷èíàì
íåêîòîðîå âðåìÿ â Àêàäåìãîðîäêå â Íîâîñèáèðñêå íå áûëî ïîëíî-
öåííîãî ìåäèöèíñêîãî îáñëóæèâàíèÿ, à áûëà òîëüêî ïàòîëîãîàíà-
òîìè÷åñêàÿ ëàáîðàòîðèÿ. Çà ëå÷åíèåì íàäî áûëî åçäèòü â Íîâîñè-
áèðñê. Êàê-òî âûñòóïàÿ íà îäíîì ïðåäñòàâèòåëüíîì ñîáðàíèè, Ëåî-
íèä Âèòàëüåâè÷ ñêàçàë, ÷òî áûëî áû õîðîøî, åñëè áû ìîæíî áûëî
ïîëó÷èòü ìåäèöèíñêóþ ïîìîùü íà áîëåå ðàííåé ñòàäèè áîëåçíè.

Íî ïðè âñåé ñâîåé ìÿãêîñòè è äîáðîæåëàòåëüíîñòè, Ëåîíèä
Âèòàëüåâè÷ áûë áåññòðàøíûì ÷àñîâûì íà ðóáåæå èñòèíû. Ïðèìå-
ðîâ òîìó íåîáû÷àéíî ìíîãî. Ìíå æå îñòàåòñÿ òîëüêî ñêàçàòü, ÷òî ÿ
÷àñòî âñïîìèíàþ ñâåòëûé îáëèê Ëåîíèäà Âèòàëüåâè÷à è áëàãîäàðþ
ñóäüáó, çà òî, ÷òî îíà äàëà ìíå âîçìîæíîñòü îáùàòüñÿ ñ íèì.
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ÐÀÇÂÈÒÈÅ ËÈÍÅÉÍÎÃÎ ÏÐÎÃÐÀÌÌÈÐÎÂÀÍÈß
Â ÐÀÁÎÒÀÕ Ë.Â.ÊÀÍÒÎÐÎÂÈ×À 1930–1950-Õ ÃÃ.

À.Ë.Àíäðèàíîâ

1. Ââåäåíèå
Êàê èçâåñòíî, Ëåîíèä Âèòàëüåâè÷ Êàíòîðîâè÷ ÿâëÿåòñÿ îñíî-

âàòåëåì òàêîé ïðèíöèïèàëüíî íîâîé äëÿ ñâîåãî âðåìåíè îáëàñòè
ìàòåìàòè÷åñêèõ ìåòîäîâ â ýêîíîìèêå, êàê ëèíåéíîå ïðîãðàììèðî-
âàíèå (ËÏ). Â ïåðèîä ðàçðàáîòêè ýòîãî íàïðàâëåíèÿ âàæíåéøóþ
ðîëü ñûãðàëè èäåè ïðåäøåñòâîâàâøåãî ìàòåìàòè÷åñêîãî òâîð÷åñòâà
ó÷åíîãî, â êîòîðîì îäíî èç öåíòðàëüíûõ ìåñò çàíèìàëè èññëåäîâà-
íèÿ ïî ôóíêöèîíàëüíîìó àíàëèçó, â ÷àñòíîñòè, ïî òåìå ïîëóóïî-
ðÿäî÷åííûõ ïðîñòðàíñòâ – åùå îäíîìó íàïðàâëåíèþ, êîòîðîå îñíî-
âàë Êàíòîðîâè÷, íà ýòîò ðàç óæå â îáëàñòè ìàòåìàòèêè.

Çàäà÷à äàííîé ñòàòüè – îñâåòèòü âîïðîñû, ñâÿçàííûå ñ èññëå-
äîâàíèÿìè Ëåîíèäà Âèòàëüåâè÷à â 1940–1960-å ãã., ïðîñëåäèâ
íàïðàâëåíèå ðàçâèòèÿ ìåòîäîâ, çàðîäèâøèõñÿ â áîëåå ðàííèé ïå-
ðèîä åãî íàó÷íîãî òâîð÷åñòâà. Âòîðàÿ âàæíàÿ òåìà, êîòîðóþ òàê-
æå çàòðàãèâàåò íàñòîÿùàÿ ñòàòüÿ, êàñàåòñÿ ïðèçíàíèÿ âêëàäà Êàí-
òîðîâè÷à â ýêîíîìè÷åñêóþ íàóêó êàê íà ðîäèíå, â ÑÑÑÐ, òàê è â
ðàìêàõ ìèðîâîãî íàó÷íîãî ñîîáùåñòâà. Íàêîíåö, ïîñëåäíèì, íî
îòíþäü íå ìåíåå âàæíûì âîïðîñîì, êîòîðîãî ìû êîñíåìñÿ â ýòîé
ñòàòüå, ñòàíåò âûÿñíåíèå ïîëîæåíèÿ ðàáîò Ëåîíèäà Âèòàëüåâè÷à
â ñîâðåìåííîé íàóêå è â èñòîðèè ýêîíîìè÷åñêîé ìàòåìàòèêè, à
òàêæå âûÿâëåíèå èõ ñâÿçåé ñ äîñòèæåíèÿìè â îáëàñòè ôóíêöèî-
íàëüíîãî àíàëèçà.

Îáðàùàÿñü íåïîñðåäñòâåííî ê òåìå èññëåäîâàíèé Êàíòîðîâè÷à
â îáëàñòè ìàòåìàòè÷åñêîé ýêîíîìèêè, íåîáõîäèìî ñíà÷àëà ïåðå÷èñ-
ëèòü îñíîâíûå íàïðàâëåíèÿ èññëåäîâàíèé, îñóùåñòâëåííûõ Ëåîíè-
äîì Âèòàëüåâè÷åì â äîâîåííûå ãîäû. Íåñîìíåííî, îñîáîå ìåñòî â
åãî íàó÷íîé áèîãðàôèè çàíèìàåò ðàáîòà «Ìàòåìàòè÷åñêèå ìåòîäû
îðãàíèçàöèè è ïëàíèðîâàíèÿ ïðîèçâîäñòâà» [1], ïîñêîëüêó ýòî
ïåðâàÿ ïóáëèêàöèÿ íà òåìó ËÏ êàê â òâîð÷åñòâå Ëåîíèäà Âèòàëüå-
âè÷à, òàê è â ìèðå â öåëîì. Â íåé ïîñòàâëåíû îñíîâíûå çàäà÷è
ËÏ, ïðåäëîæåí ìåòîä èõ ðåøåíèÿ è ïðèâåäåíû ïðèìåðû âàæíåé-
øèõ ïðèëîæåíèé (êàê ïîçäíåå íàïèøåò Äæ.Á.Äàíöèã, «ðàáîòà
Ë.Â.Êàíòîðîâè÷à 1939 ã. ñîäåðæèò ïî÷òè âñå îáëàñòè ïðèëîæåíèé,
èçâåñòíûå â 1960 ã.» [2, ñ.29]). Öåííîñòü ðàáîòû [1] äëÿ ìàòåìàòè-
êè, ïðåæäå âñåãî, â èçëîæåííîì è îáîñíîâàííîì â íåé ìåòîäå ðå-
øåíèÿ çàäà÷è íà ýêñòðåìóì, âûõîäÿùåì çà ðàìêè êëàññè÷åñêîãî
ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà; ïðè÷åì ïîìèìî ñîáñòâåííî àëãîðèòìà ðå-
øåíèÿ ïðîáëåìû, àâòîð ïðåäëàãàåò äâà ïîäõîäà ê äîêàçàòåëüñòâó
ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèÿ.
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Ðîäèëàñü ýòà ðàáîòà, ðàâíî êàê è ãëóáîêîå óâëå÷åíèå ó÷åíîãî
ðàçðàáîòêîé ìàòåìàòè÷åñêèõ ìåòîäîâ â ýêîíîìèêå, â èçâåñòíîé ñòå-
ïåíè ñëó÷àéíî. Òàê, â 1938 ã. Êàíòîðîâè÷ çàíÿëñÿ ëèíåéíîé îïòè-
ìèçàöèåé, ðåøàÿ ÷àñòíóþ çàäà÷ó îïòèìàëüíîé çàãðóçêè ñòàíêîâ, ñ
êîòîðîé â Èíñòèòóò ìàòåìàòèêè è ìåõàíèêè ËÃÓ îáðàòèëñÿ ôàíåð-
íûé òðåñò. Çàäà÷à áûëà àáñîëþòíî ïðàêòè÷åñêàÿ è ÷àñòíàÿ, îäíàêî
Ëåîíèä Âèòàëüåâè÷ â ñèëó ñâîéñòâåííîé åìó ñïîñîáíîñòè âèäåòü
öåëîñòíûé ðåçóëüòàò, îáùóþ êàðòèíó, íå îñòàíàâëèâàÿñü íà ÷àñò-
íûõ ìîìåíòàõ, çàìåòèë, ÷òî ìíîãèå äðóãèå ýêîíîìè÷åñêèå ïðîáëå-
ìû ïðèâîäÿò ê àíàëîãè÷íûì ìàòåìàòè÷åñêèì çàäà÷àì – ìàêñèìèçà-
öèè ôóíêöèè ïðè ìíîãèõ îãðàíè÷åíèÿõ. Îòìåòèì, ÷òî ÷àñòî ïðè
ðåøåíèè ïðàêòè÷åñêèõ çàäà÷ íå óäàåòñÿ íåïîñðåäñòâåííûì îáðàçîì
ïðèìåíèòü ìåòîäû ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà, ïîñêîëüêó ýòî ïðèâî-
äèò ê äåñÿòêàì òûñÿ÷, à èíîãäà è ìèëëèîíàì, ñèñòåì óðàâíåíèé,
÷òî äåëàåò òàêîé ïîäõîä íåïðèìåíèìûì íà ïðàêòèêå.

Êàíòîðîâè÷ ïðåäëîæèë ãåîìåòðè÷åñêèé ìåòîä, äîêëàä î êîòî-
ðîì, ïî åãî ñîáñòâåííûì âîñïîìèíàíèÿì, âïåðâûå áûë ñäåëàí íà
îêòÿáðüñêîé íàó÷íîé ñåññèè Ëåíèíãðàäñêîãî ïåäàãîãè÷åñêîãî èí-
ñòèòóòà èì. À.È.Ãåðöåíà â 1938 ã. Ìåòîä ýòîò, îäíàêî, áûë íåäîñ-
òàòî÷íî àëãîðèòìè÷åí, â ñâÿçè ñ ÷åì èññëåäîâàíèÿ ïðîäîëæèëèñü,
è óæå â êîíöå 1938 ã. Êàíòîðîâè÷, îïèðàÿñü íà íåêîòîðûå èäåè
ôóíêöèîíàëüíîãî àíàëèçà, ñôîðìóëèðîâàë îáùèé ìåòîä ðåøåíèÿ
ïîäîáíûõ çàäà÷ – òàê íàçûâàåìûé ìåòîä ðàçðåøàþùèõ ìíîæèòå-
ëåé. Ýòîò ìåòîä, êîòîðûé ïîêàçàëñÿ Ëåîíèäó Âèòàëüåâè÷ó ïåðñ-
ïåêòèâíûì êàê â ñèëó åãî àëãîðèòìè÷íîñòè, òàê è áëàãîäàðÿ ñîäåð-
æàòåëüíîìó ýêîíîìè÷åñêîìó çíà÷åíèþ ñàìèõ ìíîæèòåëåé, îêàçàë-
ñÿ îäíèì èç ïðîñòåéøèõ è ýôôåêòèâíåéøèõ ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ
ËÏ è óæå â òî âðåìÿ áûë îïðîáîâàí íà ïðàêòèêå.

Óêàçàííàÿ âûøå ðàáîòà 1939 ã. [1] êàê ðàç è ÿâëÿåòñÿ ðåçóëü-
òàòîì ñîîòâåòñòâóþùèõ èññëåäîâàíèé è ïåðâûì òðóäîì ó÷åíîãî â
îáëàñòè ýêîíîìèêè. Ñîõðàíèëàñü ðóêîïèñü 1938 ã. [3], îòðàæàþ-
ùàÿ ñîäåðæàíèå äîêëàäà 1938 ã. «Ïî ñóùåñòâó, â ýòîé ðàáîòå îïè-
ñûâàåòñÿ ñèìïëåêñ-ìåòîä. Òî, ÷òî ðàáîòà íå áûëà òîãäà æå îïóáëè-
êîâàíà, ñâÿçàííî ñ î÷åâèäíîé íåýôôåêòèâíîñòüþ ñèìïëåêñ-ìåòîäà
ïðè ñ÷åòå âðó÷íóþ äëÿ ñêîëüêî-íèáóäü ðåàëüíûõ çàäà÷... Êàê
âñïîìèíàåò Ëåîíèä Âèòàëüåâè÷, óæå â ÿíâàðå 1939 ã. èì áûë ïðåä-
ëîæåí ìåòîä ðàçðåøàþùèõ ìíîæèòåëåé...» [4, ñ.52].

Ïîñëå âûõîäà êíèãè [1], â êîòîðîé ñîäåðæàëèñü êàê ïîñòàíîâ-
êà çàäà÷è ìèíèìèçàöèè ëèíåéíîé ôóíêöèè íà ìíîæåñòâå, çàäàâàå-
ìîì ëèíåéíûìè îãðàíè÷åíèÿìè òèïà ðàâåíñòâ è íåðàâåíñòâ, òàê è
ðàçðàáîòàííàÿ Êàíòîðîâè÷åì òåîðèÿ ýòèõ çàäà÷ (âêëþ÷àÿ ìåòîäû
èõ ðåøåíèÿ), Ëåîíèä Âèòàëüåâè÷ ïðîäîëæèë èññëåäîâàíèÿ ìàòå-
ìàòè÷åñêèõ ìåòîäîâ, ïðèìåíèìûõ â ýêîíîìèêå. Ðåçóëüòàòû ýòèõ
èññëåäîâàíèé áûëè èçëîæåíû â äâóõ ðàáîòàõ, óâèäåâøèõ ñâåò óæå
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÷åðåç ãîä. Îäíà èç íèõ, çàìåòêà [5], ñîäåðæàëà íàèáîëåå îáùóþ
ìàòåìàòè÷åñêóþ òðàêòîâêó ïðåäëîæåííîãî èì âàðèàöèîííîãî ïðèí-
öèïà, ìåòîäà ðàçðåøàþùèõ ìíîæèòåëåé è îáùóþ ôîðìóëèðîâêó
óñëîâèé ýêñòðåìóìà ïðè îãðàíè÷åíèÿõ â áåñêîíå÷íîìåðíîì ïðîñò-
ðàíñòâå. Äðóãàÿ ðàáîòà, ñòàòüÿ [6], õîòÿ è áûëà çàâåðøåíà â
1940 ã. (â òîì æå ãîäó îáíàðîäîâàíà â äîêëàäå), â ïå÷àòíîì âèäå
ïîÿâèëàñü ëèøü â 1949 ã. Íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî ýòà ïóáëèêàöèÿ íî-
ñèëà ÷èñòî ïðèêëàäíîé õàðàêòåð, â íåé ñîäåðæàëèñü ïîñòàíîâêà è
ðåøåíèå ñòàâøåé âïîñëåäñòâèè êëàññè÷åñêîé òðàíñïîðòíîé çàäà÷è.

2. Î ïîñëåäóþùèõ ýêîíîìè÷åñêèõ èññëåäîâàíèÿõ
Ë.Â.Êàíòîðîâè÷à

Âñå ïîñëåäîâàâøèå çà îïóáëèêîâàííûìè â êíèãå [1] èññëåäî-
âàíèÿ Êàíòîðîâè÷à â îáëàñòè ìàòåìàòè÷åñêèõ ìåòîäîâ ýêîíîìèêè
ìîæíî ðàçäåëèòü íà äâå ãðóïïû: òå, êîòîðûå áûëè îðèåíòèðîâàíû
íà ïðàêòè÷åñêîå ïðèìåíåíèå è íîñèëè áîëåå ÷àñòíûé õàðàêòåð, è
òå, êîòîðûå èìåëè áîëüøåå òåîðåòè÷åñêîå çíà÷åíèå è íå ñâÿçûâà-
ëèñü íàïðÿìóþ ñ êîíêðåòíûìè ýêîíîìè÷åñêèìè ïðèìåðàìè.

2.1. Ïðèìåíåíèå ËÏ ê ÷àñòíûì çàäà÷àì. Ê ðàáîòàì ÷èñòî
ïðèêëàäíîãî õàðàêòåðà îòíîñÿòñÿ äâå ñòàòüè 1949 ã. Ýòî, âî-ïåð-
âûõ, ðàáîòà [7], ñîäåðæàùàÿ ðåøåíèå çàäà÷è ñî÷åòàíèÿ ìàêñèìàëü-
íîé ýôôåêòèâíîñòè ðàñïèëîâêè ëåñà ñ ïîëó÷åíèåì çàäàííîãî àñ-
ñîðòèìåíòà ïðîäóêöèè; à âî-âòîðûõ, ðàáîòà [6], óïîìèíàâøàÿñÿ
âûøå (ê ñêàçàííîìó äîáàâèì ëèøü, ÷òî â íåé ñîäåðæèòñÿ, ïîìèìî
ïðî÷åãî, àíàëèç çàäà÷ îá îïòèìàëüíûõ ïåðåâîçêàõ ãðóçîâ è àëãî-
ðèòìû ðåøåíèÿ ýòèõ çàäà÷ â âèäå ñîçäàííîãî àâòîðàìè ìåòîäà ïî-
òåíöèàëîâ).

Â 1951 ã. âûøëà êíèãà [8], â êîòîðîé ïðèâîäèòñÿ îò÷åò îá èñ-
ïîëüçîâàíèè ìåòîäîâ ËÏ ê ðåøåíèþ çàäà÷è ðàöèîíàëüíîãî ðàñ-
êðîÿ ìàòåðèàëîâ, èçëàãàþòñÿ íîâûå ïðèåìû ËÏ è íà ýòîé áàçå –
ïîäðîáíûé àíàëèç ïðîáëåì ýêîíîìèè ìàòåðèàëà ïðè ðàñêðîå.

Åùå îäíîé ðàáîòîé ýêîíîìè÷åñêîãî íàïðàâëåíèÿ ñòàëà ñòàòüÿ
1958 ã. [9], ðàçúÿñíÿþùàÿ ñâÿçè ËÏ ñ îïòèìàëüíûì ðåøåíèåì çà-
äà÷ îïåðàòèâíîãî ïðîèçâîäñòâåííîãî ïëàíèðîâàíèÿ.

Ñòîëü øèðîêèé ñïåêòð ïðèìåíåíèÿ ìåòîäîâ, ðàçðàáîòàííûõ
Êàíòîðîâè÷åì, ÿâëÿåòñÿ ëó÷øåé èëëþñòðàöèåé îäíîãî èç òâîð÷åñ-
êèõ ïðèíöèïîâ Ïåòåðáóðãñêîé–Ëåíèíãðàäñêîé øêîëû, ÿðêèì
ïðåäñòàâèòåëåì êîòîðîé áûë Ëåîíèä Âèòàëüåâè÷: «Íåò íè÷åãî
ïðàêòè÷íåå õîðîøåé òåîðèè».

2.2. Ðàçðàáîòàííûå ìåòîäû è èõ ïðèìåíåíèå ê ìàòåìàòè÷åñ-
êèì ïðîáëåìàì. Êàê óæå ãîâîðèëîñü, äëÿ òâîð÷åñòâà Êàíòîðîâè÷à
õàðàêòåðíî âçàèìîïðîíèêíîâåíèå ïðèêëàäíûõ è òåîðåòè÷åñêèõ
ïîäõîäîâ. Íå ñòàëè èñêëþ÷åíèåì è åãî èññëåäîâàíèÿ â îáëàñòè
ýêîíîìè÷åñêîé ìàòåìàòèêè. Òàê, ðàíåå óæå óïîìèíàëàñü ðàáîòà

À.Ë.Àíäðèàíîâ 27



1940 ã. [5]; à â ñòàòüå 1957 ã. [10] äàíà ïîñòàíîâêà è àíàëèç îáùåé
çàäà÷è ïðîèçâîäñòâåííîãî ïëàíèðîâàíèÿ.

Çíàìåíèòàÿ ðàáîòà 1959 ã. [11], çà êîòîðóþ Ëåîíèä Âèòàëüå-
âè÷ áûë óäîñòîåí Ëåíèíñêîé ïðåìèè (1965), òàêæå âêëþ÷àåò â
ñåáÿ ïðèêëàäíûå è òåîðåòè÷åñêèå èññëåäîâàíèÿ, êîòîðûå áûëè, ïî
âîçìîæíîñòè, îòäåëåíû äðóã îò äðóãà è èçëîæåíû â ðàçíûõ ÷àñòÿõ
êíèãè. Ýòà ðàáîòà ïîäûòîæèâàåò ïðåäûäóùèå ðåçóëüòàòû. Â îäíîé
åå ÷àñòè ñîäåðæèòñÿ àíàëèç ðàçðàáîòàííûõ ýêîíîìè÷åñêèõ ïðèëî-
æåíèé ËÏ, â äðóãîé – íàèáîëåå ïîëíîå èçëîæåíèå ìàòåìàòè÷åñêîé
òåîðèè è âû÷èñëèòåëüíûõ ìåòîäîâ ËÏ.

Ïðîäîëæåíèåì óïîìÿíóòîé âûøå ðàáîòû [6] ñòàëà ñòàòüÿ
1942 ã. [12], êîòîðóþ íåîáõîäèìî âûäåëèòü îñîáî, ïîñêîëüêó â íåé
ðàññìàòðèâàëñÿ áåñêîíå÷íîìåðíûé àíàëîã òðàíñïîðòíîé çàäà÷è.
Ïðèìå÷àòåëüíà îíà åùå è òåì, ÷òî, îñíîâûâàÿñü íà íåé, â 1948 ã.
Êàíòîðîâè÷ ïîëó÷èë áîëåå ïîëíîå ðåøåíèå èçâåñòíîé ïðîáëåìû
Ìîíæà (ñì.: [13]).

Îñîáíÿêîì ñòîÿò åùå äâå ðàáîòû, âûïîëíåííûå ñîâìåñòíî ñ
Ã.Ø.Ðóáèíøòåéíîì, – ýòî ñòàòüè 1957 ã. [14] è 1958 ã. [15] Îíè
ïîñâÿùåíû îáîáùåíèÿì çàäà÷ ËÏ íà ïðîñòðàíñòâà âïîëíå àääèòèâ-
íûõ ôóíêöèé ìíîæåñòâ.

3. Î ïðèçíàíèè âêëàäà Ë.Â.Êàíòîðîâè÷à â ýêîíîìè÷åñêóþ
íàóêó

Ñåé÷àñ àâòîðèòåò Êàíòîðîâè÷à, êàê ñîçäàòåëÿ øêîëû â îáëà-
ñòè ôóíêöèîíàëüíîãî àíàëèçà è ðîäîíà÷àëüíèêà ËÏ, îáùåïðèçíàí
è íå âûçûâàåò íèêàêèõ ñîìíåíèé. Èçäàííàÿ â 1948 ã. åãî áîëüøàÿ
ñòàòüÿ [16] îòìå÷åíà Ñòàëèíñêîé ïðåìèåé. Íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî
íàçâàíèå ñòàòüè çâó÷àëî òîãäà ïàðàäîêñàëüíî (â ñîçíàíèè áîëü-
øèíñòâà ó÷åíûõ òîãî âðåìåíè ìåæäó ôóíêöèîíàëüíûì àíàëèçîì è
ïðèêëàäíûìè çàäà÷àìè áûëà ïðîïàñòü) ðàçâèòûå â íåé èäåè ñòàëè
êëàññè÷åñêèìè. Êàê ñêàçàë Ñ.Ë.Ñîáîëåâ, óæå ÷åðåç íåñêîëüêî ëåò
ïðåäñòàâèòü ñåáå âû÷èñëèòåëüíóþ ìàòåìàòèêó áåç ôóíêöèîíàëüíî-
ãî àíàëèçà ñòàëî òàê æå íåâîçìîæíî, êàê è áåç âû÷èñëèòåëüíûõ
ìàøèí.

Âîîáùå Êàíòîðîâè÷ âñåãäà îïåðåæàë ñâîå âðåìÿ, ÷òî âûçûâàëî
òðóäíîñòè âîñïðèÿòèÿ è ïðîäâèæåíèÿ åãî èäåé. Òàêàÿ ñèòóàöèÿ ñëî-
æèëîñü è âîêðóã ðàáîò â îáëàñòè ýêîíîìèêè, òîëüêî â ýòîì ñëó÷àå
îíà óñóãóáëÿëàñü òåì, ÷òî íàäî áûëî èìåòü äåëî íå ñ àáñòðàêòíîé
ìàòåìàòè÷åñêîé ìàòåðèåé, à ñ îðòîäîêñàëüíûìè è ïîëèòèçèðîâàííû-
ìè âçãëÿäàìè êîíñåðâàòèâíî è âðàæäåáíî íàñòðîåííûõ ëþäåé.

Â 1959 ã. âûøëà êíèãà [11], âûçâàâøàÿ ðåçêèå íàïàäêè îðòî-
äîêñàëüíûõ ýêîíîìèñòîâ è îñòðûå äèñêóññèè, ïðîäîëæàâøèåñÿ äî
ñåðåäèíû 1960-õ ãã. Âïðî÷åì, ïîñëåäíèå èìåëè è ïîëîæèòåëüíûé
ýôôåêò: çà íèìè ñëåäèëè ó÷åíûå êàê â ÑÑÑÐ, òàê è íà Çàïàäå.
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Òîãäà æå ïåðåâîäèëèñü, ïîëó÷àÿ âñåìèðíóþ èçâåñòíîñòü, ðàííèå
ðàáîòû Êàíòîðîâè÷à ïî ËÏ, çàêðåïèâøèå çà íèì ïðèîðèòåò îòêðû-
òèÿ. Âñêîðå ïðèøëî ïðèçíàíèå â ÑÑÑÐ: â 1964 ã. – èçáðàíèå äåéñ-
òâèòåëüíûì ÷ëåíîì Àêàäåìèè íàóê ïî Îòäåëåíèþ ìàòåìàòèêè, â
1965 ã. – Ëåíèíñêàÿ ïðåìèÿ. Çàêëþ÷èòåëüíûì àêêîðäîì ñòàëî
âðó÷åíèå åìó ñîâìåñòíî ñ Ò.Êóïìàíñîì Íîáåëåâñêîé ïðåìèè «çà
âêëàä â ðàçðàáîòêó òåîðèè îïòèìàëüíîãî èñïîëüçîâàíèÿ ðåñóðñîâ â
ýêîíîìèêå» (1975). Ê ñîæàëåíèþ, ýòî ìàëî ïîìîãëî åãî ïîïûòêàì
âíåäðåíèÿ íîâûõ èäåé â ýêîíîìè÷åñêóþ ïðàêòèêó.

3.1. Ëåíèíñêàÿ ïðåìèÿ. Èñòîðèÿ ïîëó÷åíèÿ Êàíòîðîâè÷åì
Ëåíèíñêîé ïðåìèè êàê íåëüçÿ ëó÷øå èëëþñòðèðóåò òå òðóäíîñòè, ñ
êîòîðûìè ïðèøëîñü ñòîëêíóòüñÿ ó÷åíîìó â áîðüáå çà ïðîäâèæåíèå
è âíåäðåíèå íîâûõ èäåé â ýêîíîìè÷åñêóþ ïðàêòèêó ÑÑÑÐ. Â ïåð-
âûé ðàç êàíäèäàòóðà Êàíòîðîâè÷à ðàññìàòðèâàëàñü â 1962 ã. â ñâÿ-
çè ñ åãî ðàáîòàìè ïî ËÏ, îäíàêî íàãðàæäåíèå íå ñîñòîÿëîñü. Ïîâ-
òîðíîå îáñóæäåíèå ïðîèñõîäèëî â 1964 ã., êîãäà áûëè ïðåäñòàâëå-
íû ðàáîòû: Ë.Â.Êàíòîðîâè÷à [11], Â.Ñ.Íåì÷èíîâà [17], Â.Â.Íîâî-
æèëîâà [18]. Âñå ýòî – îñíîâîïîëàãàþùèå òðóäû òîãäà åùå ìîëî-
äîãî íàïðàâëåíèÿ. Ãàçåòà «Èçâåñòèÿ» îïóáëèêîâàëà ñòàòüþ
À.Ã.Àãàíáåãÿíà, À.Ë.Âàéíøòåéíà è Þ.À.Îëåéíèêà «Ïåðâîîòêðû-
âàòåëè» [19] î äîñòèæåíèÿõ êàíäèäàòîâ. Íî òóò æå íàøëèñü ïðî-
òèâíèêè – âåðíûå ñëóãè «ìàðêñèñòñêîé» ýêîíîìèêè À.Áîÿðñêèé è
ß.Êðîíðîä, íàïðàâèâøèå â «Èçâåñòèÿ» ïèñüìî, â êîòîðîì Êàíòî-
ðîâè÷ îáâèíÿëñÿ â ïðåñòóïëåíèÿõ ïðîòèâ «ìàðêñèñòñêîé òðóäîâîé
òåîðèè ñòîèìîñòè» è ò.ä. Àíàëîãè÷íóþ êëÿóçó Áîÿðñêèé è Êðîí-
ðîä îäíîâðåìåííî íàïðàâèëè â Êîìèòåò ïî Ëåíèíñêèì ïðåìèÿì.
Èíòåðåñíî, ÷òî À.Í.Êîëìîãîðîâ äàë äîñòîéíûé îòâåò íà ýòîò âû-
ïàä [20, ñ.330].

×åðåç íåêîòîðîå âðåìÿ áîðüáà çà èñòèíó äîñòèãëà ñâîåãî àïî-
ãåÿ: äëÿ ãàçåòû «Ïðàâäà» áûëà ïîäãîòîâëåíà áîëüøàÿ ñòàòüÿ ñ
ãðîìêèì íàçâàíèåì «Â ïëåíó òåîðåòè÷åñêèõ îøèáîê», êîòîðàÿ
áûëà ïîäïèñàííàÿ ÷åòûðíàäöàòüþ àïîëîãåòàìè «åäèíñòâåííî âåð-
íîé» ýêîíîìè÷åñêîé òåîðèè. Ñðåäè íèõ áûëè àêàäåìèêè Ñ.Ã.Ñòðó-
ìèëèí è Ê.Â.Îñòðîâèòÿíîâ. Ñòàòüÿ ñëîâî â ñëîâî ïîâòîðÿëà îáâè-
íåíèÿ âûøåóïîìÿíóòîãî ïèñüìà. Ïðè÷åì êðèòèêå ïîäâåðãëàñü
òîëüêî ðàáîòà Ë.Â.Êàíòîðîâè÷à. Ê ñ÷àñòüþ, ñåðüåçíûé îòâåò
Ñ.Ë.Ñîáîëåâà è À.À.Ëÿïóíîâà íå çàñòàâèë ñåáÿ æäàòü: â «Ïðàâäó»
ïðèøëà èõ ñòàòüÿ «Ìàòåìàòèêà è ýêîíîìèêà».

Äâå ýòè ñòàòüè õîòÿ è áûëè öåëèêîì ãîòîâû, â ïå÷àòè íå ïîÿ-
âèëèñü. Âîçìîæíî, ïî ïðè÷èíå óêàçàíèÿ «ñâåðõó». Ëåíèíñêàÿ ïðå-
ìèÿ ïî ýêîíîìèêå áûëà âðó÷åíà âñåì òðåì àâòîðàì, íî òîëüêî â
1965 ã. Âåðîÿòíî, ýòî áûëî ñâÿçàííî ñ èçìåíåíèåì ïîëèòè÷åñêîé
ñèòóàöèè: À.Í.Êîñûãèí íàìåòèë ïðîãðàììó ýêîíîìè÷åñêèõ ðå-
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ôîðì, â êîòîðîé ìîãëè áûòü èñïîëüçîâàíû ðàáîòû Êàíòîðîâè÷à.
Âîçìîæíî òàêæå, ÷òî íà ðåøåíèå Êîìèòåòà ïî Ëåíèíñêèì ïðåìèÿì
ïîâëèÿëè Ì.Â.Êåëäûø è Â.À.Êèðèëëèí.

Ñíà÷àëà îôèöèàëüíîé ìîòèâèðîâêîé âûäâèæåíèÿ íà ïðåìèþ
áûëà «ðàçðàáîòêà ìàòåìàòè÷åñêèõ ìåòîäîâ ðåøåíèÿ çàäà÷ ïëàíèðî-
âàíèÿ è óïðàâëåíèÿ íàðîäíûì õîçÿéñòâîì», íî ê 22 àïðåëÿ 1965 ã.
îíà èçìåíèëàñü: â «Ïðàâäå» îïóáëèêîâàíî ïîñòàíîâëåíèå î ïðè-
ñóæäåíèè òðåì ó÷åíûì Ëåíèíñêîé ïðåìèè «çà íàó÷íóþ ðàçðàáîòêó
ìåòîäà ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ è ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé
ýêîíîìèêè». Ôîðìóëèðîâêó èçìåíèëè, ÷òîáû èñêëþ÷åíèå Êàíòî-
ðîâè÷à èç ñïèñêà íàãðàæäàåìûõ ñòàëî íåâîçìîæíûì.

3.2. Ìåæäóíàðîäíîå ïðèçíàíèå. Ìåæäóíàðîäíîå ïðèçíàíèå
ïðèøëî íå ñðàçó, áûëè è íåïðèÿòíûå ìîìåíòû. Çàðóáåæíûå ó÷å-
íûå óçíàëè î òðóäàõ Ëåîíèäà Âèòàëüåâè÷à ñ áîëüøèì îïîçäàíèåì.
Îò÷àñòè ïðè÷èíîé òîìó ïîñëóæèëî òÿæåëîå âðåìÿ: äî Âåëèêîé
Îòå÷åñòâåííîé âîéíû è âî âðåìÿ íåå Êàíòîðîâè÷ íàïèñàë îêîëî 20
ðàáîò ýêîíîìèêî-ìàòåìàòè÷åñêîé íàïðàâëåííîñòè, íî ëèøü äâå èç
íèõ áûëè ñâîåâðåìåííî íàïå÷àòàíû. Ïåðâàÿ – çàìåòêà 1942 ã. [12];
èìåííî áëàãîäàðÿ ýòîé ïóáëèêàöèè î ðàáîòàõ Êàíòîðîâè÷à ïî ËÏ
óçíàëè íà Çàïàäå. Ïðîèçîøëî ýòî ëèøü â 1953 ã., êîãäà â ðàáîòå
Ì.Ì.Ôëóäà [21], ïîñâÿùåííîé òðàíñïîðòíîé çàäà÷å, ïîÿâèëàñü
ññûëêà íà åäèíñòâåííóþ äîñòóïíóþ çàðóáåæíîìó ÷èòàòåëþ óïîìÿ-
íóòóþ âûøå ñòàòüþ. Âòîðàÿ – «Ðàöèîíàëüíûå ìåòîäû ðàñêðîÿ ìå-
òàëëà» [22] ïîÿâèëàñü â 1942 ã. ïîä ãðèôîì ÄÑÏ (äëÿ ñëóæåáíîãî
ïîëüçîâàíèÿ). Åùå îäíà ðàáîòà, Êàíòîðîâè÷à è Ãàâóðèíà 1940 ã.
[6], òàêæå ïî òðàíñïîðòíîé çàäà÷å, óâèäåëà ñâåò ëèøü â 1949 ã.,
óæå ïîñëå ïåðåîòêðûòèÿ ýòèõ ðåçóëüòàòîâ íà Çàïàäå. Òàê æå è
çíàìåíèòàÿ ðàáîòà [11] áûëà íàïðàâëåíà â Ãîñïëàí â 1942 ã. è èç-
äàíà òîëüêî â 1959 ã.

Â èòîãå ïðèçíàíèå ïðèîðèòåòà ñîâåòñêîé íàóêè â ðàçðàáîòêå
ìåòîäîâ ËÏ îêàçàëîñü ñèëüíî çàòðóäíåíî. Òåì íå ìåíåå, íàó÷íàÿ
çíà÷èìîñòü è ïðèîðèòåò ðåçóëüòàòîâ Êàíòîðîâè÷à áûëè ïðèçíàíû
ìèðîâîé îáùåñòâåííîñòüþ, î ÷åì ñâèäåòåëüñòâóåò, íàïðèìåð, ïåðå-
ïèñêà Ëåîíèäà Âèòàëüåâè÷à ñ Ò.Êóïìàíñîì, êîòîðûé ñûãðàë îã-
ðîìíóþ ðîëü â «îòêðûòèè» ñîâåòñêèõ ðàáîò íà Çàïàäå (ñì.: [20,
ñ.364–381]). Â ïèñüìå îò 12 íîÿáðÿ 1956 ã. îí ïèøåò: «Íåäàâíî
ìíå ïðåäñòàâèëñÿ ñëó÷àé ïîçíàêîìèòüñÿ ñ ýêçåìïëÿðîì Âàøåé
ñòàòüè “Î ïåðåìåùåíèè ìàññ”... Ìíå ñðàçó ñòàëî ÿñíî, ÷òî ÷àñòüþ
Âû ðàçâèâàëè ïàðàëëåëüíî, íî â áîëüøåé ÷àñòè ïðåäâîñõèòèëè
ðàçâèòèå òðàíñïîðòíîé òåîðèè â ÑØÀ, ðàçâèòèå êîòîðîé íà÷àëîñü
â ïåðèîä ñ 1941 ã. ...Âàøà êðàòêàÿ ñòàòüÿ â çàìå÷àòåëüíî ñæàòîé
ôîðìå ñîäåðæèò ìàòåìàòè÷åñêîå ñóùåñòâî òîãî, ÷òî ñîäåðæèòñÿ â
ýòèõ ðàáîòàõ» [20, ñ.364].
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Â 1958 ã. ðàáîòà [12] áûëà ïåðåïå÷àòàíà â «Management
Science»; â 1960 ã. òàì æå áûë îïóáëèêîâàí ïåðåâîä êíèãè [1].
Ââîäíóþ çàìåòêó ê ýòîìó ïåðåâîäó ïèñàë Ò.Êóïìàíñ. Ñ ïîñëåäíåé
ïóáëèêàöèåé ñâÿçàí íåïðèÿòíûé èíöèäåíò – ïîÿâëåíèå ñòàòüè ïðî-
ôåññîðîâ ×àðíñà è Êóïåðà «âåñüìà ñòðàííîãî òîíà è ñîäåðæàíèÿ»
– ÷åì-òî íàïîìèíàþùèé èñòîðèþ ïðèñóæäåíèÿ Ëåíèíñêîé ïðåìèè
(ñì.: [20, ñ.375]).

Îá îêîí÷àòåëüíîì ïðèçíàíèÿ ðîëè è ïðèîðèòåòà ðàáîò Êàíòî-
ðîâè÷à â ðàçâèòèè ËÏ ãîâîðÿò ìíîãî÷èñëåííûå ïî÷åòíûå ñòåïåíè è
çâàíèÿ â íàèáîëåå óâàæàåìûõ ó÷ðåæäåíèÿõ âñåãî ìèðà. À â äîâåð-
øåíèè – ïðèñóæäåíèå åìó, ñîâìåñòíî ñ Ò.Êóïìàíñîì, Íîáåëåâñêîé
ïðåìèè (1975) ïî ýêîíîìè÷åñêèì íàóêàì «çà âêëàä â ðàçðàáîòêó
òåîðèè îïòèìàëüíîãî èñïîëüçîâàíèÿ ðåñóðñîâ â ýêîíîìèêå».

4. Ë.Â.Êàíòîðîâè÷ è ñîâðåìåííàÿ íàóêà
Â ïðåäûäóùåé ÷àñòè îïèñàíî, êàêîé òðóäíûé ïóòü ïðîøëè

èäåè Êàíòîðîâè÷à, ïðåæäå ÷åì çàíÿòü äîëæíîå ìåñòî â ýêîíîìè-
÷åñêîé è ìàòåìàòè÷åñêîé íàóêàõ, ñ êàêèìè ñëîæíûìè ïîëèòè÷åñêè-
ìè è èäåîëîãè÷åñêèìè ïðîáëåìàìè ïðèøëîñü ñòîëêíóòüñÿ ó÷åíîìó.
Ýòî îáúÿñíÿåò, ïî÷åìó îíè íå ïîëó÷èëè ñâîåâðåìåííîãî ïðèçíà-
íèÿ, ðàñïðîñòðàíåíèÿ è áûëè ïîçæå ïåðåîòêðûòû â ÑØÀ. Íåïîíè-
ìàíèå çíà÷èìîñòè è ïåðñïåêòèâíîñòè íîâîãî íàïðàâëåíèÿ (ËÏ)
ïîñëóæèëî ïðè÷èíîé òîãî, ÷òî ê îäíèì è òåì æå èäåÿì ïîäõîäèëè
ñ ðàçíûõ ïîçèöèé è â ðàçíîå âðåìÿ ïðåäñòàâèòåëè ðàçíûõ ñòðàí è
øêîë. Ïðè÷åì èññëåäîâàòåëè íå âñåãäà îñîçíàâàëè, ÷òî, ïî ñóùåñò-
âó, â îñíîâå èõ èçûñêàíèé ëåæàò îäíè è òå æå èäåè. Ðàáîòû Êàí-
òîðîâè÷à âî ìíîãîì îïåðåäèëè ñâîå âðåìÿ, è ëèøü ñïóñòÿ ãîäû òå-
îðèÿ ËÏ çàíÿëà, íàêîíåö, äîëæíîå ìåñòî â íàóêå è ïðèîáðåëà öå-
ëîñòíóþ, çàêîí÷åííóþ ôîðìó. Ïîÿâèëèñü íîâûå ÷èñëåííûå ìåòîäû
ðåøåíèÿ è ìíîæåñòâî èõ ïðèìåíåíèé â êîíêðåòíûõ çàäà÷àõ, îôîð-
ìèëèñü ñâÿçè ñ äðóãèìè íàïðàâëåíèÿìè (íàïðèìåð, ñ íåëèíåéíûìè
çàäà÷àìè), à óæå óñòàíîâëåííûå ôàêòû áûëè ðàññìîòðåíû ñ íîâûõ
ïîçèöèé (ôóíêöèîíàëüíîãî, â ÷àñòíîñòè, âûïóêëîãî àíàëèçà, âàðè-
àöèîííîãî èñ÷èñëåíèÿ) è îáîáùåíû. Èìåííî ñ ýòèõ ïîçèöèé ÿ èç-
ëîæó ñâîå âèäåíèå ïîëîæåíèÿ ðàáîò Êàíòîðîâè÷à â îáùåé êàðòèíå
ðàçâèòèÿ îïòèìèçàöèîííûõ ìåòîäîâ ìàòåìàòè÷åñêîé ýêîíîìèêè.
Èçëîæåíèå ðàçäåëåíî íà ïåðèîäû â ñîîòâåòñòâèè ñ õðîíîëîãèåé.

4.1. Ïîëîæåíèå ðàáîò Ë.Â.Êàíòîðîâè÷à â èñòîðèè ýêîíîìè-
÷åñêîé ìàòåìàòèêè. Â êëàññè÷åñêîé ìàòåìàòèêå çàäà÷è íà óñëîâ-
íûé ýêñòðåìóì ðàññìàòðèâàëèñü òîëüêî äëÿ îãðàíè÷åíèé òèïà ðà-
âåíñòâ. Äëÿ íèõ åñòü ïðàâèëî ìíîæèòåëåé Ëàãðàíæà, êîòîðîå ïðåä-
ñòàâëÿåò ñîáîé íåîáõîäèìîå óñëîâèå ýêñòðåìóìà ïåðâîãî ïîðÿäêà.

Ñàìè ïî ñåáå ñèñòåìû íåðàâåíñòâ (âíå ñâÿçè ñ çàäà÷àìè ìèíè-
ìèçàöèè) èçó÷àëè Æ.Ôóðüå, Ã.Ìèíêîâñêèé, Ã.Âåéëü è äð. Ñîçäàí-
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íûé èìè àïïàðàò ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü óñëîâèÿ ýêñòðåìóìà â çàäà-
÷àõ ñ îãðàíè÷åíèÿìè òèïà íåðàâåíñòâ; ïåðâûå æå ðàáîòû ïî ýêñ-
òðåìàëüíûì çàäà÷àì ñ îãðàíè÷åíèÿìè îáùåãî âèäà ïîÿâèëèñü òîëü-
êî â êîíöå 1930-õ – íà÷àëå 1940-õ ãã.

Ê ñëåäóþùåìó ïåðèîäó ìîæíî îòíåñòè èññëåäîâàíèÿ ×èêàãñêîé
øêîëû (Ã.Áëèññ, Î.Áîëüöà, Å.Ìàêøåéí, Ë.Ì.Ãðåéâñ, Ì.Ð.Õåñòåíñ
è äð.), äëÿ ïðåäñòàâèòåëåé êîòîðîé õàðàêòåðåí èíòåðåñ ê âîçìîæíî
áîëåå øèðîêîé ïîñòàíîâêå âàðèàöèîííûõ çàäà÷. «Â 1937 ã. ïîÿâè-
ëàñü ðàáîòà Ô.Âàëåíòàéíà, ïîñâÿùåííàÿ óñëîâèÿì ýêñòðåìóìà äëÿ
çàäà÷ âàðèàöèîííîãî èñ÷èñëåíèÿ ïðè íàëè÷èè ðàçíîãî ðîäà îãðàíè-
÷åíèé òèïà íåðàâåíñòâ» [23, ñ.10]. Ïîòîì Å.Ìàêøåéíîì è íåêîòî-
ðûìè äðóãèìè ó÷åíûìè áûëè ñîçäàíû îáùèå ñõåìû àíàëèçà àáñ-
òðàêòíûõ ýêñòðåìàëüíûõ çàäà÷. Âèëüÿì Êàðóø, áûâøèé òîãäà àñïè-
ðàíòîì ×èêàãñêîãî óíèâåðñèòåòà, èññëåäîâàë êîíå÷íîìåðíûå çàäà÷è
ìèíèìèçàöèè ñ îáùèìè îãðàíè÷åíèÿìè è «ïîëó÷èë â 1939 ã. óñëî-
âèÿ ýêñòðåìóìà I è II ïîðÿäêîâ äëÿ ãëàäêîãî ñëó÷àÿ, íî ê ýòîé ðà-
áîòå íå îòíåñëèñü ñåðüåçíî è îíà íå áûëà îïóáëèêîâàíà. Ê òåì æå
ïî ñóùåñòâó óñëîâèÿì ýêñòðåìóìà íåñêîëüêî ïîçæå ïðèøåë àìåðè-
êàíñêèé ìàòåìàòèê Ô.Äæîí, çàíèìàâøèéñÿ ýêñòðåìàëüíûìè ïðîá-
ëåìàìè â ãåîìåòðèè (òèïà îòûñêàíèå ýëëèïñîèäà íàèìåíüøåãî îáúå-
ìà, îïèñàííîãî âîêðóã çàäàííîãî âûïóêëîãî òåëà). Ðàáîòà Äæîíà
áûëà îòâåðãíóòà îäíèì ñåðüåçíûì ìàòåìàòè÷åñêèì æóðíàëîì è
áûëà íàïå÷àòàíà ëèøü â 1949 ã.» [òàì æå].

Â ÑÑÑÐ ïèîíåðîì â ýòîé îáëàñòè áûë Ë.Â.Êàíòîðîâè÷, îïóá-
ëèêîâàâøèé â 1939 ã. êíèãó [1], êîòîðàÿ ñîäåðæàëà ïîñòàíîâêó çà-
äà÷è ìèíèìèçàöèè ëèíåéíîé ôóíêöèè íà ìíîæåñòâå, çàäàâàåìîì
ëèíåéíûìè îãðàíè÷åíèÿìè òèïà ðàâåíñòâ è íåðàâåíñòâ. Îí ðàçðà-
áîòàë òåîðèþ ýòèõ çàäà÷ è ïðåäëîæèë íåêîòîðûå (íå ïîëíîñòüþ
àëãîðèòìèçèðîâàííûå) ìåòîäû èõ ðåøåíèÿ. Â 1940 ã. ïîÿâèëàñü
çàìåòêà [5], ñîäåðæàâøàÿ îáùóþ ôîðìóëèðîâêó óñëîâèé ýêñòðåìó-
ìà ïðè íàëè÷èè îãðàíè÷åíèé â áåñêîíå÷íîìåðíîì ïðîñòðàíñòâå.
Íî ýòè ðàáîòû, êàê è òå, ÷òî óïîìèíàëèñü â ñâÿçè ñ èññëåäîâàíèÿ-
ìè ÷èêàãñêîé øêîëû, íå ïîëó÷èëè åäèíîäóøíîãî ïðèçíàíèÿ è øè-
ðîêîãî ðàñïðîñòðàíåíèÿ, ÷àñòè÷íî îñòàâøèñü â çàñåêðå÷åííûõ â
âîåííîå âðåìÿ ñòàòüÿõ.

Çíà÷èòåëüíî ïîçäíåå, â êîíöå 1940-õ ãã., ÑØÀ âíîâü âîçâðà-
ùàþòñÿ ê ýòèì âîïðîñàì. Äæ.Á.Äàíöèã íà÷àë èçó÷àòü çàäà÷è ìè-
íèìèçàöèè ëèíåéíîé ôóíêöèè ïðè ëèíåéíûõ îãðàíè÷åíèÿõ [24].
Îíè ïîëó÷èëè íàçâàíèå çàäà÷ ËÏ. Äæ.Äàíöèã ñôîðìóëèðîâàë óñ-
ëîâèÿ îïòèìàëüíîñòè ðåøåíèé â ËÏ è ïðåäëîæèë ñèìïëåêñ-ìåòîä,
ñòàâøèé îäíèì èç íàèáîëåå ïîïóëÿðíûõ ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ ðåøå-
íèÿ çàäà÷ ýòîãî êëàññà. Ïîä âëèÿíèåì ðàáîò ôîí Íåéìàíà ïî òåî-
ðèè èãð, Äæ.Äàíöèã, Ä.Ãåéë, Ã.Êóí è À.Ó.Òàêêåð ñîçäàëè òåîðèþ
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äâîéñòâåííîñòè [25] â ËÏ, êîòîðóþ ìîæíî ðàññìàòðèâàòü â êà÷åñò-
âå ñïåöèôè÷åñêîé ôîðìóëèðîâêè óñëîâèé ýêñòðåìóìà.

Åñòåñòâåííûì ðàçâèòèåì ËÏ ñòàëî åãî îáîáùåíèå íà íåëèíåé-
íûé ñëó÷àé. Ìèíèìèçàöèÿ íåëèíåéíîé ôóíêöèè ïðè íåëèíåéíûõ
îãðàíè÷åíèÿõ ïîëó÷èëà íàçâàíèå ìàòåìàòè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâà-
íèÿ (ÌÏ), à åñëè ìèíèìèçèðóåìàÿ ôóíêöèÿ è îãðàíè÷åíèÿ âûïóê-
ëû – âûïóêëîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ. Óñëîâèÿ ýêñòðåìóìà äëÿ çàäà÷
ÌÏ ñòàëè øèðîêî èçâåñòíû ïîñëå ðàáîòû Ã.Êóíà è À.Ó.Òàêêåðà
1950 ã. [25]. «Ïî ñóùåñòâó, ýòî áûëè òå æå óñëîâèÿ Êàðóøà–Äæî-
íà. Äëÿ âûïóêëîãî ñëó÷àÿ Ã.Ó.Êóí è À.Ó.Òàêêåð ñôîðìóëèðîâàëè
óñëîâèÿ ýêñòðåìóìà â òåðìèíàõ ñåäëîâîé òî÷êè; ýòà ôîðìóëèðîâêà
ïðèãîäíà è äëÿ íåãëàäêèõ çàäà÷» [23, ñ.11]. Ïåðâûé ÷èñëåííûé
ìåòîä íåëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ (ìåòîä øòðàôíûõ ôóíêöèé)
ââåäåí Ð.Êóðàíòîì â 1943 ã.

Ðàññìîòðåíèå òåõ æå âîïðîñîâ ñ èíûõ ïîçèöèé ïðèâåëî ê ïî-
ÿâëåíèþ òåîðèè çàäà÷ îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ (ÎÏÓ). Ýòî íå-
ïîñðåäñòâåííîå îáîáùåíèå êëàññè÷åñêîé çàäà÷è âàðèàöèîííîãî èñ-
÷èñëåíèÿ. Çàäà÷à ÎÏÓ çàêëþ÷àåòñÿ â îïòèìèçàöèè ôóíêöèîíàëîâ
îò ðåøåíèé ÎÄÓ, ïðàâûå ÷àñòè êîòîðûõ âêëþ÷àþò ïîäëåæàùèå
âûáîðó ôóíêöèè («óïðàâëåíèÿ»). Íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ îïòè-
ìàëüíîñòè äëÿ ýòèõ çàäà÷ ñôîðìóëèðîâàíû è äîêàçàíû Ë.Ñ.Ïîíò-
ðÿãèíûì, Â.Ã.Áîëòÿíñêèì è Ð.Â.Ãàìêðåëèäçå â 1956–1958 ãã. â
ôîðìå òàê íàçûâàåìîãî ïðèíöèïà ìàêñèìóìà. Ýòà òåîðèÿ îáîáùè-
ëà óñëîâíûå âàðèàöèîííûå çàäà÷è íà ñëó÷àé íåðåãóëÿðíûõ îãðà-
íè÷åíèé, ïîòîìó åå ìîæíî ñðàâíèòü ñ çàäà÷àìè áåñêîíå÷íîìåðíîãî
(âîîáùå ãîâîðÿ, íåâûïóêëîãî) ïðîãðàììèðîâàíèÿ. Â äðóãîé ôîðìå
ýòè æå óñëîâèÿ îïòèìàëüíîñòè äëÿ ïîäîáíûõ çàäà÷ áûëè ïîëó÷åíû
Áåëëìàíîì íà îñíîâå èäåè äèíàìè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ [26].
Âñå ýòè ðåçóëüòàòû áûëè íàñòîëüêî òåñíî ñâÿçàíû ñî ñïåöèôè÷åñ-
êîé ôîðìîé çàäà÷ ÎÏÓ, ÷òî íå ñðàçó áûëî îñîçíàíî èõ ðîäñòâî ñ
óñëîâèÿìè ýêñòðåìóìà äëÿ çàäà÷ ÌÏ.

Â 1960-å ãã. ïîÿâèëñÿ öèêë ðàáîò (À.ß.Äóáîâèöêîãî è
À.À.Ìèëþòèíà, Á.Í.Ïøåíè÷íîãî, Ë.Íåéøòàäòà, Ã.Õàëêèíà,
Äæ.Âàðãè è äð.), â êîòîðûõ áûëè ïðåäëîæåíû îáùèå ñõåìû ïîëó-
÷åíèÿ óñëîâèé ýêñòðåìóìà äëÿ àáñòðàêòíûõ çàäà÷ îïòèìèçàöèè ñ
îãðàíè÷åíèÿìè, ïîçâîëÿþùèå îõâàòèòü è òåîðåìó Êóíà–Òàêêåðà, è
ïðèíöèï ìàêñèìóìà. Ýòî äàëî âîçìîæíîñòü ïî-íîâîìó âçãëÿíóòü
íà èçâåñòíûå ðåçóëüòàòû. Â ÷àñòíîñòè, óäàëîñü âûäåëèòü â íèõ
ñòàíäàðòíóþ ÷àñòü, êîòîðóþ ìîæíî ïîëó÷èòü ñ ïîìîùüþ îáùèõ
ñõåì, è íåñòàíäàðòíóþ, ñâÿçàííóþ ñî ñïåöèôèêîé êîíêðåòíîé çà-
äà÷è. Â ýòî æå âðåìÿ â ðàáîòàõ Ð.Ðîêàôåëëàðà [27] ïîëó÷èë çà-
âåðøåííóþ ôîðìó âûïóêëûé àíàëèç, îêàçàâøèéñÿ èñêëþ÷èòåëüíî
óäîáíûì àïïàðàòîì èññëåäîâàíèÿ ýêñòðåìàëüíûõ çàäà÷.
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4.2. Ñâÿçè ñ ôóíêöèîíàëüíûì àíàëèçîì è äèñêðåòíîé ìàòå-
ìàòèêîé. Êàíòîðîâè÷ óæå ïåðåä âîéíîé èìåë îãðîìíûé àâòîðèòåò
âî ìíîãèõ îáëàñòÿõ ìàòåìàòèêè. Îñîáî ñòîèò îòìåòèòü, ÷òî îí áûë
îäíèì èç ïðèçíàííûõ àâòîðîâ â îáëàñòè ôóíêöèîíàëüíîãî àíàëè-
çà. Âíå âñÿêîãî ñîìíåíèÿ, îïûò è èäåè, íàêîïëåííûå ó÷åíûì â
ýòîé îáëàñòè, ñûãðàëè áîëüøóþ ðîëü â åãî ïîäõîäå ê ËÏ, î ÷åì è
ñàì Ëåîíèä Âèòàëüåâè÷ íåîäíîêðàòíî óïîìèíàë. Òàêæå ïîíèìàë
ýòè çàäà÷è ôîí Íåéìàí; åãî îñíîâíàÿ òåîðåìà òåîðèè èãð, ìîäåëè
ýêîíîìè÷åñêîãî ïîâåäåíèÿ è äðóãèå ðàáîòû ýêîíîìèêî-ìàòåìàòè-
÷åñêîé òåìàòèêè èìåþò ÷åòêèé ñëåä êîíöåïöèé ôóíêöèîíàëüíîãî
àíàëèçà è, â ÷àñòíîñòè, èäåè äâîéñòâåííîñòè.

Â ýòîé ïëîñêîñòè ëåæèò îäíà èç íàèáîëåå ïðîçðà÷íûõ ñâÿçåé
äâóõ îáëàñòåé: òàê, ïðè ôóíêöèîíàëüíî-àíàëèòè÷åñêîì ïîäõîäå
äâîéñòâåííîñòü åñòåñòâåííûì îáðàçîì ðàññìàòðèâàåòñÿ â òåðìèíàõ
ôóíêöèîíàëüíîãî àíàëèçà. Ïðè ýòîì ðàçðåøàþùèå ìíîæèòåëè, â
ñâîþ î÷åðåäü, ïðåäñòàâëÿþò, ïî ñóùåñòâó, ðåøåíèå äâîéñòâåííîé
çàäà÷è (ýòà òåðìèíîëîãèÿ ïîÿâèëàñü çíà÷èòåëüíî ïîçäíåå).

«Òåîðèÿ äâîéñòâåííîñòè ëèíåéíûõ ïðîñòðàíñòâ ñ êîíóñîì
(çäåñü è äàëåå ïî öèòàòå êóðñèâ ìîé. – À.À.) äàåò åñòåñòâåííûé
ÿçûê äëÿ çàäà÷ ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ â ïðîñòðàíñòâàõ ïðî-
èçâîëüíîé ðàçìåðíîñòè. Òåîðåìà Õàíà–Áàíàõà è òåîðåìû ëèíåé-
íîé îòäåëèìîñòè – ôóíäàìåíòàëüíûå òåîðåìû êëàññè÷åñêîãî ëè-
íåéíîãî ôóíêöèîíàëüíîãî àíàëèçà – ÷èñòåéøèé âûïóêëûé ãåîìåò-
ðè÷åñêèé àíàëèç. Òî æå îòíîñèòñÿ ê îáùåé òåîðèè äâîéñòâåííîñ-
òè ëèíåéíûõ ïðîñòðàíñòâ.

Êëàññè÷åñêàÿ òåîðèÿ ëèíåéíûõ íåðàâåíñòâ Ã.Ìèíêîâñêîãî–Ã.Âåé-
ëÿ â ñîâðåìåííîé ôîðìå ïîÿâèëàñü â ðàáîòå Ã.Âåéëÿ 30-õ ãã. ÷óòü
ðàíüøå ðàáîò Ë.Â.Êàíòîðîâè÷à – ýòà ñâÿçü îñîáåííî ïðîçðà÷íà. Òå-
îðåìà îá àëüòåðíàòèâàõ, ëåììû Ôàðêàøà è ò.ä., äâîéñòâåííîñòü
Ôåíõåëÿ–Þíãà â òåîðèè âûïóêëûõ ôóíêöèé è ìíîæåñòâ – âñå ýòî
îáúåäèíèëîñü ñ òåîðèåé ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ óæå â 1950-å
ãã. Îäíàêî çàñëóãà Ëåîíèäà Âèòàëüåâè÷à, ïî-âèäèìîìó, íå ñðàçó óç-
íàâøåãî îáî âñåõ ýòèõ ñâÿçÿõ, â òîì, ÷òî îí íàøåë åäèíûé ïîäõîä,
áàçèðóþùèéñÿ íà èäåÿõ ôóíêöèîíàëüíîãî àíàëèçà è âñêðûâàþùèé
èäåéíóþ ñóòü âîïðîñà. Ýòî îäíîâðåìåííî äàâàëî è áàçó äëÿ ÷èñëåí-
íûõ ìåòîäîâ åãî ðåøåíèÿ. Íå ïðåóâåëè÷èâàÿ, ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî
ôóíêöèîíàëüíûé àíàëèç ñòàë ôóíäàìåíòîì âñåé ìàòåìàòè÷åñêîé
ýêîíîìèêè», – ïèñàë À.Ì.Âåðøèê â ñòàòüå «Î Ë.Â.Êàíòîðîâè÷å è î
ëèíåéíîì ïðîãðàììèðîâàíèè» [4, ñ.130–152].

Åñëè ñìîòðåòü õðîíîëîãè÷åñêè, òî ïåðâûå ñâÿçè òåîðèè Êàíòî-
ðîâè÷à áûëè ñ òåîðèåé íàèëó÷øåãî ïðèáëèæåíèÿ è, â ÷àñòíîñòè, ñ
ðàáîòàìè Êðåéíà ïî L-ïðîáëåìå ìîìåíòîâ. Îäíèì èç ïåðâûõ îáðà-
òèë íà ýòî âíèìàíèå ñàì Ì.Ã.Êðåéí.
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Õîòÿ ýêîíîìè÷åñêèå ïðîáëåìû, åñòåñòâåííî, ïî ñâîåìó ñóùåñò-
âó ÿâëÿþòñÿ êîíå÷íûìè (òàê êàê èìååòñÿ ëèøü îãðàíè÷åííîå ìíî-
æåñòâî ïðîäóêòîâ è ðåñóðñîâ, à âðåìÿ ìîæíî ñ÷èòàòü äèñêðåòíûì),
íî êîíå÷íûå ìîäåëè ïîëó÷àþòñÿ ñëèøêîì ãðîìîçäêèìè è, ñîîòâåòñò-
âåííî, íåîáîçðèìûìè äëÿ àíàëèçà è ðàñ÷åòà. Ïî ýòîé ïðè÷èíå ãî-
ðàçäî ýôôåêòèâíåå èñïîëüçîâàòü ðîäñòâåííûå èì íåïðåðûâíûå êîí-
òèíóàëüíûå ìîäåëè. Òàêîâà, íàïðèìåð, ìîäåëü ðàçâèòèÿ (ðîñòà)
ïðè òåõíè÷åñêîì ïðîãðåññå ñ âìåíåííûìè îñíîâíûìè ôîíäàìè
(Ð.Ñîëîó, Ë.Â.Êàíòîðîâè÷), îïèñûâàþùàÿñÿ ôóíêöèîíàëüíûì
óðàâíåíèåì, êîòîðîå, â ñâîþ î÷åðåäü, õîðîøî ïîääàåòñÿ íå òîëüêî
îáùåìó òåîðåòè÷åñêîìó àíàëèçó, íî è ïðàêòè÷åñêîìó ðàñ÷åòó.

Äëÿ ïðîâåäåíèÿ èññëåäîâàíèé ýêîíîìè÷åñêèõ ìîäåëåé ÷àñòî
ïðèìåíÿþòñÿ ðàçëè÷íûå ÷èñëåííûå ìåòîäû íàõîæäåíèÿ ðåøåíèé.
Êàê ïîêàçàëà ïðàêòèêà, íàèáîëåå ïëîäîòâîðíûìè îêàçàëèñü ñëåäó-
þùèå ãðóïïû òàêèõ ìåòîäîâ:

1) ìåòîä íàèñêîðåéøåãî ñïóñêà è ãðàäèåíòíûå ìåòîäû;
2) ìåòîäû Íüþòîíîâñêîãî òèïà;
3) îáùàÿ òåîðèÿ ïðèáëèæåííûõ ìåòîäîâ;
4) ïðèíöèï ìàæîðàíò è ìåòîäû ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðèáëèæå-

íèé.
Ñåé÷àñ ýòè ìåòîäû õîðîøî èçó÷åíû è øèðîêî ïðåäñòàâëåíû â

ëèòåðàòóðå êàê ïî ôóíêöèîíàëüíîìó àíàëèçó, òàê è ïî ðàçëè÷íûì
ðàçäåëàì ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè. Ñ èõ ïîìîùüþ ÷àñòî ìîæíî óñ-
òàíîâèòü ñóùåñòâîâàíèå ðåøåíèÿ, îáëàñòü, â êîòîðîé îíî åäèíñò-
âåííî, è íåêîòîðûå äðóãèå ñâîéñòâà ýòîãî ðåøåíèÿ. Êàê èçâåñòíî,
Ëåîíèä Âèòàëüåâè÷ â ñâîå âðåìÿ ñàì î÷åíü ìíîãîå ñäåëàë äëÿ ðàç-
âèòèÿ äàííîãî íàïðàâëåíèÿ. Òàê, íàïðèìåð, â ðàáîòàõ [16; 28] ðàç-
ðàáàòûâàåòñÿ îáùàÿ òåîðèÿ ìåòîäîâ ïðèáëèæåííûõ âû÷èñëåíèé
(äåìîíñòðèðóþòñÿ ðàçëè÷íûå âàðèàíòû ïðèìåíåíèÿ ôóíêöèîíàëü-
íîãî àíàëèçà äëÿ èçó÷åíèÿ ïðîáëåì âû÷èñëèòåëüíîé ìàòåìàòèêè),
îñíîâàííàÿ íà ñëåäóþùåé èäåå: ïðîñòðàíñòâî, â êîòîðîì çàäàíî
èñõîäíîå óðàâíåíèå, îòîáðàæàåòñÿ íà áîëåå ïðîñòîå ïðîñòðàíñòâî;
è óæå â ýòîì, áîëåå ïðîñòîì, ïðîñòðàíñòâå âåäåòñÿ èññëåäîâàíèå
ïðèáëèæåííîãî óðàâíåíèÿ. Êàíòîðîâè÷ äîêàçàë äîñòàòî÷íî îáùèå
òåîðåìû, äàþùèå âîçìîæíîñòü óñòàíîâèòü ðàçðåøèìîñòü ïðèáëè-
æåííîãî óðàâíåíèÿ, à òàêæå ñõîäèìîñòü ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ ê
òî÷íîìó ðåøåíèþ â çàâèñèìîñòè îò ñâîéñòâ èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ.
Òàêæå Ëåîíèäó Âèòàëüåâè÷ó óäàëîñü ïîëó÷èòü ðÿä ðåçóëüòàòîâ,
ïîçâîëÿþùèõ íà îñíîâå ðàçðåøèìîñòè ïðèáëèæåííîãî óðàâíåíèÿ
óñòàíàâëèâàòü ñóùåñòâîâàíèå òî÷íîãî ðåøåíèÿ èñõîäíîé çàäà÷è è
äàæå îïðåäåëÿòü îáëàñòü åãî ðàñïîëîæåíèÿ.

Äàííàÿ òåìàòèêà íàïðÿìóþ ñâÿçàííà ñ òàê íàçûâàåìîé òåîðè-
åé K-ïðîñòðàíñòâ, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç îñíîâíûõ äîñòèæåíèé
Ëåîíèäà Âèòàëüåâè÷à â ôóíêöèîíàëüíîì àíàëèçå. Ñðåäè ïðî÷èõ îíà
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èìååò è ñëåäóþùåå çíà÷åíèå: ïðè ïîñòðîåíèè áàíàõîâûõ ïðîñò-
ðàíñòâ â êà÷åñòâå íîðìû âìåñòî ÷èñåë ìîæíî èñïîëüçîâàòü ýëåìåí-
òû K-ïðîñòðàíñòâà, êîíå÷íîìåðíîãî èëè áåñêîíå÷íîìåðíîãî. Íàï-
ðèìåð, âìåñòî ìàêñèìóìà ôóíêöèè ìîæíî áðàòü ìíîãî ëîêàëüíûõ
ìàêñèìóìîâ, ÷òî äàåò çíà÷èòåëüíî áîëåå òî÷íîå îïèñàíèå. Ïðèìå-
íèòåëüíî ê ýêîíîìèêå ýòîò ïîäõîä ïîëåçåí ïðè àãðåãèðîâàíèè,
åñëè îíî äåëàåòñÿ áîëåå äåòàëüíûì, ÷åì îáû÷íàÿ ñòîèìîñòü, îáðà-
çîì. Òàê, â ñëó÷àå èñïîëüçîâàíèÿ ìåòîäà àãðåãèðîâàíèÿ ýêîíîìè-
÷åñêèõ ñèñòåì, ïîÿâëÿåòñÿ âîçìîæíîñòü ïîíèæåíèÿ ðàçìåðíîñòè è
îäíîâðåìåííîãî èññëåäîâàíèÿ áëèçîñòè ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ,
ïîëó÷àåìîãî â ïðîöåññå èñïîëüçîâàíèÿ àãðåãèðîâàííîé ìîäåëè, ê èñêî-
ìîìó ðåøåíèþ. Ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå ðàñïîëîæåíî â àïïðîêñèìèðó-
þùåì ïðîñòðàíñòâå, êîòîðîå ïîëó÷àåòñÿ àãðåãèðîâàíèåì ïåðåìåííûõ, à
èñêîìîå ðåøåíèå íàõîäèòñÿ â èñõîäíîì ïðîñòðàíñòâå.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû âàæíî çàìåòèòü, ÷òî ËÏ òåñíî ñâÿçàííî è ñ
äèñêðåòíîé ìàòåìàòèêîé. Òàê, îñíîâíóþ çàäà÷ó òåîðèè àíòàãî-
íèñòè÷åñêèõ ìàòðè÷íûõ èãð ñ íóëåâîé ñóììîé (à èìåííî òåîðåìó î
ìèíèìàêñå) ñâÿçàë ñ ËÏ (òåîðåìàìè äâîéñòâåííîñòè) åùå ôîí
Íåéìàí (ñì. âîñïîìèíàíèÿ Äàíöèãà, öèòèðîâàííûå â ðàáîòå:
[29]). Áîëåå òîãî, â èòîãîâîì äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû ôîí Íåéìà-
íà î ìèíèìàêñå ôàêòè÷åñêè ñîäåðæàëàñü òåîðèÿ äâîéñòâåííîñòè.
Ïî ýòîé ïðè÷èíå ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî îáà ýòè ïîäõîäà ÷ðåçâû÷àéíî
ïîëåçíî ðàññìàòðèâàòü â èõ âçàèìîñâÿçè, òàê êàê â ýòîì ñëó÷àå
ïîëíåå ðàñêðûâàþòñÿ èäåè êàæäîãî èç íèõ, à èçó÷àåìàÿ çàäà÷à è
ïóòè åå ðåøåíèÿ ñòàíîâÿòñÿ áîëåå ÿñíûìè.

Ïðèáëèæåííûå ìåòîäû íàõîäÿò â ýêîíîìèêå åñòåñòâåííîå
ïðèìåíåíèå: ñëîæíîé ìîäåëè, ðàñïîëîæåííîé â íåêîòîðîì ïðîñò-
ðàíñòâå, ñîïîñòàâëÿåòñÿ áîëåå ïðîñòàÿ, ñ ìåíüøåé ðàçìåðíîñòüþ
ìîäåëü â ýòîì æå èëè äðóãîì ïðîñòðàíñòâå ïîñðåäñòâîì îäíîçíà÷-
íîãî èëè îäíî-ìíîãîçíà÷íîãî ñîîòâåòñòâèÿ. Ïðè ýòîì, êàê óæå ãî-
âîðèëîñü, ïðèíöèïû è òåîðåìû îáùåé òåîðèè ÷àñòî äàþò âîçìîæ-
íîñòü íà îñíîâå èññëåäîâàíèé áîëåå ïðîñòîé ñèñòåìû äàòü òî÷íûå
çàêëþ÷åíèÿ î íà÷àëüíîé ñèñòåìå: óñòàíàâëèâàòü ñóùåñòâîâàíèå ðå-
øåíèÿ, åãî åäèíñòâåííîñòü, àñèìïòîòè÷åñêèå ñâîéñòâà è ò.ä.

Êîãäà ìû èçó÷àåì ìàòåìàòè÷åñêèå ìåòîäû â ýêîíîìèêå, â òîì
÷èñëå èõ ïîÿâëåíèå è ðàçâèòèå, âàæíî ïîíèìàòü âçàèìîñâÿçü äâóõ
íàóê – ýêîíîìèêè è ìàòåìàòèêè. Ê ïðèìåðó, îáñóæäàåìûé íàìè â
äàííîé ñòàòüå ìåòîä ËÏ ïîÿâèëñÿ êàê îòâåò çàìå÷àòåëüíîãî ìàòå-
ìàòèêà Ëåîíèäà Âèòàëüåâè÷à Êàíòîðîâè÷à íà êîíêðåòíûé çàïðîñ
ñî ñòîðîíû ýêîíîìèêè åãî âðåìåíè. Íàðîäíûì õîçÿéñòâîì áûëà
ïîñòàâëåíà çàäà÷à ôàíåðíîãî òðåñòà, è Êàíòîðîâè÷ â ïðîöåññå ïî-
èñêà åå ðåøåíèÿ ïðèøåë ê ìåòîäó, êîòîðûé âïîñëåäñòâèè â åãî ðà-
áîòàõ è ðàáîòàõ äðóãèõ ó÷åíûõ ðàçâèëñÿ â ìåòîä ËÏ. Ýòîò ïîä-
õîä, â ñâîþ î÷åðåäü, ïîçâîëèë ðåøèòü çíà÷èòåëüíî áîëüøèé êëàññ
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ýêîíîìè÷åñêèõ çàäà÷, íåæåëè òîò, êîòîðûì åãî ðàçðàáîòêà áûëà
èíèöèèðîâàíà è ðàäè ðåøåíèÿ êîòîðîãî îí ïåðâîíà÷àëüíî ñîçäà-
âàëñÿ. Îäíàêî ñàìîå èíòåðåñíîå, ÷òî ýòèì îáëàñòü åãî ïðèìåíåíèÿ
è çíà÷åíèå íå îãðàíè÷èëèñü, î ÷åì áóäåò ñêàçàíî íèæå. È çäåñü,
íà íàø âçãëÿä, îñîáûé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿåò «îáðàòíàÿ ñâÿçü» ìà-
òåìàòè÷åñêèõ ìåòîäîâ ýêîíîìèêè è ÷èñòîé ìàòåìàòèêè, òî åñòü âëè-
ÿíèå ýêîíîìè÷åñêèõ çàäà÷ íà ìàòåìàòè÷åñêèé àïïàðàò.

Âî-ïåðâûõ, òåîðèÿ ñèñòåì ëèíåéíûõ íåðàâåíñòâ ðàçâèëàñü íà
ñòî ëåò ïîçæå, ÷åì òåîðèÿ ñèñòåì ëèíåéíûõ óðàâíåíèé, ïðè÷¸ì
ðàçâèòèå ïåðâîé èç íèõ áûëî èíèöèèðîâàíî èìåííî íåîáõîäèìî-
ñòüþ ðåøåíèÿ çàäà÷, ïðîäèêòîâàííûõ ïîòðåáíîñòÿìè ýêîíîìèêè
òîãî âðåìåíè.

Âî-âòîðûõ, ïðèâåäåì äðóãîé âàæíûé ïðèìåð ñèòóàöèè, êîãäà
èìåííî ïðîáëåìà, ïîñòàâëåííàÿ â ýêîíîìèêå, äàëà âàæíûé òîë÷îê
äëÿ ðàçâèòèÿ àïïàðàòà, ïîâëèÿâøåãî âïîñëåäñòâèè íà ñàìó ìàòåìà-
òèêó. Òàêèì ïðèìåðîì ìîæåò ïîñëóæèòü òðàíñïîðòíàÿ çàäà÷à. Èç-
íà÷àëüíî îíà áûëà ñôîðìóëèðîâàíà íà ýêîíîìè÷åñêîì ÿçûêå, ìà-
òåìàòè÷åñêè îôîðìëåíà è ýôôåêòèâíî ðåøåíà (íàïðèìåð, ìåòîä
ïîòåíöèàëîâ) îêîëî 1940 ã. Ïåðâîíà÷àëüíîå åå èçëîæåíèå ïîä íàç-
âàíèåì çàäà÷è î ïåðåìåùåíèè ìàññ áûëî äàíî â 1942 ã. Ë.Â.Êàíòî-
ðîâè÷åì â ñòàòüå [12] (â íåé èññëåäóåòñÿ áåñêîíå÷íîìåðíûé àíàëîã
òðàíñïîðòíîé çàäà÷è, ðàññìîòðåííîé â ðàáîòå [6]). Â äàííîé ðàáî-
òå îñíîâíàÿ çàäà÷à ñòàâèòñÿ óæå äëÿ ñëó÷àÿ ïðîèçâîëüíîãî ìåòðè-
÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà, ÷òî ïðèäàåò åé àáñòðàêòíûé, îáîáùåííûé
õàðàêòåð. Áîëåå òîãî, â óêàçàííîé ðàáîòå åñòåñòâåííûì îáðàçîì
ââåäåíî ïîíÿòèå ðàññòîÿíèÿ ìåæäó äâóìÿ ìíîæåñòâàìè îäèíàêîâîé
ìàññû â êîìïàêòå: â êà÷åñòâå íåãî ïðèíèìàåòñÿ ìèíèìàëüíûé îáú-
åì çàòðàò ïî ïåðåìåùåíèþ ýòîé ìàññû èç îäíîãî ìåñòà â äðóãîå.
Ýòà ìåòðèêà âïîñëåäñòâèè íàøëà ñâîå ïðèìåíåíèå êàê â òåîðèè âå-
ðîÿòíîñòåé äëÿ ðàñïðåäåëåíèé, òàê è â ñîáñòâåííî ôóíêöèîíàëü-
íîì àíàëèçå, ÷òî ïðèâåëî ê ðÿäó íîâûõ ðåçóëüòàòîâ.

Ýòèì çíà÷åíèå ðàáîòû [12] íå îãðàíè÷èâàåòñÿ. Òàê, íà åå îñíî-
âå Ëåîíèäó Âèòàëüåâè÷ó â 1948 ã. â ñòàòüå [13] óäàëîñü ïîëó÷èòü
áîëåå ïîëíîå ðåøåíèå ïðîáëåìû Ìîíæà. Òàêèì îáðàçîì, ìàòåìà-
òè÷åñêèå ìåòîäû, ïîÿâèâøèñü êàê îòâåò íà çàïðîñ ñî ñòîðîíû ýêî-
íîìèêè è ïðîéäÿ îïðåäåëåííóþ ýâîëþöèþ, îêàçàëè ïîëîæèòåëüíîå
âëèÿíèå íà ðàçâèòèå äðóãèõ, íå ñâÿçàííûõ ñ íèìè íàïðÿìóþ, îá-
ëàñòåé ÷èñòîé ìàòåìàòèêè è ïîçâîëèëè ðåøèòü äàâíèå ÷èñòî ìàòå-
ìàòè÷åñêèå çàäà÷è.

5. Çàêëþ÷åíèå
Êðóã çàäà÷, íàä êîòîðûìè Êàíòîðîâè÷ ðàáîòàë è êîòîðûå

áûëè èì ðåøåíû èëè âûâåäåíû íà íîâûé óðîâåíü ïîíèìàíèÿ,
ñòîëü øèðîê, ÷òî ãîâîðèòü î êàêîé-ëèáî îäíîé îáëàñòè, ãäå âïîëíå
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ïðîÿâèëñÿ åãî òàëàíò, íåâîçìîæíî. Òî÷íî òàê æå, êàê íåâîçìîæíî
ñêàçàòü, äëÿ êàêîé íàóêè åãî òâîð÷åñêàÿ äåÿòåëüíîñòü èìåëà áîëü-
øåå çíà÷åíèå – äëÿ ìàòåìàòèêè èëè äëÿ ýêîíîìèêè.

Áåçóñëîâíî, Ëåîíèä Âèòàëüåâè÷ ñ ïåðâûõ øàãîâ â íàóêå áûë
ìàòåìàòèêîì, à ýêîíîìèêîé óâëåêñÿ çíà÷èòåëüíî ïîçäíåå, êîãäà
áûë óæå ñîñòîÿâøèìñÿ ó÷åíûì ñ ìèðîâûì èìåíåì. Â çàñëóãó Ëåî-
íèäó Âèòàëüåâè÷ó ìîæíî ïîñòàâèòü âîçíèêíîâåíèå ñèëüíåéøåé
øêîëû ôóíêöèîíàëüíîãî àíàëèçà è ïðèíöèïèàëüíî íîâîãî íàïðàâ-
ëåíèÿ – òåîðèè ïîëóóïîðÿäî÷åííûõ ïðîñòðàíñòâ. Îòñþäà è ìàòå-
ìàòè÷åñêèé ïîäõîä ê ïðîáëåìàì ýêîíîìèêè. Êàê ïîêàçàëà èñòîðèÿ,
íàðàâíå ñ ãëóáîêîé èíòóèöèåé ìàòåìàòèêà Ëåîíèä Âèòàëüåâè÷ îá-
ëàäàë óäèâèòåëüíîé ïðîíèöàòåëüíîñòüþ â âîïðîñàõ ýêîíîìè÷åñêî-
ãî õàðàêòåðà.

Âêëàä Êàíòîðîâè÷à â ýêîíîìèêó ñëîæíî ïåðåîöåíèòü, ïîñ-
êîëüêó èì áûëà ñîçäàíà àáñîëþòíî íîâàÿ îáëàñòü ìàòåìàòè÷åñêèõ
ìåòîäîâ (ËÏ), ïîÿâèâøàÿñÿ, êàê óæå ãîâîðèëîñü, íà îñíîâå èäåé,
«óíàñëåäîâàííûõ» îò ìàòåìàòè÷åñêîãî ïåðèîäà åãî òâîð÷åñòâà. Èí-
òåðåñ è ãàðìîíè÷íîå ñî÷åòàíèå ñàìûõ ðàçíûõ âîïðîñîâ – âîò õà-
ðàêòåðíàÿ ÷åðòà íàó÷íîãî íàñëåäèÿ Ëåîíèäà Âèòàëüåâè÷à. Åãî ðà-
áîòû äîïîëíÿþò äðóã äðóãà, ñêëàäûâàÿñü â öåëüíóþ êàðòèíó. Ñèí-
òåç ïîçâîëÿë åìó íå îñòàíàâëèâàòüñÿ íà ÷àñòíûõ ìîìåíòàõ, âèäåòü
öåëîñòíûé ðåçóëüòàò. Âìåñòå ñ òåì Ëåîíèä Âèòàëüåâè÷ íå èçáåãàë
÷àñòíûõ ïðîáëåì, âîïðîñîâ ïðèëîæåíèé, èçó÷àë ñïåöèôèêó îáëà-
ñòåé ïðèìåíåíèÿ ñîçäàííîãî èì àïïàðàòà. Êàê ïèñàë ñàì ó÷åíûé â
äîêëàäå «Ìîé ïóòü â íàóêå» [4, ñ.22–75]: «...äëÿ ìîåé äåÿòåëüíîñ-
òè õàðàêòåðíûì ÿâëÿåòñÿ ïîñòîÿííîå âçàèìîïðîíèêíîâåíèå òåîðèè
è ïðàêòèêè...», ñâèäåòåëüñòâîì ÷åìó âñÿ åãî äåÿòåëüíîñòü.

C äðóãîé ñòîðîíû, òàêîå ðàçíîîáðàçèå ïðàêòè÷åñêèõ ïðèëîæå-
íèé ìåòîäîâ, ðàçðàáîòàííûõ Êàíòîðîâè÷åì, ÿâëÿåòñÿ çàìå÷àòåëü-
íîé èëëþñòðàöèåé îäíîãî èç âàæíåéøèõ ïðèíöèïîâ Ïåòåðáóðãñ-
êîé–Ëåíèíãðàäñêîé ìàòåìàòè÷åñêîé øêîëû, êîòîðîé ïðèíàäëåæàë
Ëåîíèä Âèòàëüåâè÷: «Íåò íè÷åãî ïðàêòè÷íåå õîðîøåé òåîðèè».
Ýòî îòíîñèòñÿ êàê ê èñïîëüçîâàíèþ Êàíòîðîâè÷åì â ðàáîòàõ ïî
ýêîíîìèêå èäåé, óñâîåííûõ èì â ïåðèîä ñîáñòâåííî ìàòåìàòè÷åñ-
êîé äåÿòåëüíîñòè, òàê è ê ïîñëåäóþùåìó ðàçâèòèþ è ïðàêòè÷åñêî-
ìó ïðèìåíåíèþ ìåòîäîâ ËÏ.

Îäíîâðåìåííî âñå åùå îñòàåòñÿ ðÿä ïðîáëåì, èçó÷åíèå êîòîðûõ
ìîæåò ñóùåñòâåííî óãëóáèòü ïîíèìàíèå èñòîðèè ËÏ íà ïåðâûõ ýòà-
ïàõ åãî ñòàíîâëåíèÿ, à òàêæå ðîëè èäåé ËÏ â ïîñëåäóþùåì ðàçâè-
òèè îïòèìèçàöèîííûõ ìåòîäîâ ìàòåìàòè÷åñêîé ýêîíîìèêè. Â ýòîé
ñâÿçè ìíå ïðåäñòàâëÿåòñÿ íåîáõîäèìûì, âî-ïåðâûõ, äàëüíåéøåå èñ-
ñëåäîâàíèå òðóäîâ, ëåæàùèõ íà ãðàíèöå ðàçíûõ ýòàïîâ íàó÷íîãî
òâîð÷åñòâà Ëåîíèäà Âèòàëüåâè÷à – ïåðèîäà, êîãäà åãî âçãëÿä ïîâî-
ðà÷èâàåòñÿ ê ìàòåìàòè÷åñêèì ìåòîäàì â ýêîíîìèêå. Çäåñü îñîáîå
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âíèìàíèå ñòîèò óäåëèòü ðàáîòàì, ïîäûòîæèâàþùèì îòäåëüíûå ïå-
ðèîäû åãî ìàòåìàòè÷åñêîãî òâîð÷åñòâà, ýòî ìîæåò ïîìî÷ü ëó÷øå
ïîíÿòü õîä ðàçâèòèÿ ðàííèõ èäåé, èõ òðàíñôîðìàöèþ è çàðîæäå-
íèå íîâûõ. Ïîñëåäíåå èìååò íå òîëüêî èñòîðè÷åñêîå çíà÷åíèå, íî è
ïîìîãàåò òî÷íåå îïðåäåëèòü íàïðàâëåíèå ðàçâèòèÿ ìàòåìàòè÷åñêèõ
ìåòîäîâ ýêîíîìèêè (è íå òîëüêî). Âî-âòîðûõ, ïî âñåé âåðîÿòíîñòè,
ïëîäîòâîðíûì áóäåò ñðàâíåíèå èñòîðèè ñòàíîâëåíèÿ ËÏ â ÑÑÑÐ â
êîíöå 1930-õ è â 1940-å ãã. ñ ïðîöåññàìè «ïåðåîòêðûòèÿ» ËÏ çà-
ïàäíûìè ó÷åíûìè. Ïîñëåäíåå èìååò îãðîìíîå çíà÷åíèå êàê äëÿ èñ-
òîðèè, òàê è äëÿ ìàòåìàòèêè, ïîñêîëüêó ïðåäîñòàâëÿåò íàì âåëèêî-
ëåïíóþ âîçìîæíîñòü èçó÷àòü ðîæäåíèå ñõîäíûõ èäåé â ðàçíîé èñ-
òîðè÷åñêîé, ýêîíîìè÷åñêîé, ïîëèòè÷åñêîé îáñòàíîâêå è íà áàçå
ðàçíûõ íàó÷íûõ øêîë, òðàäèöèé è çíàíèé.

Â íàñòîÿùåå âðåìÿ âàæíîñòü ìåòîäîâ ïðèáëèæåííûõ âû÷èñëå-
íèé, ëèíåéíîãî (âûïóêëîãî è áîëåå îáùåãî) ìîäåëèðîâàíèÿ è
ñìåæíûõ òåì, êîòîðûìè çàíèìàëñÿ Ëåîíèä Âèòàëüåâè÷, ïîñòîÿííî
âîçðàñòàåò, òåì áîëåå, ÷òî ìåòîäû ýòè ïðîíèêàþò âî âñå îòðàñëè
íàóêè – ôèçèêó, ìàòåìàòèêó, ýêîíîìèêó è äð. Òàêèì îáðàçîì, ðà-
áîòà â äàííîì íàïðàâëåíèè âèäèòñÿ ìíå ÷ðåçâû÷àéíî çíà÷èìîé,
çàñëóæèâàþùåé ïîâûøåííîãî âíèìàíèÿ.
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íî 100 ëåò òîìó íàçàä. Ìíå ïîêàçàëîñü, âïðî÷åì, ÷òî íå ñòîèò îòâ-
ëåêàòü âíèìàíèå ñëóøàòåëåé è ñìåøèâàòü îáå òåìû, à ëó÷øå îáñó-
äèòü âòîðóþ èç íèõ îòäåëüíî.

Ýòè ïîëèíîìû áûëè ââåäåíû â î÷åíü êðàòêîé çàìåòêå Ñ.Í.Áåð-
íøòåéíà «Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû Âåéåðøòðàññà, îñíîâàííîå íà òå-
îðèè âåðîÿòíîñòåé» [1]. Êàê èçâåñòíî, îíè îïðåäåëÿþòñÿ òàê:

B f B f t x f
k

n
p xn n nk

k

n

= =
⎛
⎝
⎜ ⎞

⎠
⎟

=
∑( ( ); ) ( )

0
, (1)

p x C x xnk n
k k n k( ) ( )= − −1 . (2)

Îïèðàÿñü íà ýòè ïîëèíîìû, Ñ.Í.Áåðíøòåéí äîêàçàë òåîðåìó
Âåéåðøòðàññà â òàêîé ôîðìå.

Òåîðåìà 1: Åñëè f – ôóíêöèÿ, íåïðåðûâíàÿ íà îòðåçêå [0; 1],
òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîëèíîìîâ B fn ïðè n →∞ ñõîäèòñÿ ê íåé
ðàâíîìåðíî íà [0; 1].

Äîêàçàòåëüñòâî ïîëó÷èëîñü ïðîñòîå, ïîíÿòü åãî ëåãêî. Ïî áè-
íîìó Íüþòîíà èìååì

p xnk
k

n

( )
=
∑ =

0
1,

k

n
p x xnk

k

n

( )
=
∑ =

0
. (3)

Èç (3) ëåãêî âûâîäèòñÿ òîæäåñòâî:

k

n
x p x

x x

nnk
k

n

−
⎛
⎝
⎜ ⎞

⎠
⎟ =

−

=
∑

2

0

1
( )

( )
. (4)

Îñòàåòñÿ âîñïîëüçîâàòüñÿ íåðàâåíñòâîì ×åáûøåâà, ïðèìåíÿå-
ìûì äëÿ âûâîäà çàêîíà áîëüøèõ ÷èñåë.

Ðàññóæäåíèå ÿñíî è êðàñèâî, îäíàêî, îíî ñîâåðøåííî íåîæè-
äàííî – êàê áóäòî «ñ íåáà ñâàëèëîñü».

Ê êîíöó ìàðòà èëè íà÷àëó àïðåëÿ 1952 ã. ïåðâûé òîì Ñîáðà-
íèÿ ñî÷èíåíèé Ñ.Í.Áåðíøòåéíà [1] áûë âïîëíå ãîòîâ, è íàñòóïèëî
âðåìÿ ïîäïèñàòü åãî ê ïå÷àòè. Â êàêîé-òî ìîìåíò ðåäàêòîð èçäà-
òåëüñòâà ïðîôåññîð Ä.À.Ðàéêîâ, ïî-âèäèìîìó, ÷òîáû çàïîëíèòü
ïàóçó, âîçíèêøóþ â äåëîâîé áåñåäå, ñïðîñèë Ñåðãåÿ Íàòàíîâè÷à,
êàê åìó óäàëîñü ïîñòðîèòü òàêèå îðèãèíàëüíûå ïîëèíîìû äëÿ äî-
êàçàòåëüñòâà òåîðåìû Âåéåðøòðàññà. Ñåðãåé Íàòàíîâè÷ íà ìãíîâå-
íèå çàäóìàëñÿ, à çàòåì ñóõî è èðîíè÷íî îòâåòèë, ÷òî â 1911 ã. èìå-
ëî ìåñòî òàêîå ïðîãðåññèâíîå ÿâëåíèå, êàê ñòóäåí÷åñêèå çàáàñòîâ-
êè, áëàãîäàðÿ ÷åìó ó íåãî îñòàâàëîñü äîâîëüíî ìíîãî âðåìåíè äëÿ
ðàçìûøëåíèé. Ðàçóìååòñÿ, ìû îæèäàëè, ÷òî Ñåðãåé Íàòàíîâè÷
âîéäåò â êàêèå-íèáóäü èíòåðåñíûå ïîäðîáíîñòè èëè ðàññêàæåò î
êàêîì-íèáóäü ïîðàçèòåëüíîì îçàðåíèè. Íî îí íå îòêðûë íàì íèêà-
êîé âåëèêîé òàéíû, – áûòü ìîæåò, åå è íå áûëî.
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Âî âñÿêîì ñëó÷àå, Ñ.Í.Áåðíøòåéí íà÷àë äóìàòü è ïóáëèêî-
âàòü ñòàòüè î ïðèáëèæåíèè íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé ðÿäàìè, ïî
ôîðìå ñõîäíûìè ñ ïîëèíîìàìè (1), åùå â 1903 ã. [2], êîãäà ïðèñ-
òóïèë ê ðåøåíèþ äåâÿòíàäöàòîé ïðîáëåìû Ãèëüáåðòà. Ìû ïîïûòà-
åìñÿ âîññòàíîâèòü â îáùèõ ÷åðòàõ åãî äîðîãó ê ïîëèíîìàì, êîòî-
ðûå íîñÿò åãî èìÿ è êîòîðûå ïðèâåëè ê ïðèíöèïèàëüíî íîâîìó äî-
êàçàòåëüñòâó òåîðåìû Âåéåðøòðàññà.

Äåâÿòíàäöàòàÿ ïðîáëåìà Ãèëüáåðòà îòíîñèòñÿ ê äèôôåðåíöè-
àëüíûì óðàâíåíèÿì ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè âòîðîãî ïîðÿäêà ýë-
ëèïòè÷åñêîãî òèïà, çàäàâàåìûõ àíàëèòè÷åñêèìè ôóíêöèÿìè, ñ äâó-
ìÿ íåçàâèñèìûìè ïåðåìåííûìè. Èíûìè ñëîâàìè, ðå÷ü èäåò îá
óðàâíåíèè

F r s t p q u x y( , , , , , , , ) = 0, (5)
ãäå F – àíàëèòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ âñåõ âîñüìè ïåðåìåííûõ,è âûïîë-
íÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

4 02′ ′ − ′ >F F Fr t s( ) . (6)

Òðåáîâàëîñü äîêàçàòü, ÷òî âñå ðåøåíèÿ ýòîãî óðàâíåíèÿ ÿâëÿ-
þòñÿ àíàëèòè÷åñêèìè ôóíêöèÿìè, ïðè÷åì ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ðå-
øåíèå óðàâíåíèÿ u íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìî σ ðàç, σ ≥ 2.
Óðàâíåíèå Ëàïëàñà áûëî ðàññìîòðåíî åùå Êîøè, à ñëó÷àé ëèíåé-
íûõ óðàâíåíèé – Ïèêàðîì [3]. Îáà îíè ïðèìåíÿëè ìåòîä ïîñëåäî-
âàòåëüíûõ ïðèáëèæåíèé, ÷òî ïðè ïåðåõîäå îò äåêàðòîâûõ êîîðäè-
íàò ê ïîëÿðíûì ïðèâîäèëî ê íåêîòîðûì ñòåïåííûì ðÿäàì. Ëè÷íî
Ãèëüáåðò ïðåäëîæèë ìîëîäîìó Áåðíøòåéíó çàíÿòüñÿ ïðîáëåìîé â
îáùåì ñëó÷àå�. Åñòåñòâåííî áûëî íà÷àòü ñ ìåòîäà ïîñëåäîâàòåëü-
íûõ ïðèáëèæåíèé è äàëüíåéøåãî ïåðåõîäà ê ïîëÿðíûì êîîðäèíà-
òàì. Îäíàêî îêàçàëîñü, ÷òî ýòî ïðèâîäèò íå ê ñòåïåííûì ðÿäàì, à
ê áîëåå ñëîæíûì äâîéíûì ðÿäàì âèäà

f x a x xlm
l m

l m
( ) ( )

,
= −∑ 1 .

Åñëè îíè ñõîäÿòñÿ àáñîëþòíî è ðàâíîìåðíî, òî Ñ.Í.Áåðíø-
òåéí íàçâàë èõ íîðìàëüíûìè ðÿäàìè.

×èñëî σ íåïðåðûâíûõ ïðîèçâîäíûõ îò ðåøåíèÿ u óðàâíåíèÿ
(5), êîòîðîå íóæíî ïîòðåáîâàòü ïåðâîíà÷àëüíî, çàâèñèò îò êëàññà
ôóíêöèé f, ðàçëàãàåìûõ â íîðìàëüíûå ðÿäû. Åñëè áû îêàçàëîñü,
÷òî ëþáàÿ íåïðåðûâíàÿ íà îòðåçêå [0; 1] ôóíêöèÿ f ïðåäñòàâèìà
ñóììîé íîðìàëüíîãî ðÿäà, òî áûëî áû äîñòàòî÷íî òðåáîâàòü îò ðå-
øåíèÿ u, ÷òîáû åãî âòîðûå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå óäîâëåòâîðÿëè
óñëîâèþ Ëèïøèöà ñ α > 05, .

Íî ïðåäñòàâèìîñòü ëþáîé íåïðåðûâíîé ôóíêöèè f íîðìàëü-
íûì ðÿäîì óäàëîñü äîêàçàòü íå ñðàçó. Ñíà÷àëà ïðèõîäèëîñü òðåáî-
âàòü îò ôóíêöèè f áîëüøåé ãëàäêîñòè. Ïðèâåäåì ðàññóæäåíèå äëÿ
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äâàæäû íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìîé ôóíêöèè, äàííîå â ìàãè-
ñòåðñêîé äèññåðòàöèè [4, ãë.2, ï.6, ñ.48–53]. Ïðîâåðèì, ÷òî ñïðà-
âåäëèâî òîæäåñòâî

f x f t x t dt A Bx( ) ( )| |= ′′ − + +∫
1

2
0

1

,0 1≤ ≤x . (7)

Äåéñòâèòåëüíî, åñëè ìû íàïèøåì

1

2

1

2

1

2
0

1

0

′′ − = ′′ − − ′′ −∫ ∫f t x t dt f t x t dt f t x t

x

( )| | ( )( ) ( )( )dt
0

1

∫
è ïðîèíòåãðèðóåì ïî ÷àñòÿì,òî ïîëó÷èì:
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1

2
1 0 1

1

2
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′′ − = − + − ′ − ′∫ f t x t dt f x f f f f( )| | ( ) ( ( ) ( ) ( )) ( (1 0) ( ))+ ′f x.

Ðàçëîæèì ôóíêöèþ | |x t− ïðè 0 1≤ ≤x â ðÿä

| | ( ( ( ) )) /x t x t− = − − − =1 1 2 1 2

= + − − + = + −
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+
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−
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(/1 1
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t
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x tx
k

)

( )

k

k
k t1 2

2 +

⎛

⎝
⎜⎜

⎞

⎠
⎟⎟

=

∞

∑ ,

(8)
Ïîäñòàâëÿÿ (8) â (7), ïîëó÷èì

f x a bx cx A x xpq
p q

p q
( ) ( )

,
= + + + −∑2 21 . (9)

ßñíî, ÷òî (9) – íîðìàëüíûé ðÿä, òàê êàê

( ) ( )1 12

0
− = −

=
∑x x C xq q

q
k k

k

q

.

Çàòåì Ñ.Í.Áåðíøòåéí ïîêàçûâàåò, ÷òî ïðèâåäåííûé ðåçóëüòàò
îñòàåòñÿ ñïðàâåäëèâûì äëÿ ëþáîé íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìîé
(òîëüêî îäèí ðàç) ôóíêöèè.

Âåðíåìñÿ, îäíàêî, ê ïëîäîòâîðíîìó 1911 ã., êàê ñêàçàíî â îò-
âåòå Ä.À.Ðàéêîâó. Êàê ðàç â 1910 ã. àêàäåìèÿ íàóê Áåëüãèè îáúÿ-
âèëà êîíêóðñ ïî òåìå, ïðåäëîæåííîé Âàëëå Ïóññåíîì, – î íàèëó÷-
øåì ïðèáëèæåíèè ôóíêöèè f x x( ) | |= íà îòðåçêå [−1; 1] ïîëèíîìà-
ìè ñòåïåíè ≤ n. Ýòà çàäà÷à áûëà â ñòèëå ïðîáëåì Ãèëüáåðòà: ïðîñ-
òî ôîðìóëèðóåòñÿ; íå êàæåòñÿ íè ñëèøêîì ëåãêîé, íè ñîâåðøåííî
íåïðèñòóïíîé; ìîæíî íàäåÿòüñÿ, ÷òî åå ðåøåíèå áóäåò ïîëåçíûì
òàêæå äëÿ èññëåäîâàíèÿ èíûõ òåì.
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Ñ.Í.Áåðíøòåéí ñ áîëüøîé ñêîðîñòüþ – ê ëåòó 1911 ãîäà – äàë
ïîëíîå ðåøåíèå ïîñòàâëåííîé ïðîáëåìû [5, ñ.79–84]. Äëÿ ýòîé
öåëè îí ñîçäàë îáùóþ òåîðèþ íàèëó÷øåãî ïðèáëèæåíèÿ íåïðåðûâ-
íûõ ôóíêöèé ìíîãî÷ëåíàìè, ïðèâåäÿ âî âçàèìîäåéñòâèå èäåè è
ìåòîäû Âåéåðøòðàññà è ×åáûøåâà. Ðàáîòà áûëà ïðåìèðîâàíà áåëü-
ãèéñêîé àêàäåìèåé íàóê.

Íà Ìåæäóíàðîäíîì êîíãðåññå ìàòåìàòèêîâ â Êåìáðèäæå â
1912 ã. Ñ.Í.Áåðíøòåéí â ñâîåì äîêëàäå ñêàçàë: «Ïðèìåð çàäà÷è î
íàèëó÷øåì ïðèáëèæåíèè f x x( ) | |= , ïðåäëîæåííûé Âàëëå Ïóññå-
íîì, äàåò åùå îäíî ïîäòâåðæäåíèå òîãî ôàêòà, ÷òî õîðîøî ïîñòàâ-
ëåííûé ÷àñòíûé âîïðîñ ñïîñîáåí áûòü îòïðàâíîé òî÷êîé äëÿ äàëå-
êî èäóùèõ òåîðèé» [6, ñ.117].

Ýòè èññëåäîâàíèÿ Ñ.Í.Áåðíøòåéíà ñîñòàâèëè òàêæå åãî äîê-
òîðñêóþ äèññåðòàöèþ, çàùèùåííóþ â Õàðüêîâñêîì óíèâåðñèòåòå
[7]. Â íåå áûëî âêëþ÷åíî Äîáàâëåíèå [7, ãë.5], â êîòîðîì äîêàçû-
âàëîñü, ÷òî ëþáàÿ íåïðåðûâíàÿ íà [0; 1] ôóíêöèÿ f ïðåäñòàâèìà
íîðìàëüíûì ðÿäîì. Â îñíîâó áûëà ïîëîæåíà ïðîñòàÿ èäåÿ. Òàê
êàê ñèñòåìà ôóíêöèé { ( ) }x xk n k

k
n1 0− −
= ëèíåéíî íåçàâèñèìà, òî ëþ-

áîé ìíîãî÷ëåí

P x a xm

m

( ) =
=
∑ ν

ν

ν 0

ñòåïåíè m n≤ ìîæíî îäíîçíà÷íî ïðåäñòàâèòü â âèäå

P x a x x x A x xm
n

m

nk
k n k

m

( ) (( ) ) ( )= − + = −−

=

−

=
∑ ∑ν

ν ν

ν ν
1 1

0 0
. (10)

Ó Ñ.Í.Áåðíøòåéíà ÿâíî âû÷èñëåíû Ank ÷åðåç aν , íî ïðîùå
ðàññìàòðèâàòü îòäåëüíî

x x x x C x xn
n
k k n k

k

n
ν ν ν

ν
ν

ν
= − + = −−

−
− −

=
∑(( ) ) ( )1 1 . (11)

Äëÿ ïðèìåíåíèÿ ê (10) óäîáíî ôîðìóëó (11) ïåðåïèñàòü ïî
ïîëèíîìàì pnk (2):
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Ó÷èòûâàÿ ôîðìóëû (12) è (13) è ïðèìåíÿÿ îáîçíà÷åíèÿ, ïðè-
íÿòûå â íàøå âðåìÿ, ìîæåì íàïèñàòü ïðèáëèæàþùèé ïîëèíîì äëÿ
xν òàê:

B t x
k

n
p xn nk

k

n

( ; ) ( )ν
ν

=
⎛
⎝
⎜ ⎞

⎠
⎟

=
∑

0
. (14)

Ïðè ïîìîùè (13) è äîñòàòî÷íî òîíêèõ âû÷èñëåíèé Ñ.Í.Áåðí-
øòåéí ïîëó÷àåò òàêóþ îöåíêó ðàçíîñòè

| ( ; )|x B t x
K

nn
ν ν ν− < , ν ≤ m,

ãäå Kν çàâèñèò òîëüêî îò ν.Îòñþäà äëÿ ìíîãî÷ëåíà Pm (10) èìååì

B P t x P
k

n
p xn m m nk

k

n

( ( ); ) ( )=
⎛
⎝
⎜ ⎞

⎠
⎟

=
∑

0
,

| ( ( ); ) ( )|B P t x P x
K

nn m m
m− < ,m n≤ . (15)

Çàìåòèì, ìåæäó ïðî÷èì, ÷òî íåðàâåíñòâî (15) ìîæíî ïîëó÷èòü
ïî÷òè áåç âû÷èñëåíèé è áåç ïðèìåíåíèÿ íåðàâåíñòâà ×åáûøåâà.
Âîñïîëüçóåìñÿ äëÿ ýòîãî îäíèì òîæäåñòâîì, êîòîðîå ÿ íåäàâíî âû-
âåë äëÿ äðóãèõ öåëåé. Ìíîãî÷ëåíû B xn ( ; )1 è B t xn ( ; ) äàþòñÿ ôîð-
ìóëàìè (3). Ïîêàæåì, ÷òî ïðè ν ≥ 1 ñïðàâåäëèâî òîæäåñòâî
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ãäå êîíñòàíòà â O çàâèñèò òîëüêî îò m,è ïðèìåíèì (*).Òîãäà
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Íàïîìíèì, ÷òî òåîðåìà î ïðèáëèæåíèè íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé
ïîëèíîìàìè ñàìèì Âåéåðøòðàññîì áûëà äîêàçàíà êàê òåîðåìà ñó-
ùåñòâîâàíèÿ [8]. Èñïîëüçóÿ åå â òàêîé ôîðìå è ïðèìåíÿÿ íåðàâåí-
ñòâî (15), Ñ.Í.Áåðíøòåéí äîêàçàë äâà âàæíûõ ñëåäñòâèÿ.

Òåîðåìà 2: Ëþáàÿ íåïðåðûâíàÿ íà îòðåçêå [0; 1] ôóíêöèÿ f

ðàçëàãàåòñÿ â íîðìàëüíûé ðÿä.
Â ñàìîì äåëå, ïî òåîðåìå Âåéåðøòðàññà äëÿ ëþáîãî íàòóðàëü-

íîãî s ñóùåñòâóåò ïîëèíîì Pm�
( )m ms s> −1 òàêîé, ÷òî

| ( ) ( )|f x P xm s�
− < +

1

2 2 ,0 1≤ ≤x ,

à ïî íåðàâåíñòâó (15) ñóùåñòâóåò n ns s> −1 òàêîå,÷òî

| ( ; ) ( )|B P x P xn m m s� � �
− < +

1

2 2 ,

| ( ; ) ( )|B P x f xn m s� �
− < +

1

2 1 .

Çíà÷èò,ôóíêöèÿ f ðàçëàãàåòñÿ â íîðìàëüíûé ðÿä

f x B P x B P xn m n m� � � �
( ) ( ; ) ( ; )= −

+ +∑
� �

.

Òåîðåìà 3: Äëÿ ëþáîé íåïðåðûâíîé íà îòðåçêå [0; 1] ôóíê-
öèè f ïîñëåäîâàòåëüíîñòü B f xn ( ; ) ñõîäèòñÿ ê íåé ðàâíîìåðíî.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 3 ïðèìåíÿåòñÿ òåîðåìà Âåéåðø-
òðàññà, òàê ÷òî òåîðåìà 3 ñëàáåå òåîðåìû 1. Îáîçíà÷èì ÷åðåç ( )Pm
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîëèíîìîâ, êîòîðàÿ ñõîäèòñÿ ê f. Ïî òåîðåìå
Âåéåðøòðàññà è íåðàâåíñòâó (15) äëÿ ôèêñèðîâàííîãî ε > 0 è äîñ-
òàòî÷íî áîëüøèõ n è m èìååì

| ( ) ( )|P x f xm − <
ε
3
, | ( ; ) ( )|B P x P xn m m− <

ε
3
,

| ( ; ) ( )| (| | ; ) | ( ; ) ( )|B f x f x B f P x B P x P xn n m n m m− < − + − +
+ − <| ( ) ( )|P x f xm ε.
Òàêèì îáðàçîì,

lim
n

nB f x f x
→∞

=( ; ) ( ). (16)

Â òåêñòå Ñ.Í.Áåðíøòåéíîì ñêàçàíî, ÷òî «ôîðìóëà (16) âûâå-
äåíà ìíîþ ïðè ïîìîùè òåîðèè âåðîÿòíîñòåé â çàìåòêå, ïîìåùåí-
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íîé â “Ñîîáùåíèÿõ Õàðüêîâñêîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî îáùåñòâà, ò.13,
¹1, 1912 ã.”» [1].

Ìíå êàæåòñÿ íåñîìíåííûì, ÷òî Ñ.Í.Áåðíøòåéí äîêàçàë òåîðå-
ìó 1 ïîñëå òåîðåìû 3, íî ñëåäóåò ïðèçíàòü, ÷òî îí ýòîãî íèãäå íå
ïèøåò!

Ïðèìå÷àíèÿ
� Îá ýòîì àâòîðó ñîîáùèë ñàì Ñ.Í.Áåðíøòåéí ëåòîì 1954 ã. â ñàíàòîðèè Àêàäåìèè

íàóê â Óçêîì (áûâøàÿ ïîäìîñêîâíàÿ óñàäüáà êíÿçÿ Ï.Í.Òðóáåöêîãî, íûíå âõîäèò â
ñîñòàâ Þãî-Çàïàäíîãî àäìèíèñòðàòèâíîãî îêðóãà Ìîñêâû). Ñåðãåé Íàòàíîâè÷ òîã-
äà, ãóëÿÿ ïî ïàðêó, ðàññêàçûâàë ìíå î ïðåêðàñíîì ìåæäóíàðîäíîì ñåìèíàðå Ä.Ãè-
ëüáåðòà è î öàðèâøåé òàì òâîð÷åñêîé îáñòàíîâêå.
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ÌÀËÅÍÜÊÀß ÈÑÒÎÐÈß ÁÎËÜØÎÉ ÒÅÎÐÅÌÛ.
ÂÎÑÏÎÌÈÍÀÍÈß Î Í.Â.ÅÔÈÌÎÂÅ

Å.Â.Øèêèí

«Ìû äîëæíû ïîíèìàòü, êàê ìèð óñòðîåí».

Í.Â.Åôèìîâ

Íèêîëàé Âëàäèìèðîâè÷ áûë ïåðâûì ïðîôåññîðîì ÌÃÓ, êîòî-
ðîãî ÿ óâèäåë âîî÷èþ, çíàÿ, ÷òî îí ïðîôåññîð ÌÃÓ. Ýòî ñëó÷è-
ëîñü â ñàìîì íà÷àëå ñåíòÿáðÿ 1959 ã., êîãäà Íèêîëàé Âëàäèìèðî-
âè÷ íà÷àë ÷èòàòü ñâîé îðèãèíàëüíûé äâóõãîäè÷íûé êóðñ ëåêöèé
ïî ìàòåìàòè÷åñêîìó àíàëèçó òîëüêî ÷òî ïðèíÿòûì íà ìåõìàò ïåð-
âîêóðñíèêàì. Ïåäàãîãè÷åñêîå îáàÿíèå Íèêîëàÿ Âëàäèìèðîâè÷à è
âïå÷àòëåíèå îò åãî ëåêöèé áûëè òàêèìè, ÷òî ìû, Þðà Àìèíîâ,
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Âàíÿ Áðàíäò, Ñàøà Ìàõîâîé è ÿ, äîâîëüíî ñêîðî îêàçàëèñü ñðåäè
ó÷àñòíèêîâ ïðîñåìèíàðà, êîòîðûé Íèêîëàé Âëàäèìèðîâè÷ âåë
âìåñòå ñ À.À.Ãîí÷àðîì, à çàòåì, óæå íà âòîðîì êóðñå, ñòàëè ïîñå-
ùàòü ñåìèíàð ïî ãåîìåòðèè â öåëîì, ñîçäàòåëåì è ðóêîâîäèòåëåì
êîòîðîãî äî ñàìîé ñâîåé êîí÷èíû áûë Íèêîëàé Âëàäèìèðîâè÷.

Íèêòî èç íàñ ÷åòâåðûõ íå ìîã òîãäà è ïðåäïîëîæèòü, ÷òî âñå
ìû îêàæåìñÿ ñâèäåòåëÿìè ïåðâûõ ñîîáùåíèé Íèêîëàÿ Âëàäèìèðî-
âè÷à î åãî ãëàâíîé òåîðåìå.

Ìíîãî ïîçæå ÿ óçíàë î äàëåêî íåïðîñòîé ÷åðåäå ñîáûòèé â
æèçíè Íèêîëàÿ Âëàäèìèðîâè÷à, êîòîðàÿ ïðåäøåñòâîâàëà ýòîìó çà-
ìå÷àòåëüíîìó ðåçóëüòàòó.

Ðîäèâøèñü â Îðåíáóðãå 31 ìàÿ 1910 ã., îí, åùå ìàëü÷èêîì,
ñìîã â ïîëíîé ìåðå îùóòèòü íà ñåáå âñå õàðàêòåðíûå ÷åðòû òîãî
ñëîæíîãî âðåìåíè, êîòîðîå ïåðåæèâàëà íàøà ñòðàíà. Ïîñëå îêîí-
÷àíèÿ ñðåäíåé øêîëû â 1927 ã. îí áûë âûíóæäåí â òå÷åíèå ãîäà
ðàáîòàòü, äëÿ òîãî ÷òîáû ïîëó÷èòü ðàáî÷èé ñòàæ, íåîáõîäèìûé
äëÿ ïîñòóïëåíèÿ íà ïåäàãîãè÷åñêèé ôàêóëüòåò Ñåâåðî-Êàâêàçñêîãî
óíèâåðñèòåòà (ã.Ðîñòîâ-íà-Äîíó). Â 1931 ã. Íèêîëàé Âëàäèìèðî-
âè÷ â ÷èñëå ëó÷øèõ âûïóñêíèêîâ áûë íàïðàâëåí â Ìîñêîâñêèé
óíèâåðñèòåò äëÿ ïðîõîæäåíèÿ îáó÷åíèÿ â àñïèðàíòóðå, êîòîðóþ îí
÷åðåç òðè ãîäà óñïåøíî çàêîí÷èë, çàùèòèâ ïîä ðóêîâîäñòâîì
ß.Ñ.Äóáíîâà êàíäèäàòñêóþ äèññåðòàöèþ ïî òåîðèè ñåòåé. Ïîñëå
îêîí÷àíèÿ àñïèðàíòóðû Íèêîëàé Âëàäèìèðîâè÷ ñ 1938 ïî 1941 ã.
ðàáîòàë â Âîðîíåæñêîì óíèâåðñèòåòå, äîéäÿ äî äîëæíîñòè ïðîðåê-
òîðà. Íàñûùåííûå ãîäû ðàáîòû â Âîðîíåæñêîì óíèâåðñèòåòå íå
ïîìåøàëè Íèêîëàþ Âëàäèìèðîâè÷ó ïîäãîòîâèòü è â 1940 ã. çàùè-
òèòü äîêòîðñêóþ äèññåðòàöèþ îá èçãèáàíèÿõ àíàëèòè÷åñêîé ïîâåð-
õíîñòè âáëèçè òî÷êè óïëîùåíèÿ. Âî âðåìÿ âîéíû îí ðàáîòàë ñíà-
÷àëà â Âîðîíåæñêîì àâèàöèîííîì èíñòèòóòå, à ñ 1943 ã. ïî 1961 ã.
– â âîññîçäàííîì Ìîñêîâñêîì ëåñîòåõíè÷åñêîì èíñòèòóòå (íûíå –
Ìîñêîâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò ëåñà). Îäíîâðåìåííî, ñ
1946 ã., Íèêîëàé Âëàäèìèðîâè÷ íà÷àë ðàáîòàòü â ÌÃÓ èìåíè
Ì.Â.Ëîìîíîñîâà, ñíà÷àëà ïðîôåññîðîì êàôåäðû ìàòåìàòèêè ôèçè-
÷åñêîãî ôàêóëüòåòà, à ñ 1957 ã. (äî ñâîåé êîí÷èíû â 1982 ã.) – çà-
âåäóþùèì êàôåäðîé ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà ìåõàíèêî-ìàòåìà-
òè÷åñêîãî ôàêóëüòåòà. Ñåìü ëåò, ñ 1962 ïî 1969 ã., Íèêîëàé Âëà-
äèìèðîâè÷ áûë äåêàíîì ìåõìàòà ÌÃÓ.

Êëþ÷åâóþ ðîëü â âûáîðå Íèêîëàåì Âëàäèìèðîâè÷åì îñíîâíî-
ãî íàïðàâëåíèÿ ãåîìåòðè÷åñêèõ èññëåäîâàíèé ñûãðàëà åãî âñòðå÷à
ñ ýìèãðèðîâàâøèì èç Ãåðìàíèè Ñòåôàíîì Êîí-Ôîññåíîì, êîòîðàÿ
ïðîèçîøëà íåçàäîëãî äî ñìåðòè Ñ.Êîí-Ôîññåíà â 1936 ã. Ýòà åäèí-
ñòâåííàÿ è î÷åíü êîðîòêàÿ âñòðå÷à ïðîèçâåëà íà Íèêîëàÿ Âëàäè-
ìèðîâè÷à ñòîëü ñèëüíîå âïå÷àòëåíèå, ÷òî îí íàçûâàë Ñ.Êîí-Ôîñ-
ñåíà ñâîèì ó÷èòåëåì. Âñïîìèíàÿ î íåé, Íèêîëàé Âëàäèìèðîâè÷ ãî-
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âîðèë: «Îäèí ðàç ÿ ñ íèì ïîëòîðà ÷àñà áåñåäîâàë» (öèòèðóþ ïî
ðóêîïèñíîé ñòåíîãðàììå, õðàíÿùåéñÿ â ëè÷íîì àðõèâå Ý.Ð.Ðîçåí-
äîðíà).

Ñåãîäíÿ âîññòàíîâèòü ýòó áåñåäó, ïî-âèäèìîìó, óæå íå óäàñò-
ñÿ. Îäíàêî ñîäåðæàòåëüíóþ åå ÷àñòü ìîæíî îöåíèòü ïî ðåçóëüòà-
òàì Íèêîëàÿ Âëàäèìèðîâè÷à â òîé îáëàñòè ãåîìåòðèè, êîòîðóþ
ïðèíÿòî íàçûâàòü ãåîìåòðèåé â öåëîì. Íà÷àòü óìåñòíåå âñåãî ñ ñî-
áûòèé ñòîñåìèäåñÿòèëåòíåé äàâíîñòè.

Â ñåðåäèíå 1830-õ ãã. â ðàçíûõ êíèæêàõ «Journal für die reine
und angewandte Mathematik» áûëè îïóáëèêîâàíû (âî ôðàíöóçñ-
êîì ïåðåâîäå è ñ íåáîëüøèìè ñîêðàùåíèÿìè) äâà ìåìóàðà
Í.È.Ëîáà÷åâñêîãî, ïîñâÿùåííûå åãî âîîáðàæàåìîé ãåîìåòðèè, à
íåñêîëüêèìè ãîäàìè ïîçæå – äâå ðàáîòû Ô.Ìèíäèíãà, â ïåðâîé èç
êîòîðûõ áûëè îïèñàíû äâà òèïà ïîâåðõíîñòåé âðàùåíèÿ ïîñòîÿí-
íîé îòðèöàòåëüíîé êðèâèçíû K (âîë÷îê è êàòóøêà), à âî âòîðîé –
òðèãîíîìåòðè÷åñêèå ñâîéñòâà òðåóãîëüíèêîâ íà ïîâåðõíîñòÿõ ïîñ-
òîÿííîé îòðèöàòåëüíîé êðèâèçíû.

Òîãäà åùå íå áûëî çàìå÷åíî, ÷òî äåôåêòû òðåóãîëüíèêîâ íà
ïëîñêîñòè Ëîáà÷åâñêîãî ïðîïîðöèîíàëüíû èõ ïëîùàäÿì òàê æå,
êàê è íà ïîâåðõíîñòÿõ ïîñòîÿííîé îòðèöàòåëüíîé êðèâèçíû.

«Ìîæíî áûëî áû äóìàòü, – ïîçæå íàïèøåò Ô.Êëåéí, – ÷òî íå
ïîíàäîáèòñÿ ìíîãî âðåìåíè, ÷òîáû âûÿâèòü ñâÿçü ìåæäó ýòèìè çà-
ìå÷àòåëüíûìè ðåçóëüòàòàìè, ïîëó÷åííûìè ñîâåðøåííî ðàçëè÷íûì
îáðàçîì. Ìåæäó òåì íà ýòî ïîíàäîáèëîñü öåëûõ 30 ëåò» [1, ñ.22].

Èçó÷àÿ òðåòèé òèï ïîâåðõíîñòåé âðàùåíèÿ ïîñòîÿííîé îòðèöà-
òåëüíîé êðèâèçíû, ïñåâäîñôåðó, Ý.Áåëüòðàìè ñîïîñòàâèë ðàáîòû
Í.È.Ëîáà÷åâñêîãî è Ô.Ìèíäèíãà è íàøåë, ÷òî íà ïîâåðõíîñòÿõ
ïîñòîÿííîé îòðèöàòåëüíîé êðèâèçíû ðåàëèçóåòñÿ ïëàíèìåòðèÿ Ëî-
áà÷åâñêîãî, îäíàêî íå âñåé ïëîñêîñòè Ëîáà÷åâñêîãî, à òîëüêî íåêî-
òîðûõ åå ÷àñòåé.

Ñâîåé ðàáîòîé 1872 ã. Ý.Áåëüòðàìè ïîñòàâèë âîïðîñ î âîçìîæ-
íîé ðåàëèçàöèè àêñèîìàòè÷åñêè îïðåäåëåííîé ãåîìåòðèè (ãåîìåò-
ðèè ïëîñêîñòè Ëîáà÷åâñêîãî) ïîñðåäñòâîì âíóòðåííåé ãåîìåòðèè
ïîâåðõíîñòè òðåõìåðíîãî åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà E3. Êàê ñëåäñò-
âèå, âîçíèêëà ïðîáëåìà ñóùåñòâîâàíèÿ â ïðîñòðàíñòâå E3 ðåãóëÿð-
íîé ïîâåðõíîñòè, âíóòðåííÿÿ ãåîìåòðèÿ êîòîðîé ñîâïàäàëà áû ñ ãå-
îìåòðèåé âñåé ïëîñêîñòè Ëîáà÷åâñêîãî.

Çäåñü ñòîèò çàìåòèòü, ÷òî âñå òðè óïîìÿíóòûõ âûøå òèïà ïî-
âåðõíîñòåé âðàùåíèÿ ïîñòîÿííîé îòðèöàòåëüíîé êðèâèçíû, îïè-
ñàííûå Ô.Ìèíäèíãîì è Ý.Áåëüòðàìè, èìåþò íåóñòðàíèìûå îñî-
áåííîñòè.

Ä.Ãèëüáåðò ãîâîðèë îá ýòîé ïðîáëåìå â èçâåñòíîì äîêëàäå íà
II Ìåæäóíàðîäíîì êîíãðåññå ìàòåìàòèêîâ, îäíàêî â ïîäãîòîâëåí-
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íûé äëÿ îïóáëèêîâàíèÿ îêîí÷àòåëüíûé ñïèñîê ïðîáëåì åå íå
âêëþ÷èë. Íèêîëàé Âëàäèìèðîâè÷ ñ÷èòàë, ÷òî óæå ïðè îòáîðå
ïðîáëåì ê ñâîåìó äîêëàäó Ä.Ãèëüáåðò âèäåë ïóòü åå ðåøåíèÿ. Êîñ-
âåííûì ïîäòâåðæäåíèåì ýòîãî ìîæåò ñëóæèòü ìåíåå ÷åì ãîäè÷íûé
âðåìåííîé çàçîð ìåæäó ïóáëèêàöèåé «Ìàòåìàòè÷åñêèõ ïðîáëåì»
(1900) è ðåøåíèåì ýòîé ïðîáëåìû (1901).

Ñ.Êîí-Ôîññåí áûë ïðÿìûì ó÷åíèêîì Ä.Ãèëüáåðòà è åñòåñòâåí-
íî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî îíè îáñóæäàëè òî, íàñêîëüêî âàæíûì ÿâëÿ-
åòñÿ óñëîâèå ïîñòîÿíñòâà êðèâèçíû K. Íèêîëàÿ Âëàäèìèðîâè÷à çà-
èíòåðåñîâàë èìåííî ýòîò âîïðîñ. Îäíàêî, íåñìîòðÿ íà âñå íàñòîé-
÷èâûå ïîïûòêè, ïîëó÷èòü îòâåò íà íåãî äîëãî íå óäàâàëîñü. Âîç-
ìîæíî, ÷òî ïîìèìî òðóäíîñòè ñàìîé çàäà÷è ñêàçûâàëîñü è îòñóòñò-
âèå íåîáõîäèìîãî èíñòðóìåíòàðèÿ.

Íèêîëàé Âëàäèìèðîâè÷ ïåðåêëþ÷èëñÿ íà äðóãóþ òåìàòèêó,
ïðîäîëæàÿ îáäóìûâàòü ïðîáëåìó, ñîîáùåííóþ åìó Ñ.Êîí-Ôîññå-
íîì. Îí ñ ðàçíûõ ñòîðîí àíàëèçèðîâàë äîêàçàòåëüñòâî Ä.Ãèëüáåð-
òà, èñêàë ñïîñîáû îòîðâàòüñÿ îò ïîñòîÿíñòâà êðèâèçíû, ôîðìóëè-
ðîâàë ãèïîòåçû è áûë óäèâèòåëüíî ïîñëåäîâàòåëåí â ñâîåì óïîðñò-
âå è íàñòîé÷èâîñòè.

Ïåðâûå ðåçóëüòàòû ïîÿâèëèñü ó Íèêîëàÿ Âëàäèìèðîâè÷à
òîëüêî â 1953 ã. Ñíà÷àëà îí îïóáëèêîâàë ðàáîòó [2], â êîòîðîé
áûëî äîêàçàíî, ÷òî ãàóññîâà êðèâèçíà ðåãóëÿðíîé ïîâåðõíîñòè, îä-
íîçíà÷íî ïðîåêòèðóþùåéñÿ íà âñþ ïëîñêîñòü, íå ìîæåò îñòàâàòüñÿ
ìåíüøå îòðèöàòåëüíîé ïîñòîÿííîé, à íåñêîëüêèìè ìåñÿöàìè ïîçæå
– ðàáîòó [3], ïîñâÿùåííóþ îöåíêå ðàçìåðîâ êâàäðàòà, íà êîòîðûé
òàêàÿ ïîâåðõíîñòü îäíîçíà÷íî ïðîåêòèðóåòñÿ: åñëè âûðåçîê ïîâåð-
õíîñòè, ãàóññîâà êðèâèçíà K êîòîðîé óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ
K K≤ <0 0, ãäå K0 = const, îäíîçíà÷íî ïðîåêòèðóåòñÿ íà êâàäðàò ñî
ñòîðîíîé a, òî a íå ïðåâûøàåò íåêîòîðîé ïîñòîÿííîé, êîòîðàÿ çà-
âèñèò òîëüêî îò K0. Â ÷àñòíîñòè, åñëè K0 1= − , òî a ≤ 19.

Ýòè ðåçóëüòàòû áûëè åùå î÷åíü äàëåêè îò òîãî èñ÷åðïûâàþùå-
ãî îòâåòà, êîòîðûé Íèêîëàé Âëàäèìèðîâè÷ ïîëó÷èë â 1963 ã., íî
óæå îíè âûñîêî îöåíèâàëèñü ãåîìåòðàìè. Âîò ÷òî ãîâîðèë À.Â.Ïî-
ãîðåëîâ: «Ìû âñå ïîíèìàëè, ÷òî ïî âñåì íàïðàâëåíèÿì òàêàÿ ïî-
âåðõíîñòü ïðîñòèðàòüñÿ íå ìîæåò, òàê êàê ïîâîðà÷èâàåòñÿ åå íîð-
ìàëü, íî îöåíêó ïîëó÷èòü íå óäàâàëîñü. Íèêîëàé Âëàäèìèðîâè÷
ñóìåë åå ïîëó÷èòü» (öèòèðóþ ïî ðóêîïèñíîé ñòåíîãðàììå, õðàíÿ-
ùåéñÿ â ëè÷íîì àðõèâå Ý.Ð.Ðîçåíäîðíà).

Äëÿ îöåíêè ðàçìåðîâ êâàäðàòà Íèêîëàé Âëàäèìèðîâè÷ ïðèâ-
ëåê ôîðìóëó äëÿ êðèâèçíû K ðåãóëÿðíîé ïîâåðõíîñòè, çàäàííîé
ÿâíî â âèäå ãðàôèêà ôóíêöèè z z x y= ( , ),

z z z

z z
K

xx yy xy

x y

−

+ +
=

2

2 2 21( )
,
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êîòîðàÿ ïðè èçâåñòíîé êðèâèçíå K x y( , ) ïðåâðàùàåòñÿ â íåëèíåé-
íîå óðàâíåíèå âòîðîãî ïîðÿäêà â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ äëÿ èñêî-
ìîé ôóíêöèè z (óðàâíåíèå Ìîíæà–Àìïåðà),è ââåë â ðàññìîòðåíèå
íîâûé îáúåêò – öåïî÷êè – ñïåöèàëüíûå êóñî÷íî-ãëàäêèå êðèâûå
èç äóã àñèìïòîòè÷åñêèõ ëèíèé (õàðàêòåðèñòèê óðàâíåíèÿ Ìîí-
æà–Àìïåðà), êîòîðûå áûëè óñïåøíî èñïîëüçîâàíû èì ïðè äàëü-
íåéøåì ïðîäâèæåíèè ê îñíîâíîìó ðåçóëüòàòó.

Êñòàòè, Íèêîëàé Âëàäèìèðîâè÷ íå ðàç ïîä÷åðêèâàë, ÷òî çàò-
ðóäíåíèÿ, êîòîðûå âîçíèêëè ó ñîâðåìåííèêîâ ñ ïîíèìàíèåì ñòàòüè
Ä.Ãèëüáåðòà, áûëè âûçâàíû òåì, ÷òî èìåííî çäåñü Ä.Ãèëüáåðò
âïåðâûå ôàêòè÷åñêè èñïîëüçîâàë ïîíÿòèå óíèâåðñàëüíîé íàêðûâà-
þùåé, õîòÿ è íå ñôîðìóëèðîâàë îáùåãî åå îïðåäåëåíèÿ (â äâóìåð-
íîì ñëó÷àå äëÿ K < 0 óíèâåðñàëüíàÿ íàêðûâàþùàÿ ñòðîèòñÿ î÷åíü
íàãëÿäíî – ýòî íåîãðàíè÷åííî ðàñøèðÿþùèéñÿ ãåîäåçè÷åñêèé êðóã
ñ âîçìîæíûìè ñàìîíàëåãàíèÿìè).

Â òå÷åíèå 1960-õ ãã. Íèêîëàþ Âëàäèìèðîâè÷ó óäàëîñü «îòîð-
âàòüñÿ» îò ïîñòîÿíñòâà êðèâèçíû K â òåîðåìå Ãèëüáåðòà, ïðè÷åì
ñðàçó ïî òðåì ðàçíûì íàïðàâëåíèÿì:

1-å íàïðàâëåíèå – q-ìåòðèêè,
2-å íàïðàâëåíèå – òåîðåìà î íåâîçìîæíîñòè â òðåõìåðíîì åâê-

ëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå E3 ïîëíîé ðåãóëÿðíîé ïîâåðõíîñòè ñ êðè-
âèçíîé K ≤ <const 0,

3-å íàïðàâëåíèå – (h, δ)-ìåòðèêè.
Âñïîìîãàòåëüíóþ, íî âàæíóþ ðîëü â ýòèõ èññëåäîâàíèÿõ ñûã-

ðàëè íîâûå ôîðìû çàïèñè óðàâíåíèé òåîðèè ïîâåðõíîñòåé îòðèöà-
òåëüíîé êðèâèçíû, íàéäåííûå Íèêîëàåì Âëàäèìèðîâè÷åì ñîâìåñò-
íî ñ Ý.Ã.Ïîçíÿêîì â 1961 ã. [4].

Äëÿ òîãî ÷òîáû îïèñàòü ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû, ââåäåì ïîëåç-
íûå îáîçíà÷åíèÿ:

k K= − > 0, R
k

=
1
, sup int

S
R q| |∇ = .

1-å íàïðàâëåíèå – q-ìåòðèêè. Â 1962 ã. Íèêîëàåì Âëàäèìèðî-
âè÷åì áûëî äîêàçàíî ñóùåñòâîâàíèå ÷èñëà q0 òàêîãî, ÷òî ïðè
q q≤ 0 ïîëíîå äâóìåðíîå îäíîñâÿçíîå ìíîãîîáðàçèå îòðèöàòåëüíîé
êðèâèçíû K íå äîïóñêàåò ðåãóëÿðíîãî èçîìåòðè÷åñêîãî ïîãðóæå-
íèÿ â ïðîñòðàíñòâî E3 (ñ óêàçàíèåì êîíêðåòíîãî çíà÷åíèÿ q0:

q0
2

3
= ) [5]. Â îñíîâó äîêàçàòåëüñòâà ïîëîæåíî ñëåäóþùåå íàáëþ-

äåíèå – ïðè ñôîðìóëèðîâàííûõ óñëîâèÿõ ñåòü àñèìïòîòè÷åñêèõ
ëèíèé â öåëîì íà ïîâåðõíîñòè äîëæíà áûòü ãîìåîìîðôíà äåêàðòî-
âîé ñåòè íà ïëîñêîñòè (ýòî ñâîéñòâî ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì ðåçóëüòà-
òîâ Ý.Ð.Ðîçåíäîðíà îá àñèìïòîòè÷åñêèõ ëèíèÿõ íà ïîâåðõíîñòÿõ ñ
ìåäëåííî ìåíÿþùåéñÿ îòðèöàòåëüíîé êðèâèçíîé [6]).
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Îòñþäà âûòåêàåò, ÷òî â ïðîñòðàíñòâå E3 íà âñÿêîé ïîëíîé ðå-
ãóëÿðíîé ïîâåðõíîñòè îòðèöàòåëüíîé êðèâèçíû K âûïîëíåíî íåðà-
âåíñòâî

q q≥ =0
2

3
.

2-å íàïðàâëåíèå. Îêîí÷àòåëüíîå ðåøåíèå ôóíäàìåíòàëüíîé
ïðîáëåìû î íåâîçìîæíîñòè â òðåõìåðíîì åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå
E3 ïîëíîé ðåãóëÿðíîé ïîâåðõíîñòè ñ êðèâèçíîé K ≤ <const 0 áûëî
ïîëó÷åíî ïðè ïîìîùè èññëåäîâàíèÿ ñôåðè÷åñêîãî îáðàçà óíèâåð-
ñàëüíîé íàêðûâàþùåé, åãî ãðàíèöû è öåïî÷åê è îïóáëèêîâàíî â
1963 ã. [7] (ðàçâåðíóòîå äîêàçàòåëüñòâî â 1964 ã. [8]).

Òåì ñàìûì, Íèêîëàé Âëàäèìèðîâè÷ äîêàçàë, ÷òî â ïðîñòðàíñ-
òâå E3 íà âñÿêîé ïîëíîé C 2-ðåãóëÿðíîé ïîâåðõíîñòè

sup K ≥ 0.
Íèêîëàé Âëàäèìèðîâè÷ ãîâîðèë, ÷òî ó òåîðåì ñ êîðîòêîé ôîð-

ìóëèðîâêîé îáû÷íî áûâàåò òðóäíîå äîêàçàòåëüñòâî. Â ñâÿçè ñ ýòèì
ñòîèò çàìåòèòü, ÷òî ðàáîòà [7] îòíîñèòñÿ ê òîìó âåñüìà ðåäêîìó
÷èñëó ïóáëèêàöèé, íàçâàíèÿ êîòîðûõ âêëþ÷àþò â ñåáÿ òî÷íóþ
ôîðìóëèðîâêó îñíîâíîãî ðåçóëüòàòà.

Ïîçæå, â 1968 ã., Íèêîëàé Âëàäèìèðîâè÷ ïîëó÷èë ðåçóëüòàò,
êîòîðûé ïåðåêðûâàåò ðåçóëüòàòû è 1-ãî è 2-ãî íàïðàâëåíèé: åñëè
ìåòðèêà ρ ïîëíà, åå êðèâèçíà K îòðèöàòåëüíà, à R èìååò èçìåíåíèå
ñ ëèíåéíîé îöåíêîé îòíîñèòåëüíî ρ, ò.å.

| ( ) ( )| ( , )R X R Y a X Y b− ≤ +ρ
äëÿ ëþáûõ òî÷åê X è Y (çäåñü à è b – íåîòðèöàòåëüíûå ïîñòîÿí-
íûå),òî â ïðîñòðàíñòâå E3 íå ñóùåñòâóåò ðåãóëÿðíîé ïîâåðõíîñòè,
íà êîòîðîé ýòà ìåòðèêà ðåàëèçóåòñÿ [8].Ýòî îçíà÷àåò,÷òî íåïîãðó-
æàåìîñòü îáåñïå÷åíà,åñëè ïðè óõîäå íà áåñêîíå÷íîñòü êðèâèçíà K
ñòðåìèòñÿ ê íóëþ,íî íå áûñòðî,à òàêæå åñëè q êîíå÷íî.

Çäåñü ñòîèò ñêàçàòü, ÷òî åùå â 1940-õ ãã. â ðàçãîâîðå ñ
À.Ä.Àëåêñàíäðîâûì Íèêîëàé Âëàäèìèðîâè÷ âûñêàçàë ãèïîòåçó
(óäèâèâøóþ òîãäà À.Ä.Àëåêñàíäðîâà) î òîì, ÷òî ñäåðæèâàþùóþ
ðîëü ìîæåò èãðàòü íå îòäåëåííîñòü êðèâèçíû K îò íóëÿ, à ïîâåäå-
íèå åå ïðîèçâîäíûõ.

3-å íàïðàâëåíèå – (h, δ)-ìåòðèêè.
Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà íåâîçìîæíîñòè ðåãóëÿðíîé ðåàëèçàöèè

ïëîñêîñòè Ëîáà÷åâñêîãî â ïðîñòðàíñòâî E3 Ä.Ãèëüáåðò èñïîëüçî-
âàë ôîðìóëó Õàööèäàêèñà,

ω ωuv = sin ,
ãäå ω – óãîë ìåæäó àñèìïòîòè÷åñêèìè ëèíèÿìè ïîâåðõíîñòè êðè-
âèçíû K = −1,à u è v – íàòóðàëüíûå àñèìïòîòè÷åñêèå ïàðàìåòðû,è

52 ÌÀÒÅÌÀÒÈÊÀ Â ÐÎÑÑÈÈ È ÑÑÑÐ



óñòàíîâèë, ÷òî ýòî óðàâíåíèå íå èìååò ðåøåíèé, óäîâëåòâîðÿþùèõ
íåðàâåíñòâó

0 < <ω π
íà âñåé ïëîñêîñòè.

Íèêîëàé Âëàäèìèðîâè÷ ïîêàçàë, ÷òî íà ñàìîì äåëå òàêèõ ðå-
øåíèé íåò è â ñêîëü óãîäíî óçêîé ïîëîñå

u u u1 2≤ ≤ ,−∞ < < +∞v .
Ãåîìåòðè÷åñêè ýòî îçíà÷àåò, ÷òî â ïðîñòðàíñòâå E3 íà ðåãó-

ëÿðíîé ïîâåðõíîñòè ïîñòîÿííîé îòðèöàòåëüíîé êðèâèçíû K âäîëü
ïîëíîé àñèìïòîòè÷åñêîé ëèíèè íå ñóùåñòâóåò ïîëîñû ïîñòîÿííîé
øèðèíû ε íè ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ ε > 0 (óñèëåííàÿ òåîðåìà Ãèëü-
áåðòà).

Òåîðåìà î ïðîñòîé çîíå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îáîáùåíèå ýòîãî
ðåçóëüòàòà íà (h, δ)-ìåòðèêè.

Ââåäåì íåîáõîäèìûå ïîíÿòèÿ.
Îáëàñòü D ñ çàäàííîé íà íåé ìåòðèêîé íàçûâàåòñÿ ïðîñòîé çî-

íîé, åñëè åå ìåòðè÷åñêîå çàìûêàíèå D íåêîìïàêòíî, à ìåòðè÷åñêàÿ
ãðàíèöà ∂D ñîñòîèò èç íå áîëåå ÷åì äâóõ ñâÿçíûõ íåêîìïàêòíûõ
êîìïîíåíò (íàïðèìåð, ïîëîñà ìåæäó âåòâÿìè ãèïåðáîëû è ïîëóï-
ëîñêîñòü – ïðîñòûå çîíû).

Ìåòðèêà îòðèöàòåëüíîé êðèâèçíû K, çàäàííàÿ â îáëàñòè D,
íàçûâàåòñÿ (h, δ)-ìåòðèêîé â ýòîé îáëàñòè, åñëè

k ≥ 1,
k

k

′⏐
⏐
⏐ ⏐
⏐
⏐≤

1

δ
,

1
1 3 2

k
h k

⎛
⎝
⎜

⎞
⎠
⎟
″
≤ −( ) / ,

1 4

32δ
< h.

(çäåñü δ = >const 0,h = >const 0, à çíàê «'» îçíà÷àåò äèôôåðåíöèðî-
âàíèå ïî äóãå ãåîäåçè÷åñêîé).

Â 1966 ã. Íèêîëàåì Âëàäèìèðîâè÷åì áûëî äîêàçàíî, ÷òî ïðî-
ñòàÿ çîíà ñ (h, δ)-ìåòðèêîé, ðåãóëÿðíî è èçîìåòðè÷åñêè ïîãðóæåí-
íàÿ â ïðîñòðàíñòâî E3, íå ìîæåò ñîäåðæàòü áîëåå îäíîé ïîëíîé
õàðàêòåðèñòèêè (àñèìïòîòè÷åñêîé) èç äàííîãî ñåìåéñòâà [9].

Íåëüçÿ íå óïîìÿíóòü è åùå îäèí ðåçóëüòàò Íèêîëàÿ Âëàäèìè-
ðîâè÷à, ñâÿçàííûé ñ ïðîáëåìîé Ãèëüáåðòà. Ýòî íåïîãðóæàåìîñòü â
ïðîñòðàíñòâî E3 ïîëóïëîñêîñòè Ëîáà÷åâñêîãî.

Äîêàçàòåëüñòâî òîãî, ÷òî ïîëóïëîñêîñòü Ëîáà÷åâñêîãî íå äî-
ïóñêàåò C 4-ðåãóëÿðíîãî èçîìåòðè÷åñêîãî ïîãðóæåíèÿ â ïðîñòðàí-
ñòâî E3 Íèêîëàé Âëàäèìèðîâè÷ äîëîæèë íà ñåìèíàðå ïî ãåîìåò-
ðèè â öåëîì. Îäíàêî ðÿä íåïðåäâèäåííûõ îáñòîÿòåëüñòâ íå äàë
åìó âîçìîæíîñòè ñðàçó îôîðìèòü ýòîò ðåçóëüòàò â âèäå ñòàòüè, êî-
òîðàÿ ïîÿâèëàñü òîëüêî â 1975 ã. [10]; Íèêîëàé Âëàäèìèðîâè÷
âîñïîëüçîâàëñÿ ñîõðàíèâøåéñÿ ó Ý.Ð.Ðîçåíäîðíà ñòåíîãðàììîé
òîãî äîêëàäà.
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Ðàáîòû Íèêîëàÿ Âëàäèìèðîâè÷à ïðîáóäèëè çíà÷èòåëüíûé èí-
òåðåñ ê èçó÷åíèþ óñëîâèé ïîãðóæàåìîñòè è íåïîãðóæàåìîñòè â
ïðîñòðàíñòâî E3 ìíîãîîáðàçèé îòðèöàòåëüíîé êðèâèçíû, îïèñàíèþ
÷àñòåé òàêèõ ìíîãîîáðàçèé, äîïóñêàþùèõ ðåãóëÿðíóþ ðåàëèçàöèþ
â ýòîì ïðîñòðàíñòâå, èññëåäîâàíèþ óñëîâèé ðåãóëÿðíîñòè ïîãðó-
æåííûõ ïîâåðõíîñòåé îòðèöàòåëüíîé êðèâèçíû è èçó÷åíèþ ãåîìåò-
ðè÷åñêèõ ñâîéñòâ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ Ìîíæà–Àìïåðà ãèïåðáîëè-
÷åñêîãî òèïà.

Ãîâîðÿò, ÷òî «ìèð èíòåðåñóåòñÿ íå øòîðìàìè, êîòîðûå ïîäñòå-
ðåãàëè âàñ â ïóòè, à òåì, ïðèâåëè ëè âû â öåëîñòè ñóäíî â ïîðò»
[11], íî, âñå ðàâíî, òî, ñ êàêèì íàðàñòàþùèì óïîðñòâîì â òå÷åíèå
ïî÷òè òðèäöàòè ëåò Íèêîëàé Âëàäèìèðîâè÷ øåë ê ïîñòàâëåííîé
öåëè, íå ïåðåñòàåò âîñõèùàòü.

Ìíå äîâåëîñü îáùàòüñÿ ñ Íèêîëàåì Âëàäèìèðîâè÷åì â ðàçíûå
ãîäû è â ðàçíûõ îáñòîÿòåëüñòâàõ, è áåç ïðåóâåëè÷åíèÿ ìîãó ñêà-
çàòü, ÷òî ýòî îáùåíèå îñòàâèëî çðèìûé ñëåä â ìîåé æèçíè è ÿðêèé
ñëåä â ìîåé ïàìÿòè.

Âîñïîìèíàíèÿ î Íèêîëàå Âëàäèìèðîâè÷å âûçûâàþò ó ìåíÿ ñà-
ìûå äîáðûå ÷óâñòâà. Èíûõ íèêîãäà è íå âîçíèêàëî.

Ïðè ïîäãîòîâêå ýòîé çàìåòêè ÿ ïîëüçîâàëñÿ ìàòåðèàëàìè, ïðå-
äîñòàâëåííûìè Ý.Ð.Ðîçåíäîðíîì è È.Õ.Ñàáèòîâûì, ñëîâàìè ïðèç-
íàòåëüíîñòè ê êîòîðûì ÿ åå è çàêàí÷èâàþ.
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ÒÅÎÐÅÌÀ ÕÈÍ×ÈÍÀ Î ÑÈÑÒÅÌÀÕ ×ÅÁÛØÅÂÀ1)

Í.Ã.Ìîùåâèòèí

Â 2006 ã. áûëè ïåðåèçäàíû îñíîâíûå òðóäû À.ß.Õèí÷èíà ïî òå-
îðèè ÷èñåë [1]. Áîëüøèíñòâî èç íèõ ïîñâÿùåíî òåîðèè äèîôàíòî-
âûõ ïðèáëèæåíèé â ÷àñòíîñòè ìíîãîìåðíûì äèîôàíòîâûì ïðèáëè-
æåíèÿì. Íåñîìíåííî, îñíîâîïîëàãàþùåé â ýòîé îáëàñòè ÿâëÿåòñÿ
ðàáîòà [2] îïóáëèêîâàííàÿ â 1926 ã. Â íåé â çàðîäûøå èìååòñÿ
ïðàêòè÷åñêè âñÿ òåîðèÿ ëèíåéíûõ îäíîðîäíûõ è íåîäíîðîäíûõ äèî-
ôàíòîâûõ ïðèáëèæåíèé ðàçâèâàâøàÿñÿ âïîñëåäñòâèè êàê ñàìèì
Õèí÷èíûì, òàê è äðóãèìè ìàòåìàòèêàìè – íàïðèìåð Â.ßðíèêîì,
Ê.Ìàëåðîì, Äæ.Êàññåëñîì. Îäíàêî ìíîãèå êëàññè÷åñêèå ðåçóëüòà-
òû Õèí÷èíà (ðàâíî êàê è åãî ïîñëåäîâàòåëåé) îêàçûâàëèñü çàáûòû-
ìè è äàæå íåîäíîêðàòíî ïåðåäîêàçûâàëèñü äðóãèìè ó÷åíûìè.

Â íàñòîÿùåé ñòàòüå ìû ñðàâíèâàåì îðèãèíàëüíûé ðåçóëüòàò
Õèí÷èíà îá ýêâèâàëåíòíîñòè ñâîéñòâà ìàòðèöû áûòü ðåãóëÿðíîé è
ñâîéñòâà ìàòðèöû áûòü ìàòðèöåé ×åáûøåâà (îñíîâíîé ðåçóëüòàò
ñòàòüè [3]) è åãî èçëîæåíèå â êíèãå Êàññåëñà «Äèîôàíòîâû ïðèá-
ëèæåíèÿ» [4]. Îêàçûâàåòñÿ ôîðìóëèðîâêà Õèí÷èíà è ôîðìóëè-
ðîâêà Êàññåëñà ðàçëè÷íû, õîòÿ è ýêâèâàëåíòíû. Ýòî áóäåò îáñóæ-
äàòüñÿ â ïóíêòàõ 1 è 4 íèæå.

Êðîìå òîãî, ìû âíîñèì ÿñíîñòü â âîïðîñ, êàê ñâÿçàíû ðåçóëüòà-
òû Õèí÷èíà î òåîðåìàõ ïåðåíîñà äëÿ îäíîðîäíîé è íåîäíîðîäíîé
çàäà÷ [3] è ñîîòâåòñòâóþùèå ðåçóëüòàòû ßðíèêà [5; 6], Îá ýòîì
óæå íàïèñàíî â íàøåì îáçîðå (ïóíêò 6.2 èç [7]�). Òàì ñäåëàí àê-
öåíò íà òî, ÷òî îñíîâíîé ðåçóëüòàò Õèí÷èíà èç ðàáîòû 1948 ã. [3]
ôàêòè÷åñêè óæå èìåëñÿ â ìàëîèçâåñòíîé ðàáîòå ßðíèêà [5]� è â åå
áîëåå ïîçäíåì âàðèàíòå [6], Ýòî äåéñòâèòåëüíî òàê, íî, ê ñîæàëå-
íèþ, èçëîæåíèå âîïðîñà â [7] îêàçàëîñü çàïóòàííûì è íå âåçäå âåð-
íûì�. Â ïóíêòå 2 íàñòîÿùåé ðàáîòû ìû äîñëîâíî ïðèâåäåì ôîðìó-
ëèðîâêè íåîáõîäèìûõ òåîðåì ßðíèêà è ñðàâíèì èõ ñ ðåçóëüòàòàìè
Õèí÷èíà. Îêàçûâàåòñÿ, ôîðìóëèðîâêà ßðíèêà áëèæå ê ôîðìóëè-
ðîâêå èç Êàññåëñà ÷åì ê îðèãèíàëüíîé ôîðìóëèðîâêå Õèí÷èíà.

1. Òåîðåìà î ðåãóëÿðíûõ ñèñòåìàõ è ñèñòåìàõ ×åáûøåâà:
Õèí÷èí è Êàññåëñ. Ïóñòü m è n ñóòü íàòóðàëüíûå ÷èñëà. Ïîëîæèì
d m n= + . Ìû áóäåì èìåòü äåëî ñ ñèñòåìîé èç n ëèíåéíûõ ôîðì îò
m öåëî÷èñëåííûõ ïåðåìåííûõ. Äëÿ âåùåñòâåííîé ìàòðèöû

Θ =

⎛

⎝

⎜
⎜⎜

⎞

⎠

⎟
⎟⎟

θ θ

θ θ

1
1

1

1

...

... ... ...

...

m

n n
m
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ðàññìîòðèì ñîîòâåòñòâóþùóþ ñèñòåìó ëèíåéíûõ ôîðì
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, 1≤ ≤j n.

Çäåñü x = ( ,..., )x xm1 – íàáîð öåëî÷èñëåííûõ ïåðåìåííûõ. ×å-
ðåç tΘ áóäåì îáîçíà÷àòü òðàíñïîíèðîâàííóþ ìàòðèöó, à ñîîòâåòñò-
âóþùóþ òðàíñïîíèðîâàííóþ ñèñòåìó ëèíåéíûõ ôîðì áóäåì îáîç-
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Ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü ôóíêöèè
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, t
n

mt tψ( ) ≤
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Ïî Õèí÷èíó, «åñëè ïðè ëþáîì ε > 0 è ëþáîì äîñòàòî÷íî áîëü-
øîì t ìîãóò áûòü ðàçðåøåíû â öåëûõ ÷èñëàõ íåðàâåíñòâà

| |L
tj <
1
, 1≤ ≤j n, 0

1
< <
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i m
i

n

mx t| | ε , (1)

òî ìû íàçûâàåì ñèñòåìó ÷èñåë θ j
i (èëè ñèñòåìó ëèíåéíûõ ôîðì èëè

ñèñòåìó óðàâíåíèé LJ = 0�) ñèíãóëÿðíîé» (ñì. [3] èëè [1,ñ.238]).
Òàêèì îáðàçîì, ìàòðèöà Θ ÿâëÿåòñÿ ñèíãóëÿðíîé, åñëè äëÿ

ëþáîãî ε′> 0 ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ t âûïîëíåíî

ψ ε( )t t

m

n< ′
−

,

èëè

lim sup
t

m

nt t
→∞

=ψ( ) 0.

Ìàòðèöû, íå ÿâëÿþùèåñÿ ñèíãóëÿðíûìè íàçûâàþòñÿ ðåãóëÿð-
íûìè. Èòàê, Θ ðåãóëÿðíà, åñëè ïðè íåêîòîðîì ïîëîæèòåëüíîì ε
íàéäåòñÿ âîçðàñòàþùàÿ ê áåñêîíå÷íîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü tk òà-
êàÿ, ÷òî ïðè t tk= ñèñòåìà íåðàâåíñòâ (1) íå èìååò ðåøåíèé â öå-
ëûõ ÷èñëàõ, èëè, ÷òî òî æå ñàìîå,
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>ψ( ) 0.

Ïðèâåäåì äîñëîâíî îïðåäåëåíèå Õèí÷èíà ñèñòåìû ×åáûøåâà.
Õèí÷èí ïèøåò�: «Áóäåì íàçûâàòü ñèñòåìó ÷èñåë θ j

i ñèñòåìîé ×å-

áûøåâà, åñëè, êàêîâû áû íè áûëè âåùåñòâåííûå ÷èñëà α j
( )1≤ ≤j n , ñóùåñòâóåò òàêàÿ ïîëîæèòåëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ Γ, ÷òî ñèñ-
òåìà íåðàâåíñòâ

| ( ) |L y

x

j j j m

n

Θ Γ
x − − <α (2)

èìååò öåëî÷èñëåííûå ðåøåíèÿ xi,yi,1≤ ≤i m,1≤ ≤j n,ñ êàêèì óãîä-
íî áîëüøèì max

1≤ ≤i m
ix| |» (ñì. [3] èëè [1,ñ.239–240]).

Èòàê, ïî Õèí÷èíó, ñèñòåìà Θ íàçûâàåòñÿ ñèñòåìîé ×åáûøåâà,
åñëè

∀ ∃ ∀ ∃α Γ x0 ðåøåíèå ñèñòåìû (2) c x x≥ 0. (3)
Îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì ðàáîòû Õèí÷èíà [3] ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþ-

ùàÿ òåîðåìà (ìû äîñëîâíî ïðèâîäèì ôîðìóëèðîâêó Õèí÷èíà).
Òåîðåìà À. (Õèí÷èí [3] èëè [1, ñ.240]). Ðåãóëÿðíîñòü ñèñòå-

ìû ÷èñåë θ j
i (èëè ñèñòåìû ôîðì Lj , èëè ñèñòåìû óðàâíåíèé

Lj = 0�) ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìûì è äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì äëÿ òîãî,
÷òîáû ýòà ñèñòåìà áûëà ñèñòåìîé ×åáûøåâà.

Äîñëîâíî ïðèâåäåì ôîðìóëèðîâêó ñîîòâåòñòâóþùåé òåîðåìû èç
êíèãè Êàññåëñà [4, ñ.115] (òåîðåìà XIII). Äëÿ ýòîãî ïðåæäå îòìå-
òèì, ÷òî îïðåäåëåíèå ñèíãóëÿðíîé è ðåãóëÿðíîé ìàòðèöû ó Êàññåë-
ñà òî÷íî òàêîå æå, êàê è ïðèâåäåííîå âûøå îïðåäåëåíèå Õèí÷èíà.

Òåîðåìà Á. (Êàññåëñ [4, ñ.115]): Äëÿ òîãî ÷òîáû ñèñòåìà
Lj ( )x áûëà ðåãóëÿðíà, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ñóùåñòâî-
âàëî ÷èñëî δ > 0, òàêîå, ÷òî íåðàâåíñòâî

( | | ( ) | | ) ( | | )max max
j

j j
n

i
i

mL xx − <α δ

èìåëî áåñêîíå÷íî ìíîãî öåëûõ ðåøåíèé x äëÿ êàæäîãî äåéñòâè-
òåëüíîãî α.

Ðîëü âåëè÷èíû Γ èç îïðåäåëåíèÿ Õèí÷èíà ó Êàññåëñà èãðàåò

âåëè÷èíà δ
1

n .
Ìû âèäèì ÷òî, ïî Êàññåëñó, ýêâèâàëåíòíûì óñëîâèåì ðåãó-

ëÿðíîñòè ñèñòåìû Lj ( )x (èëè ìàòðèöû Θ, ÷òî òî æå ñàìîå) ÿâëÿåò-
ñÿ ñëåäóþùåå âûñêàçûâàíèå:

∃ ∀ ∀ ∃Γ α x0 ðåøåíèå ñèñòåìû (2) ñ x x≥ 0. (4)
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Íåîæèäàííûì íàáëþäåíèåì äëÿ íàñ ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî âûñêàçû-
âàíèÿ (3) è (4), âîîáùå ãîâîðÿ, ðàçëè÷íûå – îíè îòëè÷àþòñÿ ïî-
ðÿäêîì êâàíòîðîâ. Êàê ó÷àò ñòóäåíòîâ, òàêèå âûñêàçûâàíèÿ âîâñå
íå îáÿçàíû áûòü ðàâíîñèëüíûìè. Âûñêàçûâàíèå (3) ïðåäïîëàãàåò,
÷òî Γ çàâèñèò îò α, â òî âðåìÿ êàê âûñêàçûâàíèå (4) ïðåäïîëàãàåò,
÷òî Γ îäíî è òî æå äëÿ âñåõ α.

Òåì íå ìåíåå, è îðèãèíàëüíîå äîêàçàòåëüñòâî Õèí÷èíà, è äî-
êàçàòåëüñòâî èç êíèãè Êàññåëñà ÿâëÿþòñÿ âåðíûìè. Òàêèì îáðà-
çîì, îêàçûâàåòñÿ, ÷òî â ðàññìàòðèâàåìîé çäåñü çàäà÷å (3) è (4) ýê-
âèâàëåíòíû, è êâàíòîðû ïåðåñòàâèòü ìîæíî.

Îáúÿñíåíèå ýòîãî â ñëåäóþùåì. Â ÿâíîì âèäå ìîæíî ïîñòðî-
èòü ôóíêöèþ g :� �+ +→ è â áîëåå-ìåíåå ÿâíîì âèäå ìîæíî óêà-
çàòü ïî ìàòðèöå Θ âåêòîð η η ηΘ Θ Θ= ∈( ,..., )1 n

n
� òàêîé, ÷òî åñëè

ðàññìîòðåòü âåëè÷èíó

Δ Θ= −
∈ →+∞ ≤ ≤
lim inf max max

x x

x

�
� j n

j j
n

i
L x

,| |

( | | ( ) | | ) ( |
1

η i
m| )

è îêàæåòñÿ, ÷òî Δ < +∞, òî äëÿ ëþáîãî âåêòîðà α α α= ∈( ,..., )1 n
n

�

áóäåò âûïîëíåíî

lim inf max max
x x

x

∈ →+∞ ≤ ≤
−

�
� j n

j j
n

i
iL x

,| |

( | | ( ) | | ) ( | | )
1

α m g≤ ( )Δ .

Â ïóíêòå 4 ìû ïðèâåäåì òî÷íóþ ôîðìóëèðîâêó ýòîãî ðåçóëü-
òàòà. Íî äëÿ ýòîãî íàì ïîòðåáóåòñÿ ñêàçàòü íåñêîëüêî ñëîâ î òîì,
êàê ñòðîèòñÿ ìíîæåñòâî äîïóñòèìûõ âåêòîðîâ η. Ýòî ìû ñäåëàåì â
ïóíêòå 3.

2. Ðåãóëÿðíîñòü è ñâîéñòâî ×åáûøåâà: Õèí÷èí è ßðíèê.
Äëÿ òîãî ÷òîáû ïðèâåñòè â îðèãèíàëüíîì âèäå ðåçóëüòàò ßðíèêà
èç ðàáîò [5; 6], íàì ïîíàäîáèòñÿ ôóíêöèÿ

ψ ααΘ,

\{ }: | |
( ) | | ( ) | |t L

�
�x t j n

j j= −
∈ ≤ ≤ ≤

min max
maxx

x

� 0 1
,

îïðåäåëåííàÿ äëÿ âåùåñòâåííîãî âåêòîðà α α α= ( ,..., )1 n .
Âî âñåõ òåîðåìàõ íèæå ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ϕ( )t è ρ( )t ïîëîæè-

òåëüíûå óáûâàþùèå ôóíêöèè âåùåñòâåííîãî àðãóìåíòà, ïðè÷åì âçà-
èìíî îáðàòíûå. Äîïîëíèòåëüíî ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ϕ ρ( ) ( )0 0 0= = ,
÷òî äëÿ íåêîòîðîãî η > 0 ôóíêöèÿ ϕ η( )t t⋅ − âîçðàñòàåò â ïðîìåæóòêå

t > 0 è lim sup
t

t t
→∞

−⋅ = +∞ϕ η( ) . Êðîìå òîãî, ïðåäïîëàãàåòñÿ ÷òî âûïîë-

íåíî ϕ α α ϕη( ) ( )t t> äëÿ âñåõ α > 1, t > 0.
ßðíèê äîêàçàë ñëåäóþùèå äâå òåîðåìû (V�ta 5, 7 èç [5, ñ.3–4]):
Òåîðåìà Â. Åñëè

lim sup
t

tt t a
→∞

⋅ > >ϕ ψ( ) ( ) 0,
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òî

lim sup sup
t

t t A
�→∞ ≤ ≤

≤ρ ψ
α α

α( ) ( )
:

,

0 1

Θ ,

ãäå

A d d
d d

a
=

⎛
⎝
⎜ ⎞

⎠
⎟

⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟

3

2
1

2

1

! ,
! /

max
η

.

Òåîðåìà Ã. Åñëè

lim sup
t

tt t
→∞

< ∞ϕ ψ( ) ( ) ,

òî íàéäåòñÿ âåêòîð α òàêîé,÷òî

lim inf
t

t t
→∞

>ρ ψ α( ) ( ),Θ 0.

Åñëè ïîëîæèòü ϕ γ( )t t

n

m= è ρ γ( ) ( / )t t

m

n= , γ > 0, òî ïðîèñõîäèò
ñëåäóþùåå.

1. Èç òåîðåìû Â ïîëó÷àåì ÷òî åñëè ìàòðèöà tΘ ðåãóëÿðíà, òî
ìàòðèöà Θ óäîâëåòâîðÿåò âûñêàçûâàíèþ (4).

2. Èç òåîðåìû Ã ïîëó÷àåì, ÷òî åñëè ìàòðèöà tΘ ñèíãóëÿðíà,
òî ìàòðèöà Θ íå óäîâëåòâîðÿåò âûñêàçûâàíèþ (4).

Èòàê, ßðíèê â [5] äîêàçàë, ÷òî ðåãóëÿðíîñòü ìàòðèöû tΘ ýê-
âèâàëåíòíà âûñêàçûâàíèþ (4) äëÿ ìàòðèöû Θ. Â ïóíêòå 6.2 íàøåé
îáçîðíîé ðàáîòû [7] óòâåðæäàåòñÿ íå÷òî äðóãîå: ßðíèê äîêàçàë,
÷òî ðåãóëÿðíîñòü ìàòðèöû tΘ ýêâèâàëåíòíà òîìó, ÷òî Θ åñòü ìàòðè-
öà ×åáûøåâà, òî åñòü óäîâëåòâîðÿåò (3).

Ïîñëåäíåå, êîíå÷íî, â êàêîì-òî ñìûñëå âåðíî, èáî (3) è (4)
äåéñòâèòåëüíî ýêâèâàëåíòíû. Íî íè ó Õèí÷èíà, íè ó ßðíèêà, íè ó
Êàññåëñà ìû íå íàøëè â ÿâíîì âèäå óòâåðæäåíèÿ î òîì, ÷òî (3) è
(4) ýêâèâàëåíòíû.

Óòâåðæäåíèå î òîì, ÷òî ìàòðèöà Θ ñèíãóëÿðíà òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà ñèíãóëÿðíà ìàòðèöà tΘ â ÿâíîì âèäå â ðàáîòàõ ßðíè-
êà [5; 6] íå ñîäåðæèòñÿ. Ýòî óòâåðæäåíèå ñîñòàâëÿåò îñíîâíîé ðå-
çóëüòàò ðàáîòû Õèí÷èíà 1948 ã. [8]. Îäíàêî îíî ñðàçó ñëåäóåò èç
îáùåé òåîðåìû Ìàëåðà	 (Satz 1 èç ðàáîòû 1939 ã. [9]).

3. Íàèëó÷øèå ïðèáëèæåíèÿ è ìíîæåñòâî �Θ. Äëÿ òðàíñïî-

íèðîâàííîé ìàòðèöû tΘ ðàññìîòðèì (êîíå÷íóþ èëè áåñêîíå÷íóþ)
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âåêòîðîâ íàèëó÷øèõ ïðèáëèæåíèé

yν ν ν= ( ,..., ), ,y y n1 , ν = 1,2,3, (5)
(ïî ïîâîäó îïðåäåëåíèÿ íàèëó÷øèõ ïðèáëèæåíèé è èõ ïðîñòåé-
øèõ ñâîéñòâ ìû ñîøëåìñÿ íà íàøó îáçîðíóþ ðàáîòó [7]).

Í.Ã.Ìîùåâèòèí 59



Åñòåñòâåííî, íàèáîëåå èíòåðåñåí è âàæåí ñëó÷àé, êîãäà ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü (5) áåñêîíå÷íà.

Ïî àíàëîãèè ñ [7] ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü îáîçíà÷åíèÿ

Y y
j n

jν ν=
≤ ≤
max

1
| |, ,ζν ν=

≤ ≤
max

1 i m

t
iL| | ( )| |y .

Èç òåîðåìû Ìèíêîâñêîãî î âûïóêëîì òåëå ñðàçó ñëåäóåò, ÷òî

ζν ν
m nY + ≤1 1. (6)

Îïðåäåëèì ìíîæåñòâî

�Θ = = ∈{ ( ,..., )η η η1 n
n

� : inf
ν

ν νη η
∈ +

+ + >
�

| | ... | | }, ,1 1 0x xn n .

Ñ îäíîé ñòîðîíû, ýòî ìíîæåñòâî äîñòàòî÷íî ìàëåíüêîå. Åñëè
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (5) áåñêîíå÷íà, òî ìåðà Ëåáåãà ìíîæåñòâà �Θ
ðàâíà íóëþ. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ýòî ìíîæåñòâî íå î÷åíü ìàëåíüêîå
– îíî íåïóñòî, è, áîëåå òîãî, ðàçìåðíîñòü Õàóñäîðôà ìíîæåñòâà
�Θ ðàâíà ðàçìåðíîñòè âñåãî ïðîñòðàíñòâà �

n , òî åñòü n. Ìîæíî

ñêàçàòü åùå áîëüøå: äëÿ ïðîèçâîëüíîé ìàòðèöû Θ ìíîæåñòâî �Θ
ÿâëÿåòñÿ 1/2-âûèãðûøíûì â ñìûñëå Â.Ì.Øìèäòà
, ÷òî åñòü áîëåå
ñèëüíîå ñâîéñòâî, ÷åì îáëàäàíèå ïîëíîé ðàçìåðíîñòüþ Õàóñäîðôà.

4. Íîâàÿ ôîðìóëèðîâêà. Ïîëîæèì

K
dd d= − −

1

2 1 1vol ,{ ( ,..., ) [ , ]z = ∈ −z zd
d

1 11 : z zd1 0+ + =... },

1 2

d
K

d
≤ ≤ , (7)

R r r r rm n
r

n m n m
d, ( ) ( )= − = − ≥

< <
max
0 1

0 01 1
1

2
,0 10< <r (8)

è îïðåäåëèì

G
d m n

KR
m n

d m n d d

d d d,

( )

( )
( )

( )

( )
ε

ε
=

−

−

1

0
1

.

Òåîðåìà 1. Ðàññìîòðèì ìàòðèöó Θ è ñîîòâåòñòâóþùåå åé ìíî-
æåñòâî �Θ. Ïóñòü η η η= ∈( ,..., )1 n �Θ. Âîçüìåì� òàêîå ïîëîæè-
òåëüíîå ε, ÷òî

inf | | ... | |, ,
ν

ν νη η ε
∈ +

+ + ≥
�

1 1x xn n .

Ðàññìîòðèì âåëè÷èíó

Δ Δ Θ= = −
∈ →+∞ ≤ ≤

( , ) ( | | ( ) | | ) (
,| |

η ηlim inf max
x x

x

�
� j n

j j
nL

1
max

i
i

mx| | ) .
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Òîãäà äëÿ ëþáîãî âåêòîðà α α α= ∈( ,..., )1 n
n

� âûïîëíåíî íåðà-
âåíñòâî

lim inf max max
x x

x

∈ →+∞ ≤ ≤ ≤ ≤
−

�
� j n

j j
n

i m
L

,| |

( | | ( ) | | ) ( |
1 1

α x Gi
m

m n
d d| ) ( ),
( )≤ −ε Δ 1 .

Â êà÷åñòâå ñëåäñòâèÿ èç òåîðåìû 1 ñðàçó ïîëó÷àåòñÿ
Òåîðåìà 2. Äëÿ ìàòðèöû Θ âûïîëíåíî âûñêàçûâàíèå (3) òîãäà

è òîëüêî òîãäà, êîãäà äëÿ íåå âûïîëíåíî âûñêàçûâàíèå (4).
5. Ñõåìà äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 1. Ìû áóäåì ñëåäîâàòü

êëàññè÷åñêîìó äîêàçàòåëüñòâó Õèí÷èíà [3; 4]. Áåðåì δ > Δ. Èç
òîæäåñòâà

η η η1 1
1 1

y y y K x x Ln n j
j

n

j j i
i

m
t

j+ + = ⋅ − + ⋅
= =
∑ ∑... ( ( )) ( )y

ïðè y y= ν ïîëó÷àåì,÷òî

ε ζν ν< − +
≤ ≤

nY L ets m X
j n

j jmax
1

| | ( ) | |x . (9)

Äàâàéòå â äàëüíåéøåì (äëÿ îïðåäåëåííîñòè) ðàññìàòðèâàòü
òîëüêî ñëó÷àé, êîãäà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (5) áåñêîíå÷íà. Âûáåðåì
òîãäà ν èç óñëîâèÿ

( ) ( )R Y X R Y

n

m

n

m
0 0 1ν ν≤ < + ,

ãäå

R
n

r

n

0

1

0
=

δ
ε

,

à r0 îïðåäåëåíî â (8).Åñëè ìû òåïåðü ïðåäïîëàãàåì,÷òî

max
1

1

≤ ≤
− ≤

⎛
⎝
⎜

⎞
⎠
⎟

j n
j j m

n
L

X
| | ( ) | |x η

δ
,

òî èç íåðàâåíñòâà (9) è ñîîòíîøåíèÿ (6) ïîëó÷àåì:

ζν ν
m nY w+ ≥1 , (10)

ãäå

w
r r

m n

d n m

m n=
−ε

δ
0 01( )

, (11)

Ýòî îçíà÷àåò,÷òî â ( )m n+ -ìåðíîì ïàðàëëåëåïèïåäå

Π = = ∈{ ( ,..., , ,..., )z x x y ym n
d

1 1 R :

max
1

1
≤ ≤

+<
j n

jy Y| | ν , max
1≤ ≤

− ≤
i m

t
i iL x| ( ) | }y ζν
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íåò íåíóëåâûõ öåëûõ òî÷åê. Ñîãëàñíî ïðèíöèïó ïåðåíîñà��, â ïà-
ðàëëåëåïèïåäå

t
m n

dx x y yΠ = = ∈{ ( ,..., , ,..., )z 1 1 R :

max
1≤ ≤

<
i m

ix A| | , max
1≤ ≤

− ≤
j n

i jL y B| ( ) | }x ,

ãäå

A KYn m= +
−

ν νζ1
1, B KYn m= +

−
ν νζ1

1 , (12)

à K îïðåäåëåíî â (7), òîæå íåò íåòðèâèàëüíûõ öåëûõ òî÷åê. Äëÿ
d-ìåðíîãî îáúåìà ýòîãî ïàðàëëåëåïèïåäà èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

vol t d n n d m n d d dA B K Y K wΠ = = ≥+
− −2 2 21
1 1( ) ( ) ( )ζν ν .

Ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíûå ìèíèìóìû λ1, ..., λd ïàðàëëå-
ëåïèïåäà tΠ ïî îòíîøåíèþ ê öåëî÷èñëåííîé ðåøåòêå �

d . ßñíî ÷òî
λd− ≥1 ...≥ ≥λ1 1. Èñïîëüçóÿ òåîðåìó Ìèíêîâñêîãî, âèäèì, ÷òî

λ
λ λd

d

d
t d dK w
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Òàêèì îáðàçîì, ñ ó÷åòîì (6), (11) è (12) ïîëó÷àåì:
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Ïîñêîëüêó Δ > δ ìîæíî âûáèðàòü ñêîëü óãîäíî áëèçêèì ê Δ,
òåîðåìà 1 äîêàçàíà.
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Ïðèìå÷àíèÿ
� Â àíãëîÿçû÷íîé âåðñèè ýòîé ðàáîòû áûëî èñïðàâëåíî äîñòàòî÷íî ìíîãî íåòî÷íîñòåé

ïåðâîíà÷àëüíîé ðóññêîÿçû÷íîé âåðñèè. Ê ñîæàëåíèþ, ìíîãî íåêîððåêòíûõ ìîìåí-
òîâ òàì âñå æå îñòàëîñü. Ñì., íàïðèìåð, ïðèìå÷àíèå 3 â íàñòîÿùåé ðàáîòå.

� Äàòèðóåìîé 1941 ã. è èçäàííîé â Ïðàãå íà ÷åøñêîì ÿçûêå.
� Íàïðèìåð, ñëåäñòâèå òåîðåìû 28 (ïðèíàäëåæàùåé ßðíèêó) èç [7, ñ.83] íà ñàìîì

äåëå ñëåäóåò íå èç ýòîé òåîðåìû (êàê óòâåðæäàåòñÿ â [7, ñ.83]), à èç äðóãîé òåîðåìû
ßðíèêà (V�ta 6 èç [5, ñ.3]), êîòîðàÿ â [7] îêàçàëàñü íåïðîöèòèðîâàííîé. Òàêæå òåî-
ðåìû 31 è 32 èç [7, ñ.84] íåýêâèâàëåíòíû äðóã äðóãó, êàê ýòî óòâåðæäàåòñÿ.

� Äîáàâèì: èëè ìàòðèöóΘ.
� Ìû ñòàðàåìñÿ, ïî âîçìîæíîñòè, ïðèâîäèòü òî÷íûå öèòàòû; òåì íå ìåíåå, íàì ïðèõî-

äèòñÿ íåìíîãî èçìåíÿòü îáîçíà÷åíèÿ, ÷òîáû îíè ñîîòâåòñòâîâàëè äðóã äðóãó âñþäó â
íàñòîÿùåé ñòàòüå. Íàïðèìåð, â îðèãèíàëüíîé ðàáîòå Õèí÷èíà [3] ÷åðåç L� îáîçíà-

÷àëàñü ëèíåéíàÿ ôîðìà îò ( )m + 1 ïåðåìåííîé L x y� �
�

� �
�

�

= −
=
∑ θ
�

, è íåðàâåíñòâà (2)

âûãëÿäåëè ñëåäóþùèì îáðàçîì: | |
�

L
x

� � � �
− <α

Γ
.

� Èëè ìàòðèöûΘ.
� Êàê ýòî è îòìå÷àåòñÿ â [4, ñ.95–97].
� Î âûèãðûøíûõ ìíîæåñòâàõ èìååòñÿ ìíîãî ëèòåðàòóðû; ñì îðèãèíàëüíóþ ðàáîòó

Â.Ì.Øìèäòà [10] è åãî êíèãó [11]; íåêîòîðûå íåäàâíèå ñòàòüè î ñâîéñòâå âûèãðûø-
íîñòè ïðîöèòèðîâàíû â [7] è [12].

	 Ñóùåñòâóåò ïîëîæèòåëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ ε� �� òàêàÿ, ÷òî äëÿ ëþáîé ìàòðèöûΘíàéäåò-
ñÿ η∈ � Θ ñ ε ε> � �� (ñì. Ëåììó 2 èç [4, ñ.107]). Ýòî ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî äëÿ ëþáîé
ìàòðèöûΘ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íàèëó÷øèõ ïðèáëèæåíèé â ñðåäíåì ðàñòåò ëàêóíàð-
íûì îáðàçîì (ñì., íàïðèìåð: [12; 13]). Ëó÷øóþ îöåíêó ñíèçó íà ε� �� ìîæíî ïîëó-
÷èòü ñ ïîìîùüþ ìåòîäà Ïåðåñà–Øëàãà (ñì. îðèãèíàëüíóþ ðàáîòó [14] èëè ðàáîòó
[15]).

�
 Çäåñü ìû èñïîëüçóåì òåîðåìó Ê.Ìàëåðà èç [9] (èçëàãàåìóþ â êíèãå [4, ñ.95–97]),
òî÷íåå, íåñêîëüêî áîëåå ñèëüíûé ðåçóëüòàò Î.Í.Ãåðìàíà [16], êîòîðûé äàåò áîëåå
òî÷íîå çíà÷åíèå êîíñòàíòû. Âîîáùå ãîâîðÿ, â íåêîòîðûõ äðóãèõ ìåñòàõ íàøåãî äî-
êàçàòåëüñòâà âîçíèêàþùèå ïîñòîÿííûå òîæå ìîæíî âûáèðàòü îïòèìàëüíåå, ÷åì ýòî
ñäåëàíî ó íàñ.

�� Ñêîðåå âñåãî, ìíîæèòåëü â îïðåäåëåíèè ïàðàëëåëåïèïåäàΠ� âûáðàí íå îïòèìàëüíî.
Åñëè ìîæíî âçÿòü ìåíüøèé ìíîæèòåëü, òî, åñòåñòâåííî, êîíñòàíòà â òåîðåìå 1 áóäåò
ëó÷øå.
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ÌÀÒÅÌÀÒÈÊÀ ÀÍÒÈ×ÍÎÑÒÈ
È ÑÐÅÄÍÈÕ ÂÅÊÎÂ

ÊÀÊ ÁÛËÈ ÍÀÉÄÅÍÛ ÍÅÊÎÒÎÐÛÅ ÐÅØÅÍÈß
ÇÀÄÀ×È ÎÁ ÓÄÂÎÅÍÈÈ ÊÓÁÀ?

À.È.Ùåòíèêîâ

Ââåäåíèå. Çàäà÷à îá óäâîåíèè êóáà – ýòî îäíà èç òðåõ çíàìå-
íèòûõ çàäà÷ äðåâíåãðå÷åñêîé ìàòåìàòèêè, íàðÿäó ñ çàäà÷àìè î
êâàäðàòóðå êðóãà è òðèñåêöèè óãëà. Ãðîìêàÿ ñëàâà ýòèõ çàäà÷ ñâÿ-
çàíà ñ òåì, ÷òî îíè íå ìîãóò áûòü ðåøåíû ñ ïîìîùüþ öèðêóëÿ è
ëèíåéêè – ïðîñòåéøèõ ãåîìåòðè÷åñêèõ èíñòðóìåíòîâ, íà èñïîëüçî-
âàíèè êîòîðûõ îñíîâàíû âñå ýëåìåíòàðíûå ïîñòðîåíèÿ «Íà÷àë»
Åâêëèäà. Äðåâíåãðå÷åñêèå ìàòåìàòèêè íå óìåëè äîêàçûâàòü ýòó íå-
ðàçðåøèìîñòü, õîòÿ è áûëè â íåé óâåðåíû. Äëÿ ðåøåíèÿ ýòèõ çà-
äà÷ îíè ïðèìåíÿëè ðàçíîîáðàçíûå «íåýëåìåíòàðíûå» ñðåäñòâà: ìå-
õàíè÷åñêèå èíñòðóìåíòû, ïðîñòðàíñòâåííûå ïîñòðîåíèÿ, êîíè÷åñ-
êèå ñå÷åíèÿ è äðóãèå êðèâûå.

Âñå èçâåñòíûå íàì àíòè÷íûå ðåøåíèÿ çàäà÷è îá óäâîåíèè êóáà
îïèñàíû Åâòîêèåì (VI â. í.ý.) â êîììåíòàðèè ê êíèãå Àðõèìåäà
«Î øàðå è öèëèíäðå».

Åâòîêèé ñîîáùàåò, ÷òî ñâåäåíèå çàäà÷è îá óäâîåíèè êóáà ê çà-
äà÷å îá îòûñêàíèè äâóõ ñðåäíèõ ïðîïîðöèîíàëüíûõ âûïîëíèë
Ãèïïîêðàò Õèîññêèé (êîíåö V â. äî í.ý.), êîòîðûé «íàøåë, ÷òî
åñëè äëÿ äâóõ äàííûõ ëèíèé, èç êîòîðûõ áîëüøàÿ ðàâíà óäâîåí-
íîé ìåíüøåé, íàéòè äâå ñðåäíèå ïðîïîðöèîíàëüíûå, ñîñòàâëÿþùèå
ñ íèì íåïðåðûâíóþ ïðîïîðöèþ, òî òåì ñàìûì áóäåò äîñòèãíóòî è
óäâîåíèå êóáà; òåì ñàìûì îí ñâåë îäíó ïðîáëåìó ê äðóãîé, íè÷óòü
íè ìåíüøåé» [1, ñ.430]. Âñå ïîñëåäóþùèå ìàòåìàòèêè ðåøàëè
èìåííî ýòó çàäà÷ó îá îòûñêàíèè äâóõ ñðåäíèõ ïðîïîðöèîíàëüíûõ
îòðåçêîâ ìåæäó äâóìÿ äàííûìè.



Ê èçâåñòíûì íàì àíòè÷íûì ðåøåíèÿì ýòîé çàäà÷è îòíîñÿòñÿ:
– ðåøåíèå Àðõèòà Òàðåíòñêîãî (IV â. äî í.ý.), â êîòîðîì èñ-

ïîëüçóþòñÿ ïðîñòðàíñòâåííûå ïîñòðîåíèÿ ñ ïåðåñå÷åíèåì òîðà, öè-
ëèíäðà è êîíóñà;

– ìåõàíè÷åñêîå ðåøåíèå, ïðèïèñûâàåìîå Ïëàòîíó (IV â. äî í.ý.);
– äâà ðåøåíèÿ Ìåíåõìà (IV â. äî í.ý.) ñ êîíè÷åñêèìè ñå÷åíè-

ÿìè;
– ìåõàíè÷åñêîå ðåøåíèå Ýðàòîñôåíà Êèðåíñêîãî (III â. äî

í.ý.), â êîòîðîì ïðèìåíÿåòñÿ ñïåöèàëüíîå óñòðîéñòâî ñ ïðÿìîó-
ãîëüíûìè ïëàñòèíêàìè;

– ðåøåíèå Íèêîìåäà (III â. äî í.ý.), â êîòîðîì èñïîëüçóåòñÿ
ñïåöèàëüíàÿ êðèâàÿ –êîíõîèäà, ïðåäíàçíà÷åííàÿ äëÿ âûïîëíåíèÿ
òàê íàçûâàåìûõ âñòàâîê;

– ãðóïïà ñõîæèõ ðåøåíèé, ïðèíàäëåæàùèõ Ôèëîíó Âèçàíòèé-
ñêîìó (III â. äî í.ý.), Àïîëëîíèþ Ïåðãñêîìó (êîíåö III â. äî í.ý.)
è Ãåðîíó Àëåêñàíäðèéñêîìó (I â. í.ý.); â ýòèõ ðåøåíèÿõ ïðèìåíÿ-
þòñÿ ðàçíîãî ðîäà âñòàâêè;

– ãðóïïà ñõîæèõ ðåøåíèé, ïðèíàäëåæàùèõ Äèîêëó (êîíåö III
â. äî í.ý.), Ïàïïó Àëåêñàíäðèéñêîìó (êîíåö III â. í.ý.) è Ñïîðó
Íèêåéñêîìó (III â. í.ý.); â ðåøåíèè Äèîêëà èñïîëüçóåòñÿ ñïåöè-
àëüíàÿ êðèâàÿ – öèññîèäà.

Âñå ýòè ðåøåíèÿ ðàññìàòðèâàëèñü è îáñóæäàëèñü â ñëåäóþùèõ
êíèãàõ. Âî-ïåðâûõ, ýòî ñäåëàííûé È.Í.Âåñåëîâñêèì ïåðåâîä âñåõ
îòðûâêîâ èç Åâòîêèÿ, îòíîñÿùèõñÿ ê çàäà÷å îá óäâîåíèè êóáà [2,
ñ.459–480]. Âî-âòîðûõ, ýòî îáùèé àíàëèç èñòîðèè ýòîé çàäà÷è, âû-
ïîëíåííûé Á.Ë. âàí äåð Âàðäåíîì [3, ñ.194–196, 221–227, 317,
322–325, 362]. Â-òðåòüèõ, ýòî ìàòåìàòè÷åñêèé îáçîð ïðåäëîæåííûõ
ðåøåíèé, ïðîèçâåäåííûé Â.Â.Ïðàñîëîâûì [4]. Èç êîììåíòàðèåâ
íà äðóãèõ ÿçûêàõ ñëåäóåò óïîìÿíóòü êíèãó Ò.Õèçñà [5].

Ïðîáëåìà ðåêîíñòðóêöèè. Àíòè÷íûå ðåøåíèÿ çàäà÷è îá óäâî-
åíèè êóáà, ïðèâîäèìûå Åâòîêèåì, èçëîæåíû ïî îáùåìó êàíîíó,
õàðàêòåðíîìó äëÿ àíòè÷íûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ òåêñòîâ: ïîñëå ôîðìó-
ëèðîâêè çàäà÷è ñðàçó æå èäåò îïèñàíèå ïîñòðîåíèÿ, à çà íèì – äî-
êàçàòåëüñòâî òîãî, ÷òî ýòî ïîñòðîåíèå äåéñòâèòåëüíî äàåò èñêîìîå
ðåøåíèå. Èç òàêèõ òåêñòîâ çà÷àñòóþ ñîâñåì íå âèäíî, êàê ïðåäëî-
æåííûå ðåøåíèÿ ìîãëè áûòü íàéäåíû. Êàê ãîâîðèò îá ýòîì Ðåíå
Äåêàðò â «Ïðàâèëàõ äëÿ ðóêîâîäñòâà óìà», «î÷åíü ìíîãîå èç òîãî,
÷òî ÿ ïðî÷èòàë ó ýòèõ àâòîðîâ êàñàòåëüíî ÷èñåë, áûëî èñòèííûì,
êàê ÿ, ïðîâåäÿ ðàñ÷åòû, óáåäèëñÿ íà îïûòå; êàñàòåëüíî æå ôèãóð
ìíîãîå îíè îïðåäåëåííûì îáðàçîì ïðåäñòàâèëè ìîèì ãëàçàì è âû-
âîäèëè íà îñíîâàíèè íåêîòîðûõ çàêëþ÷åíèé, íî ïî÷åìó ýòî îáñòî-
ÿëî èìåííî òàê è êàêèì îáðàçîì áûëî îáíàðóæåíî, ñàìè îíè,
ïî-âèäèìîìó, íå ïîêàçûâàëè óìó äîñòàòî÷íî õîðîøî» [6, c.88].
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Â.Â.Ïðàñîëîâ [4] ïðåäïðèíÿë ïîïûòêó âîññòàíîâèòü òå ïóòè,
êîòîðûìè àíòè÷íûå ãåîìåòðû ïðèøëè ê ñâîèì ðåøåíèÿì. Îäíàêî
åãî ðåêîíñòðóêöèè, ïî ìîåìó ìíåíèþ, íå âñåãäà ìîãóò áûòü ïðèç-
íàíû óäà÷íûìè. Îíè çà÷àñòóþ ñëèøêîì «àëãåáðàè÷íû», ÷òî ìàëî
ñîîòâåòñòâóåò äóõó äðåâíåãðå÷åñêîé ìàòåìàòèêè, è íèñêîëüêî íå
ðàñêðûâàþò òîé «ëîãèêè îòêðûòèÿ», êîòîðîé ðóêîâîäñòâîâàëèñü
àíòè÷íûå àâòîðû.

ß ïîëàãàþ, ÷òî ïðàâèëüíûé ïóòü âîññòàíîâëåíèÿ ýòîé ëîãèêè
äîëæåí îðèåíòèðîâàòüñÿ íå ñòîëüêî íà äåòàëè òåõ äîêàçàòåëüñòâ, êî-
òîðûå ïðèâîäèò Åâòîêèé (âåäü ýòè äîêàçàòåëüñòâà ïðèçâàíû çàäíèì
÷èñëîì ïîäòâåðäèòü ïðàâèëüíîñòü ïîñòðîåíèé, è îíè ìîë÷àò î òîì,
êàêèì îáðàçîì ýòè ïîñòðîåíèÿ áûëè ïðèäóìàíû), ñêîëüêî íà èñõîä-
íóþ êëþ÷åâóþ ïðîáëåìó â ôîðìóëèðîâêå Ãèïïîêðàòà Õèîññêîãî:

Äëÿ äâóõ äàííûõ îòðåçêîâ a è b íàéòè îòðåçêè x è y â íåïðå-
ðûâíîé ïðîïîðöèè

a

x

x

y

y

b
= = . (1)

Ðåøàÿ çàäà÷ó îá óäâîåíèè êóáà, àíòè÷íûå ãåîìåòðû ñ ñàìîãî
íà÷àëà èñõîäèëè èç ýòîé ïðîïîðöèè è ïîñòîÿííî èìåëè åå â âèäó.
È ïóòè, êîòîðûìè îíè ïðèøëè ê ñâîèì ðåøåíèÿì, îïðåäåëÿëèñü
òåìè ñðåäñòâàìè ðàáîòû ñ ïðîïîðöèÿìè, êîòîðûå ó íèõ èìåëèñü. À
ýòèìè ñðåäñòâàìè áûëè:

à) ïðåäñòàâëåíèå ÷ëåíîâ ïðîïîðöèé ñòîðîíàìè ïîäîáíûõ òðåó-
ãîëüíèêîâ â ñàìîïîäîáíûõ ãåîìåòðè÷åñêèõ ñòðóêòóðàõ (ðèñ.1);

á) ïðåîáðàçîâàíèÿ ïðîïîðöèé, îïèñàííûå â V êíèãå «Íà÷àë»;
â) ïðåîáðàçîâàíèÿ «ãåîìåòðè÷åñêîé àëãåáðû», îïèñàííûå âî II

êíèãå «Íà÷àë».
Èç ïðåîáðàçîâàíèé ïîñëåäíèõ äâóõ ïóíêòîâ â äàëüíåéøåì íàì

ïîòðåáóåòñÿ ñëåäóþùàÿ âûêëàäêà. Ñíà÷àëà ïî÷ëåííûì ñëîæåíèåì
êðàéíèõ îòíîøåíèé â íåïðåðûâíîé ïðîïîðöèè (1) ïîëó÷èì åùå
îäíó ïðîïîðöèþ
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x

y

y a

x b
=

+
+

. (2)

Çàòåì ïåðåìíîæèì ÷ëåíû ýòîé ïðîïîðöèè êðåñò-íàêðåñò:

y y a x x b( ) ( )+ = + . (3)
Íàêîíåö, âûäåëèâ ñ îáåèõ ñòîðîí ïîëíûå êâàäðàòû, ïîëó÷èì

ñîîòíîøåíèå

y
a a

x
b b

+
⎛
⎝
⎜ ⎞

⎠
⎟ −

⎛
⎝
⎜ ⎞

⎠
⎟ = +

⎛
⎝
⎜ ⎞

⎠
⎟ −

⎛
⎝
⎜ ⎞
⎠
⎟

2 2 2 2

2 2 2 2

. (4)

Ìû ïðîèçâåëè âñå âûêëàäêè àëãåáðàè÷åñêè, à äðåâíåãðå÷åñêèå
ìàòåìàòèêè ìîãëè ïðîäåëûâàòü èõ ãåîìåòðè÷åñêè. Äëÿ ïîëó÷åíèÿ
ñîîòíîøåíèÿ (3) ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ ÷åðòåæîì, èçîáðàæåííûì
íà ðèñ.2; íàøå ðàññóæäåíèå áóäåò îïèðàòüñÿ íà òåîðåìó Ôàëåñà è
òåîðåìó î ðàâåíñòâå ïëîùàäåé ïðÿìîóãîëüíèêîâ, çàêðàøåííûõ íà
÷åðòåæå (ðèñ.2) îäíèì öâåòîì (ïðåäëîæåíèå I.43 «Íà÷àë»).

Äëÿ ïðåäñòàâëåíèÿ ïðÿìîóãîëüíèêà â âèäå ðàçíîñòè äâóõ
êâàäðàòîâ ïðèìåíÿåòñÿ ïðåîáðàçîâàíèå ãíîìîíà, èçîáðàæåííîå íà
ðèñ.3 (ïðåäëîæåíèå II.6 «Íà÷àë»).

Ñîäåðæàùèåñÿ â (4) êâàäðàòû ìîãóò ïðåäñòàâëÿòüñÿ ãåîìåòðè-
÷åñêè ñ ïîìîùüþ òåîðåìû Ïèôàãîðà, ïðè÷åì íåñêîëüêèìè ðàçíû-
ìè ñïîñîáàìè.
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Ïîñêîëüêó â (4) çàäåéñòâîâàíû îòðåçêè a 2 è b 2, ïðîïîðöèþ
êðàéíèõ îòíîøåíèé

a

x

y

b
=

óäîáíî áóäåò ïðåäñòàâèòü â âèäå
( )

( )

a

x

y

b

2

2
= . (5)

Ëþáîå èç ñîîòíîøåíèé (2)–(4) âêóïå ñ ñîîòíîøåíèåì (5) îï-
ðåäåëÿåò ñîáîé èñêîìûå ñðåäíèå; ÷òîáû âûïîëíèòü ïîñòðîåíèå
ýòèõ ñðåäíèõ, íàäî ïðèäóìàòü äëÿ âûáðàííûõ ñîîòíîøåíèé óäîá-
íóþ ãåîìåòðè÷åñêóþ èíòåðïðåòàöèþ.

Ðåøåíèå Íèêîìåäà. Ïåðåñòàíîâêîé ÷ëåíîâ ïðåîáðàçóåì (4) ê
âèäó

y
a

x
b a b

+
⎛
⎝
⎜ ⎞

⎠
⎟ − +

⎛
⎝
⎜ ⎞

⎠
⎟ =

⎛
⎝
⎜ ⎞

⎠
⎟ −

⎛
⎝
⎜ ⎞
⎠
⎟

2 2 2 2

2 2 2 2

. (6)

Ñîîòíîøåíèå (6) ìîæíî ïðåäñòàâèòü ãåîìåòðè÷åñêè (ðèñ.4).

Òðåóãîëüíèê BCD ìû óæå ìîæåì ïîñòðîèòü ïî äàííûì ãèïîòå-
íóçå a 2 è êàòåòó b 2, íî ïîëîæåíèå òî÷êè A íà ïðÿìîé CD ïîêà
åùå îñòàåòñÿ íåîïðåäåëåííûì. Äëÿ åãî îòûñêàíèÿ ïåðåíåñåì ïðî-
ïîðöèþ (5) íà ÷åðòåæ ñ ïîìîùüþ òåîðåìû Ôàëåñà (ðèñ.5).
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Òåïåðü ñîñòàâèì ïëàí ïîñòðîåíèÿ. Ñíà÷àëà ïîñòðîèì ïðÿìîó-
ãîëüíûé òðåóãîëüíèê BCD ñ êàòåòîì CD b= 2 è ãèïîòåíóçîé
BD a= 2. Çàòåì ïðèñòðîèì ê íåìó ïðÿìîóãîëüíûé òðåóãîëüíèê
BCE ñ êàòåòîì CE b= 3 2. Ïðîâåäåì ïðÿìóþ DF, ïàðàëëåëüíóþ
EB. Îñòàëîñü ïðîâåñòè èç òî÷êè B ïðÿìóþ BA òàêèì îáðàçîì, ÷òî-
áû ñòîðîíû óãëà FDA âûñåêàëè íà íåé îòðåçîê GA a= 2.

Äëÿ âûïîëíåíèÿ ýòîé âñòàâêè Íèêîìåä ïðèìåíÿåò ñïåöèàëü-
íóþ êðèâóþ – êîíõîèäó. Ýòà êðèâàÿ ïðî÷åð÷èâàåòñÿ íà ïëîñêîñòè
òî÷êîé A′, ëåæàùåé íà ïîäâèæíîì ëó÷å BA′ è ïåðåìåùàþùåéñÿ ïî
ýòîìó ëó÷ó òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû îòðåçîê G A′ ′, çàêëþ÷åííûé ìåæ-
äó òî÷êîé G′, â êîòîðîé ëó÷ BA′ ïåðåñåêàåò ïðÿìóþ DF, è òî÷êîé
A′ áûë ðàâåí ôèêñèðîâàííîé âåëè÷èíå a 2. Ïåðåñå÷åíèå êîíõîèäû
ñ ïðîäîëæåíèåì îòðåçêà ED äàñò èñêîìóþ òî÷êó A (ðèñ.6).

Çàèíòåðåñîâàííûé ÷èòàòåëü ìîæåò òåïåðü ñàìîñòîÿòåëüíî ðà-
çîáðàòü ðåøåíèå Íèêîìåäà è óáåäèòüñÿ, ÷òî ïîñòðîåííàÿ ðåêîíñò-
ðóêöèÿ âåðíî ñõâàòûâàåò ñóòü äåëà. Òåêñò êîììåíòàðèÿ Åâòîêèÿ
óáåæäàåò íàñ òàêæå è â òîì, ÷òî ïðîâîäèòü ðåêîíñòðóêöèþ, îïèðà-
ÿñü òîëüêî íà òåêñò äîêàçàòåëüñòâà, îêàçûâàåòñÿ äåëîì ïî÷òè áåç-
íàäåæíûì. Òåêñò ìîæåò äàòü äëÿ ýòîãî ëèøü îòäåëüíûå íàìåêè;
äåëî æå èññëåäîâàòåëÿ – íå èäòè ñëåïî çà òåêñòîì, íî óñòàíîâèòü,
ñ êàêîé èñõîäíîé èäåè ìîã ñòàðòîâàòü àâòîð, è ïîïûòàòüñÿ ïðîäå-
ëàòü øàã çà øàãîì âñå õîäû, êîòîðûå ïðèâåëè àâòîðà ê îòêðûòèþ.

Ðåøåíèå Íèêîìåäà ìû ïðèâîäèì â ïåðåâîäå È.Í.Âåñåëîâñêîãî
[2, ñ.477]; ïåðåâîä çàíîâî ñâåðåí ñ êðèòè÷åñêèì èçäàíèåì [7].

«Âîçüìåì äâå âçàèìíî ïåðïåíäèêóëÿðíûå ïðÿìûå ΓΛ è ΛΑ,
äëÿ êîòîðûõ òðåáóåòñÿ íàéòè äâå ñðåäíèå ïðîïîðöèîíàëüíûå â
íåïðåðûâíîé ïðîïîðöèè. Äîïîëíèì ïàðàëëåëîãðàìì ΑΒΓΛ è ðàç-
äåëèì ïîïîëàì êàæäóþ èç ΑΒ, ΒΓ â òî÷êàõ Δ, Ε; ñîåäèíÿþùóþ
ïðÿìóþ ΛΔ ïðîäîëæèì, è ïóñòü îíà ïåðåñå÷åò ïðîäîëæåíèå ΓΒ

70 ÌÀÒÅÌÀÒÈÊÀ ÀÍÒÈ×ÍÎÑÒÈ È ÑÐÅÄÍÈÕ ÂÅÊÎÂ

Ðèñ.6



â Η. Çàòåì ïåðïåíäèêóëÿðíî ê ΒΓ ïðîâåäåì ΕΖ è ñäåëàåì ΓΖ ðàâ-
íîé ΑΔ; ïðîâåäåì ñîåäèíÿþùóþ ïðÿìóþ ΖΗ è ïàðàëëåëüíóþ åé
ëèíèþ ΓΘ. Ïîëó÷èâ óãîë ΚΓΘ, ïðîâåäåì ΖΘΚ èç çàäàííîé òî÷êè Ζ
òàê, ÷òîáû ΘΚ ðàâíÿëàñü ΑΔ èëè ΓΖ (÷òî ýòî âîçìîæíî, ÿñíî èç
ñâîéñòâ êîíõîèäû). Ïðîäîëæèì ñîåäèíÿþùóþ ïðÿìóþ ΚΛ, è ïóñòü
îíà ïåðåñå÷åò ïðîäîëæåíèå ΒΑ â Μ. ß óòâåðæäàþ, ÷òî ΓΛ ê ΚΓ, êàê
ΚΓ ê ΜΑ, êàê ΜΑ ê ΑΛ.

Òàê êàê ΒΓ ðàçäåëåíà â Ε ïîïîëàì è ê íåé ïðèáàâëåíà ΚΓ, òî,
çíà÷èò, ïðÿìîóãîëüíèê ìåæäó ΒΚ è ΚΓ âìåñòå ñ êâàäðàòîì íà ΓΕ
ðàâåí êâàäðàòó íà ΕΚ. Ïðèáàâèì ê îáåèì ÷àñòÿì êâàäðàò íà ΕΖ:
òîãäà ïðÿìîóãîëüíèê ìåæäó ΒΚ è ΚΓ âìåñòå ñ êâàäðàòàìè íà ΓΕ è
ΕΖ, ðàâíûìè êâàäðàòó íà ΓΖ, áóäåò ðàâåí êâàäðàòàì íà ΚΕ è ΕΖ,
ðàâíûì êâàäðàòó íà ΚΖ. Çàòåì, ïîñêîëüêó ΜΑ ê ΑΒ êàê ΜΛ ê ΛΚ,
è ΜΛ ê ΛΚ êàê ΒΓ ê ΓΚ, òî è ΜΑ ê ΑΒ êàê ΒΓ ê ΓΚ. Òåïåðü ΑΔ áó-
äåò ïîëîâèíîé ΑΒ, à ΓΗ áóäåò óäâîåííîé ΒΓ (òàê êàê ΛΓ â äâà ðàçà
áîëüøå ΔΒ); òîãäà ΜΑ ê ΑΔ êàê ΗΓ ê ΓΚ. Íî ΗΓ ê ΓΚ êàê ΖΘ ê ΘΚ,
âñëåäñòâèå ïàðàëëåëüíîñòè ΗΖ è ΓΘ; è ïðèñîåäèíåíèåì, ΜΔ ê ΔΑ
êàê ΖΚ ê ΚΘ. Íî ïî ïðåäïîëîæåíèþ ΑΔ ðàâíà ΘΚ, è ΑΔ ðàâíà ΓΖ;
çíà÷èò, è ΜΔ ðàâíà ΖΚ, è êâàäðàò íà ΜΔ ðàâåí êâàäðàòó íà ΖΚ.
Òåïåðü êâàäðàò íà ΜΔ ðàâåí ïðÿìîóãîëüíèêó ìåæäó ΒΜ è ΜΑ
âìåñòå ñ êâàäðàòîì íà ΔΑ; è ïî óæå äîêàçàííîìó, êâàäðàò íà ΖΚ
ðàâåí ïðÿìîóãîëüíèêó ìåæäó ΒΚ è ΚΓ âìåñòå ñ êâàäðàòîì íà ΓΖ.
Íî êâàäðàò íà ΑΔ ðàâåí êâàäðàòó íà ΓΖ, ïîñêîëüêó ïî ïðåäïîëî-
æåíèþ ΑΔ ðàâíà ΓΖ; çíà÷èò, è ïðÿìîóãîëüíèê ìåæäó ΒΜ è ΜΑ ðà-
âåí ïðÿìîóãîëüíèêó ìåæäó ΒΚ è ΚΓ. Òàêèì îáðàçîì, ΜΒ ê ΒΚ, êàê
ΚΓ ê ΑΜ. Íî ΒΜ ê ΒΚ, êàê ΓΛ ê ΓΚ. È òåì ñàìûì ΛΓ ê ΓΚ, êàê ΚΓ ê
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ΑΜ. È òàêæå ΛΓ ê ΓΚ, êàê ΜΑ ê ΑΛ. È âîò ΛΓ ê ΓΚ, êàê ΓΚ ê ΑΜ,
êàê ΑΜ ê ΑΛ.»

Ðåøåíèå Ôèëîíà–Àïîëëîíèÿ–Ãåðîíà. Âíîâü îáðàòèìñÿ ê ñî-
îòíîøåíèþ (4) è ïðåîáðàçóåì åãî ê âèäó

y
a b

x
b a

+
⎛
⎝
⎜ ⎞

⎠
⎟ +

⎛
⎝
⎜ ⎞
⎠
⎟ = +

⎛
⎝
⎜ ⎞

⎠
⎟ +

⎛
⎝
⎜ ⎞

⎠
⎟

2 2 2 2

2 2 2 2

. (7)

Ðàññìîòðèì ÷åðòåæ, èçîáðàæåííûé íà ðèñ.8. Â ñèëó ïîäîáèÿ
òðåóãîëüíèêîâ çäåñü óæå èìååò ìåñòî ïðîïîðöèÿ a x y b: := . Ìû õî-
òèì, ÷òîáû äëÿ ÷åòûðåõ îòðåçêîâ, ñîñòàâëÿþùèõ ýòó ïðîïîðöèþ,
âûïîëíÿëîñü òàêæå ñîîòíîøåíèå (7). Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïðîâåäåí-
íûå íà ðèñ.8 îòðåçêè GE è GF äîëæíû áûòü ðàâíû ìåæäó ñîáîé.
Òàê ïîëó÷àåòñÿ ðåøåíèå, ïðèíàäëåæàùåå Ãåðîíó; ðåøåíèÿ Ôèëîíà
è Àïîëëîíèÿ îòëè÷àþòñÿ îò íåãî ëèøü íåêîòîðûìè äåòàëÿìè.

Âîò êàê âûãëÿäèò ðåøåíèå Ãåðîíà â ïåðåâîäå:
«Ïóñòü äàíû äâå ïðÿìûå ΑΒ, ΒΓ, äëÿ êîòîðûõ òðåáóåòñÿ íàéòè

äâå ñðåäíèå ïðîïîðöèîíàëüíûå. Ðàñïîëîæèì èõ òàê, ÷òîáû îíè îá-
ðàçîâàëè ïðè Β ïðÿìîé óãîë, è äîïîëíèì ïàðàëëåëîãðàìì ΒΔ; ïðî-
âåäåì ïðÿìûå ΑΓ, ΒΔ; îíè, î÷åâèäíî, ìåæäó ñîáîé ðàâíû è ïåðåñå-
êàþòñÿ ïîïîëàì; ïîñòðîåííûé íà îäíîé èç íèõ êðóã ïðîéäåò è ÷å-
ðåç êîíöû äðóãîé, òàê êàê ðàññìàòðèâàåìûé ïàðàëëåëîãðàìì áóäåò
ïðÿìîóãîëüíûì. Ïðîäîëæèì ΔΓ, ΔΑ äî Ζ, Η è âîîáðàçèì ëèíåéêó
ΖΒΗ, êîòîðàÿ äâèãàëàñü áû îêîëî íåêîòîðîãî íåïîäâèæíîãî ãâîçäÿ
Β. Ïîâåðíåì åå òàê, ÷òîáû ðàññòîÿíèÿ ΕΖ è ΕΗ îò òî÷êè Ε áûëè
ðàâíûìè. Ïðåäñòàâèì, ÷òî ëèíåéêà íàõîäèòñÿ â ïîëîæåíèè ΖΒΗ,
ïðè÷åì, êàê ñêàçàíî, ïðÿìûå ΕΖ è ΕΗ ñäåëàëèñü ðàâíûìè. Èç òî÷-
êè Ε îïóñòèì íà ΓΔ ïåðïåíäèêóëÿð ΕΘ; î÷åâèäíî, ÷òî îí ðàçäåëèò
ΓΔ ïîïîëàì.

Òàê êàê ΓΔ ðàçäåëåíà â òî÷êå Θ ïîïîëàì è ê íåé äîáàâëåí ΓΖ,
òî ïðÿìîóãîëüíèê ìåæäó ΔΖ è ΖΓ âìåñòå ñ êâàäðàòîì íà ΓΘ ðàâåí
êâàäðàòó íà ΘΖ. Ïðèáàâèì îáùèé êâàäðàò íà ΕΘ, òîãäà ïðÿìî-

72 ÌÀÒÅÌÀÒÈÊÀ ÀÍÒÈ×ÍÎÑÒÈ È ÑÐÅÄÍÈÕ ÂÅÊÎÂ

Ðèñ.8 Ðèñ.9



óãîëüíèê ìåæäó ΔΖ è ΖΓ âìåñòå ñ êâàäðàòàìè íà ΓΘ, ΕΘ ðàâåí
êâàäðàòàì íà ΖΘ, ΘΕ. Íî êâàäðàòû íà ΓΘ, ΘΕ ðàâíû êâàäðàòó íà
ΓΕ, è êâàäðàòû íà ΖΘ, ΘΕ ðàâíû êâàäðàòó íà ΕΖ. Çíà÷èò, ïðÿìîó-
ãîëüíèê ìåæäó ΔΖ è ΖΓ âìåñòå ñ êâàäðàòîì íà ΓΕ ðàâåí êâàäðàòó
íà ΕΖ. Òî÷íî òàê æå äîêàæåì, ÷òî ïðÿìîóãîëüíèê ìåæäó ΔΗ è ΗΑ
âìåñòå ñ êâàäðàòîì íà ΑΕ ðàâåí êâàäðàòó íà ΕΗ. Çàòåì ΑΕ ðàâíà
ΕΓ, è ΗΕ ðàâíà ΕΖ; çíà÷èò, ïðÿìîóãîëüíèê ìåæäó ΔΖ è ΖΓ ðàâåí
ïðÿìîóãîëüíèêó ìåæäó ΔΗ è ΗΑ. Åñëè æå ïðÿìîóãîëüíèê ìåæäó
êðàéíèìè ðàâåí ïðÿìîóãîëüíèêó ìåæäó ñðåäíèìè, òî ÷åòûðå ïðÿ-
ìûõ ñîñòàâëÿþò ïðîïîðöèþ; çíà÷èò, ΖΔ ê ΔΗ, êàê ΑΗ ê ΓΖ. Íî ΖΔ
ê ΔΗ, êàê ΖΓ ê ΓΒ, è êàê ΒΑ ê ΑΗ, òàê êàê â òðåóãîëüíèêå ΖΔΗ
ïðîâåäåíû ΓΒ è ΑΒ ïàðàëëåëüíî ΔΗ è ΔΖ. Çíà÷èò, ΒΑ ê ΑΗ, êàê
ΑΗ ê ΓΖ, è êàê ΓΖ ê ΓΒ. È âîò äëÿ ΑΒ è ΒΓ íàéäåíû ñðåäíèå ïðî-
ïîðöèîíàëüíûå ΑΗ è ΓΖ».

Ðåøåíèå Äèîêëà–Ïàïïà–Ñïîðà. Îñíîâó ýòîãî ðåøåíèÿ
ñîñòàâëÿåò ôèãóðà èç òðåõ ïðÿìîóãîëüíûõ òðåóãîëüíèêîâ, ñòîðîíû
êîòîðûõ îáðàçóþò íåïðåðûâíóþ ïðîïîðöèþ, èçâåñòíàÿ òàêæå ïî
ìåõàíè÷åñêîìó ðåøåíèþ, ïðèäóìàííîìó Ïëàòîíîì (ðèñ.11). Êàòå-
òû OA a= è OD b= çàäàíû, êàòåòû OB x= è OC y= íóæíî âçÿòü
òàêèìè, ÷òîáû ïðÿìûå AB è CD áûëè ïàðàëëåëüíû, à ïðÿìàÿ BC
– ïåðïåíäèêóëÿðíà èì îáåèì.
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Èäåÿ Äèîêëà ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû äîñòðîèòü ðèñ.11 äî âïè-
ñàííîãî ïðÿìîóãîëüíèêà (ðèñ.12). Åñëè ìû ñòàíåì èçìåíÿòü ïîëî-
æåíèå âåðøèíû B, òî÷êà D áóäåò îïèñûâàòü íåêîòîðóþ êðèâóþ,
íàçûâàåìóþ öèññîèäîé.

×òîáû ïðîèçâåñòè óäâîåíèå êóáà, íàäî íàéòè òàêîå ïîëîæåíèå
òî÷êè D, äëÿ êîòîðîãî a b: = 2. Åñëè öèññîèäà óæå ïðîâåäåíà, ýòî
ïîñòðîåíèå ýëåìåíòàðíî (ðèñ.13).

Âîò êàê âûãëÿäèò ðåøåíèå Äèîêëà â ïåðåâîäå:
«Ïðîâåäåì â êðóãå äâà ïåðïåíäèêóëÿðíûõ äèàìåòðà ΑΒ, ΓΔ;

ïî îáå ñòîðîíû îò Β îòëîæèì äâå ðàâíûå äóãè ΕΒ è ΒΖ; ÷åðåç Ζ
ïðîâåäåì ΖΗ ïàðàëëåëüíî ΑΒ; è ñîåäèíèì ΔΕ. ß óòâåðæäàþ, ÷òî
äëÿ ΓΗ, ΗΘ äâóìÿ ñðåäíèìè ïðîïîðöèîíàëüíûìè áóäóò ΖΗ, ΗΔ.

Ïðîâåäåì ÷åðåç Ε ïàðàëëåëüíî ΑΒ ïðÿìóþ ΕΚ; òîãäà ΕΚ ðàâíà
ΖΗ, è ΚΓ ðàâíà ΗΔ. Ýòî áóäåò î÷åâèäíûì, åñëè ñîåäèíèòü Λ ïðÿ-
ìûìè ñ Ε, Ζ; âåäü ïîëó÷èâøèåñÿ óãëû ΓΛΕ, ΖΛΔ ðàâíû, è ïðè Κ, Η
áóäóò ïðÿìûå óãëû; òîãäà âñëåäñòâèå ðàâåíñòâà ΛΕ è ΛΖ âñå ñòîðî-
íû è óãëû îäíîãî òðåóãîëüíèêà áóäóò ñîîòâåòñòâåííî ðàâíû âñåì
ñòîðîíàì è óãëàì äðóãîãî òðåóãîëüíèêà, à çíà÷èò, áóäóò ðàâíû è
îñòàâøèåñÿ ΓΚ è ΗΔ. Òåïåðü, ïîñêîëüêó ΔΚ ê ΚΕ, êàê ΔΗ ê ΗΘ, íî
è ΔΚ ê ΚΕ, êàê ΕΚ ê ΚΓ (âåäü ΕΚ áóäåò ñðåäíåé ïðîïîðöèîíàëüíîé
äëÿ ΔΚ, ΚΓ), òî, çíà÷èò, ΔΚ ê ΚΕ, è ΕΚ ê ΚΓ, êàê ΔΗ ê ΗΘ. Äàëåå,
ΔΚ ðàâíà ΓΗ, ΚΕ ðàâíà ΖΗ, ΚΓ ðàâíà ΗΔ; çíà÷èò, ΓΗ ê ΗΖ, êàê ΖΗ
ê ΗΔ, êàê ΔΗ ê ΗΘ.

Åñëè ñ êàæäîé ñòîðîíû Β âçÿòü ðàâíûå äóãè ΜΒ, ΒΝ, ÷åðåç Ν
ïàðàëëåëüíî ΑΒ ïðîâåñòè ΝΞ è ñîåäèíèòü ΔΜ, òî ñîâåðøåííî òàê
æå äëÿ ΓΞ, ΞΟ ñðåäíèìè ïðîïîðöèîíàëüíûìè áóäóò ΝΞ, ΞΔ. Åñëè
ìû ïîäîáíûì îáðàçîì ïðîâåäåì ìíîãî íåïðåðûâíî ðàñïîëîæåííûõ
ïàðàëëåëüíûõ ìåæäó Β, Δ, çàòåì îòëîæèì îò Χ ê Γ äóãè, ñîîòâåòñò-
âåííî ðàâíûå äóãàì, îòñåêàåìûì ýòèìè ïðÿìûìè îò Β, è ïîëó÷åí-
íûå òî÷êè ñîåäèíèì ñ Δ ïðÿìûìè (íàïîäîáèå ΔΕ, ΔΜ), òî ýòè ïðÿ-
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ìûå ïåðåñåêóò ñîîòâåòñòâóþùèå èì ïàðàëëåëè ìåæäó Β, Δ â íåêî-
òîðûõ òî÷êàõ (â íàøåì ïðèìåðå â Θ, Ο); åñëè ñîåäèíèòü ýòè òî÷êè
ïî ëèíåéêå ïðÿìûìè, òî ìû ïîëó÷èì íåêîòîðóþ íà÷åð÷åííóþ â
êðóãå ëèíèþ, îáëàäàþùóþ òåì ñâîéñòâîì, ÷òî åñëè ÷åðåç ëþáóþ åå
òî÷êó ïðîâåñòè ïðÿìóþ, ïàðàëëåëüíóþ ΛΒ, òî ýòà ïðîâåäåííàÿ
ïðÿìàÿ è îòñåêàåìûé åé íà äèàìåòðå ïî íàïðàâëåíèþ ê Δ îòðåçîê
áóäóò ñðåäíèìè ïðîïîðöèîíàëüíûìè äëÿ äðóãîãî îòðåçêà äèàìåòðà
ïî íàïðàâëåíèþ ê òî÷êå Γ è òîé ÷àñòè ïðîâåäåííîé ïðÿìîé, êîòî-
ðàÿ çàêëþ÷åíà ìåæäó ïîñòðîåííîé â êðóãå ëèíèåé è äèàìåòðîì ΓΔ.

Ïîñëå ýòîé ïîäãîòîâêè âîçüìåì äâå ïðÿìûå, äëÿ êîòîðûõ òðå-
áóåòñÿ îòûñêàòü äâå ñðåäíèå ïðîïîðöèîíàëüíûå, è ïóñòü ýòî áóäóò
Α, Β. Âîçüìåì êðóã ñ äâóìÿ âçàèìíî ïåðïåíäèêóëÿðíûìè äèàìåò-
ðàìè ΓΔ, ΕΖ è íà÷åðòèì â íåì ïðè ïîìîùè íåïðåðûâíûõ òî÷åê
óïîìÿíóòóþ êðèâóþ ΔΘΖ. Ñäåëàåì, ÷òîáû êàê Α ê Β, òàê è ΓΗ ê
ΓΚ. Çàòåì ïðîäîëæèì ΓΚ äî ïåðåñå÷åíèÿ ñ ïîñòðîåííîé ëèíèåé â
Θ. ×åðåç Θ ïàðàëëåëüíî ΕΖ ïðîâåäåì ΛΜ; òîãäà, ñîãëàñíî âûøåèç-
ëîæåííîìó, ñðåäíèìè ïðîïîðöèîíàëüíûìè äëÿ ΓΛ, ΛΘ áóäóò ΜΛ,
ΛΔ. Çàòåì, ïîñêîëüêó ΓΛ ê ΛΘ êàê ΓΗ ê ΗΚ, è ΓΗ ê ΗΚ êàê Α ê Β,
òî åñëè ìû ìåæäó Α, Β âñòàâèì ïðÿìûå Ν, Ξ òàê, ÷òîáû âñå îíè
áûëè â îäíîì îòíîøåíèè ê ΓΛ, ΛΜ, ΛΔ, ΛΘ, òî ñðåäíèìè ïðîïîð-
öèîíàëüíûìè äëÿ Α, Β áóäóò Ν, Ξ, ÷òî è òðåáîâàëîñü îòûñêàòü.»

Ðåøåíèå Àðõèòà. Àíàëèç çàäà÷è íà÷íåì ñ òîãî, ÷òî ïîñòðîèì
ïîëóñôåðó åäèíè÷íîãî ðàäèóñà è ïðîâåäåì â åå îñíîâàíèè äèàìåòð
AB = 2. Äîïóñòèì, ÷òî èñêîìûé îòðåçîê, äëèíà êîòîðîãî ðàâíà 23 ,
óæå íàéäåí: ïóñòü ýòî áóäåò õîðäà AÑ, ëåæàùàÿ â ïëîñêîñòè îñíî-
âàíèÿ ïîëóñôåðû. Ïðîâåäåì ÷åðåç AC ïëîñêîñòü, ïåðïåíäèêóëÿð-
íóþ ïëîñêîñòè îñíîâàíèÿ: îíà ïåðåñå÷åò ïîëóñôåðó ïî ïîëóêðóãó ñ
äèàìåòðîì AC. Â ýòîì ïîëóêðóãå ïðîâåäåì õîðäó AD = 1 è ñîåäè-
íèì CD. Óãîë ADC – ïðÿìîé, êàê âïèñàííûé â ïîëóêðóã. Â ñåêó-
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ùåé ïëîñêîñòè ïðîäîëæèì AC è AD, âîññòàíîâèì ê AC ïåðïåíäè-
êóëÿð CE äî ïåðåñå÷åíèÿ ñ AD â òî÷êå E, à çàòåì âîññòàíîâèì ê
AE ïåðïåíäèêóëÿð EF äî ïåðåñå÷åíèÿ ñ AC â òî÷êå F. Îêîëî ïðÿ-
ìîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà AEF îïèøåì ïîëóêðóã ñ äèàìåòðîì AF
(ðèñ.16). Â ñèëó ïîäîáèÿ òðåóãîëüíèêîâ èìååò ìåñòî ïðîïîðöèÿ
AD AC AC AE AE AF: : := = , è ïîñêîëüêó ïî ïðåäïîëîæåíèþ AD = 1
è AC = 23 , òåì ñàìûì AF = 2.

Ðàññìîòðèì òåïåðü òî÷êó E. Âî-ïåðâûõ, E ëåæèò íà ïåðïåíäè-
êóëÿðå EC ê îñíîâàíèþ, è òåì ñàìûì – íà ïîâåðõíîñòè öèëèíäðà,
óñòàíîâëåííîãî íà êðóãå îñíîâàíèÿ. Âî-âòîðûõ, E ëåæèò íà ïðî-
äîëæåíèè AD, è òåì ñàìûì – íà ïîâåðõíîñòè êîíóñà ñ âåðøèíîé
A, îñíîâàíèåì êîòîðîãî ñëóæèò êðóã, ïðîâåäåííûé íà ïîâåðõíîñòè
ïîëóñôåðû öèðêóëåì ñ åäèíè÷íûì ðàñòâîðîì. Â-òðåòüèõ, E ëåæèò
íà ïîëóêðóãå ñ äèàìåòðîì AF = 2, ïëîñêîñòü êîòîðîãî ïåðïåíäèêó-
ëÿðíà ê ïëîñêîñòè îñíîâàíèÿ, è òåì ñàìûì – íà ïîâåðõíîñòè òîðà,
çàìåòàåìîãî âðàùåíèåì èñõîäíîé ñôåðû âîêðóã îñè, ïðîõîäÿùåé
÷åðåç òî÷êó A ïåðïåíäèêóëÿðíî ê ïëîñêîñòè îñíîâàíèÿ. Âñå òðè
ïîâåðõíîñòè – öèëèíäð, êîíóñ è òîð – ìû ìîæåì ìûñëåííî ïîñò-
ðîèòü, ïîñêîëüêó äàííûõ äëÿ ýòîãî âïîëíå äîñòàòî÷íî. Íàéäÿ òî÷-
êó E êàê ìåñòî ïåðåñå÷åíèÿ òðåõ ïîâåðõíîñòåé, ìû íàéäåì âñëåä çà
íåé òî÷êó C è òåì ñàìûì èñêîìûé îòðåçîê AC.

Ïîñêîëüêó èñõîäíàÿ ïîëóñôåðà â èòîãîâîì ïîñòðîåíèè íåïîñ-
ðåäñòâåííî íå ó÷àñòâóåò, íå ó÷àñòâóåò îíà è â äîêàçàòåëüñòâå, êîòî-
ðîå äàåò Àðõèò. Êàê ýòî ÷àñòî áûâàåò, êîãäà ñòðîèòåëüíûå ëåñà óá-
ðàíû, òðóäíî ñêàçàòü, îòêóäà ðåøåíèå âçÿëîñü. Íî åñëè èõ âîññòà-
íîâèòü, âñå ñòàíîâèòñÿ íà ñâîè ìåñòà.

Âîò êàê âûãëÿäèò ðåøåíèå Àðõèòà â ïåðåâîäå:
«Ïóñòü äàíû äâå ïðÿìûå ΑΔ, Γ; òðåáóåòñÿ äëÿ ΑΔ, Γ íàéòè äâå

ñðåäíèå ïðîïîðöèîíàëüíûå. Íà áîëüøåé èç íèõ ΑΔ îïèøåì êðóã
ΑΒΔΖ è âñòàâèì â íåãî ΑΒ, ðàâíóþ Γ; ïóñòü îíà, áóäó÷è ïðîäîëæå-
íà, âñòðåòèò â Π êàñàòåëüíóþ ê êðóãó, ïðîâåäåííóþ èç Δ. Ïðîâå-
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äåì ΒΕΖ, ïàðàëëåëüíóþ ΠΔΟ, è âîîáðàçèì ïðÿìîé ïîëóöèëèíäð íà
ïîëóêðóãå ΑΒΔ, à íà ΑΔ – ïåðïåíäèêóëÿðíûé ïîëóêðóã íà ïðÿìî-
óãîëüíèêå ïîëóöèëèíäðà. Ýòîò ïîëóêðóã ïðè âðàùåíèè îò Δ ê Β
îêîëî íåïîäâèæíîãî êîíöà äèàìåòðà Α áóäåò ïåðåñåêàòü öèëèíäðè-
÷åñêóþ ïîâåðõíîñòü è âû÷åðòèò íà íåé íåêîòîðóþ ëèíèþ. È îïÿòü,
îêîëî íåïîäâèæíîé ïðÿìîé ΑΔ áóäåì âðàùàòü òðåóãîëüíèê ΑΠΔ
ïðîòèâ äâèæåíèÿ ïîëóêðóãà; ýòîò òðåóãîëüíèê îáðàçóåò êîíè÷åñ-
êóþ ïîâåðõíîñòü ñ ïðÿìîé ΑΠ, êîòîðàÿ ïðè âðàùåíèè ïåðåñå÷åò
íà÷åð÷åííóþ íà öèëèíäðå ëèíèþ â íåêîòîðîé òî÷êå; ïðè ýòîì Β
îïèøåò ïîëóêðóã íà êîíè÷åñêîé ïîâåðõíîñòè. Ïóñòü â ïåðåñå÷åíèè
âûøåóïîìÿíóòûõ ëèíèé äâèæóùèéñÿ ïîëóêðóã çàíèìàåò ïîëîæå-
íèå ′Δ ΚΑ, âðàùàþùèéñÿ îáðàòíî òðåóãîëüíèê – ïîëîæåíèå ΔΛΑ,
ïðè÷åì òî÷êîé óïîìÿíóòîãî ïåðåñå÷åíèÿ áóäåò Κ; è ïóñòü îïèñàí-
íûé òî÷êîé Β ïîëóêðóã áóäåò ΒΜΖ, à åãî îáùåå ïåðåñå÷åíèå ñ êðó-
ãîì ΒΔΖΑ áóäåò ΒΖ. Îïóñòèì èç Κ ïåðïåíäèêóëÿð íà ïëîñêîñòü ïî-
ëóêðóãà ΒΔΑ; êîíåö ýòîãî ïåðïåíäèêóëÿðà ïîïàäåò íà îêðóæíîñòü,
òàê êàê öèëèíäð áóäåò ïðÿìûì. Ïóñòü ýòî áóäåò ΚΙ, è ñîåäèíÿþ-
ùàÿ ïðÿìàÿ ΑΙ ïåðåñå÷åò ΒΖ â Θ, à ΑΛ ïåðåñå÷åò ïîëóêðóã ΒΜΖ â
Μ. Ïðîâåäåì ïðÿìûå ΚΔ ′, ΜΙ, ΜΘ. Òàê êàê êàæäûé èç ïîëóêðóãîâ
′Δ ΚΑ è ΒΜΖ ïåðïåíäèêóëÿðåí ê ëåæàùåé ïîä íèìè ïëîñêîñòè, òî è

èõ îáùåå ñå÷åíèå ΜΘ áóäåò ïåðïåíäèêóëÿðíî ê ïëîñêîñòè êðóãà;
ïîýòîìó ΜΘ áóäåò ïåðïåíäèêóëÿðíà ê ΒΖ.

Òàêèì îáðàçîì, ïðÿìîóãîëüíèê ìåæäó ΒΘ è ΘΖ, èëè ïðÿìîó-
ãîëüíèê ìåæäó ΑΘ è ΘΙ, ðàâåí êâàäðàòó íà ΜΘ; ñëåäîâàòåëüíî,
òðåóãîëüíèê ΑΜΙ áóäåò ïîäîáåí êàæäîìó èç òðåóãîëüíèêîâ ΜΙΘ è
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ΜΑΘ. Äàëåå, óãîë ΙΜΑ ïðÿìîé. Ïðÿìûì áóäåò è óãîë ′Δ ΚΑ; çíà-
÷èò, ΚΔ ′ è ΜΙ áóäóò ïàðàëëåëüíû, è ïîëó÷èòñÿ ïðîïîðöèÿ: ′Δ Α ê
ΑΚ, êàê ΚΑ ê ΑΙ, êàê ΙΑ ê ΑΜ, âñëåäñòâèå ïîäîáèÿ òðåóãîëüíèêîâ.
Òàê ÷òî ÷åòûðå ïðÿìûå ′Δ Α, ΑΚ, ΑΙ, ΑΜ ñîñòàâëÿþò íåïðåðûâíóþ
ïðîïîðöèþ. Çàòåì ΑΜ ðàâíà Γ, òàê êàê îíà ðàâíà ΑΒ; çíà÷èò, äëÿ
äâóõ äàííûõ ïðÿìûõ ΑΔ, Γ íàéäåíû äâå ñðåäíèå ïðîïîðöèîíàëü-
íûå ΑΚ, ΑΙ.»

Ðåøåíèå Âèåòà. Ðàññìîòðèì ðåêîíñòðóêöèþ åùå îäíîãî ðåøå-
íèÿ çàäà÷è îá óäâîåíèè êóáà, êîòîðîå ïðåäëîæèë çíàìåíèòûé
ôðàíöóçñêèé ìàòåìàòèê Ôðàíñóà Âèåò (1540–1603) â ñâîåì ñî÷è-
íåíèè «Ãåîìåòðè÷åñêîå ïðèëîæåíèå» (1593). Õîòÿ ýòî ðåøåíèå îò-
íîñèòñÿ ê ñîâñåì äðóãîé ýïîõå, òåì íå ìåíåå, Âèåò óñïåøíî ïîëü-
çóåòñÿ ãåîìåòðè÷åñêèìè ìåòîäàìè àíòè÷íîñòè. Ñàìî ðåøåíèå ðàñ-
ñìîòðåíî â êíèãå Ïðàñîëîâà [4, ñ.119]. Ìû æå ïîêàæåì, êàêèì îá-
ðàçîì ýòî ðåøåíèå ìîãëî áûòü íàéäåíî.

Âíîâü âåðíåìñÿ ê ñîîòíîøåíèþ

y y a x x b( ) ( )+ = + .
Ýòî ñîîòíîøåíèå äîïóñêàåò ãåîìåòðè÷åñêóþ èíòåðïðåòàöèþ,

îñíîâàííóþ íà òåîðåìå î ñåêóùèõ. Åñëè ñ÷èòàòü, ÷òî a b> , óäîáíî
áóäåò ïðîâåñòè õîðäó a òàê, ÷òîáû îíà ïðîõîäèëà ÷åðåç öåíòð îê-
ðóæíîñòè (ðèñ.18).

Òåïåðü íàì ñëåäóåò âîñïîëüçîâàòüñÿ ïðîïîðöèåé
( )a

x

y

b

2

2
= .

×òîáû ïåðåíåñòè åå íà ÷åðòåæ ñ ïîìîùüþ òåîðåìû Ôàëåñà, ïîìå-
íÿåì ìåñòàìè îòðåçêè a 2 è y, è óäëèíèì õîðäó SR b= äî îòðåçêà
TR b= 2 ; ïðè ýòîì ïðÿìûå TO è RQ äîëæíû îêàçàòüñÿ ïàðàëëåëü-
íûìè (ðèñ.19).

Àíàëèç çàâåðøåí, è òåïåðü ìîæíî îïèñàòü ñàìî ïîñòðîåíèå.
Ïðîâåäåì îêðóæíîñòü ñ öåíòðîì O è ðàäèóñîì a 2. Âïèøåì â íåå
õîðäó SR b= è óäëèíèì åå äî îòðåçêà TR b= 2 ; ïðîäëèì õîðäó SR
òàêæå è ïî äðóãóþ ñòîðîíó îò òî÷êè R ïî ïðÿìîé RU. Ïðîâåäåì
îòðåçîê TO, à çàòåì ïàðàëëåëüíî åìó ïðîâåäåì ïðÿìóþ RW. Îñòà-
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ëîñü ïðîâåñòè ïðÿìóþ OP òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû ñòîðîíû óãëà
URW âûñåêàëè íà íåé îòðåçîê QP a= 2. Ýòà âñòàâêà, êàê ìû óæå
çíàåì, âûïîëíÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ êîíõîèäû Íèêîìåäà.
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Î ÍÅÊÎÒÎÐÛÕ ÏÐÎÁËÅÌÀÕ ÐÀÇÂÈÒÈß
ÑÐÅÄÍÅÂÅÊÎÂÎÉ ÀËÃÅÁÐÛ1)

Ì.Ì.Ðîæàíñêàÿ

Ïîÿâëåíèå ñðåäíåâåêîâîé àëãåáðû (äà è àëãåáðû âîîáùå, êàê
ñàìîñòîÿòåëüíîé ìàòåìàòè÷åñêîé äèñöèïëèíû) òðàäèöèîííî ñâÿçû-
âàåòñÿ ñ ñîçäàíèåì àëãåáðàè÷åñêîãî òðàêòàòà àë-Õîðåçìè (îê. 780
– îê. 850). Â îòëè÷èå îò åãî àðèôìåòè÷åñêîãî òðàêòàòà, êîòîðûé
äîøåë äî íàñ òîëüêî â ëàòèíñêîì ïåðåâîäå�, «Àëãåáðà» ñîõðàíè-
ëàñü è â àðàáñêîé âåðñèè ÕIV â., è â ëàòèíñêèõ ðóêîïèñÿõ, êîòî-
ðûå âîñõîäÿò ê ïåðåâîäàì, ñäåëàííûì â ÕII â. Ðîáåðòîì ×åñòåðñ-
êèì è Ãåðàðäî Êðåìîíñêèì [1; 2]. Àðàáñêèé òåêñò íîñèò çàãëàâèå
«Êðàòêàÿ êíèãà îá èñ÷èñëåíèè àëãåáðû è àëìóêàáàëû» (Àë-êèòàá
àë-ìóõòàñàð ôè õèñàá àë-äæàáð âà-ë-ìóêàáàëà) è ñîñòîèò èç òðåõ
÷àñòåé, èç êîòîðûõ òîëüêî îäíà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé àëãåáðàè÷åñêèé
ðàçäåë. Ñîäåðæàíèå ýòîãî ðàçäåëà è åñòü ïåðâîå â èñòîðèè ìàòåìà-
òèêè èçëîæåíèå íà÷àë àëãåáðû – íàóêè î ðåøåíèè ÷èñëîâûõ êâàä-

Ì.Ì.Ðîæàíñêàÿ 79

Ðèñ.19

1)Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå Ðîññèéñêîãî ôîíäà ôóíäàìåí-
òàëüíûõ èññëåäîâàíèé (ïðîåêò ¹06-06-80526à)



ðàòíûõ è ëèíåéíûõ óðàâíåíèé. Â îòëè÷èå îò àðèôìåòèêè, â êîòî-
ðîé ñîãëàñíî àë-Õîðåçìè, ðàññìàòðèâàþòñÿ ÷èñëà âîîáùå, â àëãåá-
ðå ââîäÿòñÿ ÷èñëà òðåõ îïðåäåëåííûõ ðîäîâ, ñîîòâåòñòâóþùèõ ïî-
íÿòèÿì íåèçâåñòíîãî, åãî êâàäðàòà è ñâîáîäíîãî ÷ëåíà. Ââîäèòñÿ è
ñàìî ïîíÿòèå óðàâíåíèÿ êàê íåêîåãî âûðàæåíèÿ, ñîñòîÿùåãî èç
äâóõ ÷àñòåé, ÷ëåíû êîòîðîãî ìîæíî ïåðåìåùàòü èç îäíîé ÷àñòè â
äðóãóþ.

Ïðåæäå âñåãî, àë-Õîðåçìè ïðèâîäèò êëàññèôèêàöèþ ðàññìàò-
ðèâàåìûõ èì øåñòè òèïîâ ëèíåéíûõ è êâàäðàòíûõ óðàâíåíèé, ê
êîòîðûì îí ñâîäèò âñþ ñîâîêóïíîñòü ðåøàåìûõ çàäà÷, è ïðåäëàãà-
åò åäèíûé ìåòîä (àëãîðèòì) èõ ðåøåíèÿ. Â êëàññèôèêàöèè àë-Õî-
ðåçìè ïîëüçóåòñÿ è åäèíîé òåðìèíîëîãèåé: íåèçâåñòíîå – «âåùü»
èëè «êîðåíü», êâàäðàò íåèçâåñòíîãî – «êâàäðàò» èëè «èìóùåñò-
âî», ñâîáîäíûé ÷ëåí – «÷èñëî» èëè «äèðõåì»�. Ê êàíîíè÷åñêîìó
âèäó óðàâíåíèÿ ïðèâîäÿòñÿ îäíèì è òåì æå ñïîñîáîì – ñ ïîìîùüþ
îïåðàöèé, èìåíóåìûõ «âîñïîëíåíèå» (àë-äæàáð) è «ïðîòèâîïîñ-
òàâëåíèå» (àë-ìóêàáàëà). «Âîñïîëíåíèå» ñîñòîèò â ïåðåíîñå âû÷è-
òàåìûõ ÷ëåíîâ óðàâíåíèÿ â äðóãóþ åãî ñòîðîíó è çàïèñè èõ òàì â
âèäå ïðèáàâëÿåìûõ ÷ëåíîâ. Åå íàçâàíèå «àë-äæàáð», ñòîÿùåå â
çàãëàâèè òðàêòàòà àë-Õîðåçìè, âñêîðå áûëî ðàñïðîñòðàíåíî íà âñþ
íàóêó îá óðàâíåíèÿõ. Îïåðàöèÿ «ïðîòèâîïîñòàâëåíèÿ» ïðåäñòàâ-
ëÿåò ñîáîþ óäàëåíèå îäèíàêîâûõ ÷ëåíîâ â îáåèõ ÷àñòÿõ óðàâíå-
íèÿ. Êðîìå òîãî, ïðîöåäóðà ñâåäåíèÿ óðàâíåíèÿ ê êàíîíè÷åñêîìó
âèäó ïîäðàçóìåâàåò ïðåîáðàçîâàíèå, ñ ïîìîùüþ àðèôìåòè÷åñêèõ
îïåðàöèé, ñòàðøåãî êîýôôèöèåíòà â åäèíèöó. Ëþáîå äðóãîå óðàâ-
íåíèå, ëèíåéíîå èëè êâàäðàòíîå, äëÿ ðåøåíèÿ äîëæíî áûòü ïðèâå-
äåíî ê îäíîìó èç óêàçàííûõ øåñòè òèïîâ.

È àë-Õîðåçìè, è àâòîðû áîëåå ïîçäíèõ àëãåáðàè÷åñêèõ òðàêòà-
òîâ äåëÿò óêàçàííûå øåñòü òèïîâ óðàâíåíèé íà äâå ãðóïïû: ïåðâàÿ
ãðóïïà – òðè òàê íàçûâàåìûõ ïðîñòûõ, âòîðàÿ ãðóïïà – òðè òàê íà-
çûâàåìûõ ñîñòàâíûõ óðàâíåíèÿ; â ñîâðåìåííîé òåðìèíîëîãèè ýòî,
ñîîòâåòñòâåííî, äâóõ- è òðåõ÷ëåííûå, èëè íåïîëíûå è ïîëíûå, óðàâ-
íåíèÿ. Â ïåðâîé ãðóïïå ïåðâîå óðàâíåíèå – ëèíåéíîå, âòîðîå è
òðåòüå – òðàêòóþòñÿ êàê ëèíåéíûå: â îáîèõ ñëó÷àÿõ â êà÷åñòâå èñ-
êîìîãî íåèçâåñòíîãî ðàññìàòðèâàåòñÿ íå òîëüêî êîðåíü óðàâíåíèÿ,
íî è åãî êâàäðàò, ïðè÷åì âî âòîðîì óðàâíåíèè íå ó÷èòûâàåòñÿ íóëå-
âîå ðåøåíèå, â êîíêðåòíûõ çàäà÷àõ íå ïðåäñòàâëÿþùåå èíòåðåñà.
Íî âîò ÷òî õàðàêòåðíî: åñëè â êà÷åñòâå íåèçâåñòíîãî ðàññìàòðèâàåò-
ñÿ êîðåíü óðàâíåíèÿ, òî â ðåøåíèè îáÿçàòåëüíî ïðèâîäèòñÿ çíà÷å-
íèå åãî êâàäðàòà, è íàîáîðîò, îïðåäåëèâ çíà÷åíèå êâàäðàòà íåèçâåñ-
òíîãî, àâòîð òðàêòàòà ïî÷òè âñåãäà ïðèâîäèò è çíà÷åíèå åãî êâàäðàò-
íîãî êîðíÿ. È ýòî ìîæíî ïðîñëåäèòü ïðàêòè÷åñêè âî âñåõ àëãåáðàè-
÷åñêèõ ñî÷èíåíèÿõ ìàòåìàòèêîâ Âîñòîêà è Çàïàäà ñðåäíåâåêîâîãî
ìèðà èñëàìà. Òàêèì îáðàçîì, âñÿ ïåðâàÿ ãðóïïà ìîæåò ðàññìàòðè-
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âàòüñÿ êàê ñîñòîÿùàÿ èç ëèíåéíûõ óðàâíåíèé. Ðåøåíèå æå ïîëíûõ
êâàäðàòíûõ óðàâíåíèé ïðèâîäèòñÿ îáû÷íî â âèäå ñëîâåñíûõ ïðà-
âèë âûðàæåíèÿ èõ êîðíåé â ðàäèêàëàõ (àðèôìåòè÷åñêèé ïðèåì) è
ãåîìåòðè÷åñêîãî äîêàçàòåëüñòâà ñ ïîìîùüþ ñïåöèàëüíûõ ãåîìåòðè-
÷åñêèõ ïîñòðîåíèé, ïðèåìàìè ãåîìåòðè÷åñêîé àëãåáðû.

Âîïðîñ îá èñòî÷íèêàõ àëãåáðàè÷åñêîãî òðàêòàòà àë-Õîðåçìè, â
îòëè÷èå îò àðèôìåòè÷åñêîãî, â êîòîðîì îí ÿâíî ñëåäóåò èíäèéñ-
êèì îáðàçöàì, äî ñèõ ïîð íå ðåøåí. Â èíäèéñêîé ìàòåìàòèêå îò-
ñóòñòâóåò ãåîìåòðè÷åñêîå îáîñíîâàíèå ïðàâèë ðåøåíèÿ êâàäðàòíûõ
óðàâíåíèé è äåéñòâèé íàä àëãåáðàè÷åñêèìè âåëè÷èíàìè, ñòîëü õà-
ðàêòåðíûõ êàê äëÿ òðàêòàòà àë-Õîðåçìè, òàê è âîîáùå äëÿ âñåé
ïîñëåäóþùåé ñðåäíåâåêîâîé àëãåáðàè÷åñêîé ëèòåðàòóðû, îòñóòñò-
âóåò è ïîíÿòèå îòðèöàòåëüíîãî ÷èñëà. Î ãðå÷åñêîì âëèÿíèè ñâèäå-
òåëüñòâóåò ãåîìåòðè÷åñêîå ïîñòðîåíèå êîðíåé êâàäðàòíûõ óðàâíå-
íèé, â îñîáåííîñòè ïîëíûõ. Íî â öåëîì åãî òðàêòîâêà ñóùåñòâåííî
îòëè÷àåòñÿ îò ãåîìåòðè÷åñêîé àëãåáðû «Íà÷àë» Åâêëèäà. È åñëè
àíòè÷íàÿ ãåîìåòðè÷åñêàÿ àëãåáðà è îêàçàëà âëèÿíèå íà àë-Õîðåç-
ìè, òî, áåçóñëîâíî, â ñèëüíî ïðåîáðàçîâàííîì âèäå, â ôîðìå,
ïðèñïîñîáëåííîé ê íóæäàì ÷èñëîâîé àëãåáðû. Íî àëãåáðà òàêîãî
âèäà â èçâåñòíûõ èñòî÷íèêàõ íå óïîìèíàåòñÿ.

Åñòü îñíîâàíèå âèäåòü ó àë-Õîðåçìè íå÷òî îáùåå ñ Äèîôàíòîì
[3], à èìåííî, ó îáîèõ âñòðå÷àåòñÿ ïðèâåäåíèå êâàäðàòíîãî óðàâíåíèÿ
ê òðåì êàíîíè÷åñêèì ôîðìàì. Îäíàêî ïðÿìîå âëèÿíèå íà íåãî Äèî-
ôàíòà ìàëîâåðîÿòíî, ïîñêîëüêó ïåðâûå àðàáñêèå ïåðåâîäû ñî÷èíåíèé
Äèîôàíòà áûëè ñäåëàíû ïîñëå ïîÿâëåíèÿ òðàêòàòà àë-Õîðåçìè.

Ñêîðåå âñåãî, «Àëãåáðà» àë-Õîðåçìè âîñõîäèò ê òðàäèöèè,
ñëîæèâøåéñÿ íà Áëèæíåì è Ñðåäíåì Âîñòîêå, â ðåãèîíå áûâøåãî
ýëëèíèñòè÷åñêîãî ìèðà, è âêëþ÷àâøåé ïðî÷íî óñâîåííûå ýëåìåíòû
êàê äðåâíåâàâèëîíñêîé, òàê è ãðå÷åñêîé íàó÷íîé òðàäèöèè, â òîì
÷èñëå ìàòåìàòè÷åñêîé. Ìû íå çíàåì, åñòü ëè ó àë-Õîðåçìè ñàìîñ-
òîÿòåëüíûå àëãåáðàè÷åñêèå ðåçóëüòàòû, òåì áîëåå, ÷òî ñàì îí ëè÷-
íî ñåáå íîâûõ îòêðûòèé íå ïðèïèñûâàåò. Íî, âåðîÿòíî, îí áûë
ïåðâûì èëè îäíèì èç ïåðâûõ, êòî äîíåñ äî ñðåäíèõ âåêîâ ýòó ñâî-
åîáðàçíóþ òðàäèöèþ, áûòîâàâøóþ â ïîçäíåýëëèíèñòè÷åñêîì ìèðå
è óòâåðäèâøóþñÿ íà ñðåäíåâåêîâîì Âîñòîêå â ýïîõó ðàííåãî ñðåä-
íåâåêîâüÿ, è, òàêèì îáðàçîì, ñòîÿë ó èñòîêîâ àëãåáðàè÷åñêîãî èñ-
÷èñëåíèÿ è àëãåáðû êàê ñàìîñòîÿòåëüíîé íàó÷íîé äèñöèïëèíû.

×òî æå ýòî çà òðàäèöèÿ? Ìîæåì ëè ìû, êðîìå îáùèõ ñîîáðà-
æåíèé, ñóäèòü î åå êîíêðåòíûõ ñîñòàâëÿþùèõ?

Â ïðàêòè÷åñêîé àðèôìåòèêå ñðåäíåâåêîâîãî Âîñòîêà øèðîêîå
ðàñïðîñòðàíåíèå ïîëó÷èë öèêë çàäà÷ íà «òðîéíîå ïðàâèëî», ñâîäÿ-
ùååñÿ ê ïðîñòûì ïðîïîðöèÿì ñ îäíèì íåèçâåñòíûì. Îíî ÷àñòî
ïðèìåíÿëîñü â çàäà÷àõ î ñäåëêàõ è â þðèäè÷åñêîé ïðàêòèêå, â çà-
äà÷àõ «íà íàñëåäñòâî», òî åñòü î äåëåíèè íàñëåäñòâà â ñîîòâåòñò-
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âèè ñ íîðìàìè ìóñóëüìàíñêîãî ïðàâà. Âîçìîæíî, óæå âî âðåìåíà
àë-Õîðåçìè íà Áëèæíåì Âîñòîêå áûë èçâåñòåí ÷àñòíûé ñëó÷àé
òðîéíîãî ïðàâèëà – «ïðàâèëî äâóõ ëîæíûõ ïîëîæåíèé», êîòîðîå
íîñèëî íàçâàíèå «ïðàâèëà äâóõ îøèáîê». Ýòîò ìåòîä ðåøåíèÿ
áîëüøîãî öèêëà àðèôìåòè÷åñêèõ çàäà÷ â ïðîñòåéøåì ñëó÷àå èíòåð-
ïðåòèðóåòñÿ êàê ðåøåíèå ëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ.

«Ïðàâèëî äâóõ îøèáîê» ïî ñóòè äåëà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîþ àë-
ãîðèòì àâòîìàòè÷åñêîãî ðåøåíèÿ òèïîâûõ çàäà÷, ñâîäÿùèõñÿ ê ëè-
íåéíûì óðàâíåíèÿì. Âïîñëåäñòâèè îíî øèðîêî ïðèìåíÿëîñü â ìà-
òåìàòè÷åñêèõ ñî÷èíåíèÿõ êàê â âîñòî÷íîì, òàê è â çàïàäíîì àðåà-
ëàõ ñðåäíåâåêîâîãî ìèðà èñëàìà è ñòàëî îäíîé èç îñíîâíûõ òåì â
åâðîïåéñêîé ñðåäíåâåêîâîé àðèôìåòèêå [4].

Â ÕII â. ìû âñòðå÷àåìñÿ ñ ýòèì ìåòîäîì ïîä íàçâàíèåì «ïðà-
âèëî ÷àø âåñîâ» [5]. Ïåðâàÿ èçâåñòíàÿ íàì ôîðìóëèðîâêà óêàçàí-
íîãî ïðàâèëà äàåòñÿ ó êðóïíåéøåãî çàïàäíîàðàáñêîãî ìàòåìàòèêà
ÕII â. àë-Õàññàðà. Ñîãëàñíî àë-Õàññàðó [6; 7], ðåøåíèå çàäà÷è
ïðåäëàãàåòñÿ â ôîðìå âçâåøèâàíèÿ íåêîòîðîãî ãðóçà, âåñ êîòîðîãî
è åñòü èñêîìîå íåèçâåñòíîå, íà ðàâíîïëå÷èõ âåñàõ ñ äâóìÿ ÷àøàìè,
ïîäâåøåííûìè â êîíöàõ åãî ïëå÷. Ïóòåì ïîäáîðà ãðóçîâ ñ ñîîòâåò-
ñòâåííî «ëîæíûìè» çíà÷åíèÿìè èñêîìîãî âåñà âçâåøèâàåìîãî îáú-
åêòà è äâóõ «îøèáîê» äîñòèãàåòñÿ ðàâíîâåñèå âåñîâ, ÷òî ïîçâîëÿåò
ñóäèòü îá èñêîìîì âåñå âçâåøèâàåìîãî ãðóçà. Àë-Õàññàð íå ïðèâî-
äèò ñõåìû âåñîâ. Ìîæíî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî çàäà÷à ðåøàåòñÿ ïóòåì
íåïîñðåäñòâåííîãî âçâåøèâàíèÿ íà íèõ.

Â ÕIII â. êðóïíåéøèé çàïàäíîàðàáñêèé ìàòåìàòèê Èáí
àë-Áàííà óæå äàåò ïîäðîáíîå îïèñàíèå ýòîãî ïðàâèëà, ñîïðîâîæ-
äàÿ åãî ãåîìåòðè÷åñêîé ñõåìîé òàêèõ âåñîâ. Âåðîÿòíî, îí çíàåò
(õîòÿ è íå ïðèâîäèò) ãåîìåòðè÷åñêîå äîêàçàòåëüñòâî «ïðàâèëà ÷àø
âåñîâ», çàìå÷àÿ, ÷òî îíî îñíîâûâàåòñÿ íà ãåîìåòðèè. Î÷åâèäíî,
ýòî óìîë÷àíèå âûçâàíî ïðèñóùåé åìó ÷ðåçâû÷àéíîé ëàêîíè÷íîñ-
òüþ èçëîæåíèÿ. Íà÷èíàÿ ñ Èáí àë-Áàííû, ýòîò ìåòîä óæå ñ÷èòàë-
ñÿ îáùåïðèíÿòûì àðèôìåòè÷åñêèì ïðèåìîì â çàïàäíîàðàáñêîé ìà-
òåìàòèêå è âõîäèë ñ ñîñòàâ ïî÷òè êàæäîãî àðèôìåòè÷åñêîãî ñî÷è-
íåíèÿ àâòîðîâ XIII–XV ââ. Òåì íå ìåíåå, ñõåìà âåñîâ îñòàåòñÿ
íåïðåìåííûì àòðèáóòîì ýòîãî ïðàâèëà ïðè ëþáûõ âû÷èñëåíèÿõ ñ
åãî ïîìîùüþ. Âñêîðå îíî ïðèîáðåòàåò óíèâåðñàëüíûé õàðàêòåð,
óæå Èáí àë-Áàííà ôîðìóëèðóåò åãî íå íà ÷èñëîâîì ïðèìåðå, à
ñðàçó â îáùèõ âûðàæåíèÿõ.

Òàêèì îáðàçîì, ïðàâèëî ÷àø âåñîâ õîòÿ è ïðåäñòàâëÿëî ñîáîþ
êàê áóäòî áû âñåãî ëèøü ÷àñòíûé ñëó÷àé òðîéíîãî ïðàâèëà, èãðàëî
âàæíóþ ðîëü â óêðåïëåíèè è ðàçâèòèè òîé ñàìîé ìåñòíîé ìàòåìà-
òè÷åñêîé òðàäèöèè, êîòîðàÿ ñëîæèëàñü è ïðîäîëæàëà ðàçâèâàòüñÿ
â ïðîñòðàíñòâå ñðåäíåâåêîâîãî èñëàìñêîãî ìèðà íà ïî÷âå äðåâíåé
è ýëëèíèñòè÷åñêîé íàóêè.
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Åùå îäíîé ñóùåñòâåííîé îñîáåííîñòüþ òàê íàçûâàåìîé àðàáñ-
êîé àðèôìåòèêè áûëî ïðèìåíåíèå òåîðèè âçâåøèâàíèÿ, òî÷íåå,
ïðàêòèêè âçâåøèâàíèÿ êàê ñïîñîáà ðåøåíèÿ äîñòàòî÷íî áîëüøîãî
êëàññà àðèôìåòè÷åñêèõ çàäà÷.

Ìû ïîêàçàëè, ÷òî ñàìî «ïðàâèëî ÷àø âåñîâ» âîñõîäèò â èç-
âåñòíîé ñòåïåíè ê ïðàêòèêå âçâåøèâàíèÿ ãðóçîâ íà ðàâíîïëå÷èõ
âåñàõ. Ñ ïîìîùüþ âåñîâ è âçâåøèâàíèÿ ðåøàëèñü è çàäà÷è îïðåäå-
ëåíèÿ ñîñòàâà ñïëàâîâ è ñìåñåé, è «çàäà÷è ìîíåòíîãî äâîðà», è
ìíîãèå äðóãèå.

Âñå âûøåèçëîæåííîå ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê íåêîòîðîå ââå-
äåíèå ê òîìó, ÷òî ïðåäëàãàåòñÿ àâòîðîì íàñòîÿùåé ðàáîòû â êà÷å-
ñòâå èñòî÷íèêà è ñîñòàâíûõ ÷àñòåé òîé ñàìîé íàó÷íîé òðàäèöèè, â
íåäðàõ êîòîðîé íà÷àëîñü ôîðìèðîâàíèå ñðåäíåâåêîâîé àëãåáðû.

Âî-ïåðâûõ, ýòî ïîíÿòèå î ðû÷àãå è åãî ðàâíîâåñèè ïðèìåíè-
òåëüíî ê åãî íàèáîëåå ðàñïðîñòðàíåííîé ìîäèôèêàöèè – âåñàì, âîñ-
õîäÿùåå åùå ê àíòè÷íîé òðàäèöèè – «íàóêå î âçâåøèâàíèè» è ó÷å-
íèþ î ïÿòè «ïðîñòûõ ìàøèíàõ». Âåäü îïåðàöèÿ «âîñïîëíåíèå è
ïðîòèâîïîñòàâëåíèå» (àë-äæàáð âà-ë-ìóêàáàëà) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé
íå ÷òî èíîå, êàê ïðîöåäóðó âçâåøèâàíèÿ. Â ïðîñòåéøåì ñëó÷àå ïðè
âçâåøèâàíèè íà ðàâíîïëå÷èõ âåñàõ ñ äâóìÿ ÷àøàìè îïåðàöèÿ ñâî-
äèòñÿ ê òîìó, ÷òî â îäíó èç ÷àø ïîìåùàþò ãðóç, âåñ êîòîðîãî ïîä-
ëåæèò îïðåäåëåíèþ, à â äðóãóþ – ñèñòåìó ðàçíîâåñîâ, ñ ïîìîùüþ
êîòîðûõ âåñû ïðèâîäÿòñÿ â ðàâíîâåñèå. Ñîâîêóïíûé âåñ ðàçíîâåñîâ
åñòü èñêîìûé ðåçóëüòàò. Â áîëåå ñëîæíîì ñëó÷àå äëÿ ïîëó÷åíèÿ
ðàâíîâåñèÿ âåñîâ ïðèõîäèòñÿ ïåðåìåùàòü ðàçíîâåñû èç îäíîé ÷àøè
â äðóãóþ. Î÷åâèäíî, ÷òî îïåðàöèÿ «âîñïîëíåíèÿ» âïîëíå ñîîòâåòñò-
âóåò ïðîöåññó ïåðåìåùåíèÿ ãðóçîâ, à îïåðàöèÿ «ïðîòèâîïîñòàâëå-
íèÿ» – óñòàíîâëåíèþ ðàâíîâåñèÿ ðàâíîïëå÷èõ âåñîâ.

Åñëè íå ïåðâûì, òî, íåñîìíåííî, ñàìûì âàæíûì ìîìåíòîì â çà-
ðîæäåíèè è èñòîðèè ñðåäíåâåêîâîé àëãåáðû áûëî ââåäåíèå â ìàòå-
ìàòèêó ïîíÿòèÿ ðàâíîâåñèÿ, ê êîòîðîìó âîñõîäèò ñàì òåðìèí «óðàâ-
íåíèå» – «óðàâíèâàíèå» ÷åðåç «ïðîòèâîïîñòàâëåíèå»; çäåñü âåñû
ïåðåñòàþò áûòü âåùåñòâåííûì àòðèáóòîì è ïåðåõîäÿò â ðàçðÿä àáñ-
òðàêòíûõ ñõåì, à ýòà ñõåìà óæå ïðèâîäèò ê ïîíÿòèþ ëèíåéíîãî
óðàâíåíèÿ. Âåðîÿòíî, ïåðâîíà÷àëüíî â àðàáñêîé ìàòåìàòèêå ðàñ-
ñìàòðèâàëèñü òîëüêî ëèíåéíûå óðàâíåíèÿ, è ñëîâî «èìóùåñòâî» îç-
íà÷àëî íåèçâåñòíîå, íî ïî ìåðå òîãî, êàê â îáîðîò âõîäèëè è êâàä-
ðàòíûå óðàâíåíèÿ, ýòîò òåðìèí çàêðåïèëñÿ çà êâàäðàòîì íåèçâåñòíî-
ãî. Àë-Õîðåçìè ïðèìåíÿåò åãî êàê â ñëó÷àå êâàäðàòíûõ, òàê è â
ñëó÷àå ëèíåéíûõ óðàâíåíèé. Ïðàâèëà ðåøåíèÿ ïîëíûõ êâàäðàòíûõ
óðàâíåíèé îáîñíîâûâàþòñÿ ïðè ïîìîùè ãåîìåòðè÷åñêèõ ïîñòðîåíèé,
ïîäîáíûõ ðàññìîòðåííûì âûøå. È âîñõîäÿò îíè êàê áóäòî ê ãðå÷åñ-
êîé ãåîìåòðè÷åñêîé àëãåáðå. Òðàêòîâêà Àë-Õîðåçìè õîòÿ è áëèçêà ê
åâêëèäîâîé, èìååò ðÿä ñóùåñòâåííûõ îòëè÷èé. Êðîìå òîãî, ñàì
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ñòèëü ðàññóæäåíèÿ è èçëîæåíèÿ ó îáîèõ àâòîðîâ àáñîëþòíî íåïî-
õîæè. Ïîýòîìó ìîæíî óòâåðæäàòü, ÷òî ãðå÷åñêàÿ ãåîìåòðèÿ õîòÿ è
îêàçàëà âëèÿíèå íà àë-Õîðåçìè, íî â ñèëüíî ïðåîáðàçîâàííîé
ôîðìå, ïðèñïîñîáëåííîé äëÿ íóæä ôîðìèðóþùåéñÿ ÷èñëîâîé àë-
ãåáðû. Â ýòîì è ñîñòîèò ñóùíîñòü ïðîöåññà îñâîåíèÿ ñðåäíåâåêî-
âîé àðàáîÿçû÷íîé ìàòåìàòèêîé àíòè÷íîãî íàó÷íîãî íàñëåäèÿ.

Åñëè æå ãîâîðèòü î ñàìîé ñóòè ìåñòíîé òðàäèöèè, íà îñíîâå
êîòîðîé ñòîèò «Àëãåáðà» àë-Õîðåçìè, òî ýòî, ïðåæäå âñåãî, ââåäå-
íèå ïîíÿòèÿ óðàâíåíèÿ, âîñõîäÿùåå ê ïîíÿòèþ ðàâíîâåñèÿ, òåîðèè
âåñîâ è âçâåøèâàíèÿ â ñî÷åòàíèè ñ òåîðèåé «ïðîñòûõ ìàøèí»,
òðîéíîãî ïðàâèëà â òðàíñôîðìèðîâàííîì âèäå (â ôîðìå «ïðàâèëà
÷àø âåñîâ») è, êîíå÷íî, ãðå÷åñêîé ãåîìåòðè÷åñêîé àëãåáðû, òàêæå
â òðàíñôîðìèðîâàííîì âèäå.
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ÏÅÐÂÛÅ ÐÅÇÓËÜÒÀÒÛ ÈÑÑËÅÄÎÂÀÍÈß ÒÐÀÊÒÀÒÀ
ÀË-ÀÁÕÀÐÈ «ÓËÓ×ØÅÍÈÅ “ÍÀ×ÀË” ÅÂÊËÈÄÀ»1)

È.Î.Ëþòåð

Ãðåã äå ßíã, èçâåñòíûé èññëåäîâàòåëü àðàáñêèõ âåðñèé «Íà-
÷àë» Åâêëèäà, íàçâàë XIII âåê â èñòîðèè àðàáî-ìóñóëüìàíñêîé
íàóêè âåêîì «îáðàáîòîê» ïî òî÷íûì íàóêàì è îòìåòèë ïîÿâëå-
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òàëüíûõ èññëåäîâàíèé (ïðîåêò ¹ 12-06-00053à).



íèå â ýòîì ñòîëåòèè òðåõ îáðàáîòîê «Íà÷àë» Åâêëèäà Ìóõúè
àä-Äèíà àë-Ìàãðèáè, Íàñèð àä-Äèíà àò-Òóñè è Ïñåâäî-Òóñè [1,
c.265–266]. Îáðàáîòêè (òàõðèð) – â íåêîòîðîì ðîäå ðåäàêöèè áî-
ëåå ðàííèõ àðàáñêèõ âåðñèé òåêñòîâ åñòåñòâåííî-íàó÷íûõ ñî÷èíå-
íèé ïðåèìóùåñòâåííî äðåâíåãðå÷åñêèõ ó÷åíûõ, ñîñòàâèòåëè êîòî-
ðûõ íå ïðîñòî óëó÷øàëè ñòèëü èçëîæåíèÿ, íî èíîãäà è ïåðåñìàò-
ðèâàëè ôîðìóëèðîâêè, ìåòîäû äîêàçàòåëüñòâà, çàìåíÿÿ èõ àëüòåð-
íàòèâíûìè èëè äîïîëíÿÿ, âêëþ÷àëè îáñóæäåíèå ñëîæíûõ ñ íàó÷-
íîé òî÷êè çðåíèÿ ôðàãìåíòîâ. Æàíð îáðàáîòîê, ïî ñëîâàì Ã. äå
ßíãà, è äðóãèå áëèçêèå æàíðû íàó÷íûõ ñî÷èíåíèé (èñïðàâëåíèÿ,
äîïîëíåíèÿ, êîììåíòàðèè, ñîêðàùåíèÿ) ñòðîãî íå ðàçãðàíè÷èâàþò-
ñÿ è ÷àñòî ïåðåõîäÿò îäèí â äðóãîé [1, ñ.266]. Ïîýòîìó ê åãî ñïèñ-
êó îáðàáîòîê «Íà÷àë» ñ ïîëíûì îñíîâàíèåì ìîæíî îòíåñòè è ñîñ-
òàâëåííûé â ýòîì æå âåêå òðàêòàò «Óëó÷øåíèå “Íà÷àë” Åâêëèäà»
(Èñëàõ àë-êèòàá àë-Èñòèêñàò) êðóïíîãî ôèëîñîôà, ëîãèêà è àñòðî-
íîìà Àñèð àä-Äèíà àë-Àáõàðè (îê.1200–1264/1265?), ïðåäñòàâëÿ-
þùèé ñîáîé àâòîðñêóþ ðåäàêöèþ òðèíàäöàòè êíèã «Íà÷àë». Ýòîò
òðàêòàò ðàíåå íå èçó÷àëñÿ, õîòÿ è áûë èçâåñòåí, áëàãîäàðÿ ññûë-
êàì íà íåãî â ãåîìåòðè÷åñêîì òðàêòàòå «Ïðåäëîæåíèÿ îáîñíîâà-
íèÿ» (Àøêàë àò-òà’ñèñ) Øàìñ àä-Äèíà àñ-Ñàìàðêàíäè
(îê.1250–îê.1310) è êîììåíòàðèè ê íåìó Êàäè çàäå àð-Ðóìè
(1364–1436). Òàê, äîêàçàòåëüñòâî àë-Àáõàðè ïÿòîãî ïîñòóëàòà Åâê-
ëèäà, ïðèâåäåííîå àð-Ðóìè, â òàêîì âîò îïîñðåäîâàííîì âèäå
áûëî ââåäåíî â íàó÷íûé îáîðîò Õ.Äèëüãàíîì è Á.À.Ðîçåíôåëüäîì
[2; 3].

Äóáëèíñêàÿ ðóêîïèñü òðàêòàòà. Â íàñòîÿùåé ñòàòüå ÿ ïðåä-
ñòàâëþ íåêîòîðûå ïåðâûå ðåçóëüòàòû èññëåäîâàíèÿ òðàêòàòà «Óëó÷-
øåíèå «Íà÷àë» Åâêëèäà» àë-Àáõàðè ïî åãî äóáëèíñêîé ðóêîïèñè
(Dublin, Chester Beatty Library, CBL Ar 3424). Òåãåðàíñêàÿ ðóêî-
ïèñü (Tehran, Sipahsalar 540), óêàçàííàÿ â íåñêîëüêèõ êàòàëîãàõ
êàê ðóêîïèñü ýòîãî ñî÷èíåíèÿ, îêàçàëàñü ðóêîïèñíîé êîïèåé ðèìñ-
êîãî ïå÷àòíîãî èçäàíèÿ «Íà÷àë» Åâêëèäà â îáðàáîòêå Ïñåâäî-Òóñè
1594 ã. (ýòà ðóêîïèñü áûëà ëþáåçíî ïðåäîñòàâëåíà èðàíñêèì èñòî-
ðèêîì íàóêè äîêòîðîì Ì.Áàãåðè). Íà ýòî íåñîîòâåòñòâèå òàêæå îá-
ðàòèë âíèìàíèå è Ã. äå ßíã, èçó÷àÿ ðóêîïèñè îáðàáîòêè «Íà÷àë»
Ïñåâäî-Òóñè [1, ñ.281–282]. Òàêàÿ îøèáî÷íàÿ èäåíòèôèêàöèÿ áûëà
îáóñëîâëåíà òåì, ÷òî íà ïåðâîì ëèñòå ýòîé ðóêîïèñè, íàä ïðî÷èìè
ïîìåòàìè è âëàäåëü÷åñêèìè ïå÷àòÿìè, ïî÷åðêîì, îòëè÷íûì îò ïî-
÷åðêà ïåðåïèñ÷èêà òåêñòà, íàïèñàíî, ÷òî ýòî – «êíèãà «Óëó÷øåíèå»
äîñòîéíåéøåãî ÷åëîâåêà, âûäàþùåãîñÿ ó÷åíîãî Àñèð àë-Äèíà àë-Àá-
õàðè ïî ãåîìåòðèè», ïðè ýòîì ñîáñòâåííî òèòóëüíûé ëèñò òðàêòàòà
îòñóòñòâóåò. Ñîõðàíèëàñü åùå îäíà ðóêîïèñü ñî÷èíåíèÿ àë-Àáõàðè,
íàõîäÿùàÿñÿ â Áóðñå (Bursa, Hüsein �elebi 744) [4].
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Â áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ àðàáîÿçû÷íûå ó÷åíûå íàçûâàëè ñî÷è-
íåíèå Åâêëèäà «êèòàá Óñóë», òî åñòü «êíèãà “Íà÷àë”» («óñóë»
òàêæå îçíà÷àåò «ïðèíöèïû, îñíîâíûå ïîëîæåíèÿ»), ó àë-Àáõàðè
íåñêîëüêî èíà÷å – «êèòàá Èñòèêñàò», òî åñòü «êíèãà “Ýëåìåí-
òîâ”». Íåñìîòðÿ íà ýòî, ÿ áóäó ïðèäåðæèâàòüñÿ íàçâàíèÿ «Óëó÷-
øåíèå “Íà÷àë” Åâêëèäà», ñëåäóÿ â áîëüøåé ñòåïåíè òðàäèöèîííî-
ìó ðóññêîìó ïåðåâîäó íàçâàíèÿ ñàìîé êíèãè Åâêëèäà. Çàìåòèì,
÷òî àð-Ðóìè â ñâîèõ êîììåíòàðèÿõ, ãîâîðÿ, ÷òî òðàêòàò àë-Àáõàðè
áîëåå ñîêðàùåííûé è ìåíåå èçâåñòíûé ïî ñðàâíåíèþ ñ îáðàáîòêîé
àò-Òóñè, íàçûâàåò åãî «Èñëàõ Óñóë Óêëèäèñ» [5, c.129–130]. Â àí-
ãëîÿçû÷íîé ëèòåðàòóðå ýòî ñî÷èíåíèå èçâåñòíî ïîä íàçâàíèåì
«Emendation of Euclid’s “Elements”», ïîñêîëüêó «èñëàõ» òàêæå îç-
íà÷àåò «èñïðàâëåíèå».

Äóáëèíñêàÿ ðóêîïèñü ñîäåðæèò 126 ëèñòîâ (ëë.1–126 îá.) è
âñå 13 êíèã «Íà÷àë» Åâêëèäà. Íà êàæäîì ëèñòå, åñëè îí áåç ÷åð-
òåæåé, êîòîðûå ïîâñþäó âêëþ÷åíû â ñàì òåêñò, ïî 21 ñòðîêå. Ïåð-
âàÿ ñòðîêà íà âñåõ ëèñòàõ ðàçìûòà è â áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ òåêñò
ïîëíîñòüþ óòðà÷åí. Îïðåäåëåíèÿ, àêñèîìû, ïîñòóëàòû, ïðåäëîæå-
íèÿ íàïèñàíû åäèíûì áëîêîì. Íîìåðà ïðåäëîæåíèé óêàçàíû íà
ïîëÿõ â ñèñòåìå ñ÷èñëåíèÿ àáäæàä (äåñÿòè÷íàÿ ñèñòåìà ñ÷èñëåíèÿ,
â êîòîðîé êàæäîé èç 28 áóêâ àðàáñêîãî àëôàâèòà ñîîòâåòñòâóåò îï-
ðåäåëåííîå ÷èñëîâîå çíà÷åíèå). Âûäåëåíû (áîëåå æèðíûì ïî÷åð-
êîì) òîëüêî «ïîðÿäêîâûå íàçâàíèÿ» êíèã (íàïðèìåð, «êíèãà ïåð-
âàÿ»), íîìåðà ïîñòóëàòîâ (íàïðèìåð, «òðåòèé») è ôðàçà «òîãäà ÿ
ãîâîðþ», ïðåäâàðÿþùàÿ äîêàçàòåëüñòâî êàæäîãî ïðåäëîæåíèÿ.
Ïðåäëîæåíèÿ ðàçãðàíè÷èâàþòñÿ çíàêîì, ïîõîæèì íà ðàçìûòóþ
äâàäöàòü øåñòóþ áóêâó àðàáñêîãî àëôàâèòà «õà» (âîçìîæíî, ïî
îáðàçó è ïîäîáèþ çíàêà, ðàçãðàíè÷èâàþùåãî ñóðû â Êîðàíå),
èíîãäà äâóìÿ òàêèìè çíàêàìè, ðåæå äâóìÿ æèðíûìè ãîðèçîíòàëü-
íî ïîñòàâëåííûìè òî÷êàìè ñ «ïåðåâåðíóòîé çàïÿòîé» íàä íèìè.
Ìàðãèíàëèè îòñóòñòâóþò, åñëè íå èìåòü â âèäó åäèíè÷íûå ñëó÷àè
óòî÷íåíèé ñëîâ è ôðàç, çàïèñàííûõ íà ïîëÿõ.

Â íà÷àëå òðàêòàòà (ë.1 îá.) àâòîð ñîîáùàåò, ÷òî «óëó÷øåíèå
êíèãè «Íà÷àëà» ïî ãåîìåòðèè» îí «ñîñòàâèë äëÿ òåõ, êòî èìåë èñ-
êðåííåå æåëàíèå, ÷òîáû åå îáúÿñíèëè, è òâåðäîå íàìåðåíèå åå èçó-
÷èòü». Àë-Àáõàðè «äîáàâèë ê [«Íà÷àëàì» Åâêëèäà] òî, ÷òî äåëàåò
êíèãó çàâåðøåííîé, óñòàíàâëèâàÿ òî, ÷åì ïðåíåáðåãëè, ðàçðåøàÿ
ñîìíåíèÿ, ïðîòèâîðå÷èâîñòü ïîëîæåíèé è îñòàëüíîå, ÷òî íå èçáàâ-
ëåíî îò ýòîãî».

Ïåðâàÿ ïðîöèòèðîâàííàÿ çäåñü ôðàçà äîñòàòî÷íî òðàäèöèîííà
ïî ñâîåé ñóòè. Àðàáîÿçû÷íûå àâòîðû íåðåäêî ìîòèâèðîâàëè íàïè-
ñàíèå ñâîèõ ñî÷èíåíèé ïðîñüáàìè (èíîãäà íàñòîÿòåëüíûìè) èëè
æåëàíèåì ñâîèõ äðóçåé è êîìïàíüîíîâ, çàèíòåðåñîâàííûõ â èçó÷å-
íèè, ïîíèìàíèè è îáúÿñíåíèè òîãî èëè èíîãî ïðåäìåòà. Àñ-Ñàìàð-
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êàíäè, íàïðèìåð, â íà÷àëå óïîìÿíóòîãî âûøå òðàêòàòà ñîîáùàåò,
÷òî ñîñòàâèë åãî ïî ïðîñüáå ñâîèõ äîñòîéíûõ äðóçåé, íóæäàþùèõ-
ñÿ âî ââåäåíèè â ìíîãîîáðàçèå äîêàçàòåëüñòâ íàóê âû÷èñëèòåëü-
íûõ [5, ñ.103–104].

Â êîíöå òðàêòàòà (ë.126) ïåðåïèñ÷èê òåêñòà îòìåòèë, ÷òî äàí-
íàÿ ðóêîïèñíàÿ êîïèÿ âûïîëíåíà ñ àâòîãðàôà �Àëè èáí �Óìàðà
àë-Êàçâèíè (óì.1276 èëè ïîçäíåå), íå ñîîáùèâ, îäíàêî, íè äàòó
çàâåðøåíèÿ ýòîé êîïèè, íè ñâîå èìÿ. Íà ýòîì æå ëèñòå, âíèçó, ïî-
÷åðêîì (áîëåå ïîõîæèì íà íàñõ), îòëè÷íûì îò ïî÷åðêà ïåðåïèñ÷è-
êà (íàñòàëèêà), äîáàâëåíû ñâåäåíèÿ èç áèîáèáëèîãðàôè÷åñêîãî
òðóäà Õàäææè Õàëèôû (îê.1599–1658) «Ðàñêðûòèå ìíåíèé îòíî-
ñèòåëüíî íàçâàíèé êíèã è îòðàñëåé íàóê» (Êàøô àç-çóíóí): «ñîã-
ëàñíî “Êàøô àç-çóíóí”, óìåð àë-Êàçâèíè â 675 ãîäó Õèäæðû
(1276 ã. – È.Ë.), ñîñòàâèòåëü æå êíèãè – ïðèáëèçèòåëüíî â 660
ãîäó Õèäæðû (1262 ã. – È.Ë.)». Ýòè æå ñâåäåíèÿ áûëè âîñïðîèç-
âåäåíû åùå êåì-òî íà ïåðâîì ëèñòå ðóêîïèñè ñ äîáàâëåíèåì íàçâà-
íèÿ òðàêòàòà è ïîëíîãî èìåíè àâòîðà – Àñèð àä-Äèí Ìóôàääàë
èáí �Óìàð àë-Àáõàðè. Ãîä ñìåðòè àë-Àáõàðè (1262), óêàçàííûé íà
ýòèõ ëèñòàõ, ðàñõîäèòñÿ ñ 1264 ã. (663 ã.õ), ïðèâåäåííîì â êëàññè-
÷åñêîé áèîáèáëèîãðàôèè Ê.Áðîêêåëüìàíà [6], íî ñîâïàäàåò ñ ãî-
äîì, äàííûì â àíàëîãè÷íîé ðàáîòå Ã.Çóòåðà [7]. Åñëè îáðàòèòüñÿ
íåïîñðåäñòâåííî ê «Êàøô àç-çóíóí» Õàäææè Õàëèôû, îáíàðó-
æèòñÿ, ÷òî è òàì íåò îïðåäåëåííîñòè: â ïåðâîé êíèãå óêàçûâàåòñÿ,
÷òî àë-Àáõàðè óìåð îêîëî 700 ã.õ., â òðåòüåé êíèãå – ïîñëå 660
ã.õ., â øåñòîé êíèãå – îêîëî 660 ã.õ. [8]. Äî ñèõ ïîð ýòà äàòà íå
óñòàíîâëåíà òî÷íî: â íîâîé ðåäàêöèè «Ýíöèêëîïåäèè Èñëàìà» äàí
1264 ã. [9].

Âïîñëåäñòâèè íà îñòàâøåéñÿ íåçàïîëíåííîé ïîñëåäíåé ñòðàíè-
öå ðóêîïèñè (ë.126 îá.) î÷åíü àêêóðàòíûì íàñõîì áûëî çàïèñàíî
äîêàçàòåëüñòâî ñïîñîáà ïîñòðîåíèÿ êðóãà, ðàâíîãî ïî ïëîùàäè
äâóì äàííûì êðóãàì, ïðèíàäëåæàùåå �Àëàì àë-Äèíó Êàéñàðó
àë-Õàíàôè (1178–1251), èçâåñòíîìó èçãîòîâèòåëþ àñòðîëÿáèé, òåî-
ëîãó, àðõèòåêòîðó è èíæåíåðó, çíàòîêó ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê (ñì.:
Ïðèëîæåíèå 1).

Ïðèìå÷àòåëüíî, ÷òî âñå ó÷åíûå, èìåíà êîòîðûõ âñòðå÷àþòñÿ
ïî õîäó èçó÷åíèÿ ïîêà òîëüêî ðóêîïèñè òðàêòàòà àë-Àáõàðè, íå
òîëüêî æèëè â îäíî âðåìÿ, íî è áûëè íåïîñðåäñòâåííî çíàêîìû ñ
Íàñèð àä-Äèíîì àò-Òóñè, åãî ôèëîñîôñêèìè è åñòåñòâåííî-íàó÷íû-
ìè âîççðåíèÿìè. Ñîõðàíèëàñü, íàïðèìåð, ïåðåïèñêà �Àëàì àë-Äè-
íà Êàéñàðà àë-Õàíàôè ñ àò-Òóñè, â êîòîðîé îáñóæäàëîñü äîêàçà-
òåëüñòâî àò-Òóñè ïîñòóëàòà î ïàðàëëåëüíûõ. Â Ìàðàãèíñêîé îáñåð-
âàòîðèè, ïîñòðîåííîé è ôóíêöèîíèðîâàâøåé ïîä ðóêîâîäñòâîì
àò-Òóñè, íåêîòîðîå âðåìÿ ðàáîòàë ôèëîñîô è ëîãèê Íàäæì àë-Äèí
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‘Àëè èáí ‘Óìàð àë-Êàçâèíè àë-Êàòèáè, ñ àâòîãðàôà êîòîðîãî áûë
ïåðåïèñàí òðàêòàò àë-Àáõàðè. Ïîñëåäíåå íåóäèâèòåëüíî, åñëè
ó÷åñòü, ÷òî àë-Êàçâèíè áûë ó÷åíèêîì àë-Àáõàðè. Òóðåöêèé èñòî-
ðèê íàóêè À.Ñàéèëè, îñíîâûâàÿñü íà ðóêîïèñíûõ èñòî÷íèêàõ, çàê-
ëþ÷èë, ÷òî â ýòîé îáñåðâàòîðèè ñëó÷èëîñü ïîðàáîòàòü è ñàìîìó
àë-Àáõàðè [10]. Íàïîìíèì, ÷òî è àë-Àáõàðè è àò-Òóñè áûëè ó÷åíè-
êàìè çíàìåíèòîãî ôèëîñîôà, ìàòåìàòèêà è àñòðîíîìà Êàìàë
àä-Äèíà èáí Þíóñà (Éóíóñ, 1156–1242). Àë-Àáõàðè ïðèáëèçè-
òåëüíî â 1227–1228 ãã., áóäó÷è óæå èçâåñòíûì ïðåïîäàâàòåëåì
ïðàâà è àñòðîíîìèè, ïðèáûë â Ìîñóë (Èðàê), ÷òîáû èçó÷àòü ïîä
ðóêîâîäñòâîì Èáí Þíóñà ìàòåìàòè÷åñêèå íàóêè (ïðåæäå âñåãî àñ-
òðîíîìèþ), ïî÷òè â òî æå âðåìÿ è ñ òîé æå öåëüþ òóäà ïîñëå èçó-
÷åíèÿ ïðàâà è òåîëîãèè â Åãèïòå ïðèåõàë è àò-Òóñè [11].

Îïðåäåëåíèå ïðÿìîé àë-Àáõàðè. Â ñàìîì íà÷àëå òðàêòàòà
àë-Àáõàðè ìîå âíèìàíèå ïðèâëåêëè åãî ôîðìóëèðîâêè íåñêîëüêèõ
îïðåäåëåíèé – ïðÿìîé, ïëîñêîñòè è ïàðàëëåëüíûõ ëèíèé, îòëè÷à-
þùèåñÿ íå òîëüêî îò ñîîòâåòñòâåííûõ êàíîíè÷åñêèõ îïðåäåëåíèé
Åâêëèäà, íî è îò èõ íàèáîëåå èçâåñòíûõ àðàáñêèõ âåðñèé.

×òî êàñàåòñÿ îñòàëüíûõ åãî îïðåäåëåíèé, òî, åñëè ñðàâíèâàòü
ñ ñîîòâåòñòâåííûì ñïèñêîì èç 23 îïðåäåëåíèé, ïðåäâàðÿþùèõ ïåð-
âóþ êíèãó «Íà÷àë» Åâêëèäà, ó àë-Àáõàðè îòñóòñòâóþò îïðåäåëå-
íèÿ ïëîñêîãî óãëà è ãðàíèöû, íî äîáàâëåíî îïðåäåëåíèå äèàìåòðà
(äèàãîíàëè) ÷åòûðåõóãîëüíèêà.

Îïðåäåëåíèå òî÷êè àë-Àáõàðè – «òî÷êà – ýòî âåùü, îáëàäàþ-
ùàÿ ïîëîæåíèåì, íî íå èìåþùàÿ ÷àñòè» [12, ë.1 îá.] – ñîâïàäàåò ñ
îïðåäåëåíèåì òî÷êè Èáí Ñèíû (Àâèöåííû, 980–1037) è ôàêòè÷åñ-
êè íå îòëè÷àåòñÿ îò îïðåäåëåíèÿ, ïðåäñòàâëåííîãî â îáðàáîòêå
àò-Òóñè. Îáðàòèì âíèìàíèå, ÷òî â ýòîì îïðåäåëåíèè ãîâîðèòñÿ,
÷òî òî÷êà íå èìååò «÷àñòè», à íå «÷àñòåé», êàê, íàïðèìåð, â êëàñ-
ñè÷åñêîì ðóññêîì ïåðåâîäå «Íà÷àë» Ä.Ä.Ìîðäóõàé-Áîëòîâñêîãî.
Ïñåâäî-Òóñè, àñ-Ñàìàðêàíäè è àð-Ðóìè â ñâîèõ îïðåäåëåíèÿõ òî÷-
êè èçáåæàëè ýòó òðóäíîñòü, ãîâîðÿ î òî÷êå êàê «íåäåëèìîé» èëè
òîé, ÷òî «íå äåëèòñÿ íà ÷àñòè» (îïðåäåëåíèÿ òî÷êè ýòèõ ó÷åíûõ, à
òàêæå àò-Òóñè ïðåäñòàâëåíû â [5, c.107–109], ãäå ïðîàíàëèçèðîâàí
äðóãîé àñïåêò àðàáñêèõ âåðñèé ýòîãî îïðåäåëåíèÿ – íàäåëåíèå òî÷-
êè ïîëîæåíèåì).

Èòàê, íà÷íåì ñ îïðåäåëåíèÿ ïðÿìîé. Ñîãëàñíî àë-Àáõàðè,
«ïðÿìàÿ ëèíèÿ – ýòî òàêàÿ [ëèíèÿ, ÷òî], åñëè íà íåé ïðåäïîëî-
æèòü ëþáîå êîëè÷åñòâî òî÷åê, òî áóäóò îíè âñå (áèàñèðõà) â îäíîì
íàïðàâëåíèè (ñàìò), òî åñòü íå áóäóò íåêîòîðûå èç íèõ âûøå, íå-
êîòîðûå èç íèõ íèæå» [12, ë.1 îá.].

Ýòà ôîðìóëèðîâêà îòëè÷àåòñÿ íå òîëüêî îò ýíèãìàòè÷íîãî îï-
ðåäåëåíèÿ Åâêëèäà (ïðÿìàÿ ëèíèÿ åñòü òà, êîòîðàÿ ðàâíî ðàñïîëî-
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æåíà ïî îòíîøåíèþ ê òî÷êàì íà íåé), íî è îò îïðåäåëåíèé, ïðåäñ-
òàâëåííûõ â íàèáîëåå ïîïóëÿðíûõ â ìóñóëüìàíñêèõ ñòðàíàõ âî
âðåìåíà àë-Àáõàðè è âïëîòü äî XX â. îáðàáîòêàõ «Íà÷àë» åãî ñîâ-
ðåìåííèêîâ Íàñèð àä-Äèíà àò-Òóñè è Ïñåâäî-Òóñè.

Â îáðàáîòêå àò-Òóñè «ïðÿìàÿ ëèíèÿ – òà, ðàñïîëîæåíèå êîòî-
ðîé òàêîâî, ÷òî ïðîòèâîïîñòàâëÿåòñÿ (éàòàêàáàëà) ëþáàÿ ïðåäïî-
ëîæåííàÿ íà íåé òî÷êà [ëþáîé] äðóãîé [òî÷êå]» [13, ë.2]. Ýòî
ìîæíî ïåðåâåñòè è òàê: «ïðÿìàÿ ëèíèÿ – òà, ðàñïîëîæåíèå êîòî-
ðîé òàêîâî, ÷òî ëþáàÿ ïðåäïîëîæåííàÿ íà íåé òî÷êà íàõîäèòñÿ
íàïðîòèâ ëþáîé äðóãîé òî÷êè».

Ïñåâäî-Òóñè áîëåå ëàêîíè÷åí: «ëèíèÿ ïðÿìàÿ, åñëè òî÷êè, êî-
òîðûå ïðåäïîëîæåíû íà íåé, áóäóò ïðîòèâîïîñòàâëåíû äðóã äðóãó
(‘àëà ìóêàáàëàòè, áóêâ. «íà ïðîòèâîïîñòàâëåíèè» èëè «íà ñîïîñ-
òàâëåíèè». – È.Ë.)» [14, ñ.4]. Êàê è â ïðåäûäóùåì ñëó÷àå, ìîæíî
ïåðåâåñòè åùå ñëåäóþùèì îáðàçîì: «ëèíèÿ ïðÿìàÿ, åñëè òî÷êè,
êîòîðûå ïðåäïîëîæåíû íà íåé, áóäóò äðóã íàïðîòèâ äðóãà».

Ïîäîáíûé ëåêñè÷åñêèé íàáîð ïðèñóòñòâóåò è â îïðåäåëåíèè
ïðÿìîé èç áîëåå ðàííåé ðåäàêöèè «Íà÷àë» Èáí Ñèíû: «ëèíèÿ
ïðÿìàÿ – ýòî [ëèíèÿ], ðàñïîëîæåííàÿ (ìàõòóò) íà ïðîòèâîïîñòàâ-
ëåíèè (‘àëà èñòèêáàëè) ëþáîé òî÷êè, íàõîäÿùåéñÿ íà íåé, äâóì åå
êîíå÷íûì òî÷êàì» [15, c.16]. Ëþáàÿ òî÷êà ïðÿìîé çäåñü ïðîòèâî-
ïîñòàâëÿåòñÿ äâóì êîíå÷íûì òî÷êàì, ÷òî, âïîëíå âîçìîæíî, ñâèäå-
òåëüñòâóåò îá îñíîâàòåëüíîì çíàêîìñòâå Èáí Ñèíû, íàïðèìåð, ÷å-
ðåç àðàáñêîãî Àðèñòîòåëÿ, ñ îïðåäåëåíèåì ïðÿìîé Ïëàòîíà («Ïàð-
ìåíèä», 137å): ïðÿìàÿ – òî, ñåðåäèíà ÷åãî íå äàåò âèäåòü (èëè çàñ-
ëîíÿåò) îáà êîíöà.

Ïîÿâëåíèå «ïðîòèâîïîñòàâëåíèÿ òî÷åê» â àðàáñêèõ ðåäàêöèÿõ
îïðåäåëåíèÿ ïðÿìîé Åâêëèäà òàêæå ìîãëî áûòü ðåçóëüòàòîì âîñï-
ðèÿòèÿ îïðåäåëåíèÿ Ïëàòîíà, â êîòîðîì, ñîáñòâåííî, è ïîäðàçóìå-
âàåòñÿ, ÷òî ñåðåäèíà îòðåçêà è åãî êîíöû íàõîäÿòñÿ äðóã íàïðîòèâ
äðóãà, ïðîòèâîïîñòàâëÿþòñÿ äðóã äðóãó.

Òðàäèöèÿ îïðåäåëÿòü ïðÿìóþ (è ïî àíàëîãèè ñ íåé ïëîñ-
êîñòü, ñì. äàëåå) ñ ïîìîùüþ «ïðîòèâîïîñòàâëåíèÿ», âîçìîæíî,
áûëà çàëîæåíà åùå â àðàáñêèõ ïåðåâîäàõ «Íà÷àë». Òàê, îïðåäå-
ëåíèå ïðÿìîé â òàê íàçûâàåìîé âåðñèè Èñõàêà–Ñàáèòà, òî åñòü â
ïåðåâîäå Èñõàêà èáí Õóíåéíà (îê. 830–910/911), îòðåäàêòèðî-
âàííîì âïîñëåäñòâèè Ñàáèòîì èáí Êîððîé (836–901), ñëåäóþùåå:
«ïðÿìàÿ ëèíèÿ – òà, êîòîðàÿ ðàñïîëîæåíà íà ïðîòèâîïîñòàâëåíèè
(‘àëà ìóêàáàëàòè) ëþáûõ òî÷åê, íàõîäÿùèõñÿ íà íåé, äðóã äðó-
ãó» [16, ë.1 îá.].

Âåðñèÿ Èñõàêà–Ñàáèòà, îñóùåñòâëåííàÿ, êàê ïðåäïîëàãàþò
ñåé÷àñ, ïðè ó÷àñòèè Õóíåéíà èáí Èñõàêà (809–873), âîçãëàâëÿâ-
øåãî ïåðåâîä÷åñêóþ äåÿòåëüíîñòü â áàãäàäñêîì «Äîìå ìóäðîñòè»
îòöà Èñõàêà èáí Õóíåéíà, ñîõðàíèëàñü âî ìíîãèõ ðóêîïèñÿõ. Ýòîò
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ïåðåâîä õðîíîëîãè÷åñêè òðåòèé. Ïåðâûå äâà ïåðåâîäà «Íà÷àë» Åâ-
êëèäà íà àðàáñêèé ÿçûê ïðèíàäëåæàò àë-Õàäæàäæó èáí Þñóôó
èáí Ìàòàðó (786–833). Âòîðîé åãî ïåðåâîä ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïå-
ðåðàáîòàííóþ è ñîêðàùåííóþ âåðñèþ ïåðâîãî. Íè îäèí èç ïåðåâî-
äîâ àë-Õàäæàäæà íå ñîõðàíèëñÿ íè â ïîëíîì âèäå, íè â îðèãè-
íàëüíûõ ôðàãìåíòàõ; î åãî ñîäåðæàíèè ìîæíî ñóäèòü ëèøü ïî öè-
òèðîâàíèþ è ññûëêàì â äðóãèõ ñî÷èíåíèÿõ. Â îáðàáîòêå «Íà÷àë»
Íàñèð àä-Äèíà àò-Òóñè, íàïðèìåð, áûëè èñïîëüçîâàíû è ïåðåâîä
àë-Õàäæàäæà è âåðñèÿ Èñõàêà–Ñàáèòà.

Âîçâðàùàÿñü ê «ïðîòèâîïîñòàâëåíèþ òî÷åê» â îïðåäåëåíèÿõ
ïðÿìîé, ìîæíî áûëî áû çàêëþ÷èòü, ÷òî àë-Àáõàðè â ñâîåì îïðåäå-
ëåíèè ïðÿìîé îòõîäèò îò ñëîæèâøåéñÿ ê XIII â. íà ñðåäíåâåêîâîì
àðàáñêîì Âîñòîêå òðàäèöèè îïðåäåëÿòü ýòó ëèíèþ ñ ïîìîùüþ
«ïðîòèâîïîñòàâëåíèÿ òî÷åê». Îäíàêî ýòî íå ñîâñåì òàê.

Ñâîå ïðåäñòàâëåíèå ïðÿìîé àë-Àáõàðè, ñóäÿ ïî ïî÷òè äîñëîâ-
íîìó ñîâïàäåíèþ, ïîçàèìñòâîâàë èç «Êîììåíòàðèÿ ê ââåäåíèÿì
Åâêëèäà» Èáí àë-Õàéñàìà (965–1039/40). Òî÷íåå, èç òðàêòîâêè
àë-Õàéñàìà îïðåäåëåíèÿ ïðÿìîé Åâêëèäà, äàííîãî â ôîðìóëèðîâ-
êå, â êîòîðîé, ïîäîáíî ôîðìóëèðîâêàì àò-Òóñè è Ïñåâäî-Òóñè, ãî-
âîðèòñÿ î «ïðîòèâîïîñòàâëåíèè òî÷åê»:

«Îïðåäåëåíèå Åâêëèäà: ïðÿìàÿ ëèíèÿ – [òà, ÷òî] ðàñïîëîæåíà
(ìàóäóó’) íà ïðîòèâîïîñòàâëåíèè (‘àëà ìóêàáàëàòè) ëþáûõ òî÷åê,
íàõîäÿùèõñÿ íà íåé (â òåêñòå «ëþáîé òî÷êè, íàõîäÿùåéñÿ íà
íåé». – È.Ë.), äðóã äðóãó. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïðÿìàÿ ëèíèÿ – [ýòî
òàêàÿ ëèíèÿ, ÷òî], åñëè íà íåé ïðåäïîëîæèòü ëþáîå êîëè÷åñòâî òî-
÷åê, òî âñå (äæàìè�) îíè áóäóò â îäíîì íàïðàâëåíèè (ñàìò), òî
åñòü íå áóäóò íåêîòîðûå èç íèõ âûøå, íåêîòîðûå èç íèõ íèæå, è
íå áóäóò íåêîòîðûå èç íèõ ïðàâåé, íåêîòîðûå èç íèõ ëåâåé, à áó-
äåò ïîëîæåíèå èõ âñåõ îäíèì ïîëîæåíèåì ïî ñðàâíåíèþ ñ ïðåäñ-
òàâëåíèåì ëèíèè» [17, ë.155].

Ôàêòè÷åñêè â ýòîé òðàêòîâêå óòâåðæäàåòñÿ, ÷òî âñå òî÷êè ïðÿ-
ìîé íàõîäÿòñÿ äðóã íàïðîòèâ äðóãà (çàìåòèì, ÷òî àðàáñêèé ãëàãîë
«ñàìàòà», îäíîêîðåííîé ñ èñïîëüçóåìûì çäåñü è â îïðåäåëåíèè
ïðÿìîé àë-Àáõàðè àðàáñêèì òåðìèíîì «ñàìò» – «íàïðàâëåíèå»,
êàê ðàç è îçíà÷àåò «áûòü íàïðîòèâ»). Ïðè ýòîì èñïîëüçîâàíèå áåç
ïðåäâàðèòåëüíîãî îïðåäåëåíèÿ òåðìèíà «íàïðàâëåíèå» â òåêñòå
òðàêòîâêè âïîëíå äîïóñòèìî, â îòëè÷èå îò ñëó÷àÿ îïðåäåëåíèÿ
ïðÿìîé àë-Àáõàðè.

Êîììåíòàðèé Èáí àë-Õàéñàìà ïðåäñòàâëÿë îñîáûé èíòåðåñ
äëÿ ñðåäíåâåêîâûõ àðàáñêèõ ó÷åíûõ, ïðåæäå âñåãî ïîòîìó, ÷òî â
íåì áûëî ïðåäñòàâëåíî îðèãèíàëüíîå äîêàçàòåëüñòâî àâòîðà ïîñòó-
ëàòà î ïàðàëëåëüíûõ Åâêëèäà ñ ïîìîùüþ «îäíîãî ïðîñòîãî» äâè-
æåíèÿ (ïàðàëëåëüíîãî ïåðåíîñà). Ýòîò òðàêòàò, ñóäÿ ïî âñåìó,
èìåâøèéñÿ â ðàñïîðÿæåíèè àë-Àáõàðè, áûë, îäíàêî, ìåíåå äîñòó-
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ïåí ïî ñðàâíåíèþ ñ äðóãèì ñî÷èíåíèåì àë-Õàéñàìà ïîä íàçâàíèåì
«Ðàçðåøåíèå ñîìíåíèé â êíèãå Åâêëèäà» (Êèòàá ôè õàëë øóêóê
êèòàá Óêëèäèñ), â êîòîðîì òå æå ìåòîäîëîãèÿ è äîêàçàòåëüñòâî èç-
ëîæåíû áîëåå ëàêîíè÷íî. Òàê, èñõîäÿ èìåííî èç ýòîãî òðàêòàòà,
Îìàð Õàéÿì (�Óìàð àë-Õàééàìè, 1048–1131) â «Êîììåíòàðèè ê
òðóäíîñòÿì âî ââåäåíèÿõ êíèãè Åâêëèäà» (Øàðõ ìà àøêàëà ìèí
ìóñàäàðàò êèòàá Óêëèäèñ) è Íàñèð àä-Äèí àò-Òóñè â «Òðàêòàòå,
èñöåëÿþùåì ñîìíåíèå ïî ïîâîäó ïàðàëëåëüíûõ ëèíèé» (Ðèñàëà
àø-øàôèéà �àí àø-øàêê ôè-ë-õóòóò àë-ìóòàâàçèéà) êðèòèêóþò
àë-Õàéñàìà çà ââåäåíèå äâèæåíèÿ â ãåîìåòðèþ. Êàê îáúÿñíÿåò
ñâîé âûáîð èñòî÷íèêà àò-Òóñè, åìó íå óäàëîñü íàéòè íè îäíîãî ýê-
çåìïëÿðà «Êîììåíòàðèÿ» àë-Õàéñàìà è îí îçíàêîìèëñÿ ñ åãî ñî-
äåðæàíèåì òîëüêî ïî «êíèãå» «Ðàçðåøåíèå ñîìíåíèé» [18, ñ.486].
(Ýòèì îòñòóïëåíèåì ÿ óòî÷íèëà è ñêàçàííîå â ýòîì æå îòíîøåíèè
â ñòàòüå [5, ñ.124])

Àëüòåðíàòèâíûå îïðåäåëåíèÿ ïðÿìîé â êîììåíòàðèè Èáí
àë-Õàéñàìà. Ýòîò òðàêòàò, çà èñêëþ÷åíèåì ôðàãìåíòà ñ äîêàçà-
òåëüñòâîì àâòîðà ïÿòîãî ïîñòóëàòà, åùå íå èçó÷àëñÿ. Ïîýòîìó â
êîíòåêñòå îïðåäåëåíèÿ ïðÿìîé áóäóò óìåñòíû íåñêîëüêî ôðàãìåí-
òîâ, â êîòîðûõ àë-Õàéñàì ïðèâîäèò è îáñóæäàåò äðóãèå èçâåñòíûå
åìó îïðåäåëåíèÿ ïðÿìîé.

Ïåðâîå îïðåäåëåíèå: «Ïðÿìàÿ ëèíèÿ áûëà îïðåäåëåíà êàê
êðàò÷àéøàÿ ëèíèÿ, ïðîâåäåííàÿ ìåæäó äâóìÿ òî÷êàìè, òî÷íåå, ëþ-
áûìè äâóìÿ òî÷êàìè. Ìåæäó íèìè âîçìîæíî ïðîâåñòè ìíîæåñòâî
äóãîîáðàçíûõ (ìóêàââàñ, áóêâ. «èçîãíóòûõ ïî äóãå». – È.Ë.) è
êðèâûõ ëèíèé, íî òîëüêî îäíó ïðÿìóþ ëèíèþ. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî
ýòà ïðÿìàÿ ëèíèÿ – [ëèíèÿ], ïðîõîäÿùàÿ (ìóìòàääàí, áóêâ. «òÿ-
íóùàÿñÿ». – È.Ë.) ïî êðàò÷àéøåìó èç ïðîòÿæåíèé (ìàñàôàò,
áóêâ. «ðàññòîÿíèé, äèñòàíöèé». – È.Ë.), ïî êîòîðûì òÿíóòñÿ âñå
ëèíèè, ïðîâåäåííûå ìåæäó äâóìÿ òî÷êàìè. Ïîýòîìó ïðÿìàÿ ëèíèÿ
è áûëà îïðåäåëåíà ýòîé ëèíèåé» [17, ë.155].

Ýòî àêñèîìàòè÷åñêîå ïî õàðàêòåðó îïðåäåëåíèå ïðÿìîé, óñòà-
íàâëèâàþùåå ñâÿçü ïðÿìîëèíåéíîñòè è ðàññòîÿíèÿ, áåç ñîìíåíèÿ,
ïî÷åðïíóòî èç ââåäåííîãî Àðõèìåäîì â òðàêòàòå «Î øàðå è öèëèí-
äðå» «äîïóùåíèÿ» (ïî ñóòè ïîñòóëàòà): èç âñåõ ëèíèé, èìåþùèõ
îäíè è òå æå êîíöû, ïðÿìàÿ áóäåò íàèìåíüøåé. Çàìåòèì, ÷òî
àò-Òóñè â ñâîèõ êîììåíòàðèÿõ ê ýòîìó ñî÷èíåíèþ Àðõèìåäà óñîì-
íèëñÿ â òîì, ÷òî ýòî äîïóùåíèå íå íóæäàåòñÿ â îáîñíîâàíèè, è
ïðåäñòàâèë ñâîþ ïîïûòêó åãî äîêàçàòü.

Âòîðîå îïðåäåëåíèå: «Ïðÿìàÿ ëèíèÿ áûëà îïðåäåëåíà åùå êàê
òà, ÷àñòè êîòîðîé ñîâìåùàþòñÿ äðóã ñ äðóãîì äëÿ âñåõ (áóêâ. «ïðè
âñåì ðàçíîîáðàçèè èç». – È.Ë.) èõ ìåñòîïîëîæåíèé (â òåêñòå «åå
ìåñò». – È.Ë.). Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ëèíèÿ – ïðÿìàÿ, åñëè âûäåëèòü
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èç íåå ÷àñòü, ïîòîì íàëîæèòü ýòó ÷àñòü íà îñòàòîê ëèíèè, è îí ñîâ-
ìåñòèòñÿ ñ íåé, [ñ ýòîé ÷àñòüþ]; è åùå, åñëè ïåðåâåðíóòü (ôàòàëà)
ýòó ÷àñòü, çàòåì íàëîæèòü íà îñòàòîê ëèíèè, è îíà ñîâìåñòèòñÿ ñ
íèì. Èíà÷å [îáñòîèò äåëî â ñëó÷àå] äóãîîáðàçíîé ëèíèè, ïîñêîëü-
êó [äëÿ] ëèíèè ëþáîãî âèäà èç âèäîâ äóãîîáðàçíûõ, åñëè âûäå-
ëèòü èç íåå ÷àñòü, ïîòîì íàëîæèòü íà îñòàòîê äóãîîáðàçíîé ëèíèè,
[îñòàòîê], âîçìîæíî, è ñîâìåñòèòñÿ ñ íåé, [ñ ýòîé ÷àñòüþ]. Íî [îñ-
òàòîê ëèíèè è åå ÷àñòü] çàéìóò îäíî [è òî æå] èç åå ïîëîæåíèé,
åñëè îíè âûïóêëû â îäíó ñòîðîíó è[ëè] âîãíóòû â îäíó ñòîðîíó.
Òîãäà, åñëè ïåðåâåðíóòü [ýòó] ÷àñòü, ÷òîáû åå âûïóêëîñòü îêàçà-
ëàñü [íàïðàâëåíà] â ñòîðîíó, ïðîòèâîïîëîæíóþ âûïóêëîñòè îñòàò-
êà ëèíèè, òî â ýòîì ñëó÷àå ýòà ÷àñòü íå ñîâìåñòèòñÿ ñ îñòàòêîì ëè-
íèè» [17, ë.155–155 îá.].

Çäåñü óòâåðæäàåòñÿ äðóãîå ñâîéñòâî ïðÿìîé. Îíà ðàññìàòðèâà-
åòñÿ êàê ãîìåîìåðè÷íàÿ (ïîäîáî÷àñòíàÿ) ëèíèÿ – òàêàÿ, ó êîòîðîé,
ïî Àðèñòîòåëþ, ëþáûå ÷àñòè ïîäîáíû ïî ñâîèì ñâîéñòâàì äðóã
äðóãó è öåëîìó, äðóãèìè ñëîâàìè, êà÷åñòâåííî îäíîðîäíû (ãîìî-
ãåííû). Ýòî è îáóñëàâëèâàåò âîçìîæíîñòü èõ ñîâìåùåíèÿ. Ýòèì
ñâîéñòâîì òàêæå îáëàäàåò, íàïðèìåð, îêðóæíîñòü. Èìåííî ïîýòîìó
àë-Õàéñàì, ÷òîáû îáîñîáèòü ïðÿìóþ, äîáàâèë åùå è âòîðîå óñëî-
âèå (åñëè ïåðåâåðíóòü ÷àñòü ëèíèè, çàòåì íàëîæèòü åå íà îñòàòîê
ëèíèè è îíà ñîâìåñòèòñÿ ñ íèì), êîòîðîå, êàê îí ïîêàçûâàåò, íå
âûïîëíÿåòñÿ äëÿ «äóãîîáðàçíûõ» (êðóãîâûõ) ëèíèé.

È ïîñëåäíåå, òðåòüå, îïðåäåëåíèå: «Ïðÿìàÿ ëèíèÿ áûëà îïðå-
äåëåíà êàê òà, ïîëîæåíèå êîòîðîé íå èçìåíèòñÿ, [åñëè] çàôèêñèðî-
âàòü åå êîíöû è ïîâåðíóòü, òî åñòü ïðè âðàùåíèè. Åñëè [åå] ïîâåð-
íóòü, òî [îíà] áóäåò âðàùàòüñÿ, ïîäîáíî òîìó, êàê èçìåíÿåòñÿ [ïðè
âðàùåíèè] îñü (ìèõâàð). Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ëþáàÿ äóãîîáðàçíàÿ
ëèíèÿ, åñëè çàôèêñèðîâàòü åå êîíöû è òàêèì îáðàçîì âðàùàòü, èç-
ìåíèò ñâîå ïîëîæåíèå, òî åñòü ïðè ýòîì ïåðåìåùåíèè íàïðàâëåíèå
åå âûïóêëîñòè ñòàíåò îòëè÷íûì îò íàïðàâëåíèÿ, â êîòîðîì îíà
áûëà. ß îñîáî âûäåëÿþ îïðåäåëåíèÿ ïðÿìîé ëèíèè è çàâåðøàþ èõ
[îïðåäåëåíèåì], ÷òî ïðÿìàÿ ëèíèÿ – òà, êîòîðàÿ, åñëè çàôèêñèðî-
âàòü íà íåé äâå òî÷êè è âðàùàòü, íå èçìåíèò ñâîå ïîëîæåíèå. Ñ
ïîìîùüþ ýòîãî îïðåäåëåíèÿ èçáàâèòñÿ ïðÿìàÿ ëèíèÿ îò âñåãî îá-
ùåãî, ÷òî ìîæíî ïðåäïîëîæèòü î íåé» [17, ë.155 îá.].

Èáí àë-Õàéñàì, îäíàêî, îðèãèíàëåí ëèøü îòíîñèòåëüíî è
òîëüêî â ñâîèõ òðàêòîâêàõ. Âñå æå îïðåäåëåíèÿ ïðÿìîé, ïðåäñòàâ-
ëåííûå èì, ïðèâåäåíû, íàïðèìåð, â êîììåíòàðèè ê ïåðâîé êíèãå
«Íà÷àë» íåîïëàòîíèêà Ïðîêëà (V â.): è ÷òî íè îäíà ÷àñòü ïðÿìîé
íå ëåæèò íè íà áîëåå íèçêîé ïëîñêîñòè, íè íà áîëåå âûñîêîé ïëîñ-
êîñòè; è ÷òî âñå ÷àñòè ïðÿìîé ñîâìåùàþòñÿ ïîäîáíûì îáðàçîì ñî
âñåìè äðóãèìè ÷àñòÿìè; è ÷òî ýòî åñòü ëèíèÿ, îñòàþùàÿñÿ íåïîä-
âèæíîé, åñëè åå êîíöû ôèêñèðîâàíû. Áîëåå ïîäðîáíî Ïðîêë îñòà-
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íàâëèâàåòñÿ íà îïðåäåëåíèè Ïëàòîíà (çàìåòèì, ÷òî åìó ïðèíàäëå-
æèò îáñòîÿòåëüíûé êîììåíòàðèé ê «Ïàðìåíèäó» Ïëàòîíà, â êîòî-
ðîì, êàê óæå ãîâîðèëîñü, äàåòñÿ ýòî îïðåäåëåíèå ïðÿìîé), à òàêæå
íà ãîìåîìåðè÷íîñòè (â ãðå÷åñêîì òåêñòå êîììåíòàðèÿ èñïîëüçóåòñÿ
èìåííî ýòîò òåðìèí) ëèíèé. Â ïîñëåäíåì ñëó÷àå Ïðîêë óêàçûâàåò,
÷òî ýòî ñâîéñòâî õàðàêòåðíî íå òîëüêî äëÿ ïðÿìîé, íî òàêæå äëÿ
îêðóæíîñòè è åùå öèëèíäðè÷åñêîé ñïèðàëè. Îäíàêî, â îòëè÷èå îò
Èáí àë-Õàéñàìà, îí íå äèôôåðåíöèðóåò ãîìåîìåðè÷íîñòü ïðÿìîé
îò ãîìåîìåðè÷íîñòè äâóõ äðóãèõ ëèíèé, òî åñòü íå õàðàêòåðèçóåò
ýòî ñâîéñòâî ïðÿìîé ñ ïîìîùüþ äâóõ óñëîâèé. Áîëåå òîãî, âñå ýòè
«îïðåäåëåíèÿ» ïðÿìîé Ïðîêë ðàññìàòðèâàåò êàê åå ñâîéñòâà, ñëå-
äóþùèå è èç òîãî, ÷òî ïðÿìàÿ ðàñïîëîæåíà ðàâíî ïî îòíîøåíèþ ê
òî÷êàì íà íåé (òî åñòü èç îïðåäåëåíèÿ Åâêëèäà), è èç òîãî, ÷òî
«ýòà ëèíèÿ ïðîñòàÿ è ïðîÿâëÿåò ñåáÿ êàê åäèíñòâåííîå êðàò÷àéøåå
ðàññòîÿíèå ìåæäó äâóìÿ òî÷êàìè» [19, c.84–90].

Îïðåäåëåíèÿ ïðÿìîé â êîììåíòàðèÿõ àí-Íàéðèçè è Ñèìïëè-
êèÿ. Î äîñòóïíîñòè ñðåäíåâåêîâûì àðàáñêèì ó÷åíûì êîììåíòàðèÿ
Ïðîêëà ê «Íà÷àëàì» Åâêëèäà íè÷åãî íå èçâåñòíî. Ïîýòîìó áîëåå
âåðîÿòíûé èñòî÷íèê ïðåäñòàâëåííûõ âûøå ðàññóæäåíèé Èáí
àë-Õàéñàìà – ýòî êîììåíòàðèé ê «Íà÷àëàì» Åâêëèäà Àáó-ë-�Aááà-
ñà àí-Íàéðèçè (óì. îê.922), ñîñòàâëåííûé íà îñíîâàíèè ïåðåâîäà
àë-Õàäæàäæà, íî çíà÷èòåëüíî ïåðåðàáîòàííîãî àâòîðîì. Â êîììåí-
òàðèè ïðèâåäåíû îáøèðíûå öèòàòû èç íåñîõðàíèâøåãîñÿ ãðå÷åñêî-
ãî òåêñòà êîììåíòàðèÿ Ñèìïëèêèÿ (VI â.) ê ââåäåíèÿì (îïðåäåëå-
íèÿì, àêñèîìàì è ïîñòóëàòàì ïåðâîé êíèãè) «Íà÷àë» Åâêëèäà, êî-
òîðûé â ñâîþ î÷åðåäü âî ìíîãîì îñíîâûâàåòñÿ îïÿòü-òàêè íà êîì-
ìåíòàðèè Ïðîêëà.

Â äâóõ ñîõðàíèâøèõñÿ ðóêîïèñÿõ (Leiden Or.399, Qum (Iran)
Kitabhana-i �Umumi 6526) ýòîãî êîììåíòàðèÿ àí-Íàéðèçè, ñîäåð-
æàùèõ òîëüêî ïåðâûå ÷åòûðå è ïÿòü êíèã ñîîòâåòñòâåííî, íà÷àëî
ôðàãìåíòàðíî. Â ÷àñòíîñòè, îòñóòñòâóþò ïåðâûå òðè îïðåäåëåíèÿ
ïåðâîé êíèãè, â òîì ÷èñëå è îïðåäåëåíèå ïðÿìîé, êîòîðîå, íåñìîò-
ðÿ íà ëàêóíû, ìîæíî âîññòàíîâèòü ïî ñîîòâåòñòâóþùåìó êîììåíòà-
ðèþ Ñèìïëèêèÿ, ïðèâåäåííîìó àí-Íàéðèçè:

«Ñêàçàë Ñèìïëèêèé: Åâêëèä, [â] ñâîèõ ñëîâàõ «ðàâíà òîìó,
÷òî ìåæäó ëþáûìè äâóìÿ òî÷êàìè» ïîäðàçóìåâàë ðàññòîÿíèå, êî-
òîðîå åñòü ìåæäó äâóìÿ òî÷êàìè, ÿâëÿþùèìèñÿ êîíöàìè. Òîãäà,
åñëè ìû ïðåäïîëîæèì äâå òî÷êè, ÿâëÿþùèåñÿ êîíöàìè ëèíèè, èáî
îí îïðåäåëèë â ýòîì ìåñòå òîëüêî îãðàíè÷åííóþ ëèíèþ, è ïðèìåì
ðàññòîÿíèå, êîòîðîå ìåæäó íèìè äâóìÿ, çà ëèíèþ, äàæå åñëè è íåò
ìåæäó íèìè äâóìÿ ëèíèè, òî áóäåò ýòî ðàññòîÿíèå ðàâíî ïðÿìîé
ëèíèè, ó êîòîðîé ýòè äâå òî÷êè áóäóò êîíöàìè. Åñëè ìû èçìåðÿåì
ðàññòîÿíèÿ, êîòîðûå ìåæäó îäíèìè òî÷êàìè è äðóãèìè, ëèíèåé, òî
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èçìåðÿåì êðàò÷àéøåé èç ëèíèé, è ýòî – êðàò÷àéøàÿ èç ïðîòÿæåí-
íîñòåé (ìàñàôàò), êîòîðàÿ ìåæäó ðàçëè÷íûìè âåùàìè, è ìû íå èç-
ìåðÿåì èõ ëèíèåé, êîòîðàÿ îáëàäàåò êðèâèçíîé (äàâàðàí). Ïîýòî-
ìó Àðõèìåä îïðåäåëèë åå, ãîâîðÿ: «Ïðÿìàÿ ëèíèÿ – êðàò÷àéøàÿ
èç ëèíèé, êîíöû êîòîðûõ ÿâëÿþòñÿ åå êîíöàìè». Îí ïîäðàçóìåâàë,
÷òî ýòî – êðàò÷àéøàÿ ëèíèÿ, ñîåäèíÿþùàÿ äâå òî÷êè. È èçìåðåíèå
ïðîèçâîäèòñÿ òîëüêî ñ ïîìîùüþ ïðÿìîé ëèíèè, ïîñêîëüêó òîëüêî
îíà îäíà îïðåäåëåíà. È ýòî òàê, ïîòîìó ÷òî íåò ñðåäè ëèíèé, ðàâ-
íîé åé, íå íàéäåòñÿ ñðåäè äðóãèõ ëèíèé íè îäíîé îïðåäåëåííîé,
èáî ìû ìîæåì ñîåäèíÿòü òî÷êó ñ òî÷êîé ñ ïîìîùüþ ëèíèé êðèâûõ,
äóãîîáðàçíûõ è ñîñòàâíûõ, íåêîòîðûå èç íèõ áîëüøå, ÷åì äðóãèå.
È ýòî ìîæåò ïðîäîëæàòüñÿ áåñêîíå÷íî, âñåãäà» [20, ñ.1–2].

Òàêæå ñîõðàíèëñÿ ïðåäøåñòâóþùèé ýòîìó êîììåíòàðèþ Ñèìï-
ëèêèÿ êîììåíòàðèé ñàìîãî àí-Íàéðèçè: «Îí, [Åâêëèä], êàê áóäòî
èìåë â âèäó ïðåäñòàâëåíèå (ìà�íàí), êîòîðîå âûñêàçàë Àðõèìåä:
“îíà, [ïðÿìàÿ ëèíèÿ,] – êðàò÷àéøåå ðàññòîÿíèå, ñîåäèíÿþùåå äâå
òî÷êè”» [20, ñ.1].

Ïðè ðåêîíñòðóêöèè îïðåäåëåíèÿ ïðÿìîé ìîãëà áû îêàçàòüñÿ
ïîëåçíîé ëàòèíñêàÿ âåðñèÿ òðàêòàòà àí-Íàéðèçè, ïðèïèñûâàåìàÿ
Ãåðàðäó Êðåìîíñêîìó (1114–1187), ñîäåðæàùàÿ äåñÿòü ïåðâûõ
êíèã «Íà÷àë» è âûïîëíåííàÿ ñ íåóñòàíîâëåííîé äî ñèõ ïîð àðàáñ-
êîé ðóêîïèñè ñî÷èíåíèÿ àí-Íàéðèçè. Îäíàêî ëàòèíñêèé ïåðåâîä
îïðåäåëåíèÿ ïðÿìîé Åâêëèäà â ïåðåäà÷å àí-Íàéðèçè íå ñîâñåì
óäà÷åí, ÷òî îáúÿñíÿåòñÿ ñâîéñòâåííûìè ñðåäíåâåêîâüþ êîãíèòèâ-
íûì òðóäíîñòÿì ïåðåâîäà ãåîìåòðè÷åñêîãî òåêñòà ñ àðàáñêîãî ÿçû-
êà, è ñàì íóæäàåòñÿ â äîðàáîòêå: «Ëèíèÿ ïðÿìàÿ – òà, êîòîðàÿ
ðàñïîëîæåíà ðàâíî, ÷òî åñòü ìåæäó ëþáûìè äâóìÿ òî÷êàìè, íàõî-
äÿùèìèñÿ íà íåé» («Linea recta est, que est posita super equale,
quod est inter omnia duo puncta cadentia super ipsam») [21, c.5].

Â òàêîì ñëó÷àå, èñõîäÿ òîëüêî èç òåõ äâóõ êîììåíòàðèåâ Ñèìï-
ëèêèÿ è àí-Íàéðèçè, ìîæíî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî â òðàêòàòå àí-Íàé-
ðèçè îïðåäåëåíèå ïðÿìîé Åâêëèäà áûëî ïðåäñòàâëåíî â ñëåäóþùåì
âèäå: ëèíèÿ ïðÿìàÿ – òà, êîòîðàÿ ðàâíà òîìó, ÷òî ìåæäó ëþáûìè
äâóìÿ òî÷êàìè, íàõîäÿùèìèñÿ íà íåé. Â òàêîé ôîðìóëèðîâêå ìîæ-
íî óñìîòðåòü ñâÿçü ïîíÿòèÿ ïðÿìîé ñ ïîíÿòèåì ðàññòîÿíèÿ, î ÷åì è
ãîâîðèòñÿ â ïðèâåäåííûõ êîììåíòàðèÿõ àí-Íàéðèçè è Ñèìïëèêèÿ,
à òàêæå ñâîéñòâî ïðÿìîé áûòü ãîìåîìåðè÷íîé.

Ìîæíî áûëî áû ïðåäïîëîæèòü, ÷òî òàêîé áûëà ôîðìóëèðîâêà
ýòîãî îïðåäåëåíèÿ è â àðàáñêîì ïåðåâîäå «Íà÷àë» àë-Õàäæàäæà,
èç êîòîðîãî, êàê óæå ãîâîðèëîñü, èñõîäèë àí-Íàéðèçè. Îäíàêî ýòî
íå òàê, ïîñêîëüêó, âî-ïåðâûõ, àí-Íàéðèçè, êàê èçâåñòíî, ðåäàêòè-
ðîâàë òåêñò àë-Õàäæàäæà. À âî-âòîðûõ, â âûïîëíåííîé â XII â. íà
îñíîâàíèè ýòîãî æå ïåðåâîäà ëàòèíñêîé âåðñèè «Íà÷àë» Åâêëèäà,
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ïðèïèñûâàåìîé Àäåëàðäó èç Áàòà, îïðåäåëåíèå ïðÿìîé íåñêîëüêî
íåîæèäàííîå: «Ïðÿìàÿ ëèíèÿ åñòü ïðîòÿæåííîñòü îò îäíîé òî÷êè
äî äðóãîé, ïðèíèìàþùàÿ èõ îáåèõ â ñâîèõ ãðàíèöàõ» («Linea recta
est ab uno puncto ad alium extensio, in extremitates suas utrumque
eorum recipiens») [22, c.31]. Ýòà ôîðìóëèðîâêà, êàê è ôîðìóëè-
ðîâêà Ãåðàðäà Êðåìîíñêîãî, åñòü ñëåäñòâèå òåõ æå êîãíèòèâíûõ
òðóäíîñòåé ïåðåâîäà, âîçíèêàâøèõ â ïðîöåññå òðàíñìèññèè àðàáñ-
êèõ «Íà÷àë» íà ëàòèíñêèé Çàïàä. Òàê, àðàáñêèé ãëàãîë «êàáàëà»
(èìååòñÿ â âèäó III ïîðîäà ãëàãîëà «êàáèëà»), â îòëè÷èå îò äðóãèõ
îäíîêîðåííûõ ñ íèì ãëàãîëîâ (íåêîòîðûõ äðóãèõ ïîðîä ãëàãîëà
«êàáèëà»), îçíà÷àåò íå òîëüêî «ñîïîñòàâëÿòü» («ïðîòèâîïîñòàâ-
ëÿòü») è «áûòü íàïðîòèâ», íî òàêæå è «ïðèíèìàòü», «âñòðå÷àòü».
Ïîýòîìó, âïîëíå âåðîÿòíî, ÷òî Àäåëàðä ïåðåâåë êàê «recipiens»
(«ïðèíèìàþùàÿ») íå àðàáñêîå ïðè÷àñòèå, îáðàçîâàííîå îò ýòîãî
ãëàãîëà, à ñ ó÷åòîì îñîáåííîñòåé àðàáñêîãî ÿçûêà ôðàçó, â êîòî-
ðîé èñïîëüçóåòñÿ ýòîò ãëàãîë, ïîäîáíóþ ôðàçå «êîòîðàÿ ïðîòèâî-
ïîñòàâëÿåò». Åñëè áû àâòîð ýòîãî ëàòèíñêîãî ïåðåâîäà ïðåäïðèíÿë
åãî ñòîëåòèÿ äâà ñïóñòÿ, òî, ïðèâåäÿ ñâîþ ôîðìóëèðîâêó â ñîîò-
âåòñòâèå ñî âñåìè äîñòóïíûìè ê òîìó âðåìåíè àðàáñêèìè âåðñèÿìè
îïðåäåëåíèÿ ïðÿìîé è èõ òðàêòîâêàìè, îí, âîçìîæíî, ïðåäñòàâèë
áû åå â ñëåäóþùåì âèäå: «Ïðÿìàÿ ëèíèÿ åñòü [êðàò÷àéøàÿ] ïðîòÿ-
æåííîñòü îò îäíîé òî÷êè äî äðóãîé, [ïðîòèâîïîñòàâëÿþùàÿ] èõ
îáåèõ ñâîè[ì] ãðàíèöà[ì]».

Î ñâÿçè ïðÿìîëèíåéíîñòè è ðàññòîÿíèÿ ãîâîðèòñÿ è â òðàêòîâ-
êå îïðåäåëåíèÿ ïðÿìîé Ïðîêëà (âåñüìà âåðîÿòíîãî èñòî÷íèêà ðàñ-
ñóæäåíèé Ñèìïëèêèÿ): «Åâêëèä äàåò îïðåäåëåíèå ïðÿìîé ëèíèè...
ÿñíî äàâàÿ ïîíÿòü ñ åãî ïîìîùüþ, ÷òî òîëüêî ïðÿìàÿ ëèíèÿ ïîê-
ðûâàåò ðàññòîÿíèå, ðàâíîå òîìó, ÷òî ìåæäó òî÷êàìè, êîòîðûå ëå-
æàò íà íåé. Èáî èíòåðâàë ìåæäó ëþáûìè äâóìÿ òî÷êàìè åñòü äëè-
íà ëèíèè, êîòîðóþ ýòè äâå òî÷êè îïðåäåëÿþò, è ýòî òî, ÷òî ïîäðà-
çóìåâàåòñÿ ïîä «ðàñïîëîæåíà ðàâíî ïî îòíîøåíèþ ê òî÷êàì íà
íåé» [19, c.88].

Ñèìïëèêèé ðàññìàòðèâàåò è äðóãèå «îïðåäåëåíèÿ» ïðÿìîé
(ñì.: Ïðèëîæåíèå 2.1). Íàïðèìåð, îïðåäåëåíèå Ïëàòîíà:

«×òî êàñàåòñÿ Ïëàòîíà, òî îí îïðåäåëèë ïðÿìóþ ëèíèþ, ãîâî-
ðÿ: «ëèíèÿ ïðÿìàÿ – òà, ñåðåäèíà (âàñàò) êîòîðîé ñêðûâàåò äâà åå
êîíöà», èáî, åñëè òû [çàôèêñèðóåøü ãëàç] â îäíîì èç åå äâóõ êîí-
öîâ è çàõî÷åøü óâèäåòü äðóãîé êîíåö, à ýòà òî÷êà ñòàíåò òâîèì
íàáëþäàòåëüíûì ïóíêòîì (ìàíçàð), òî îêàæåòñÿ, ÷òî òî, ÷òî â ñå-
ðåäèíå, ñêðîåò êîíåö, êîòîðûé [çà íåé]. ×òî êàñàåòñÿ ýòîãî îïðåäå-
ëåíèÿ, îíî îáóñëàâëèâàåò [äðóãîå] íàïðàâëåíèå âûâîäîâ
(äàëà’èë), ïîñêîëüêó íå ïîòîìó, ÷òî ñåðåäèíà ñêðûâàåò äâà êîíöà,
ïðÿìàÿ ëèíèÿ áóäåò ïðÿìîé, à [íàîáîðîò], ïîñêîëüêó îíà ïðÿìàÿ,
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áóäåò åå ñåðåäèíà ñêðûâàòü äâà åå êîíöà. À ýòî ïîòîìó, ÷òî âçãëÿä
èñõîäèò ïðÿìî[ëèíåéíî]» [20, ñ.3].

Íåîáîñíîâàííî ââîäÿ îïòèêó â ãåîìåòðèþ, Ñèìïëèêèé êðèòè-
êóåò ýòî îïðåäåëåíèå çà íåâåðíóþ ïðè÷èííî-ñëåäñòâåííóþ ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòü âûâîäîâ. Èñõîäÿ èç îïòè÷åñêîãî ïîñòóëàòà Åâêëèäà,
îí óòâåðæäàåò, ÷òî èìåííî èç ïðÿìîëèíåéíîñòè òðàåêòîðèè ðàñï-
ðîñòðàíåíèÿ çðèòåëüíîãî ëó÷à ñëåäóåò, ÷òî «ñåðåäèíà ñêðûâàåò
êîíöû», à íå íàîáîðîò. Ïðè ýòîì, «çàôèêñèðîâàâ ãëàç» â îäíîì èç
êîíöîâ îòðåçêà, êàê ïðåäëàãàåò Ñèìïëèêèé, íåâîçìîæíî óâèäåòü
íå òîëüêî âòîðîé åãî êîíåö, íî è åãî ñåðåäèíó è âñå îñòàëüíûå òî÷-
êè, ëåæàùèå ìåæäó ýòèìè äâóìÿ êîíöàìè, îíè âñå áóäóò çàêðûòû
ïåðâûì êîíöîì, ñîâïàäóò ñ íèì.

Â îïðåäåëåíèè ïðÿìîé ñ óêàçàíèåì åå ñâîéñòâà ãîìåîìåðè÷íîñ-
òè Ñèìïëèêèé, â îòëè÷èå îò àë-Õàéñàìà è Ïðîêëà, îáúåäèíÿåò äâà
óñëîâèÿ, õàðàêòåðíûå äëÿ ýòîãî ñëó÷àÿ, óòâåðæäàÿ, ÷òî ïðÿìàÿ –
òà, âñå ÷àñòè êîòîðîé ñîâìåùàþòñÿ äðóã ñ äðóãîì «ñî âñåõ ñòîðîí»
(ñîîòâåòñòâåííûå ðàññóæäåíèÿ ïðèâåäåíû â Ïðèëîæåíèè 2.1).
Èìåííî òàê îïðåäåëÿë ïðÿìóþ Ãåðîí Àëåêñàíäðèéñêèé (I â.?),
êàê è Ñèìïëèêèé, ìíîãîêðàòíî öèòèðóåìûé â êîììåíòàðèè
àí-Íàéðèçè. Ê Ãåðîíó âîñõîäÿò, âîçìîæíî, è ðàññóæäåíèÿ Ñèìï-
ëèêèÿ ïî ïîâîäó ñâîéñòâà ïðÿìîé ëèíèè áûòü íåïîäâèæíîé, åñëè
åå êîíöû íåïîäâèæíû, ïîñêîëüêó îáà àññîöèèðóþò êîíöû ñ ïîëþ-
ñàìè, à ïðÿìóþ ñ îñüþ âðàùåíèÿ [23, ñ.17–19].

Îïðåäåëåíèå ïðÿìîé àë-Àáõàðè è ïðåäëîæåíèå XI.1 «Íà-
÷àë». Âîçâðàùàÿñü ê àë-Àáõàðè, îáðàòèì âíèìàíèå íà òî, ÷òî â
åãî îïðåäåëåíèè ïðÿìîé (ïðÿìàÿ ëèíèÿ – ýòî òàêàÿ ëèíèÿ, ÷òî,
åñëè íà íåé ïðåäïîëîæèòü ëþáîå êîëè÷åñòâî òî÷åê, òî áóäóò îíè
âñå â îäíîì íàïðàâëåíèè, òî åñòü íå áóäóò íåêîòîðûå èç íèõ âûøå,
íåêîòîðûå èç íèõ íèæå) ïîñëåäíþþ ôðàçó ìîæíî ïåðåâåñòè íåì-
íîãî èíà÷å: «íå áóäåò ÷àñòü èç íèõ âûøå, à ÷àñòü èç íèõ íèæå».
Ó÷èòûâàÿ êîíòåêñò, ôðàçó «áóäóò îíè âñå â îäíîì íàïðàâëåíèè»
ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü êàê «áóäóò îíè âñå íà îäíîì óðîâíå» (â
êîíòåêñòå èñòî÷íèêà ýòîãî îïðåäåëåíèÿ àë-Àáõàðè – òðàêòîâêè
àë-Õàéñàìà – òàêîé ïåðåâîä íåêîððåêòåí, ïîñêîëüêó â íåé óêàçû-
âàåòñÿ åùå è òî, ÷òî «íå áóäóò íåêîòîðûå èç íèõ ëåâåé, à íåêîòî-
ðûå èç íèõ ïðàâåé»). Â òàêîì ñëó÷àå ôîðìóëèðîâêó îïðåäåëåíèÿ
ïðÿìîé àë-Àáõàðè ìîæíî ïåðåïèñàòü â ñëåäóþùåì âèäå: «ïðÿìàÿ
ëèíèÿ – ýòî òàêàÿ ëèíèÿ, ÷òî, åñëè íà íåé ïðåäïîëîæèòü ëþáîå êî-
ëè÷åñòâî òî÷åê, òî áóäóò îíè âñå íà îäíîì óðîâíå, òî åñòü íå áóäåò
÷àñòü èç íèõ âûøå, ÷àñòü èç íèõ íèæå». Òàêîå îïðåäåëåíèå, ïî ñó-
ùåñòâó, ðàâíîñèëüíî ïðåäëîæåíèþ XI.1 «Íà÷àë» Åâêëèäà: «Ó
ïðÿìîé ëèíèè êàêàÿ-íèáóäü ÷àñòü íå ìîæåò áûòü â ðàñïîëîæåííîé
âíèçó ïëîñêîñòè, à êàêàÿ-íèáóäü äðóãàÿ ÷àñòü – â áîëåå âûñîêîé»
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[24, ñ.11]. Äëÿ ñðàâíåíèÿ ïðèâåäåì ôîðìóëèðîâêó Ïñåâäî-Òóñè:
«Íåâîçìîæíî, ÷òîáû îäíà ïðÿìàÿ ëèíèÿ íàõîäèëàñü ÷àñòüþ íà îä-
íîé ïëîñêîñòè, ÷àñòüþ íà [ïëîñêîñòè, ðàñïîëîæåííîé] âûøå
(ñàìê)» [14, ñ.327]. Âûçûâàåò íåäîóìåíèå òî, ÷òî àë-Àáõàðè ïðî-
èãíîðèðîâàë ôàêòè÷åñêè ñîâïàäåíèå îïðåäåëåíèÿ è ïðåäëîæåíèÿ,
òåì ñàìûì èçìåíèâ ïîñòàâëåííîé â íàçâàíèè ñâîåãî ñî÷èíåíèÿ
öåëè – óëó÷øèòü àêñèîìàòèêî-äåäóêòèâíîå ïîñòðîåíèå Åâêëèäà.

Äîêàçàòåëüñòâî àë-Àáõàðè ýòîãî ïðåäëîæåíèÿ ñëåäóþùåå:
«Ëþáàÿ ïðÿìàÿ ëèíèÿ íàõîäèòñÿ íà îäíîé ïëîñêîñòè. Â ïðî-

òèâíîì ñëó÷àå ïóñòü ÀÂÑ – ïðÿìàÿ è åå [÷àñòü] (áóêâ. “èç íåå”)
ÀÂ íàõîäèòñÿ íà îäíîé ïëîñêîñòè, à ÂÑ – íà äðóãîé ïëîñêîñòè.
Ïðîäîëæèì ÀÂ ïî ïðÿìîé íà ïëîñêîñòè, â êîòîðîé îíà íàõîäèòñÿ,
äî [òî÷êè] D. Òîãäà äâå ëèíèè CB è DB áóäóò [ïðîäîëæàòüñÿ] ïî
ïðÿìîé (èñòèêàìà) ÀÂ. Ýòî íåëåïî. Ñëåäîâàòåëüíî, ëþáàÿ ïðÿìàÿ
ëèíèÿ íàõîäèòñÿ íà îäíîé ïëîñêîñòè. È ýòî òî, ÷òî ìû õîòåëè äî-
êàçàòü» [12, ë.89 îá.].

Â ýòîì äîêàçàòåëüñòâå, êàê è â ïîäîáíûõ äîêàçàòåëüñòâàõ, íàï-
ðèìåð, Èáí Ñèíû, àò-Òóñè è Ïñåâäî-Òóñè, îòñóòñòâóåò îáúÿñíåíèå
ïîëó÷åííîãî ïðîòèâîðå÷èÿ, êîòîðîå åñòü â ãðå÷åñêîì òåêñòå: «...ýòî
íåâîçìîæíî, ïîñêîëüêó, åñëè ìû èç öåíòðà Â ðàñòâîðîì ÀÂ îïèøåì
êðóã, òî äèàìåòðû [ÀÂÑ è ÀÂD] áóäóò îòñåêàòü íåðàâíûå îáâîäû
êðóãà» [24, ñ.11–12]. Â òàêîì «ïîëíîì» âèäå äîêàçàòåëüñòâî áûëî
ïîäâåðãíóòî êðèòèêå Ò.Ë.Õèçîì, êîòîðûé íåáåçîñíîâàòåëüíî ñ÷èòà-
åò åãî ðàííåé èíòåðïîëÿöèåé â òåêñò «Íà÷àë». Â ÷àñòíîñòè, îí óêà-
çàë, ÷òî óòâåðæäåíèå î òîì, ÷òî îêðóæíîñòü ñ öåíòðîì â Â äîëæíà
ïåðåñå÷ü ÀÂ, ÂÑ è ÂD, âîçìîæíî òîëüêî, åñëè ÀD è ÂÑ ëåæàò â
îäíîé ïëîñêîñòè, à ýòî óòâåðæäàåòñÿ òîëüêî â ïîñëåäóþùåì ïðåäëî-
æåíèè XI.2 (î òîì, ÷òî åñëè äâå ïðÿìûå ïåðåñåêàþòñÿ, òî îíè íàõî-
äÿòñÿ íà îäíîé ïëîñêîñòè) [25, ò.3, ñ.272–274].

Âåðîÿòíî, ÷òî è â àðàáñêèõ ðåäàêöèÿõ ýòè àðãóìåíòû áûëè
îïóùåíû ïî ïîäîáíûì ñîîáðàæåíèÿì. ß íå ðàñïîëàãàþ ñîîòâåòñò-
âåííûì ôðàãìåíòîì âåðñèè Èñõàêà–Ñàáèòà, ÷òîáû óñòàíîâèòü,
âîñõîäÿò ëè ê íåé ýòè «óëó÷øåííûå» äîêàçàòåëüñòâà. Îäíàêî òà-
êîå æå äîêàçàòåëüñòâî ìîãëî áûòü â íåñîõðàíèâøåìñÿ àðàáñêîì ïå-
ðåâîäå «Íà÷àë» àë-Õàäæàäæà, ïîñêîëüêó â âûïîëíåííîé, êàê óæå
ãîâîðèëîñü, íà åãî îñíîâàíèè ëàòèíñêîé âåðñèè «Íà÷àë» Åâêëèäà,
ïðèïèñûâàåìîé Àäåëàðäó èç Áàòà, ýòè ðàññóæäåíèÿ îòñóòñòâóþò
[22, ñ.300].

Îá îïðåäåëåíèè ïëîñêîñòè. Îáñòîÿòåëüñòâà, îáóñëîâèâøèå
àðàáñêèå âåðñèè îïðåäåëåíèÿ ýòîãî ôóíäàìåíòàëüíîãî ãåîìåòðè÷åñêî-
ãî ïîíÿòèÿ, â òîì ÷èñëå è â ôîðìóëèðîâêå àë-Àáõàðè, àíàëîãè÷íû
âñåì òåì, ÷òî áûëè èçëîæåíû â êîíòåêñòå îïðåäåëåíèÿ ïðÿìîé. Íà-
ïîìíèì ôîðìóëèðîâêó Åâêëèäà: ïëîñêàÿ ïîâåðõíîñòü åñòü òà, êîòî-
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ðàÿ ðàâíî ðàñïîëîæåíà ïî îòíîøåíèþ ê ïðÿìûì íà íåé. Ñðåäíåâå-
êîâûå àðàáñêèå ó÷åíûå îïðåäåëÿëè ïëîñêîñòü, êàê è ïðÿìóþ ëè-
íèþ, ñ ïîìîùüþ ïðîòèâîïîñòàâëåíèÿ, íî â äàííîì ñëó÷àå ëèíèé, è
â ïîëíîì ñîîòâåòñòâèè ñî ñâîèì îïðåäåëåíèåì ïðÿìîé ëèíèè.

Òàê, â âåðñèè «Íà÷àë» Èñõàêà–Ñàáèòà: «Ïëîñêàÿ ïîâåðõíîñòü
(àë-áàñèò àë-ìóñòàâèéé) – òà, êîòîðàÿ ðàñïîëîæåíà íà ïðîòèâîïîñ-
òàâëåíèè ëþáûõ ïðÿìûõ ëèíèé, íàõîäÿùèõñÿ íà íåé, äðóã äðóãó»
[16, ë.1 îá.].

Â ðåäàêöèè «Íà÷àë» Èáí Ñèíû: «Ïëîñêàÿ (àë-ìóñàòòàõ) ïî-
âåðõíîñòü (àë-áàñèò) – ýòî [ïîâåðõíîñòü,] ïðîñòèðàþùàÿñÿ (ìàá-
ñóò) íà ïðîòèâîïîñòàâëåíèè ëèíèé, êîòîðûå ïðåäïîëîæåíû íà íåé,
äâóì åå ãðàíè÷íûì ëèíèÿì, ïðîòèâîïîñòàâëåííûì íà íåé [äðóã
äðóãó]; è ýòî åñòü ïëîñêîñòü (ñàòõ)» [15, c.17].

Ñîãëàñíî àò-Òóñè, «ïëîñêàÿ ïîâåðõíîñòü (àñ-ñàòõ àâ àë-áàñèò
àë-ìóñòàâèéé) – òà [ïîâåðõíîñòü], ïîëîæåíèå êîòîðîé òàêîâî, ÷òî
ëþáûå ëèíèè, ïðåäïîëîæåííûå íà íåé, ïðîòèâîïîñòàâëÿþòñÿ äðóã
äðóãó» [13, ë.2].

Îïðåäåëåíèå Ïñåâäî-Òóñè ñëåäóþùåå: «Ïîâåðõíîñòü (àë-ñàòõ)
ïëîñêàÿ (àë-ìóñòàâèí), åñëè ïðÿìûå ëèíèè, ïðåäïîëîæåííûå èëè
êîòîðûå ìîæíî êàê óãîäíî ïðåäïîëàãàòü íà íåé, áóäóò ïðîòèâîïî-
ñòàâëåíû äðóã äðóãó (èëè “áóäóò äðóã íàïðîòèâ äðóãà”. – È.Ë.)»
[14, ñ.4].

Àíàëîãè÷íî ñâîåìó îïðåäåëåíèþ ïðÿìîé îïðåäåëÿåò ïëîñêîñòü
è àë-Àáõàðè: «Ïëîñêàÿ ïîâåðõíîñòü (àë-áàñèò àë-ìóñàòòàõ) – ýòî
òàêàÿ [ïîâåðõíîñòü, ÷òî], åñëè íà íåé ïðåäïîëîæèòü ìíîæåñòâî
(êàñðà) ëèíèé, áóäóò îíè âñå íà îäíîì óðîâíå (ñàìò), òî åñòü íå áó-
äóò íåêîòîðûå èç íèõ âûøå, íåêîòîðûå èç íèõ íèæå» [12, ë.1 îá.].

Òàêîå îïðåäåëåíèå ïëîñêîñòè, êàê è ñâîå îïðåäåëåíèå ïðÿìîé
ëèíèè, àë-Àáõàðè òàêæå, ïî-âèäèìîìó, ïîçàèìñòâîâàë (â äàííîì
ñëó÷àå íå ñîâñåì äîñëîâíî è ñ èñïîëüçîâàíèåì äðóãîãî òåðìèíà
äëÿ «ïëîñêîñòè») èç êîììåíòàðèÿ Èáí àë-Õàéñàìà, òî÷íåå, èç åãî
ïîÿñíåíèé ê îïðåäåëåíèþ ïëîñêîñòè ñ ïîìîùüþ «ïðîòèâîïîñòàâ-
ëåíèÿ»:

«×òî êàñàåòñÿ ïëîñêîé ïîâåðõíîñòè (àñ-ñàòõ àë-ìóñàòòàõ), ýòî
– òà, êîòîðóþ Åâêëèä íàçâàë ïëîñêîñòüþ (àë-áàñèò àë-ìóñòàâèéé).
Ìû îïðåäåëèì åå ñ ïîìîùüþ îïðåäåëåíèÿ, àíàëîãè÷íîãî îïðåäåëå-
íèþ ïðÿìîé ëèíèè. Âîò åãî, [Åâêëèäà], âûñêàçûâàíèå: “ïëîñêîñòü
– òà, [êîòîðàÿ] ðàñïîëîæåíà (àë-ìàóäó�) íà ïðîòèâîïîñòàâëåíèè
äðóã äðóãó ëþáûõ ïðÿìûõ ëèíèé, íàõîäÿùèõñÿ íà íåé”. Ýòî îçíà-
÷àåò, ÷òî ïëîñêàÿ ïîâåðõíîñòü (àë-áàñèò àë-ìóñòàâèéé) – [ýòî òà-
êàÿ ïîâåðõíîñòü, ÷òî], åñëè íà íåé ïðîâåñòè ìíîæåñòâî ëèíèé, íå
ñìîãóò íåêîòîðûå èç íèõ áûòü âûøå è íåêîòîðûå èç íèõ íèæå, à
áóäóò îíè âñå íà îäíîì óðîâíå (ñàìò)» [17, ë.155 îá.–156].
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Â îáîèõ ñëó÷àÿõ (è îïðåäåëåíèÿ ïðÿìîé è îïðåäåëåíèÿ ïëîñ-
êîñòè) âûáîð àë-Àáõàðè èìåííî òàêèõ ïî÷åðïíóòûõ èç îáúÿñíåíèé
àë-Õàéñàìà ôîðìóëèðîâîê îáúÿñíÿåòñÿ, âïîëíå âåðîÿòíî, ñëåäóþ-
ùèì: ñ îäíîé ñòîðîíû, îíè íàãëÿäíû, ñëåäîâàòåëüíî, áîëåå ïîíÿò-
íû ïî ñðàâíåíèþ ñ òåì, ÷òî ñîáñòâåííî îíè ïîÿñíÿþò; ñ äðóãîé
ñòîðîíû, ñëåäîâàíèå ñòðóêòóðå «Íà÷àë» Åâêëèäà íå ïîçâîëèëî
àë-Àáõàðè âêëþ÷èòü â ñâîå «Óëó÷øåíèå» è îïðåäåëåíèå è åãî òîë-
êîâàíèå, ÷òî äîïóñêàåòñÿ â ñî÷èíåíèÿõ èíîãî æàíðà, â ÷àñòíîñòè â
êîììåíòàðèè àë-Õàéñàìà.

Â ìîåì ïåðåâîäå îïðåäåëåíèÿ ïëîñêîñòè àë-Àáõàðè è ñîîòâåòñ-
òâóþùåé åìó òðàêòîâêè àë-Õàéñàìà çàìåíà òåðìèíà «íàïðàâëå-
íèå», áóêâàëüíîãî ïåðåâîäà àðàáñêîãî ñëîâà «ñàìò», íà òåðìèí
«óðîâåíü» (â îòëè÷èå îò ìîåãî ïåðåâîäà îïðåäåëåíèÿ ïðÿìîé
àë-Àáõàðè è åãî òðàêòîâêè àë-Õàéñàìà) îáúÿñíÿåòñÿ è îáîñíîâûâà-
åòñÿ òåì, ÷òî â òåêñòå òðàêòîâêè íå ãîâîðèòñÿ, ÷òî ïðÿìûå íå ìîãóò
áûòü ëåâåé èëè ïðàâåé, êàê â ñëó÷àå òî÷åê â òðàêòîâêå îïðåäåëå-
íèÿ ïðÿìîé Èáí àë-Õàéñàìà. Áîëåå òîãî, òàêàÿ çàìåíà (èíòåðïðå-
òàöèÿ àðàáñêîãî ñëîâà «ñàìò») äàæå íåîáõîäèìà, ïîñêîëüêó, åñëè,
íàïðèìåð, íà áîêîâîé ïîâåðõíîñòè ïðÿìîãî êðóãîâîãî öèëèíäðà
âçÿòü íåêîòîðîå ìíîæåñòâî ïðÿìûõ, ïàðàëëåëüíûõ åãî îáðàçóþ-
ùåé, òî ýòè âñå ïðÿìûå áóäóò «â îäíîì íàïðàâëåíèè», íî íå íà
ïëîñêîñòè, à íà öèëèíäðè÷åñêîé ïîâåðõíîñòè.

Îáðàòèì âíèìàíèå, ÷òî â îïðåäåëåíèÿõ ïëîñêîñòè àë-Àáõàðè,
àò-Òóñè è Èáí Ñèíû ãîâîðèòñÿ î ëèíèÿõ. Â âåðñèÿõ Èñõàêà–Ñàáè-
òà, àë-Õàéñàìà è Ïñåâäî-Òóñè ðå÷ü èäåò î ïðÿìûõ, ÷òî, âåðîÿòíî,
ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ðåçóëüòàò ïåðåäà÷è îïðåäåëåíèÿ ïëîñêîñòè ñîá-
ñòâåííî Åâêëèäà, â êîòîðîì ðàññìàòðèâàþòñÿ òîëüêî ïðÿìûå ëè-
íèè. Ïåðâîå, âîçìîæíî, îáúÿñíÿåòñÿ òåì, ÷òî àðàáîÿçû÷íûå ìàòå-
ìàòèêè, ãîâîðÿ î ïðÿìûõ ëèíèÿõ è ïëîñêîé ïîâåðõíîñòè, ÷àñòî
îïóñêàëè ñëîâà «ïðÿìîé» èëè «ïëîñêèé», ïîëàãàÿñü íà î÷åâèä-
íîñòü èëè êîíòåêñò. Åñëè æå èñõîäèòü èç òðàêòîâêè àë-Õàéñàìà
îïðåäåëåíèÿ ïëîñêîñòè, ñîãëàñíî êîòîðîé, ïîä «ïðîòèâîïîñòàâëå-
íèåì ëèíèé» ïîäðàçóìåâàåòñÿ òî, ÷òî âñå ëèíèè, íàõîäÿùèåñÿ íà
ïëîñêîñòè, äîëæíû áûòü íà îäíîì óðîâíå, à ýòîìó óñëîâèþ âïîëíå
ñîîòâåòñòâóåò è ìíîæåñòâî ðàçëè÷íûõ ïëîñêèõ êðèâûõ, òî è âî
âñåõ îïðåäåëåíèÿõ ïëîñêîñòè, â êîòîðûõ óòâåðæäàåòñÿ ïðîòèâîïîñ-
òàâëåíèå ëèíèé, äîëæíî ãîâîðèòüñÿ îáî âñåõ ëèíèÿõ (êàê, íàïðè-
ìåð, â îïðåäåëåíèè àò-Òóñè). Íî èç âñåõ ëèíèé Åâêëèä â «Íà÷à-
ëàõ» îïðåäåëèë òîëüêî ïðÿìûå è îêðóæíîñòè, ïðè÷åì îïðåäåëåíèå
ïëîñêîñòè ïðåäøåñòâóåò îïðåäåëåíèþ îêðóæíîñòè, ïîýòîìó, â òåõ
îïðåäåëåíèÿõ, â êîòîðûõ ãîâîðèòñÿ î ëèíèÿõ, ïî-âèäèìîìó, ïîäðà-
çóìåâàþòñÿ âñå-òàêè ïðÿìûå ëèíèè, òåì áîëåå, ÷òî â îïðåäåëåíèè
ïëîñêîñòè, ïðèâåäåííîì ñàìèì àë-Õàéñàìîì, â îòëè÷èå îò åãî
òðàêòîâêè, ðå÷ü èäåò î ïðÿìûõ.
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Èáí àë-Õàéñàì ïðèâîäèò è äâà àëüòåðíàòèâíûõ îïðåäåëåíèÿ
ïëîñêîñòè. Ïåðâîå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé åùå îäíî «äîïóùåíèå» Àð-
õèìåäà èç òðàêòàòà «Î øàðå è öèëèíäðå», â êîòîðîì óòâåðæäàåò-
ñÿ, ÷òî ïëîñêîñòü – íàèìåíüøàÿ èç ïîâåðõíîñòåé ñ îáùåé ãðàíè-
öåé, ðàñïîëîæåííîé íà ïëîñêîñòè; âî âòîðîì îïðåäåëåíèè ãîâîðèò-
ñÿ î ñâîéñòâå ïëîñêîñòè áûòü, ñëîâàìè Ñèìïëèêèÿ, ãîìåîìåðè÷íîé
«ñî âñåõ ñòîðîí»:

«Ïëîñêîñòü áûëà îïðåäåëåíà êàê íàèìåíüøàÿ èç ïîâåðõíî-
ñòåé, ãðàíèöà êîòîðûõ îäíà [è òà æå]. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïëîñêîñòü
îãðàíè÷åíà. Âîçìîæíî âîññòàâèòü íà åå ãðàíèöå, åñëè îíà èìååò
îäíó ãðàíèöó, òî åñòü [ãðàíèöà] – ïðîñòàÿ [ëèíèÿ], èëè íà åå ãðà-
íèöàõ, åñëè åå ãðàíèö áîëüøå, ÷åì îäíà, âûïóêëûå è âîãíóòûå,
ïðîñòûå è ñîñòàâíûå ïîâåðõíîñòè. Íî åñëè íà ãðàíèöàõ ïëîñêîñòè
òàêèì îáðàçîì âîññòàâëåíî ìíîæåñòâî ïîâåðõíîñòåé, èëè âîññòàâ-
ëåíî íà åå ãðàíèöå, åñëè îíà îáëàäàåò îäíîé ãðàíèöåé, [òî] áóäåò
ïëîñêîñòü, ìåíüøå èõ [ïî] ïëîùàäè (ìèñàõà).

Ïëîñêîñòü áûëà îïðåäåëåíà òàêæå êàê òà, ÷àñòè êîòîðîé ñîâ-
ìåùàþòñÿ äëÿ âñåõ èõ ìåñòîïîëîæåíèé. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïîâåðõ-
íîñòü – ïëîñêàÿ, åñëè âûäåëèòü èç íåå ÷àñòü, ïîòîì íàëîæèòü ýòó
÷àñòü íà îñòàòîê ïîâåðõíîñòè, [è ýòà ÷àñòü] ñîâìåñòèòñÿ ñ íèì; è
äàëåå, åñëè ïåðåâåðíóòü (êàëàáà) ýòó ÷àñòü è òàêæå íàëîæèòü íà
îñòàòîê ïîâåðõíîñòè, è îíà ñîâìåñòèòñÿ ñ íèì. Íå òàê [â ñëó÷àå]
âûïóêëîé è[ëè] âîãíóòîé ïîâåðõíîñòè» [17, ë.155 îá.–156].

Êàê è â ñëó÷àå ïðÿìîé, ýòè ðàññóæäåíèÿ Èáí àë-Õàéñàìà, âå-
ðîÿòíî, âîñõîäÿò ê Íàéðèçè–Ñèìïëèêèþ–Ïðîêëó. Î÷åâèäíîå æå-
ëàíèå àí-Íàéðèçè è Ñèìïëèêèÿ ñëåäîâàòü ïðè îïðåäåëåíèè ïëîñ-
êîñòè íå òîëüêî ñòðóêòóðå è òåðìèíîëîãèè îïðåäåëåíèÿ ïðÿìîé (â
ìîåé ðåêîíñòðóêöèè: ëèíèÿ ïðÿìàÿ – òà, êîòîðàÿ ðàâíà òîìó, ÷òî
ìåæäó ëþáûìè äâóìÿ òî÷êàìè, íàõîäÿùèìèñÿ íà íåé), íî è åãî
òðàêòîâêå ñ ïîìîùüþ ðàññòîÿíèÿ, ïðèâåëî èõ ê íåñîîáðàçíîìó
ïðåäñòàâëåíèþ ïëîñêîñòè (íî ïðè ýòîì, çàìåòèì, ïîäòâåðæäàþùå-
ìó ýòó ðåêîíñòðóêöèþ) è åãî íå ìåíåå îçàäà÷èâàþùåìó òîëêîâà-
íèþ.

Òàê, àí-Íàéðèçè ïåðåäàåò îïðåäåëåíèå ïëîñêîñòè Åâêëèäà ñëå-
äóþùèì îáðàçîì: «Ñêàçàë Åâêëèä: “Ïëîñêàÿ ïîâåðõíîñòü (àë-áàñèò
àë-ìàñèõ) – òà, [êîòîðàÿ] ðàñïîëîæåíà (àë-ìàóäó�) íà ðàññòîÿíèè
(áó�ä), ðàâíîì òîìó, ÷òî åñòü ìåæäó ïðÿìûìè ëèíèÿìè, íàõîäÿùè-
ìèñÿ íà íåé”» [20, c.8]. Âîçíèêàåò âîïðîñ: ÷òî ïîäðàçóìåâàåòñÿ
çäåñü ïîä íåêîððåêòíûì â êîíòåêñòå îïðåäåëåíèÿ ïëîñêîñòè òåðìè-
íîì «ðàññòîÿíèå»? Àí-Íàéðèçè, îñîçíàâàÿ ýòî, ñðàçó æå ïûòàåòñÿ
ïîÿñíèòü: «Êàê áóäòî îí, [Åâêëèä,] èìåë â âèäó íàèìåíüøóþ ïî-
âåðõíîñòü (áàñèò), ñîåäèíÿþùóþ äâå ïðÿìûå ëèíèè». ×òî æå òîãäà
ïîíèìàåòñÿ ïîä «íàèìåíüøåé ïîâåðõíîñòüþ, ñîåäèíÿþùåé äâå ïðÿ-
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ìûå ëèíèè»? Ìîæåò áûòü, ïî àíàëîãèè ñ òåðìèíîëîãèåé îïðåäåëå-
íèÿ II.1 «Íà÷àë» Åâêëèäà, ðå÷ü èäåò î ïëîùàäè ïàðàëëåëîãðàììà
èëè ïðÿìîóãîëüíèêà, çàêëþ÷åííîãî ìåæäó ýòèìè äâóìÿ ïðÿìûìè
ëèíèÿìè, òî åñòü ïîñòðîåííîãî íà íèõ êàê íà ñòîðîíàõ?

Îòâåò, âèäèìî, äîëæåí áûë ñîäåðæàòü ïîìåùåííûé ñëåäîì (â
ñòàòüå â Ïðèëîæåíèè 2.2) êîììåíòàðèé Ñèìïëèêèÿ, êîòîðûé, îäíà-
êî, íå ñòîëüêî ðàçðåøàåò ïðîáëåìó, ñêîëüêî ñòàâèò äîïîëíèòåëüíûå
âîïðîñû. Òàê, ñîãëàñíî Ñèìïëèêèþ, ðàññòîÿíèå ïëîñêîñòè ðàâíî
êðàò÷àéøåìó ðàññòîÿíèþ ìåæäó îòðåçêàìè, êîòîðûå åå îõâàòûâàþò,
íåçàâèñèìî îò òîãî îáðàçóþò ëè ýòè îòðåçêè (÷èñëî êîòîðûõ íå îãî-
âàðèâàåòñÿ) ïàðàëëåëîãðàìì èëè íåò. Îçíà÷àåò ëè ýòî, ÷òî â ñëó÷àå
ïàðàëëåëîãðàììà, îãðàíè÷èâàþùåãî ïëîñêîñòü, ðå÷ü èäåò î íàè-
ìåíüøåì èç äâóõ îáùèõ ïåðïåíäèêóëÿðîâ ê ñîîòâåòñòâåííûì ïàðàì
ñòîðîí ýòîãî ïàðàëëåëîãðàììà? Åñëè íåò ïàðàëëåëîãðàììà, à åñòü
ìíîãîóãîëüíèê, «ðàññòîÿíèÿ» ìåæäó ñòîðîíàìè êîòîðîãî ðàçëè÷íû,
òî, êàê óòâåðæäàåò Ñèìïëèêèé, ðàññòîÿíèå ïëîñêîñòè è â ýòîì ñëó-
÷àå ðàâíî êðàò÷àéøåìó èç ðàññòîÿíèé. Íî ÷òî çäåñü ìûñëèòñÿ ïîä
«êðàò÷àéøèì ðàññòîÿíèåì» ìåæäó ñòîðîíàìè ìíîãîóãîëüíèêà? ×åì
âñå-òàêè îáóñëîâëåíî ïîÿâëåíèå ïàðàëëåëîãðàììà? Êàê ñîîòíîñÿòñÿ
íàèìåíüøàÿ ïî ïëîùàäè ïîâåðõíîñòü, ïàðàëëåëîãðàìì, ðàññòîÿíèå
ïëîñêîñòè, êðàò÷àéøåå ðàññòîÿíèå? Âîïðîñîâ âîçíèêàåò ìíîæåñòâî,
îäíàêî, êîììåíòàðèé Ñèìïëèêèÿ íèñêîëüêî íå ïðîÿñíÿåò, à òîëüêî
çàïóòûâàåò ñèòóàöèþ, îáóñëîâëåííóþ ââåäåíèåì ïîíÿòèÿ ðàññòîÿ-
íèÿ â îïðåäåëåíèå ïëîñêîñòè.

Âî âñÿêîì ñëó÷àå, Ïðîêë â ñâîåé òðàêòîâêå îïðåäåëåíèÿ ïëîñ-
êîñòè Åâêëèäà (êîòîðàÿ, âîçìîæíî, è ïðåäîïðåäåëèëà ýòè ðàññóæ-
äåíèÿ Ñèìïëèêèÿ è àí-Íàéðèçè) îáîøåëñÿ áåç ðàññòîÿíèÿ: ïëîñ-
êîñòü – òà, êîòîðàÿ çàíèìàåò ìåñòî, ðàâíîå òîìó, ÷òî ìåæäó äâóìÿ
ïðÿìûìè ëèíèÿìè, ëåæàùèìè íà íåé [19, c.95].

Îòìåòèì, ÷òî â ïðîöèòèðîâàííûõ àðàáñêèõ âåðñèÿõ îïðåäåëå-
íèÿ ïëîñêîñòè èõ àâòîðû, î÷åâèäíî, íå ñòðåìèëèñü ê åäèíîîáðà-
çèþ ïðè ïîäáîðå òåðìèíà äëÿ îáîçíà÷åíèÿ ýòîãî âèäà ïîâåðõíîñòè.
«Ïîâåðõíîñòü» ó íèõ – «áàñèò» (îò àðàá. ãëàãîëà «áàñàòà», îçíà-
÷àþùåãî «ðàññòèëàòü, ïðîòÿãèâàòü») èëè «ñàòõ» (îò àðàá. ãëàãîëà
«ñàòàõà», îçíà÷àþùåãî «ðàññòèëàòü, âûðàâíèâàòü»). «Ïëîñêèé»
(çäåñü ïðèëàãàòåëüíîå ìóæñêîãî ðîäà, ïîñêîëüêó â àðàáñêîì ÿçûêå
«ïîâåðõíîñòü» – ìóæñêîãî ðîäà) – ýòî èëè «ìóñòàâèí», òî åñòü
«ðîâíûé, ïëîñêèé»; èëè «ìóñàòòàõ» – «ðîâíûé, ïëîñêèé» (à òàê-
æå «ïëîùàäü, ïîâåðõíîñòü, ïëîùàäêà»); èëè «ìàñèõ», òî åñòü
«ãëàäêèé, ñòåðòûé, ñìàçàííûé»; èëè «ìóñòàâèéé» (îòíîñèòåëüíîå
ïðèëàãàòåëüíîå îò «ìóñòàâàí» – «óðîâåíü»). Âîò èç ýòèõ äâóõ
ìíîæåñòâ ñèíîíèìîâ è áûëè îáðàçîâàíû ìíîãî÷èñëåííûå àðàáñêèå
âàðèàíòû íå òîëüêî äëÿ «ïëîñêîé ïîâåðõíîñòè», íî è äëÿ «ïëîñ-
êîñòè». Òàê, ó àí-Íàéðèçè ýòî – ñîîòâåòñòâåííî «ìóñàòòàõ» è «áà-

È.Î.Ëþòåð 101



ñèò ìàñèõ», ó àë-Õàéñàìà – «áàñèò ìóñòàâèéé» è «ñàòõ ìóñàòòàõ»,
ó Èáí Ñèíû – «ñàòõ» è «áàñèò ìóñóòòàõ», ó àò-Òóñè – «ìóñòàâàí»
è «ñàòõ ìóñòàâèí». Îäíàêî, â ïîñëåäóþùèõ ôðàãìåíòàõ ðàññìàò-
ðèâàåìûõ ñî÷èíåíèé (íàïðèìåð, â îïðåäåëåíèÿõ ïàðàëëåëüíûõ
ïðÿìûõ), íå ãîâîðÿ óæå î äðóãèõ òðàêòàòàõ, ýòè ó÷åíûå íå âñåãäà
ïðèäåðæèâàëèñü ââåäåííûõ êàæäûì òåðìèíîâ äëÿ ïëîñêîñòè è îá-
ðàùàëèñü ê èõ ñèíîíèìàì.

Îïðåäåëåíèå ïàðàëëåëüíûõ ëèíèé. Íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî ïðåä-
ñòàâëåííûå â ðàññìàòðèâàåìûõ ñî÷èíåíèÿõ îïðåäåëåíèÿ ïàðàë-
ëåëüíûõ ëèíèé íå ðàñõîäÿòñÿ ñ îïðåäåëåíèåì Åâêëèäà (ïàðàëëåëü-
íûå ñóòü ïðÿìûå, êîòîðûå, íàõîäÿñü â îäíîé ïëîñêîñòè è áóäó÷è
ïðîäîëæåíû â îáå ñòîðîíû íåîãðàíè÷åííî, íè ñ òîé íè ñ äðóãîé
ñòîðîíû ìåæäó ñîáîé íå âñòðå÷àþòñÿ), ïðèâåäåì èõ â õðîíîëîãè-
÷åñêîì ïîðÿäêå:

îïðåäåëåíèå â âåðñèè Èñõàêà–Ñàáèòà: «Ïàðàëëåëüíûå ïðÿìûå
ëèíèè – òå, êîòîðûå íàõîäÿòñÿ íà îäíîé ïëîñêîé ïîâåðõíîñòè (áà-
ñèò ìóñòàâèéé), è åñëè áóäóò ïðîäîëæåíû â îáå ñòîðîíû ïðîäîë-
æåíèåì íåîãðàíè÷åííûì, íå âñòðåòÿòñÿ íè ñ îäíîé èç äâóõ [ñòî-
ðîí]» [16, ë.2];

îïðåäåëåíèå àí-Íàéðèçè: «Ñêàçàë Åâêëèä: “ïàðàëëåëüíûå
ïðÿìûå ëèíèè – òå, ÷òî íàõîäÿòñÿ íà îäíîé ïëîñêîñòè (ñàòõ), è
åñëè áóäóò ïðîäîëæåíû â îáå ñòîðîíû íåîãðàíè÷åííî, íå âñòðåòÿò-
ñÿ, íè ñ îäíîé èç äâóõ [ñòîðîí]”» [20, ñ.35];

îïðåäåëåíèå Èáí Ñèíû: «Äâå ïàðàëëåëüíûå ëèíèè – òå, êîòî-
ðûå, åñëè áóäóò ïðîäîëæåíû èõ êîíöû â îáå ñòîðîíû, äàæå åñëè
áû [ïðîäîëæàëèñü] íåîãðàíè÷åííî, íå âñòðåòÿòñÿ» [15, ñ.18];

îïðåäåëåíèå Èáí àë-Õàéñàìà: «Çàòåì ñêàçàë Åâêëèä: “ïàðàë-
ëåëüíûå ïðÿìûå ëèíèè – òå, êîòîðûå íàõîäÿòñÿ íà îäíîé ïëîñêîé
ïîâåðõíîñòè (áàñèò ìóñòàâèéé), è åñëè áóäóò ïðîäîëæåíû â îáå
ñòîðîíû, ïðîäîëæåíèå èõ íåîãðàíè÷åííî, íå âñòðåòÿòñÿ íè ñ îäíîé
èç äâóõ [ñòîðîí]”» [17, ë.162];

îïðåäåëåíèå àò-Òóñè: «Ïàðàëëåëüíûå [ëèíèè] – ýòî ïðÿìûå
ëèíèè, íàõîäÿùèåñÿ íà îäíîé ïëîñêîé ïîâåðõíîñòè (ñàòõ ìóñòà-
âèí), êîòîðûå íå âñòðåòÿòñÿ, äàæå åñëè áóäóò ïðîäîëæåíû â îáå
ñòîðîíû íåîãðàíè÷åííî» [13, ë.3];

îïðåäåëåíèå Ïñåâäî-Òóñè: «Ëþáûå äâå ïðÿìûå ëèíèè, íàõîäÿ-
ùèåñÿ íà îäíîé ïëîñêîé ïîâåðõíîñòè (ñàòõ ìóñòàâèí), åñëè áóäóò
ïðîäîëæåíû â îáå ñòîðîíû íåîãðàíè÷åííî, òî íå ìèíóþò òîãî, ÷òî-
áû ëèáî íå âñòðåòèòüñÿ, ëèáî âñòðåòèòüñÿ, òîãäà ïåðâûå äâå íàçû-
âàþò ïàðàëëåëüíûìè» [14, ñ.4].

Àíàëîãè÷íîå îïðåäåëåíèå ïàðàëëåëüíûõ ïðèâîäèò è àë-Àáõà-
ðè, íî äîáàâëÿåò åùå è àëüòåðíàòèâíîå îïðåäåëåíèå ýòèõ ëèíèé
êàê ýêâèäèñòàíòíûõ – óòâåðæäåíèå, ôàêòè÷åñêè ýêâèâàëåíòíîå ïÿ-
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òîìó ïîñòóëàòó î ïàðàëëåëüíûõ: «Äâå ïàðàëëåëüíûå ëèíèè – òå,
êîòîðûå íàõîäÿòñÿ íà îäíîé ïëîñêîñòè (áàñèò), è åñëè áû áûëè
ïðîäîëæåíû [íåîãðàíè÷åííî] (ýòî óñëîâèå îòñóòñòâóåò çäåñü, ñêî-
ðåå âñåãî, ïî âèíå ïåðåïèñ÷èêà. – È.Ë.) ïðÿìîëèíåéíî â îáå ñòî-
ðîíû, íèêîãäà áû íå âñòðåòèëèñü. Ãîâîðèòñÿ [òàêæå]: äâå ïàðàë-
ëåëüíûå ëèíèè – ýòî äâå ëèíèè, êîòîðûå íàõîäÿòñÿ íà îäíîé ïëîñ-
êîñòè, è åñëè áû áûëè ïðîäîëæåíû ïî ïðÿìîé íåîãðàíè÷åííî, ðàñ-
ñòîÿíèå ìåæäó íèìè áûëî áû âñåãäà îäíèì [è òåì æå] (áóêâ. “ïîñ-
òîÿííî îäíî”. – È.Ë.). Ðàññòîÿíèå (áó�ä) – êðàò÷àéøàÿ ëèíèÿ, ñî-
åäèíÿþùàÿ èõ» [12, ë.2].

Â îïðåäåëåíèè ïàðàëëåëüíûõ êàê ýêâèäèñòàíòíûõ àë-Àáõàðè
âðÿä ëè îñíîâûâàëñÿ èñêëþ÷èòåëüíî íà êîììåíòàðèè àë-Õàéñàìà.
Ïîíÿòèå ýêâèäèñòàíòíûõ ëèíèé ïîÿâëÿåòñÿ ó ìíîãèõ ñðåäíåâåêî-
âûõ àðàáñêèõ ìàòåìàòèêîâ, íî íå â îïðåäåëåíèè ïàðàëëåëüíûõ
ïðÿìûõ, à â òåîðèè ïàðàëëåëüíûõ (è ó Èáí Ñèíû, è àò-Òóñè, è
Ïñåâäî-Òóñè è äð.). Òàê, Èáí àë-Õàéñàì äîêàçûâàåò ñ ïîìîùüþ
ââåäåííîãî èì «îäíîãî ïðîñòîãî» äâèæåíèÿ ïåðïåíäèêóëÿðà ïî
ïðÿìîé, íà êîòîðîé îí âîññòàâëåí (äðóãèìè ñëîâàìè, ñ ïîìîùüþ
ïàðàëëåëüíîãî ïåðåíîñà), ñóùåñòâîâàíèå ðàâíîîòñòîÿùèõ ïðÿìûõ
(ïîäðîáíî ñì.: [27, ñ.52–53; 28]). Â êîíöå ýòîãî äîêàçàòåëüñòâà îí
çàêëþ÷àåò:

«Òàêèì îáðàçîì (òî åñòü äâèæåíèåì ïåðïåíäèêóëÿðà. – È.Ë.)
ìîæíî ïîëó÷èòü äâå [ïðÿìûå] ëèíèè, ðàñïîëîæåííûå íà îäíîé
ïëîñêîé ïîâåðõíîñòè, è ïðè ýòîì, åñëè îíè áóäóò ïðîäîëæåíû â
îáå ñòîðîíû ïðîäîëæåíèåì íåîãðàíè÷åííûì, îíè íå âñòðåòÿòñÿ íè
ñ îäíîé èç äâóõ ñòîðîí, òàê êàê, åñëè ðàññòîÿíèÿ ìåæäó ýòèìè
äâóìÿ ëèíèÿìè ñ ëþáîé ñòîðîíû âñåãäà áóäóò ðàññòîÿíèÿìè ðàâ-
íûìè ïðè óñòðåìëåíèè èõ îáåèõ â êàæäóþ èç äâóõ ñòîðîí, òî íå-
âîçìîæíî, ÷òîáû â êàêîì-òî ìåñòå îíè âñòðåòèëèñü. Òîãäà äâå ïðÿ-
ìûå ïàðàëëåëüíûå ëèíèè ñóùåñòâóþò è òàêèì îáðàçîì èõ ìîæíî
ïðåäñòàâèòü» [17, ë.164–164 îá.].

Ïî ñâèäåòåëüñòâó Ïðîêëà, îïðåäåëåíèå ïàðàëëåëüíûõ êàê ýê-
âèäèñòàíòíûõ ëèíèé äàë åùå Ïîñèäîíèé (II–I ââ. äî í.ý.): «Ïà-
ðàëëåëüíûå ëèíèè – ëèíèè, íàõîäÿùèåñÿ íà îäíîé ïëîñêîñòè, êî-
òîðûå íè ñõîäÿòñÿ, íè ðàñõîäÿòñÿ, íî èìåþò ðàâíûìè âñå ïåðïåí-
äèêóëÿðû, êîòîðûå ïðîâåäåíû ê òî÷êàì îäíîé èç íèõ èç òî÷åê íà
äðóãîé» [19, ñ.138]

Â êîììåíòàðèè àí-Íàéðèçè, íàèáîëåå âåðîÿòíîì èñòî÷íèêå
ñâåäåíèé èñòîðèêî-ìàòåìàòè÷åñêîãî è ìåòîäîëîãè÷åñêîãî õàðàêòåðà
íå òîëüêî äëÿ Èáí àë-Õàéñàìà, íî è äðóãèõ ñðåäíåâåêîâûõ àðàáñ-
êèõ è ëàòèíñêèõ ìàòåìàòèêîâ, ïîñëå îïðåäåëåíèÿ ïàðàëëåëüíûõ ïî
Åâêëèäó (ñì. âûøå) ïðèâîäèòñÿ îáøèðíûé êîììåíòàðèé Ñèìïëè-
êèÿ, íà÷èíàþùèéñÿ ñ îïðåäåëåíèÿ ïàðàëëåëüíûõ êàê ðàâíîîòñòîÿ-
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ùèõ, áëèçêîãî îïðåäåëåíèþ Ïîñèäîíèÿ â ïåðåäà÷å Ïðîêëà (ïîë-
íîñòüþ êîììåíòàðèé Ñèìïëèêèÿ ê îïðåäåëåíèþ ïàðàëëåëüíûõ
ïðèâåäåí â Ïðèëîæåíèè 2.3):

«Ñêàçàë Ñèìïëèêèé: Ýòè ëèíèè íàçûâàþòñÿ ïàðàëëåëüíûìè,
ïîñêîëüêó îíè ñîõðàíÿþò ðàññòîÿíèå, êîòîðîå ìåæäó íèìè, èëè,
[äðóãèìè ñëîâàìè,] ñëîâíî â ñâîåì ïîëîæåíèè îíè íàõîäÿòñÿ ïî-
ñòîÿííî â îäíîì [è òîì æå] ñîñòîÿíèè îòíîñèòåëüíî ðàññòîÿíèÿ,
òàê, ÷òî íå âñòðå÷àþòñÿ è íå îáðàçóþò îäíîé ëèíèè, íå îòäàëÿþòñÿ
îäíà îò äðóãîé íà áîëüøåå ðàññòîÿíèå è íå ðàñõîäÿòñÿ, è íå ðàçëè-
÷àþòñÿ áîëüøèì ðàçëè÷èåì» [20, c.35].

Ôðàçó Ñèìïëèêèÿ «ýòè ëèíèè íàçûâàþòñÿ ïàðàëëåëüíûìè,
ïîñêîëüêó îíè ñîõðàíÿþò ðàññòîÿíèå» ìîæíî ïîíÿòü, îáðàòèâøèñü
ê ýòèìîëîãèè ãðå÷åñêîãî ñëîâà «παρ�λληλος», îçíà÷àþùåãî «ðÿäîì

äðóã ñ äðóãîì, áîê î áîê» (îáðàçîâàíî èç «παρ�» – «ðÿäîì» è

«����λους» – «äðóã äðóãó»). Ñîîòâåòñòâóþùèé àðàáñêèé òåðìèí
äëÿ ïàðàëëåëüíûõ ëèíèé – «ìóòàâàçèéàí» (äâ.÷.) – ïðåäñòàâëÿåò
ñîáîé áóêâàëüíûé ïåðåâîä ýòîãî ãðå÷åñêîãî òåðìèíà è îçíà÷àåò
«èäóùèå áîê î áîê»

Äàëåå íà ïðèìåðå äâóõ ñêðåùèâàþùèõñÿ ïðÿìûõ, ëåæàùèõ â
ïàðàëëåëüíûõ ïëîñêîñòÿõ, Ñèìïëèêèé ïîêàçûâàåò, ÷òî îòñóòñòâèå
ïåðåñå÷åíèÿ ñâîéñòâåííî íå òîëüêî ïàðàëëåëüíûì ïðÿìûì, è çàê-
ëþ÷àåò, ÷òî ýòî îáóñëàâëèâàåò íåîáõîäèìîñòü òîãî, ÷òîáû â îïðå-
äåëåíèè ïàðàëëåëüíûõ óòâåðæäàëîñü èëè èõ íàõîæäåíèå â îäíîé
ïëîñêîñòè (÷òî, íàïðèìåð, óïóñòèë â ñâîåì îïðåäåëåíèè ïàðàë-
ëåëüíûõ Èáí Ñèíà), èëè ñîõðàíåíèå ðàññòîÿíèÿ ìåæäó íèìè.

Îí ðàññìàòðèâàåò îïðåäåëåíèå ïàðàëëåëüíûõ êàê ýêâèäèñ-
òàíòíûõ ëèíèé «Íàëëèñà», êîòîðîãî Ò.Ë.Õèç èäåíòèôèöèðóåò
êàê Ïîñèäîíèÿ [25, ò.1, c.190], íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî ýòî îïðåäå-
ëåíèå îòëè÷àåòñÿ îò îïðåäåëåíèÿ Ïîñèäîíèÿ, ïðîöèòèðîâàííîãî
Ïðîêëîì: «Äåéñòâèòåëüíî, îíè – òàêèå ëèíèè, ÷òî åñëè îíè îáå
áóäóò ïðîäîëæåíû ïðîäîëæåíèåì íåîãðàíè÷åííûì â îáå ñòîðî-
íû, áóäåò ðàññòîÿíèå ìåæäó îáåèìè, òî åñòü ïåðïåíäèêóëÿð, êî-
òîðûé ïàäàåò èç ëþáîé èç äâóõ íà äðóãóþ, âñåãäà ðàâíûì, íåèç-
ìåííûì» [20, c.36].

Êîììåíòèðóÿ ýòî, Ñèìïëèêèé óòâåðæäàåò, ÷òî òàêîå îïðåäåëå-
íèå íå íóæäàåòñÿ â óïîìèíàíèÿ ïåðïåíäèêóëÿðà, äîñòàòî÷íî óêà-
çàíèÿ, ÷òî ðàññòîÿíèå ìåæäó ïðÿìûìè ïîâñþäó ðàâíî è íåèçìåí-
íî, íî, ÷òîáû ïîíÿòü ýòî, æåëàòåëüíî ñêàçàòü, ÷òî ýòî ðàññòîÿíèå –
èõ îáùèé ïåðïåíäèêóëÿð. Ó àë-Àáõàðè â îïðåäåëåíèè ïàðàëëåëü-
íûõ êàê ýâèäèñòàíòíûõ ýòî «æåëàòåëüíîå ïîÿñíåíèå» îòñóòñòâóåò.
Îòñóòñòâóåò îíî è â ðàññìàòðèâàåìîì Ñèìïëèêèåì îïðåäåëåíèè
ôèëîñîôà Àãàíèñà, ïðåäïîëîæèòåëüíî, ñîâðåìåííèêà Ïîñèäîíèÿ
(ñì.: Ïðèëîæåíèå 2.3).
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Î áåñêîíå÷íîì ïðîäîëæåíèè ïðÿìûõ. Ãîâîðÿ î íåîãðàíè÷åí-
íîì ïðîäîëæåíèè ïðÿìûõ â ñâîèõ äâóõ îïðåäåëåíèÿõ ïàðàëëåëü-
íûõ, ôèëîñîô è ëîãèê àë-Àáõàðè ïðèáåãàåò ê êîíñòðóêöèè óñëîâ-
íî-èððåàëüíîãî ïðåäëîæåíèÿ, âûðàæàþùåãî óñëîâíî-èððåàëüíîå
äåéñòâèå. Â ðóññêîì ïåðåâîäå ýòî ïåðåäàåòñÿ ñ ïîìîùüþ óñëîâíîãî
ïðåäëîæåíèÿ ñ ãëàãîëàìè â ñîñëàãàòåëüíîì íàêëîíåíèè ãèïîòåòè-
÷åñêîãî çíà÷åíèÿ: «åñëè áû áûëè ïðîäîëæåíû íåîãðàíè÷åííî ïðÿ-
ìîëèíåéíî â îáå ñòîðîíû, íèêîãäà áû íå âñòðåòèëèñü» è «åñëè áû
áûëè ïðîäîëæåíû ïî ïðÿìîé íåîãðàíè÷åííî, ðàññòîÿíèå ìåæäó
íèìè áûëî áû âñåãäà îäíèì è òåì æå». Âïîëíå äîïóñòèìî, ÷òî
ýòèì àë-Àáõàðè ïðåäíàìåðåííî àêöåíòèðîâàë ôðàçó, â êîòîðîé
ðå÷ü èäåò î âîçìîæíîñòè áåñêîíå÷íîãî ïðîäîëæåíèÿ ïðÿìûõ, ÷òî,
ïîìèìî îáðàùåíèÿ â ðàìêàõ ãåîìåòðèè Åâêëèäà ñ åå îãðàíè÷åííû-
ìè ïðÿìûìè è ïëîñêîñòÿìè ê ïîíÿòèþ ïîòåíöèàëüíîé áåñêîíå÷íîñ-
òè, åùå è ïðîòèâîðå÷èò êîñìîëîãèè Àðèñòîòåëÿ, ñîãëàñíî êîòîðîé
ìèð êîíå÷åí è îãðàíè÷åí ñôåðîé íåïîäâèæíûõ çâåçä, è åãî òåçèñó
î íåâîçìîæíîñòè ñóùåñòâîâàíèÿ áåñêîíå÷íûõ ÷óâñòâåííî âîñïðè-
íèìàåìûõ òåë.

Àíàëîãè÷íî ïîñòóïèë â ñâîåé ôîðìóëèðîâêå îïðåäåëåíèÿ ïà-
ðàëëåëüíûõ è âûäàþùèéñÿ ôèëîñîô è ëîãèê Èáí Ñèíà, èñõîäÿ,
âåðîÿòíî, èç òåõ æå ñîîáðàæåíèé. Â ýòîé ñâÿçè èíòåðåñíû åãî ãåî-
ìåòðè÷åñêèå àðãóìåíòû, îïðîâåðãàþùèå ñóùåñòâîâàíèå áåñêîíå÷-
íîé ïðîòÿæåííîñòè, ïðèâåäåííûå àò-Òóñè â íåáîëüøîì ìåòàôèçè-
÷åñêîì ñî÷èíåíèè «Î äåëåíèè ñóùèõ». Èáí Ñèíà äîïóñêàåò, ÷òî
áåñêîíå÷íàÿ ïðîòÿæåííîñòü âîçìîæíà; òîãäà ñòîðîíû, íàïðèìåð,
óãëà ìîãóò áûòü áåñêîíå÷íî ïðîäîëæåíû; åñëè ñòîðîíû óãëà áåñêî-
íå÷íû, òî è ðàññòîÿíèå ìåæäó íèìè òàêæå áóäåò áåñêîíå÷íûì; íî
ýòî ðàññòîÿíèå çàêëþ÷åíî ìåæäó ñòîðîíàìè óãëà, à âñå, ÷òî îõâà-
òûâàåòñÿ äâóìÿ âåùàìè, îáëàäàåò ïåðâûì è ïîñëåäíèì ýëåìåíòîì;
ñëåäîâàòåëüíî, ýòî ðàññòîÿíèå íå áåñêîíå÷íî; èòàê, òî, ÷òî ìûñëè-
ëîñü áåñêîíå÷íûì, îêàçàëîñü êîíå÷íûì, ñëåäîâàòåëüíî, áåñêîíå÷-
íàÿ ïðîòÿæåííîñòü íåâîçìîæíà [26, ñ.30]. Çàìåòèì, ÷òî ïðè ýòîì
óãîë îêàçûâàåòñÿ â íåêîòîðîì ñìûñëå êîíå÷íûì ãåîìåòðè÷åñêèì
îáúåêòîì, à òàêîé âûâîä âïîëíå ìîã áûòü èñïîëüçîâàí àðàáñêèìè
ó÷åíûìè êàê îáîñíîâàíèå ïðàâîìåðíîñòè ñðàâíåíèÿ óãëîâ (÷àñòè÷-
íî íåîãðàíè÷åííûõ ãåîìåòðè÷åñêèõ îáúåêòîâ) ìåòîäîì íàëîæåíèÿ
(ïðèìåíèìûì äëÿ îãðàíè÷åííûõ ãåîìåòðè÷åñêèõ îáúåêòîâ), íàïðè-
ìåð, â äîêàçàòåëüñòâå ÷åòâåðòîãî ïîñòóëàòà Åâêëèäà î ðàâåíñòâå
âñåõ ïðÿìûõ óãëîâ.

Íà ýòîì ìîìåíòå – ôðàçå èç îïðåäåëåíèÿ ïàðàëëåëüíûõ î áåñ-
êîíå÷íîì ïðîäîëæåíèè ïðÿìûõ – ñïåöèàëüíî îñòàíîâèëñÿ â ñâîåì
êîììåíòàðèè Èáí àë-Õàéñàì. Îí ïîäâåðã êðèòèêå îïðåäåëåíèå Åâ-
êëèäà âñëåäñòâèå íåâîçìîæíîñòè ïðåäñòàâèòü óòâåðæäàåìîå â íåì
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áåñêîíå÷íîå, «íå äîñòèãàþùåå êîíöà» ïðîäîëæåíèå ïðÿìûõ è ñó-
ùåñòâîâàíèå áåñêîíå÷íûõ ïðÿìûõ. Ïðåäñòàâèòü, êàê îí óòâåðæäà-
åò, ìîæíî âñå òîëüêî îãðàíè÷åííîå (êîíå÷íîå), â òîì ÷èñëå è ëè-
íèè. Çäåñü Èáí àë-Õàéñàì îòâåðãàåò äàæå ñàìó âîçìîæíîñòü âîîá-
ðàçèòü, ïîìûñëèòü ÷òî-ëèáî áåñêîíå÷íîå (ýòî îòäåëüíàÿ òåìà äëÿ
èññëåäîâàíèÿ, òðåáóþùàÿ áîëåå øèðîêîãî êîíòåêñòà, ïðèâëå÷åíèÿ
íå òîëüêî êîììåíòàðèÿ àë-Õàéñàìà, íî è äðóãèõ ôèëîñîôñêèõ è
ìàòåìàòè÷åñêèõ ñî÷èíåíèé ñðåäíåâåêîâûõ àðàáñêèõ ó÷åíûõ).

Â êà÷åñòâå ðåøåíèÿ ýòîé ïðîáëåìû îí ïðåäëàãàåò îðèãèíàëü-
íûé ìåòîä, ïîçâîëÿþùèé, ïî åãî ìíåíèþ, ïðåäñòàâèòü ñóùåñòâîâà-
íèå òàêèõ áåñêîíå÷íûõ ïðÿìûõ, â îñíîâàíèè êîòîðîãî ìîæíî óñ-
ìîòðåòü àðèñòîòåëåâñêîå ïîíÿòèå áåñêîíå÷íîãî îò ïðèáàâëåíèÿ èëè
ýêñòåíñèâíîé áåñêîíå÷íîñòè: íåîáõîäèìî âçÿòü îòðåçîê è ïðèñòà-
âèòü ê íåìó äðóãîé îòðåçîê, ñîõðàíÿÿ íàïðàâëåíèå ïåðâîãî, ïðè
ýòîì òàêîé ñîñòàâëåííûé îòðåçîê ñóùåñòâóåò, çàòåì ê ñâîáîäíîìó
êîíöó âòîðîãî îòðåçêà ïðèñòàâèòü â åãî íàïðàâëåíèè åùå îäèí îò-
ðåçîê è ò.ä.; òàêèå æå äåéñòâèÿ íåîáõîäèìî ïðåäïðèíÿòü ïî îòíî-
øåíèþ ê äðóãîìó êîíöó ïåðâîãî îòðåçêà. Òîãäà àë-Õàéñàì óòâåðæ-
äàåò, ÷òî èìåííî òàêèì îáðàçîì ìîæíî ïðåäñòàâèòü ñóùåñòâîâàíèå
«îãðàíè÷åííîé ïðÿìîé», ïðîäîëæàþùåéñÿ â îáå ñòîðîíû áåñêîíå÷-
íî, ïîñêîëüêó åå ìîæíî íåîãðàíè÷åííî ïðîäëåâàòü â îáå ñòîðîíû
äðóãèìè ïðèñîåäèíåííûìè ê åå êîíöàì «îãðàíè÷åííûìè ïðÿìûìè»
(ýòîò ôðàãìåíò, êàê è äîêàçàòåëüñòâî Èáí àë-Õàéñàìà ïÿòîãî ïî-
ñòóëàòà, ïåðåâåäåí íà ðóññêèé ÿçûê Á.À.Ðîçåíôåëüäîì, ñì.: [27,
ñ.49–50; 28]).

Ñèìïëèêèé â ñâîèõ êîììåíòàðèÿõ ê îïðåäåëåíèþ ïàðàëëåëü-
íûõ (ñì.: Ïðèëîæåíèå 2.3), ñëåäóÿ ñõåìå, ïîäîáíîé òîé, ÷òî ïðè-
ìåíèë Ïðîêë, òî åñòü, àíàëèçèðóÿ íåîáõîäèìîñòü è ñóùíîñòü êàæ-
äîé ôðàçû îïðåäåëåíèÿ ïàðàëëåëüíûõ Åâêëèäà, òàêæå íå îñòàâèë
áåç âíèìàíèÿ óòâåðæäàåìîå â íåì áåñêîíå÷íîå ïðîäîëæåíèå ïðÿ-
ìûõ, ÷òî, ïî åãî ìíåíèþ, ðåàëèçóåòñÿ â âîîáðàæåíèè: «×òî êàñàåò-
ñÿ åãî âûñêàçûâàíèÿ «åñëè áóäóò ïðîäîëæåíû ïðîäîëæåíèåì ïîñ-
òîÿííûì íåîãðàíè÷åííî», òî îí ãîâîðèë [îá] ýòîì, òîëüêî êàê [î]
âîîáðàæàåìîì, ÷òîáû íå íàäëåæàëî èì îáåèì ïðåêðàùåíèå ýòîãî,
÷òîáû èõ ïðîäîëæåíèå äîïóñêàëîñü ñôåðîé íåïîäâèæíûõ çâåçä...»
[20, c.39].

Åùå ðàç î äîêàçàòåëüñòâå àë-Àáõàðè ïÿòîãî ïîñòóëàòà. Êàê
óæå îòìå÷àëîñü, òðàêòàò «Óëó÷øåíèå Íà÷àë Åâêëèäà» àë-Àáõàðè
ïîëó÷èë èçâåñòíîñòü, áëàãîäàðÿ ïîìåùåííîìó â íåì äîêàçàòåëüñò-
âó àâòîðà ïÿòîãî ïîñòóëàòà, êîòîðîå âïîñëåäñòâèè áûëî âîñïðîèç-
âåäåíî àð-Ðóìè â åãî êîììåíòàðèè ê òðàêòàòó àñ-Ñàìàðêàíäè
«Ïðåäëîæåíèÿ îáîñíîâàíèÿ». Ýòî äîêàçàòåëüñòâî áûëî îïóáëèêî-
âàíî è ïðîêîììåíòèðîâàíî â ðóññêîì ïåðåâîäå Á.À.Ðîçåíôåëüäîì,
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òóðåöêîì è ôðàíöóçñêîì ïåðåâîäàõ Õ.Äèëüãàíîì, âûïîëíåííûì
ïî ðóêîïèñÿì êîììåíòàðèÿ àð-Ðóìè (Ðîññèéñêîé íàöèîíàëüíîé
áèáëèîòåêè (¹133/3 è ¹241/2) è Ñòàìáóëüñêîãî òåõíè÷åñêîãî
óíèâåðñèòåòà (4316/5075) ñîîòâåòñòâåííî). Îäíàêî îáà ó÷åíûõ ñ
êàêîé-òî íåïîñòèæèìîé ëîãèêîé îøèáî÷íî ïðèïèñàëè ýòî äîêàçà-
òåëüñòâî àñ-Ñàìàðêàíäè, íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî îáà èñõîäèëè èç ðó-
êîïèñåé êîììåíòàðèÿ àð-Ðóìè, â êîòîðîì àâòîðñòâî àë-Àáõàðè
óêàçàíî ÿâíî: «ôèëîñîô Àñèð àä-Äèí àë-Àáõàðè ñêàçàë...».

Àë-Àáõàðè ïîìåñòèë ñâîþ ïîïûòêó äîêàçàòü ïÿòûé ïîñòóëàò
ìåæäó 28 è 29 ïðåäëîæåíèÿìè ïåðâîé êíèãè «Íà÷àë». Òàêîå ðàñ-
ïîëîæåíèå äîêàçàòåëüñòâà ýòîãî ïîñòóëàòà, ïðèñóùåå âñåì èçâåñò-
íûì ìíå îáðàáîòêàì «Íà÷àë» Åâêëèäà è êîììåíòàðèÿì ê íèì (â
òîì ÷èñëå è ðàññìàòðèâàåìûì â ñòàòüå), ëîãè÷åñêè îáîñíîâàííî, î
÷åì â ÿâíîì âèäå ãîâîðèòñÿ â êîììåíòàðèè Èáí àë-Õàéñàìà: «Â
ýòîì äîêàçàòåëüñòâå ñëåäóåò ïîëüçîâàòüñÿ ïðåäëîæåíèÿìè êíèãè, â
äîêàçàòåëüñòâå êîòîðûõ íå èñïîëüçóåòñÿ ýòà ïðåäïîñûëêà... Ýòà
ïðåäïîñûëêà âïåðâûå èñïîëüçóåòñÿ â äâàäöàòü äåâÿòîì ïðåäëîæå-
íèè ïåðâîé êíèãè [“Íà÷àë”]. Ñëåäîâàòåëüíî, åå ìåñòî â êíèãå ïå-
ðåä ýòèì ïðåäëîæåíèåì. Åñëè îíà íå èñïîëüçóåòñÿ íè â îäíîì èç
ïåðâûõ äâàäöàòè âîñüìè ïðåäëîæåíèé ïåðâîé êíèãè è óæå ñäåëàíà
ïðåäëîæåíèåì êíèãè, òî â åå äîêàçàòåëüñòâå äîïóñêàåòñÿ èñïîëüçî-
âàíèå ïåðâûõ äâàäöàòè âîñüìè ïðåäëîæåíèé èëè íåêîòîðûõ èç
íèõ» [17, ë.170–170 îá.].

Â Ïðèëîæåíèè 3 ïðåäñòàâëåí ïåðåâîä äîêàçàòåëüñòâà àë-Àáõà-
ðè ïî äóáëèíñêîé ðóêîïèñè è ïåðåâîä ñîîòâåòñòâóþùåãî ôðàãìåí-
òà êîììåíòàðèÿ àð-Ðóìè ïî ðóêîïèñè Íàó÷íîé áèáëèîòåêè èì.
Í.È.Ëîáà÷åâñêîãî Êàçàíñêîãî ôåäåðàëüíîãî óíèâåðñèòåòà (àðàá.
¹ 97). Êàê ïîêàçûâàåò ñðàâíåíèå ýòèõ ôðàãìåíòîâ, àð-Ðóìè âîñï-
ðîèçâåë äîêàçàòåëüñòâî àë-Àáõàðè áåç ñóùåñòâåííûõ èçìåíåíèé è
êîììåíòàðèåâ, ãëàâíûì îáðàçîì, ñîêðàòèâ îïèñàíèÿ àíàëîãè÷íûõ
ïîñòðîåíèé è óòî÷íèâ â íåñêîëüêèõ ìåñòàõ ïðåäëîæåíèÿ «Íà÷àë»
Åâêëèäà, èç êîòîðûõ ñëåäóåò òî èëè èíîå çàêëþ÷åíèå.

Òàêèì îáðàçîì, Á.À.Ðîçåíôåëüä ïðåäñòàâèë â [27, ñ.101–104]
èìåííî äîêàçàòåëüñòâî àë-Àáõàðè è òàì æå èñ÷åðïûâàþùå èçëî-
æèë åãî îñîáåííîñòè, ñâîäÿùèåñÿ ê ñëåäóþùåìó. Îñíîâíûå èäåè
ýòîãî äîêàçàòåëüñòâà âîñõîäÿò ê Ñèìïëèêèþ (VI â.), äîêàçàòåëüñò-
âî êîòîðîãî áûëî êðàòêî èçëîæåíî àë-Õàíàôè â ïåðåïèñêå ñ àò-Òó-
ñè [27, ñ.24–25, 101; 29]. Òàê, ïîäîáíî Ñèìïëèêèþ, àë-Àáõàðè íà-
÷èíàåò ñ äîêàçàòåëüñòâà ëåììû î òîì, ÷òî â óãëå ìîæíî ïðîâåñòè
áåñêîíå÷íî ìíîãî «õîðä» (ïðÿìûõ, ïåðåñåêàþùèõ îáå åãî ñòîðî-
íû), ÿâëÿþùèõñÿ îñíîâàíèÿìè ðàâíîáåäðåííîãî òðåóãîëüíèêà è
íàõîäÿùèõñÿ äðóã ïîä äðóãîì. Äàëåå îí ïðîâîäèò äîêàçàòåëüñòâî
ïîñòóëàòà äëÿ òðåõ ñëó÷àåâ (êîãäà ñåêóùàÿ ïåðåñåêàåò äâå äàííûå
ïðÿìûå ïîä ïðÿìûì è îñòðûì óãëàìè, ïîä îñòðûìè óãëàìè, ïîä
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îñòðûì è òóïûì óãëàìè). Ïðè ýòîì îí ïîëàãàåòñÿ íà óòâåðæäåíèå,
êîòîðîå, ïî-âèäèìîìó, ñ÷èòàåò ñëåäñòâèåì èç ëåììû: ïîä êàæäîé
òî÷êîé áèññåêòðèñû óãëà ìîæíî ïðîâåñòè «õîðäó». Äðóãèìè ñëîâà-
ìè, èñõîäèò èç óòâåðæäåíèÿ, ýêâèâàëåíòíîãî ïÿòîìó ïîñòóëàòó,
òåì ñàìûì ñîâåðøàÿ ëîãè÷åñêóþ îøèáêó circulus in demonstrando.
À òàêæå íåÿâíî ïðèìåíÿåò åùå è àêñèîìó Ïàøà (åñëè ïðÿìàÿ ïå-
ðåñåêàåò îäíó èç ñòîðîí òðåóãîëüíèêà, òî îíà äîëæíà ïåðåñå÷ü è
äðóãóþ ñòîðîíó åãî).

Ïðèëîæåíèå 1
�Àëàì àä-Äèí Êàéñàð î ïîñòðîåíèè êðóãà, ðàâíîãî äâóì äàí-

íûì êðóãàì [12, ë.126 îá.]: «Èç ïîëó÷åííîãî ‘Àëàì àä-Äèíîì
Êàéñàðîì, äà ñìèëóåòñÿ íàä íèì Àëëàõ. Ìû õîòèì ïîñòðîèòü
êðóã, ðàâíûé äâóì äàííûì êðóãàì. Ïóñòü ÀÂ, ÑD – äèàìåòðû
äâóõ äàííûõ êðóãîâ. Ìû õîòèì ïîñòðîèòü êðóã, ðàâíûé ïî ïëîùà-
äè (áóêâ. «ïî ïëîñêîñòè») ïëîùàäÿì (áóêâ. «ïëîñêîñòÿì») ýòèõ
êðóãîâ. Ïðîâåäåì èç òî÷êè Â ëèíèþ ÂÅ ïîä ïðÿìûì óãëîì [ê ÀÂ]
è îòëîæèì åå, ðàâíîé äèàìåòðó ÑD. Ñîåäèíèì ÀE. ß ãîâîðþ, ÷òî
ÀÅ – äèàìåòð èñêîìîãî êðóãà. Äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî. Åñëè îòíîøå-
íèå êâàäðàòà [íà] ÀÂ ê êâàäðàòó [íà] ÑD, òî åñòü ê êâàäðàòó [íà]
ÂÅ, êàê îòíîøåíèå êðóãà, äèàìåòð êîòîðîãî ÀÂ, ê êðóãó, äèàìåòð
êîòîðîãî ÑÂ, òî, åñëè ñîñòàâèì, áóäåò [ñîñòàâëåííîå] îòíîøåíèå
êâàäðàòîâ [íà] ëèíèÿõ ÀÂ, ÂÅ, òî åñòü [îòíîøåíèå] êâàäðàòà [íà]
ÀÅ ê êâàäðàòó [íà] ÂÅ, êàê îòíîøåíèå äâóõ êðóãîâ, äèàìåòðû êî-
òîðûõ ëèíèè ÀÂ, ÑD, ê êðóãó, äèàìåòð êîòîðîãî åñòü ëèíèÿ ÂÅ.
Îòíîøåíèå êâàäðàòà [íà] ÀÅ ê êâàäðàòó [íà] ÂÅ, êàê îòíîøåíèå
êðóãà, äèàìåòð êîòîðîãî ÀÅ, ê êðóãó, äèàìåòð êîòîðîãî ÂÅ. Òîãäà
îòíîøåíèå äâóõ êðóãîâ, äèàìåòðû êîòîðûõ ÀÂ, ÑD, ê êðóãó, äèà-
ìåòð êîòîðîãî ÂÅ, êàê îòíîøåíèå êðóãà, äèàìåòð êîòîðîãî ÀÅ, ê
êðóãó, äèàìåòð êîòîðîãî ÂÅ. Òîãäà äâà êðóãà, äèàìåòðû êîòîðûõ
ÀÂ, ÑD, ðàâíû êðóãó, äèàìåòð êîòîðîãî ÀÅ. È ýòî òî, ÷òî ìû õî-
òåëè äîêàçàòü».

Â äîêàçàòåëüñòâå èñïîëüçóåòñÿ ïðåäëîæåíèå XII.2 «Íà÷àë»
Åâêëèäà (êðóãè îòíîñÿòñÿ äðóã ê äðóãó, êàê êâàäðàòû íà èõ äèà-
ìåòðàõ), îáùàÿ òåîðèÿ îòíîøåíèé, â ÷àñòíîñòè ïðåäëîæåíèå V.18
«Íà÷àë» (åñëè âåëè÷èíû ïðîïîðöèîíàëüíû «âûäåëÿåìûå», òî
îíè áóäóò ïðîïîðöèîíàëüíû è «ñîñòàâëåííûå», òî åñòü, åñëè
a b c d= , òî (a b) b (c d) d+ = + )), è ïðåäëîæåíèå I.47 – òåîðåìà
Ïèôàãîðà.

Â ñîâðåìåííûõ îáîçíà÷åíèÿõ îáîñíîâàíèå ýòîãî ïîñòðîåíèÿ
ìîæíî çàïèñàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì: AB ÑD ÀÂ ÂÅ2 2 2 2= ïî ïîñ-

òðîåíèþ; èç ïðåäëîæåíèÿ XII.2 ñëåäóåò, ÷òî AB ÂÅ S S2 2
ÀÂ ÑD=

(SÀÂ, SÑD – ïëîùàäè êðóãîâ ñ ñîîòâåòñòâåííûìè äèàìåòðàìè); äà-
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ëåå, èç ïðåäëîæåíèÿ V.18 «Íà÷àë» è ïðåäëîæåíèÿ I.47 ñëåäóåò,
÷òî (ÀÂ ÂÅ ) ÂÅ2 2 2+ = ÀÅ ÂÅ (S2 2

ÀÂ= + S ) SÑD ÑD = (SÀÂ +
+S ) SÑD ÂÅ; ñ äðóãîé ñòîðîíû, ÀÅ ÂÅ S S2 2

ÀÅ ÂÅ= ïî ïðåäëîæå-
íèþ XII.2; òàêèì îáðàçîì, S S (S S ) SÀÅ ÂÅ ÀÂ ÑD ÂÅ= + ; ñëåäîâà-
òåëüíî, S S SÀÂ ÑD ÀÅ+ = .

Ïðèëîæåíèå 2
1. Ñèìïëèêèé îá îïðåäåëåíèÿõ ïðÿìîé:
«Äðóãèå îïðåäåëÿëè ïðÿìóþ ëèíèþ, ãîâîðÿ, ÷òî îíà – òà, êî-

òîðàÿ èñêëþ÷èòåëüíî óïîðÿäî÷åíà.
Äðóãèå îïðåäåëÿëè åå è ãîâîðèëè: “Ëèíèÿ ïðÿìàÿ – òà, âñå

÷àñòè êîòîðîé òàêîâû, ÷òî ñîâìåùàþòñÿ, âñå åå ÷àñòè [è] ñî âñåõ
ñòîðîí”. Èáî, åñëè è íàêëàäûâàþòñÿ äðóã íà äðóãà ÷àñòè îêðóæ-
íîñòè, òî èõ ñîâìåùåíèå áóäåò íå ñ ëþáîé ñòîðîíû, ïîñêîëüêó,
åñëè òû ïîìåñòèøü [îäíó] åå âûïóêëóþ ÷àñòü íà äðóãóþ åå âû-
ïóêëóþ ÷àñòü, òî îíè áóäóò êàñàòüñÿ (òàìàñà) äðóã äðóãà òîëüêî
â îäíîé òî÷êå, êàê êàñàþòñÿ îêðóæíîñòè, è íå ñîâìåñòÿòñÿ, à
åñëè òû ïîìåñòèøü âîãíóòóþ [÷àñòü] íà âîãíóòóþ, òî îíè áóäóò
ñîïðèêàñàòüñÿ (òàëàìàñà) äðóã ñ äðóãîì â äâóõ òî÷êàõ è íå ñîâ-
ìåñòÿòñÿ.

Äðóãèå åå îïðåäåëÿëè, ãîâîðÿ, ÷òî ëèíèÿ ïðÿìàÿ – òà, êîòî-
ðàÿ, åñëè íåïîäâèæíû åå äâà êîíöà, òàêæå íåïîäâèæíà è íå ñäâè-
íåòñÿ (éàíòàêêóëó) ñî ñâîåãî ïîëîæåíèÿ, ïîäîáíî îñè. Èáî [â ñëó-
÷àå] äóãîîáðàçíûõ ëèíèé, åñëè èõ êîíöû íåïîäâèæíû, êàê äâà ïî-
ëþñà, ýòî íå ïðåïÿòñòâóåò (áóêâ. “óäåðæèâàåò”. – È.Ë.) èõ äâèæå-
íèþ (òî åñòü âðàùåíèþ. – È.Ë.) è ïåðåìåùåíèþ (èíòàêàëà) ñ ìåñ-
òà íà ìåñòî, ïîäîáíî ïîëóêðóãó, îõâàòûâàþùåìó äâà ïîëþñà (â
òåêñòå “äâå òî÷êè”. – È.Ë.). ×òî êàñàåòñÿ ïðÿìîé ëèíèè, òî, åñëè
ìû ïðåäñòàâèì åå äâèæóùåéñÿ (òî åñòü âðàùàþùåéñÿ. – È.Ë.) è
äâà åå êîíöà íåïîäâèæíûìè (áóêâ. “ñîõðàíÿþùèìèñÿ”. – È.Ë.),
îíà íå ïåðåìåñòèòñÿ ñî ñâîåãî ïîëîæåíèÿ. Ïîýòîìó äðóãèå îïðåäå-
ëÿëè åå, ãîâîðÿ: ëèíèÿ ïðÿìàÿ – òà, êîòîðàÿ, åñëè åå âðàùàòü âîê-
ðóã äâóõ êîíöîâ, íå ïåðåìåñòèòñÿ ñî ñâîåãî ïîëîæåíèÿ. ×òî êàñà-
åòñÿ êðóãà, òî, åñëè îí âðàùàåòñÿ (áóêâ. “äâèãàåòñÿ”. – È.Ë.) âîê-
ðóã îäíîãî èç äâóõ åå êîíöîâ, è ýòî – åãî öåíòð, îí íå ïåðåìåñòèò-
ñÿ ñî ñâîåãî ïîëîæåíèÿ â äðóãîå, îòëè÷íîå îò ýòîãî ïîëîæåíèå. Íî
åñëè îí áóäåò âðàùàòüñÿ (áóêâ. “äâèãàòüñÿ”. – È.Ë.) âîêðóã äâóõ
òî÷åê, ïîäîáíûõ äâóì ïîëþñàì, òî, äåéñòâèòåëüíî, îí ïåðåìåñòèò-
ñÿ ñî ñâîåãî ïîëîæåíèÿ.

Íåîáõîäèìî çíàòü, ÷òî îïðåäåëåíèå, ñ ïîìîùüþ êîòîðîãî Åâê-
ëèä îïðåäåëèë ïðÿìóþ ëèíèþ ñàìîå õàðàêòåðíîå è âûäàþùååñÿ
(òàêæå “çàñëóæèâàþùåå âíèìàíèå”. – È.Ë.) èç âñåõ îïðåäåëåíèé,
êîòîðûìè îïðåäåëÿþò åå äðóãèå. Ýòî ïîòîìó, ÷òî íåêîòîðûå èç
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íèõ ïîëó÷àþòñÿ ïóòåì âûâîäà, à íåêîòîðûå èç íèõ ïîëó÷àþòñÿ èç
ñðàâíåíèÿ îäíèõ ëèíèé ñ äðóãèìè. Èç âñåãî ýòîãî íàì ñòàíîâèòñÿ
ÿñíî, ÷òî ïðÿìàÿ ëèíèÿ – áîëåå ïðîñòàÿ è ïåðâè÷íàÿ ïî îòíîøå-
íèþ ê êðóãîâîé [ëèíèè], ïîñêîëüêó [åñëè] åñòü ïðÿìàÿ ëèíèÿ, [òî]
ñîâìåùàåòñÿ [ëþáàÿ] åå ÷àñòü ñ äðóãîé, [íå]ñìîòðÿ íà èõ ìåñòîïî-
ëîæåíèå, è ýòî íå ïðîèñõîäèò ñî âñåìè ïðî÷èìè ëèíèÿìè. Ýòî ïî-
òîìó, ÷òî ïðÿìàÿ ëèíèÿ – ïëîñêàÿ è òàêàÿ åäèíñòâåííàÿ, ëèíèÿ
æå, îòëè÷íàÿ îò ïðÿìîé, – âûïóêëà [è] âîãíóòà îäíîâðåìåííî.
Ïðÿìàÿ ëèíèÿ – åþ îïðåäåëÿþò è åþ èçìåðÿþò, ïîñêîëüêó îíà
êðàò÷àéøàÿ èõ ëèíèé, êîíöû êîòîðûõ åñòü åå êîíöû. È íåò äðóãîé
ëèíèè, ïîäîáíîé åé» [19, c.3–6].

2. Ñèìïëèêèé îá îïðåäåëåíèÿõ ïëîñêîñòè:
«×òî êàñàåòñÿ Åâêëèäà, òî îí âûáðàë èç âèäîâ ïîâåðõíîñòè

òîëüêî îäèí âèä, êàê îí ïîñòóïèë [è â ñëó÷àå] ëèíèé è èõ âèäîâ.
È îí âûáðàë èç íèõ ïëîñêóþ ïîâåðõíîñòü (àë-áàñèò àë-ìàñèõ) è
îïðåäåëèë åå ñ òîé æå òî÷êè çðåíèÿ, ñ êîòîðîé îí îïðåäåëèë ïðÿ-
ìóþ ëèíèþ. Äåéñòâèòåëüíî, ïîëîæåíèå ïðÿìîé ëèíèè ñðåäè ëèíèé
ïîäîáíî ïîëîæåíèþ ïëîñêîé ïîâåðõíîñòè (àë-áàñèò àë-ìàñèõ), òî
åñòü ïëîñêîñòè (àë-ìóñàòòàõ), ñðåäè ïîâåðõíîñòåé. Ðàññòîÿíèå
ïëîñêîñòè (ñàòõ, òàêæå «ïîâåðõíîñòü». – È.Ë.) ðàâíî ðàññòîÿíèþ,
êîòîðîå ìåæäó ïðÿìûìè ëèíèÿìè, êîòîðûå åå îõâàòûâàþò. È ýòî –
îãðàíè÷åííîå ðàññòîÿíèå, êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ êðàò÷àéøèì èç ðàññòî-
ÿíèé. Áîëåå òîãî, åñëè íå ñëó÷èòñÿ ïàðàëëåëîãðàìì, íî áóäåò ðàññ-
òîÿíèå ìåæäó ëèíèÿìè íà åå ðàçíûõ ÷àñòÿõ ðàçëè÷íî, ýòî óòâåðæ-
äåíèå î íåì òàêæå áóäåò âåðíî. Òàê, åñëè â êàêîé-íèáóäü åå ÷àñòè
âçÿòî êðàò÷àéøåå ðàññòîÿíèå, [êîòîðîå ìåæäó ëèíèÿìè, ÿâëÿþùè-
ìèñÿ åå äâóìÿ ãðàíèöàìè, è äàæå åñëè ýòî ðàññòîÿíèå] (ýòî âñòàâ-
êà èç êîììåíòàðèÿ Ãåðàðäà Êðåìîíñêîãî. – È.Ë.) ìåæäó íèìè
îáåèìè áóäåò íà îäíèõ åå ÷àñòÿõ áîëüøå è íà äðóãèõ ÷àñòÿõ ìåíü-
øå, òî ïîâåðõíîñòü (áàñèò), êîòîðàÿ ìåæäó ëèíèÿìè, áóäåò ðàâíà
åìó.

Äðóãèå îïðåäåëÿëè ïëîñêóþ ïîâåðõíîñòü (àë-áàñèò àë-ìóñàò-
òàõ), ãîâîðÿ, ÷òî ïëîñêàÿ ïîâåðõíîñòü – òàêàÿ, ÷òî, åñëè íà íåå ïî-
ìåñòèòü ïðÿìóþ ëèíèþ, êàê óãîäíî ïîìåñòèòü íà íåå, îíà, [ïðÿìàÿ
ëèíèÿ,] ñîâìåñòèòñÿ ñ íåé. È òàêæå ãîâîðÿò, ÷òî ýòî ïîâåðõíîñòü
èñêëþ÷èòåëüíî óïîðÿäî÷åíà. Äðóãèå îïðåäåëÿëè åå, ãîâîðÿ, ÷òî
ïëîñêàÿ ïîâåðõíîñòü (àë-áàñèò àë-ìóñàòòàõ) – òà, íà êîòîðîé ìîæíî
èç ëþáîé òî÷êè ê ëþáîé òî÷êå ïðîâîäèòü ïðÿìóþ ëèíèþ. Ýòè îïðå-
äåëåíèÿ, âñå îíè, îïðåäåëÿþò [è] ëþáóþ ïëîñêóþ ïîâåðõíîñòü, [è]
ïîâåðõíîñòü íåïëîñêóþ, êîòîðóþ îõâàòûâàþò ïðÿìûå ëèíèè. Åå æå
îïðåäåëåíèå, êîòîðîå èìåë â âèäó Åâêëèä, – [òî], êîãäà, îïðåäåëÿÿ
åå, îí ãîâîðèë: “Îíà ðàâíà ðàññòîÿíèþ, êîòîðîå ìåæäó ïðÿìûìè
ëèíèÿìè, îõâàòûâàþùèìè åå”. Èáî ñôåðè÷åñêàÿ ïîâåðõíîñòü íå îõ-
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âàòûâàåòñÿ ïðÿìûìè ëèíèÿìè, è ïîâåðõíîñòè ñîñòàâíûå íå îõâà-
òûâàþòñÿ òîëüêî ïðÿìûìè ëèíèÿìè» [19, c.8–10].

3. Ñèìïëèêèé îá îïðåäåëåíèÿõ ïàðàëëåëüíûõ:
«Ñêàçàë Ñèìïëèêèé: Ýòè ëèíèè íàçûâàþòñÿ ïàðàëëåëüíûìè,

ïîñêîëüêó îíè ñîõðàíÿþò ðàññòîÿíèå, êîòîðîå ìåæäó íèìè, èëè,
[äðóãèìè ñëîâàìè], áóäòî â ñâîåì ïîëîæåíèè îíè íàõîäÿòñÿ ïîñòî-
ÿííî â îäíîì [è òîì æå] ñîñòîÿíèè îòíîñèòåëüíî ðàññòîÿíèÿ, òàê,
÷òî íå âñòðå÷àþòñÿ è íå îáðàçóþò îäíîé ëèíèè, íå îòäàëÿþòñÿ
îäíà îò äðóãîé íà áîëüøåå ðàññòîÿíèå è íå ðàñõîäÿòñÿ, è íå ðàçëè-
÷àþòñÿ áîëüøèì ðàçëè÷èåì. Õàðàêòåðèñòèêîé ýòèõ ëèíèé íå ÿâëÿ-
åòñÿ òîëüêî òî, ÷òî îíè íå âñòðå÷àþòñÿ, ïîòîìó ÷òî âîçìîæíî äâóì
ëèíèÿì íå âñòðåòèòüñÿ, åñëè îäíà èç íèõ äâóõ íàõîäèòñÿ íà ïëîñ-
êîñòè, ïîäîáíî ëèíèè AB, à äðóãàÿ – íà [ïëîñêîñòè, ðàñïîëîæåí-
íîé] âûøå (ñàìê), ïîäîáíî ëèíèè GD. Èáî ýòè äâå ëèíèè, áóäó÷è
ïîñòîÿííî ïðîäîëæàåìû â îáå ñòîðîíû, ìîãóò íå âñòðåòèòüñÿ, åñëè
äâå ïëîñêîñòè áóäóò ïàðàëëåëüíû, äàæå åñëè èçíà÷àëüíî ýòè äâå
ëèíèè íå áûëè ïàðàëëåëüíû, ïîñêîëüêó ðàññòîÿíèå, êîòîðîå áûëî
îäíàæäû ìåæäó íèìè äâóìÿ, íå áóäåò ïîñòîÿííî â îäíîì [è òîì
æå] ñîñòîÿíèè. Íî åñëè áóäåò ðàññòîÿíèå ìåæäó íèìè äâóìÿ â îä-
íîì [è òîì æå] ñîñòîÿíèè, òî, äåéñòâèòåëüíî, îíè îáå áóäóò ïàðàë-
ëåëüíû, äàæå åñëè îíè íàõîäÿòñÿ â äâóõ ïëîñêîñòÿõ. È äàæå åñëè
îíè îáå è íå ïàðàëëåëüíû âî âñåõ îòíîøåíèÿõ (áóêâ. “ñî âñåõ èõ
ñòîðîí”. – È.Ë.), òî ìåæäó íèìè âñå-òàêè åñòü íå÷òî îò ïàðàë-
ëåëüíîñòè.

Ïîýòîìó Íàëëèñ (çäåñü, ïî ìíåíèþ Ò.Ë.Õèçà, èìååòñÿ â âèäó
Ïîñèäîíèé. – È.Ë.) îïðåäåëèë ïàðàëëåëüíûå ëèíèè, ãîâîðÿ:
“Äåéñòâèòåëüíî, îíè – òàêèå ëèíèè, ÷òî åñëè îíè îáå áóäóò ïðî-
äîëæåíû ïðîäîëæåíèåì íåîãðàíè÷åííûì â îáå ñòîðîíû, áóäåò ðàñ-
ñòîÿíèå ìåæäó îáåèìè, òî åñòü ïåðïåíäèêóëÿð, êîòîðûé ïàäàåò èç
ëþáîé èç äâóõ íà äðóãóþ (ñàõèá, áóêâ. “êîìïàíüîí, ñïóòíèê,
äðóã”. – È.Ë.), âñåãäà îäèíàêîâûì (áóêâ. “ðàâíûì”. – È.Ë.), íå-
èçìåííûì (áóêâ. “íåò èçìåíåíèÿ â íåì”)”. È ýòè ëèíèè åùå áûëè
íàçâàíû ëèíèÿìè ïàðàëëåëüíûìè ïî ïîëîæåíèþ (òî åñòü ýêâèäèñ-
òàíòíûìè. – È.Ë.)». È, ìîæåò áûòü, êòî-òî (áóêâ. “ãîâîðÿùèé”. –
È.Ë.) ñêàæåò, ÷òî òîò, êòî îïðåäåëèë ïàðàëëåëüíûå ëèíèè ýòèì
îïðåäåëåíèåì, ìîã âûäâèíóòü è çàòåì èñïîëüçîâàë ÷òî-òî, ÷òî íóæ-
äàåòñÿ â äîêàçàòåëüñòâå, à èìåííî, ÷òî ðàññòîÿíèå, êîòîðîå ìåæäó
äâóìÿ ïàðàëëåëüíûìè ïðÿìûìè – ýòî ïåðïåíäèêóëÿð ê íèì îáåèì,
à ýòî áûëî äîêàçàíî Åâêëèäîì â ïðåäëîæåíèè äâàäöàòü âîñüìîì
ïåðâîé êíèãè “Íà÷àë”. Â îòâåò íà ýòî îí ñêàæåò: “Äåéñòâèòåëüíî,
ýòî îïðåäåëåíèå íå íóæäàåòñÿ â óïîìèíàíèè ïåðïåíäèêóëÿðà, íàï-
ðîòèâ, äîñòàòî÷íî òîãî, ÷òî â íåì ãîâîðèòñÿ, [÷òî] ðàññòîÿíèå, êî-
òîðîå ìåæäó îáåèìè, – ðàâíîå. [Íî] äëÿ ïîÿñíåíèÿ ýòîãî æåëà-
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òåëüíî, ÷òîáû ãîâîðèëîñü: îäíà [è òà æå] ëèíèÿ – ïåðïåíäèêóëÿð
ê íèì îáåèì”.

×òî êàñàåòñÿ ôèëîñîôà Àãàíèñà, òî îí îòìåòèë â îïðåäåëåíèè
ïàðàëëåëüíûõ ïðÿìûõ, ÷òî îíè íàõîäÿòñÿ íà îäíîé ïëîñêîñòè, è
ñêàçàë: “Ëèíèè ïàðàëëåëüíûå – òå, êîòîðûå íàõîäÿòñÿ íà îäíîé
ïëîñêîñòè è, åñëè îíè îáå ïðîäîëæàþòñÿ ïðîäîëæåíèåì ïîñòîÿí-
íûì [è] íåîãðàíè÷åííî â îáå ñòîðîíû, áóäåò ðàññòîÿíèå ìåæäó
íèìè âñåãäà ðàññòîÿíèåì îäíèì [è òåì æå]”. Âîçìîæíî, îí ïðåäïî-
ëàãàë, ÷òî ðàâåíñòâî ðàññòîÿíèÿ ìåæäó íèìè îáåèìè – ýòî ïðè÷è-
íà, ïî êîòîðîé íå ïðîèñõîäèò âñòðå÷à, åñëè æå áóäåò [âñòðå÷à],
íåò ñìûñëà [â òåðìèíå] “îäèí” â îáåèõ ðå÷àõ. È, ìîæåò áûòü, òî,
÷òî áûëî èñêëþ÷åíî â èõ îïðåäåëåíèè, à èìåííî, ÷òî “äâå ëèíèè
íà îäíîé ïëîñêîñòè”, ñàìî ïî ñåáå íåîáÿçàòåëüíî, èáî, åñëè áóäåò
“åñëè ðàññòîÿíèå ìåæäó îáåèìè – ðàññòîÿíèå îäíî [è òî æå]”, [òî]
íå áóäåò îäíà èç íèõ íàêëîíåíà ê äðóãîé (áóêâ. “íå áóäåò äëÿ îä-
íîé èç íèõ íàêëîíà ê äðóãîé”. – È.Ë.), è îáå, íåñîìíåííî, áóäóò
íà îäíîé ïëîñêîñòè, òî åñòü ïëîñêîñòè, ïîëó÷àþùåéñÿ (ìàõðàäæ)
íà íèõ îáåèõ, õîòÿ è áóäåò îäíà èõ íèõ ðàñïîëîæåíà íèæå, à äðó-
ãàÿ ðàñïîëîæåíà âûøå.

×òî êàñàåòñÿ òîãî, ÷òî îïðåäåëåííîå ðàññòîÿíèå – ýòî êðàò÷àé-
øàÿ èç ëèíèé, êîòîðûå ïðîâåäåíû ìåæäó äâóìÿ ðàçëè÷íûìè (ìó-
òàôàððèêàéíè) [ëèíèÿìè], òî ýòî áûëî ñêàçàíî ðàíüøå. Ýòî ðàññ-
òîÿíèå, åñëè íàõîäèòñÿ ìåæäó (áóêâ. “â”. – È.Ë.) äâóìÿ ðàçëè÷-
íûìè (ìóòàôàððèêàòàéíè) òî÷êàìè, áåçóñëîâíî, åñòü ïðÿìàÿ ëè-
íèÿ, êîòîðàÿ ïðîâåäåíà ìåæäó íèìè äâóìÿ, òàê êàê ïðÿìàÿ ëèíèÿ
– êðàò÷àéøàÿ èç ëèíèé, ãðàíèöû êîòîðûõ îäíè [è òå æå], òî åñòü
êîòîðûå ïðîâåäåíû ìåæäó äâóìÿ òî÷êàìè. ×òî êàñàåòñÿ ðàññòîÿ-
íèÿ, êîòîðîå ìåæäó òî÷êîé è ëèíèåé èëè ìåæäó òî÷êîé è ïëîñêîñ-
òüþ, òî ýòî – ïåðïåíäèêóëÿð, êîòîðûé âûõîäèò èç íåå, [òî÷êè], ê
íåé, [ïëîñêîñòè], èëè ëèíèè, è ýòî – êðàò÷àéøàÿ èç ëèíèé, êîòî-
ðûå ïðîâåäåíû ìåæäó òî÷êîé è ïëîñêîñòüþ èëè ëèíèåé. ×òî êàñà-
åòñÿ ðàññòîÿíèÿ, êîòîðîå ìåæäó ëèíèåé è ëèíèåé, òî, åñëè îíè áó-
äóò ïàðàëëåëüíûìè, ýòî – ðàññòîÿíèå îäíî [è òî æå], ðàâíîå â ëþ-
áîì èõ ìåñòå, êðàò÷àéøåå èç ðàññòîÿíèé, êîòîðûå ìåæäó íèìè, è
ýòî – ïåðïåíäèêóëÿð ê êàæäîé èç íèõ â ëþáîì èõ ìåñòå. Íî åñëè
îíè íå áóäóò ïàðàëëåëüíûìè, èáî êðàò÷àéøèå èç ëèíèé, êîòîðûå
ïðîâåäåíû ìåæäó íèìè, îòëè÷àþòñÿ â çàâèñèìîñòè îò ðàçíîîáðà-
çèÿ òî÷åê, ðàñïðåäåëåííûõ íà íèõ îáåèõ, òî ýòî – ëèíèÿ êàê (ìèí
òàðèêè, áóêâ. “ïóòåì, ïîñðåäñòâîì”. – È.Ë.) [ðàññòîÿíèå] èç òî÷-
êè ê ëèíèè: îíà – ïåðïåíäèêóëÿð ê ëèíèè, ê êîòîðîé îíà ïðîâåäå-
íà, íî îíà íå ïåðïåíäèêóëÿðíà ëèíèè, íà êîòîðîé ïðåäïîëîæåíà
òî÷êà. Îäíàêî ýòî óòâåðæäåíèå, âîçìîæíî, íóæäàåòñÿ â ðàçúÿñíå-
íèè äëÿ [áîëüøåé] ãåîìåòðè÷åñêîé óáåäèòåëüíîñòè.
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×òî êàñàåòñÿ åãî âûñêàçûâàíèÿ “åñëè îíè îáå áóäóò ïðîäîëæå-
íû â îáå ñòîðîíû”, òî ýòî íåîáõîäèìî, òàê êàê äâå ïðÿìûå ëèíèè,
êîòîðûå âñòðå÷àþòñÿ ñ îäíîé èç äâóõ ñòîðîí, íå âñòðå÷àþòñÿ ñ
äðóãîé, íî áóäóò îòäàëÿòüñÿ êàæäàÿ èç íèõ îò äðóãîé (ñàõèá)
[åùå] áîëüøå, è îíè íå ïàðàëëåëüíûå.

×òî êàñàåòñÿ åãî âûñêàçûâàíèÿ “åñëè áóäóò ïðîäîëæåíû ïðî-
äîëæåíèåì ïîñòîÿííûì íåîãðàíè÷åííî”, òî îí ãîâîðèë [îá] ýòîì,
òîëüêî êàê [î] âîîáðàæàåìîì (áóêâ. “ñ òî÷êè çðåíèÿ âîîáðàæå-
íèÿ”. – È.Ë.), ÷òîáû íå íàäëåæàëî èì îáåèì ïðåêðàùåíèå ýòîãî,
÷òîáû èõ ïðîäîëæåíèå äîïóñêàëîñü ñôåðîé íåïîäâèæíûõ çâåçä
<...>. Åñëè ìû ïîëîæèì äëÿ èõ ïðîäîëæåíèÿ êàêóþ-íèáóäü ãðà-
íèöó, â êîòîðîé îíè íå âñòðåòÿòñÿ, [òî] ìû ðàññóæäàåì î äâóõ ëè-
íèÿõ: äëÿ íèõ âîçìîæíî, åñëè îíè, ÷òîáû âñòðåòèòüñÿ, ïðåîäîëåþò
ýòó ãðàíèöó, íå âñòðåòèòüñÿ. Ýòî òî, ÷òî îáû÷íî ãîâîðÿò îá ýòîì
âîçðàæàþùåìó, íî ýòî – ñîêðàùåíèå, êðàòêîå èçëîæåíèå òîãî ìíî-
ãîãî, ÷òî ñäåëàëè â ýòîì [îòíîøåíèè] äðóãèå» [19, c.35–39].

Ïðèìå÷àíèå. Àðàáñêèé òåêñò ïîñëåäíåãî àáçàöà ñóùåñòâåííî
îòëè÷àåòñÿ îò ñîîòâåòñòâåííîãî ôðàãìåíòà òåêñòà â ëàòèíñêîì ïåðå-
âîäå Ãåðàðäà Êðåìîíñêîãî, êîòîðûé áûë âûïîëíåí, êàê óæå îòìå-
÷àëîñü, ñ äðóãîé ðóêîïèñè êîììåíòàðèÿ àí-Íàéðèçè. Äëÿ ñðàâíå-
íèÿ è, âîçìîæíî, îáëåã÷åíèÿ ïîíèìàíèÿ ñîäåðæàíèÿ ýòîãî àðàáñ-
êîãî ôðàãìåíòà, ïðèâåäåì åãî ëàòèíñêèé àíàëîã â ðóññêîì ïåðåâî-
äå Å.À.Çàéöåâà:

«Íî òî, ÷òî îí ñêàçàë “èõ ÿ ïðîäîëæèë íåîãðàíè÷åííî”, îí
[ýòî] ñêàçàë, èìåÿ â âèäó òîëüêî âîîáðàæàåìîå [ïîëîæåíèå âå-
ùåé]. Âåäü íàäî, ÷òîáû äëÿ êàæäîé [èç ëèíèé] – ïîñêîëüêó èõ
ïðîäîëæåíèå áóäåò â ïðîñòðàíñòâå – ñóùåñòâîâàëî ïðîñòðàíñòâî,
áîëüøåå òîãî, ÷òî ìåæäó íàìè è ñôåðîé íåïîäâèæíûõ çâåçä. Íî
áóäóò âåðíî è òî è äðóãîå: è òî, ÷òî ìû ïîëîæèì èõ ïðîäîëæåíèå
äî íåêîòîðîé ãðàíèöû, ãäå îíè íå ïåðåñåêàþòñÿ, è òî, ÷òî ìû âû-
íîñèì çàêëþ÷åíèå î òîì, ÷òî îíè íå ïåðåñåêàþòñÿ. È òàêîâ áûë
îáû÷àé â òåõ âåùàõ, è îíè ïîëîæèëè ýòî âî èçáåæàíèå ìíîãîñëî-
âèÿ è ðàäè êðàòêîñòè ïîíèìàíèÿ» [21, ñ.27].

Ìîé ïåðåâîä íà ðóññêèé ÿçûê ýòèõ ôðàãìåíòîâ âûïîëíåí ïî
àðàáñêîìó òåêñòó, óñòàíîâëåííîìó Ð.Àðíöåíîì ñ ïðèâëå÷åíèåì ëà-
òèíñêîãî ïåðåâîäà Ãåðàðäà Êðåìîíñêîãî, èçäàííîãî Ï.Òóììåðîì
[30]. Â 2009 ã. áûë îïóáëèêîâàí àíãëèéñêèé ïåðåâîä êîììåíòàðèåâ
àí-Íàéðèçè ê ââåäåíèÿì «Íà÷àë» Åâêëèäà [31], ñäåëàííûé À. Ëî
Áåëëî íà îñíîâàíèè òîãî æå îïóáëèêîâàííîãî àðàáñêîãî òåêñòà.
Ïðåäñòàâëåííûé çäåñü ðóññêèé ïåðåâîä â íåêîòîðûõ ìåñòàõ îòëè-
÷àåòñÿ îò àíãëèéñêîãî. Áîëüøàÿ ÷àñòü êîììåíòàðèÿ Ñèìïëèêèÿ ê
îïðåäåëåíèþ ïàðàëëåëüíûõ, îòñóòñòâóþùàÿ â [31] áûëà îïóáëèêî-
âàíà â àíãëèéñêîì ïåðåâîäå À.Ëî Áåëî â [32], îäíàêî, ýòèì èçäà-
íèåì ÿ íå ðàñïîëàãàþ.
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Ïðèëîæåíèå 3
Àñèð àë-Äèí àë-Àáõàðè
«Óëó÷øåíèå “Íà÷àë” Åâêëèäà»
(Chester Beatty Library (Dublin),
Ms Ar 3424, fols.10r–11r)

Êàçè çàäå àð-Ðóìè
êîììåíòàðèé ê òðàêòàòó «Ïðåäëîæåíèÿ
îáîñíîâàíèÿ» àñ-Ñàìàðêàíäè (ðóêî-
ïèñü Íàó÷íîé áèáëèîòåêè èì. Í.È.Ëî-
áà÷åâñêîãî Êàçàíñêîãî ôåäåðàëüíîãî
óíèâåðñèòåòà ¹97, ëë.19 îá.–21)

Èññëåäîâàíèå óòâåðæäåíèÿ [î òîì], ÷òî
åñëè ëèíèÿ ïàäàåò íà äâå ëèíèè è ñ [îä-
íîé] ñòîðîíû îáðàçóþòñÿ äâà âíóòðåííèõ
óãëà, ìåíüøèå, ÷åì äâà ïðÿìûõ, òî îíè,
[ýòè ëèíèè,] âñòðåòÿòñÿ ñ ýòîé ñòîðîíû.

Çäåñü ìåñòî îáåùàííîãî äîêàçàòåëüñòâà
èçâåñòíîãî ïîñòóëàò (êóðñèâîì çäåñü è
äàëåå âûäåëåíû âñòàâêè àð-Ðóìè â òåêñò
àë-Àáõàðè. – È.Ë.)

Ïðåäâàðèì åãî äîêàçàòåëüñòâî ïðåäïî-
ñûëêîé. Âîò îíà: óãîë Â ðàçäåëåí ïîïî-
ëàì ëèíèåé BH; òîãäà ÿ ãîâîðþ, ÷òî â íåì
ìîæíî ïðîâåñòè áåñêîíå÷íî ìíîãî õîðä,
[êîòîðûå] íàõîäÿòñÿ îäíà ïîä äðóãîé è
êàæäàÿ èç íèõ åñòü îñíîâàíèå ðàâíîáåä-
ðåííîãî òðåóãîëüíèêà.

Ôèëîñîô Àñèð àä-Äèí àë-Àáõàðè ñêàçàë:
«Åñëè óãîë ÀÂÑ ðàçäåëåí ëèíèåé ÂÍ ïî-
ïîëàì, òî ìîæíî ïðîâåñòè //ë.20// â
ýòîì óãëå áåñêîíå÷íî ìíîãî õîðä òàê, ÷òî
îíè íàõîäÿòñÿ îäíà ïîä äðóãîé è êàæäàÿ
èç íèõ åñòü îñíîâàíèå ðàâíîáåäðåííîãî
òðåóãîëüíèêà».

Äåéñòâèòåëüíî, îòëîæèì ÂÅ, ðàâíóþ ÂG,
è ïðîâåäåì ÅG [ðèñ.1]. Òîãäà ÅÂ, ÂÍ ðàâ-
íû [ñîîòâåòñòâåííî] GÂ, ÂÍ. Îáà óãëà Â
ðàâíû. Ïîýòîìó îáà óãëà //ë. 10 îá.//
[Í ðàâíû. Ñëåäîâàòåëüíî, ÂÍ – ïåðïåí-
äèêóëÿð ê ÅG. Îòëîæèì ÂF, ðàâíóþ
ÂK,]� è ïðîâåäåì FK. Òîãäà ëèíèÿ FK íå
ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êó Í. Â ïðîòèâíîì
ñëó÷àå äâà óãëà ÂÍF, ÂÍK áûëè áû ðàâ-
íû äâóì ïðÿìûì. Íî äâóì ïðÿìûì óæå
ðàâíû [óãëû] ÂÍÅ, ÂÍG. Ýòî íåëåïî.
Îíà, [ëèíèÿ FK,] íå ïåðåñåêàåò ëèíèþ
ÅG. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå äâå ïðÿìûå ëè-
íèè îõâàòûâàëè áû îäíó ïëîñêîñòü. Ýòî
íåëåïî. Òàêèì îáðàçîì, ìîæíî ïðîâåñòè
áåñêîíå÷íî ìíîãî õîðä.

Äåéñòâèòåëüíî, îòëîæèì ÂÅ, ðàâíóþ ÂG, è
ïðîâåäåì ÅG. Òîãäà ÅÂ, ÂÍ ðàâíû [ñîîòâåò-
ñòâåííî] ÂG, ÂÍ. Îáà óãëà Â ðàâíû. Ïîýòî-
ìó îáà óãëà Í ðàâíû. Ñëåäîâàòåëüíî, ÂÍ –
ïåðïåíäèêóëÿð ê ÅG. Îòëîæèì ÂF, ðàâíóþ
ÂK, è ïðîâåäåì FK. Òîãäà ëèíèÿ FK íå ïðî-
õîäèò ÷åðåç òî÷êó Í. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå
äâà óãëà ÂÍF, ÂÍK áûëè áû ðàâíû äâóì
ïðÿìûì. Íî èì�� óæå ðàâíû [óãëû] ÂÍÅ è
ÂÍG. [Ýòî] íåâåðíî. Îíà, [ëèíèÿ FK,] íå
ïåðåñåêàåò ëèíèþ ÅG. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå
äâå ïðÿìûå ëèíèè îõâàòûâàëè áû ïëîñ-
êîñòü��. Ïîýòîìó FK ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷-
êó, íàõîäÿùóþñÿ ïîä òî÷êîé Í, òàêóþ,
êàê òî÷êà L. Òàêèì îáðàçîì, ìîæíî ïðîâåñ-
òè áåñêîíå÷íî ìíîãî õîðä.

Ðèñ.1

Åñëè [ýòî] äîêàçàíî, òî ãîâîðèì: åñëè ëè-
íèÿ ïàäàåò íà äâå ëèíèè è ñ [îäíîé] ñòîðî-
íû îáðàçóþòñÿ äâà [âíóòðåííèõ] óãëà,
ìåíüøèå, ÷åì äâà ïðÿìûõ, òî ýòè äâå ëè-
íèè âñòðåòÿòñÿ ñ ýòîé ñòîðîíû.

Åñëè ýòî ðàçúÿñíåíî, òî ãîâîðèì: åñëè ëè-
íèÿ ïàäàåò íà äâå ëèíèè è ñ [îäíîé] ñòîðî-
íû îáðàçóþòñÿ äâà âíóòðåííèõ óãëà,
ìåíüøèå, ÷åì äâà ïðÿìûõ, òî îíè âñòðå-
òÿòñÿ ñ ýòîé ñòîðîíû, åñëè èõ ïðîäîë-
æèòü.
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Ïîñêîëüêó íåÿñíî, ëèáî [òå äâà óãëà] îñò-
ðûå, ëèáî îäèí èç íèõ îñòðûé, à äðóãîé
ïðÿìîé, ëèáî îäèí èç íèõ îñòðûé, à äðó-
ãîé òóïîé, òî ïóñòü ñíà÷àëà îäèí èç íèõ
áóäåò îñòðûì, à äðóãîé ïðÿìûì. [Íà]ïðè-
ìåð: äâå ëèíèè ÀÑ, ÂD; ïàäàåò íà íèõ ëè-
íèÿ ÀÂ è îáðàçóþòñÿ ïðÿìîé óãîë ÀÂD è
îñòðûé óãîë ÂÀÑ, êàê íà ïåðâîì ÷åðòåæå.
Ïîñòðîèì óãîë ÂÀÅ, ðàâíûé ÂÀÑ�

[ðèñ.2]. Ïðîäîëæèì ÀÂ ïî ïðÿìîé äî G.
Òîãäà óãîë ÅÀÑ áóäåò ðàçäåëåí ëèíèåé
ÀG ïîïîëàì. Ñëåäîâàòåëüíî, ìîæíî ïðî-
âîäèòü â íåì õîðäû, ðàñïîëîæåííûå îäíà
ïîä äðóãîé, êàê áûëî [äîêàçàíî] ðàíåå
(ëèìà ìàððà). Òîãäà áóäåì ïðîâîäèòü â
íåì õîðäû äî òåõ ïîð, ïîêà [îäíà èç íèõ]
íå îêàæåòñÿ ïîä òî÷êîé Â. Ïóñòü ÅF ïðî-
õîäèò ïîä òî÷êîé Â. Òàê êàê ÀG ïåðïåí-
äèêóëÿð ê ÅF, òàê êàê [ýòî] áûëî [äîêàçà-
íî] ðàíåå�, òî GF íå âñòðåòèòñÿ ñ ÂD. Â
ïðîòèâíîì ñëó÷àå â òðåóãîëüíèêå ïîëó÷è-
ëîñü áû äâà ïðÿìûõ [óãëà]. Ýòî íåëåïî.

Ðèñ.2

Ïîñêîëüêó íåÿñíî, ëèáî îáà [ýòèõ óãëà] îñò-
ðûå, ëèáî îäèí èç íèõ îñòðûé, à äðóãîé ïðÿ-
ìîé èëè òóïîé, òî ïóñòü îäèí èç íèõ îñòðûé,
à äðóãîé ïðÿìîé. [Íà]ïðèìåð: äâå ëèíèè
ÀÑ, ÂD; ïàäàåò íà íèõ ëèíèÿ ÀÂ è îáðàçó-
þòñÿ ïðÿìîé óãîë ÀÂD è îñòðûé óãîë ÂÀÑ.
Ïîñòðîèì óãîë ÂÀÅ, ðàâíûé ÂÀÑ. Ïðî-
äîëæèì ÀÂ ïî ïðÿìîé äî G. Òîãäà óãîë
ÅÀÑ áóäåò ðàçäåëåí ïîïîëàì ëèíèåé ÀG.
Ñëåäîâàòåëüíî, ìîæíî ïðîâîäèòü â íåì
õîðäû, ðàñïîëîæåííûå îäíà ïîä äðóãîé,
êàê áûëî [äîêàçàíî] ðàíåå (êàìà ñàáàêà).
Òîãäà áóäåì ïðîâîäèòü â íåì õîðäû äî òåõ
ïîð, ïîêà [î÷åðåäíàÿ] õîðäà íå îêàæåòñÿ
ïîä òî÷êîé Â. Ïóñòü ÅF ïðîõîäèò ïîä òî÷-
êîé Â. Òàê êàê ÀG ïåðïåíäèêóëÿð ê ÅF,
òî GF íå âñòðåòèòñÿ ñ ÂD. Â ïðîòèâíîì
ñëó÷àå â òðåóãîëüíèêå ïîëó÷èëîñü áû äâà
ïðÿìûõ [óãëà], à ýòî àáñóðäíî ïî ñåìíàä-
öàòîìó [ïðåäëîæåíèþ] ïåðâîé [êíèãè]
«Íà÷àë»��. Õîòÿ ýòî òàêæå àáñóðäíî ïî
òðèäöàòü âòîðîìó ïðåäëîæåíèþ èç íåå
æå�	 – ýòî äâàäöàòîå [ïðåäëîæåíèå] ýòîé
ìîåé êíèãè, â äîêàçàòåëüñòâå, îäíàêî,
ïðèìåíÿåòñÿ ýòîò ïîñòóëàò; ïîýòîìó
íåïðàâèëüíî ñîåäèíÿòü [ýòî ïðåäëîæåíèå]
ñ åãî [ïîñòóëàòà] äîêàçàòåëüñòâîì. Ìû
ïðèâåäåì òî [ñåìíàäöàòîå] //20 îá.//
ïðåäëîæåíèå ïî çàâåðøåíèþ ýòîé ðå÷è,
åñëè [íà òî] áóäåò âîëÿ Àëëàõà âñåâûøíå-
ãî. <...> Õîòÿ ìîæíî îáîéòèñü áåç íåãî�
,
[ñåìíàäöàòîãî ïðåäëîæåíèÿ,] ïðè äîêàçà-
òåëüñòâå íåâîçìîæíîñòè èõ âñòðå÷è; ýòî
[äîêàçàòåëüñòâî] ñëåäóåò èç ïðåäëîæåíèÿ
âîñåìíàäöàòîãî ýòîé êíèãè, ýòî äâàäöàòü
âîñüìîå [ïðåäëîæåíèå] èç [êíèãè] ïåðâîé
«Íà÷àë». Îäíàêî â ýòîì [ñåìíàäöàòîì
ïðåäëîæåíèè] íóæäàþòñÿ â äâóõ äðóãèõ
ïðåäïîëîæåíèÿõ [î äâóõ âíóòðåííèõ îä-
íîñòîðîííèõ óãëàõ]��.

Òîãäà ÂD, åñëè [åå] ïðîäîëæèòü ïî ïðÿ-
ìîé, ïåðåñå÷åò ëèíèþ ÀF�.

Ïîýòîìó ÂD, åñëè åå ïðîäîëæèòü ïî ïðÿ-
ìîé, ïåðåñå÷åò ëèíèþ ÀF.

Ïóñòü îáà óãëà îñòðûå. [Íà]ïðèìåð: ëèíèè
ÀÑ, ÂD, ïàäàåò íà íèõ ëèíèÿ ÀÂ è îáðàçó-
þòñÿ äâà îñòðûõ óãëà ÑÀÂ, ÀÂD, êàê íà
âòîðîì ÷åðòåæå. Ïîñòðîèì óãîë ÂÀÅ, ðàâ-
íûé óãëó ÂÀÑ. Òîãäà óãîë ÅÀÑ áóäåò ðàç-
äåëåí ëèíèåé ÀÂ ïîïîëàì [ðèñ.3]. Ñëåäî-
âàòåëüíî, â íåì ìîæíî ïðîâîäèòü õîðäû,
ðàñïîëîæåííûå îäíà ïîä äðóãîé, òàê êàê
[ýòî] áûëî [äîêàçàíî] ðàíåå�. Ïóñòü ÅG
ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êó ïîä òî÷êîé Â. Òàê
êàê óãîë ÀÂD – îñòðûé, òî óãîë ÍÂD – òó-
ïîé. Íî óãîë ÀÍG – ïðÿìîé, òàê êàê [ýòî]
áûëî [äîêàçàíî] ðàíåå�. Ïîýòîìó ëèíèÿ
ÅG íå âñòðåòèò ÂD. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå â
òðåóãîëüíèêå îêàçàëèñü (õàäàñà) áû äâà
óãëà, îäèí èç êîòîðûõ ïðÿìîé, à äðóãîé
òóïîé. Ýòî íåëåïî�. Òîãäà ÂD, åñëè [åå]
ïðîäîëæèòü, ïåðåñå÷åò ÀÑ.

Ïóñòü îáà óãëà îñòðûå. Ïóñòü ñòàíåò ÷åð-
òåæ òàêèì, ÷òî óãîë ÀÂD òîæå áóäåò îñò-
ðûì.

È òàê êàê îí îñòðûé, òî óãîë GÂD – òó-
ïîé. Íî ÀGF – ïðÿìîé. Ïîýòîìó ëèíèÿ
GF íå âñòðå÷àåò ÂD. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå
â òðåóãîëüíèêå îêàçàëèñü áû (âàêà�) ïðÿ-
ìîé è òóïîé [óãëû], à ýòî [íåëåïî] â ñèëó
òîãî æå [ñåìíàäöàòîãî] ïðåäëîæåíèÿ
[ïåðâîé êíèãè «Íà÷àë»]. Ïîýòîìó ÂD,
åñëè åå ïðîäîëæèòü, ïåðåñå÷åò ÀÑ.
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Ðèñ.3

Ïóñòü îäèí èç íèõ îñòðûé, à äðóãîé – òó-
ïîé. [Íà]ïðèìåð: äâå ëèíèè ÀÂ, ÑD; ïà-
äàåò íà íèõ ëèíÿÿ ÅG è îáðàçóþòñÿ óãëû
ÂÅG, DGÅ, ìåíüøèå, ÷åì äâà ïðÿìûõ.
Óãîë DGE – òóïîé, óãîë ÂEG – îñòðûé,
êàê íà òðåòüåì ÷åðòåæå. Ðàçäåëèì ëèíèþ
EG ïîïîëàì â òî÷êå Í è ïðîâåäåì [èç]
òî÷êè Í ëèíèþ ÍF, ïåðïåíäèêóëÿðíî ê
ÑD [ðèñ.4]. Ïðîäîëæèì åå ïî ïðÿìîé.
Òîãäà òàê êàê óãîë ÍFG – ïðÿìîé, òî
FHG – //ë.11// îñòðûé�. [Ñëåäîâà-
òåëüíî, EHM – îñòðûé. Íî è ÂÅÍ – îñò-
ðûé	. Ïîýòîìó ëèíèè ÀÅ è ÍM âñòðå÷à-
þòñÿ. Ïóñòü èõ âñòðå÷à – â òî÷êå] K�
.

Ïóñòü îäèí èç íèõ – îñòðûé, à äðóãîé –
òóïîé. [Íà]ïðèìåð: äâå ëèíèè ÀÂ, ÑD;
ïàäàåò íà íèõ ëèíèÿ ÅG è îáðàçóþòñÿ
óãëû ÂÅG, DGÅ, ìåíüøå ÷åì äâà ïðÿìûõ,
è óãîë DGÅ – òóïîé, à óãîë ÂÅG – îñò-
ðûé. Ðàçäåëèì ëèíèþ ÅG ïîïîëàì â òî÷êå
Í è ïðîâåäåì èç òî÷êè Í ëèíèþ ÍF, ïåð-
ïåíäèêóëÿðíî ê ÑD. Ïðîäîëæèì åå ïî
ïðÿìîé [äî Ì]. Òîãäà òàê êàê óãîë ÍFG –
ïðÿìîé, òî FHG – îñòðûé. Ñëåäîâàòåëü-
íî, ÅÍM – îñòðûé. Íî è ÂÅÍ – îñòðûé.
Ïîýòîìó ëèíèè ÀÅ è ÍÌ âñòðå÷àþòñÿ.
Ïóñòü èõ âñòðå÷à – â òî÷êå Ê.

Ðèñ.4

Òîãäà óãîë ÅKÍ – òóïîé, òàê êàê, åñëè áû
îí íå áûë òóïûì, òî áûë áû èëè ïðÿìûì
èëè îñòðûì. Åñëè áû îí áûë ïðÿìûì, òî
óãëû ÅKÍ, ÅÍK áûëè áû ðàâíû óãëàì
ÍFG, FHG [ñîîòâåòñòâåííî]. ÅÍ ðàâíà
ÍG. Ñëåäîâàòåëüíî, óãîë KÅÍ ðàâåí
ÅGF��. Óñòàíîâèì îáùèé [óãîë] DGÅ.
Òîãäà äâà óãëà G [âìåñòå] ðàâíû äâóì óã-
ëàì DGÅ, KÅÍ. Ñëåäîâàòåëüíî, äâà óãëà
G ìåíüøå, ÷åì äâà ïðÿìûõ. Ýòî íåëåïî��.
Åñëè áû [óãîë ÅKÍ] áûë îñòðûì, è [òàê
êàê] óãîë KFÑ ïðÿìîé, òî ëèíèè ÀÂ, DÑ
âñòðåòèëèñü áû òàê êàê [ýòî]

Òîãäà óãîë ÅKH – òóïîé. Â ïðîòèâíîì
ñëó÷àå îí áûë áû ïðÿìûì èëè îñòðûì.
Åñëè áû îí áûë ïðÿìûì, òî óãëû EKÍ,
ÅÍK áûëè áû ðàâíû óãëàì ÍFG, FÍG
[ñîîòâåòñòâåííî]. ÅÍ ðàâíà ÍG, ñëåäîâà-
òåëüíî, óãîë KÅÍ ðàâåí ÍGF. Óñòàíîâèì
îáùèé óãîë DGÅ. Òîãäà äâà óãëà G [âìåñ-
òå] ðàâíû äâóì óãëàì DGÅ, KÅÍ. Ñëåäî-
âàòåëüíî, äâà óãëà G ìåíüøå, ÷åì äâà ïðÿ-
ìûõ. [Ýòî] îøèáêà. Åñëè áû [óãîë ÅKÍ]
áûë îñòðûì è [òàê êàê] óãîë KFG – ïðÿ-
ìîé, òî ëèíèè ÀÂ, ÑD âñòðåòèëèñü áû.
Ïóñòü èõ âñòðå÷à – â òî÷êå L. Òîãäà, òàê
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áûëî [äîêàçàíî] ðàíåå�� ñî ñòîðîíû òî÷åê
À, Ñ. Ïóñòü èõ âñòðå÷à – â òî÷êå L. Òîãäà,
òàê êàê óãëû BÅG, DGÅ, ìåíüøå, ÷åì äâà
ïðÿìûõ, è óãëû ÀÅG, KÅG ðàâíû äâóì
ïðÿìûì��, òî óãîë DGÅ, ìåíüøå, ÷åì óãîë
ÀÅG. Ñëåäîâàòåëüíî, âíåøíèé [óãîë],
ìåíüøå, ÷åì âíóòðåííèé. Ýòî íåëåïî��.
Ïîýòîìó óãîë ÅKÍ – íå îñòðûé è íå ïðÿ-
ìîé, ñëåäîâàòåëüíî, îí – òóïîé. Òîãäà
óãîë ÂKF – îñòðûé, à óãîë DFK – ïðÿìîé.
Ïîýòîìó ëèíèè ÀÂ, ÑD âñòðåòÿòñÿ ñî ñòî-
ðîíû òî÷åê Â, D, êàê áûëî óñòàíîâëåíî.
Ýòî è åñòü òî, ÷òî ìû õîòåëè äîêàçàòü.

êàê óãëû ÂÅG, DGÅ ìåíüøå, ÷åì äâà ïðÿ-
ìûõ, è óãëû AÅG, KÅG ðàâíû äâóì ïðÿ-
ìûì, òî óãîë DGÅ ìåíüøå, ÷åì óãîë ÀÅG.
Ñëåäîâàòåëüíî, âíåøíèé [óãîë] ìåíüøå
÷åì âíóòðåííèé. [Ýòî] îøèáêà. Ïîýòîìó
åñëè óñòàíîâëåíî, ÷òî óãîë ÂKF – îñòðûé,
à óãîë ÅKÍ – òóïîé, òî óãîë�� //21//
GFK – ïðÿìîé. Ñëåäîâàòåëüíî, ëèíèè
ÀÂ, ÑD âñòðå÷àþòñÿ. Ýòî è åñòü òî, ÷òî
ìû õîòåëè äîêàçàòü.

Ïðèìå÷àíèÿ
� Tåêñò â êâàäðàòíûõ ñêîáêàõ ðàçìûò, âîññòàíîâëåí ïî òåêñòó àð-Ðóìè.
� «ðàâíûé ÂÀÑ» – ìàðãèíàëüíàÿ âñòàâêà ïåðåïèñ÷èêà.
� «òàê êàê [ýòî] áûëî [äîêàçàíî] ðàíåå» – ìåæñòðî÷íàÿ âñòàâêà ïåðåïèñ÷èêà.
� Â ýòîì ìåñòå, ïî Á.À.Ðîçåíôåëüäó, íåÿâíî ïðèìåíÿåòñÿ àêñèîìà Ïàøà.
��� Ñì.: ïðèì.3.
� Íàä «íåëåïî» ïåðåïèñ÷èêîì (çäåñü è äàëåå) ïðîñòàâëåíî «17» â ñ÷èñëåíèè àáäæàä,

òî åñòü íåëåïî ïî ïðåäëîæåíèþ I.17 «Íà÷àë»: âî âñÿêîì òðåóãîëüíèêå äâà óãëà, âçÿ-
òûå âìåñòå ïðè âñÿêîì èõ âûáîðå, ìåíüøå äâóõ ïðÿìûõ.

� Íàä «îñòðûé» ïðîñòàâëåíî «17» â ñ÷èñëåíèè àáäæàä, òî åñòü óãîë îñòðûé ïî ïðåäëî-
æåíèþ I.17 «Íà÷àë» (ñì.: ïðèì.7).

	 Íàä «îñòðûé» ïðîñòàâëåíî 15 â ñ÷èñëåíèè àáäæàä, òî åñòü íåëåïî ïî ïðåäëîæåíèþ
I.15 «Íà÷àë».

�
 Òåêñò â êâàäðàòíûõ ñêîáêàõ âîññòàíîâëåí ïî òåêñòó àð-Ðóìè.
�� Íàä EGF ïðîñòàâëåíî «26» â ñ÷èñëåíèè àáäæàä, òî åñòü óãëû ðàâíû ïî ïðåäëîæå-

íèþ I.26 «Íà÷àë».
�� Íàä «íåëåïî» ïðîñòàâëåíî «13» â ñ÷èñëåíèè àáäæàä, òî åñòü íåëåïî ïî ïðåäëîæå-

íèþ I.13 «Íà÷àë»
�� Ñì.: ïðèì.3.
�� Íàä «äâóì ïðÿìûì» ïðîñòàâëåíî «13» â ñ÷èñëåíèè àáäæàä, òî åñòü ðàâíû äâóì ïðÿ-

ìûì ïî ïðåäëîæåíèþ I.13 «Íà÷àë»
�� Íàä «íåëåïî» ïðîñòàâëåíî «16» â ñ÷èñëåíèè àáäæàä, òî åñòü íåëåïî ïî ïðåäëîæå-

íèþ I.16 «Íà÷àë»
�� Íà ïîëÿõ ïî ïîâîäó «èì» íàïèñàíî, ÷òî «ñêîðåå, äâóì ïðÿìûì», èìåííî òàê ó àë-Àá-

õàðè.
�� Íàä ýòèì ïðåäëîæåíèåì íà÷èíàåòñÿ ìàðãèíàëèÿ ïåðåïèñ÷èêà, èäóùàÿ âëåâî: «...íå-

âîçìîæíî, ÷òîáû ëèíèÿ FK ïðîõîäèëà ÷åðåç òî÷êó íàä òî÷êîé Í òàê, ÷òîáû ïåðåñå-
êàòü EG â äâóõ ìåñòàõ ïî îáå ñòîðîíû îò òî÷êè Í. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå äâå ëèíèè íå-
îáõîäèìî îõâàòÿò ïëîñêîñòü, [à ýòî íåëåïî,] òàê êàê ïðåäïîëîæåííûå äâå ëèíèè
ÅG, FK – ïðÿìûå».

�� Ôîðìóëèðîâêó ïðåäëîæåíèÿ I.17 «Íà÷àë» ñì.: ïðèì.7.
�	 Ïðåäëîæåíèå I.32 «Íà÷àë»: âî âñÿêîì òðåóãîëüíèêå ïî ïðîäîëæåíèè îäíîé èç ñòî-

ðîí âíåøíèé óãîë ðàâåí äâóì âíóòðåííèì è ïðîòèâîëåæàùèì, è âíóòðåííèå òðè
óãëà òðåóãîëüíèêà âìåñòå ðàâíû äâóì ïðÿìûì.

�
 Áóêâ. «íåò íóæäû â ýòîì [ïðåäëîæåíèè] â äîêàçàòåëüñòâå».
�� Ìîé ïåðåâîä ýòîãî ôðàãìåíòà îòëè÷àåòñÿ îò ïåðåâîäà Á.À.Ðîçåíôåëüäà [3; c.599].
�� «ÅKÍ – òóïîé, òî óãîë – ýòî» – ìàðãèíàëüíàÿ âñòàâêà.
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ÈÑÒÎÊÈ ÍÓÌÅÐÀÖÈÎÍÍÛÕ ÇÍÀÍÈÉ
ÐÓÑÈ (VII–VIII ÂÂ.)1)

Ð.À.Ñèìîíîâ

Îáû÷íî êðèòèêè ôàëüøèâîé «Âëåñîâîé êíèãè» íè÷åãî ïîëî-
æèòåëüíîãî äëÿ íàóêè â åå èñòîðèè íå íàõîäÿò. Îäíàêî, åñëè çàäó-
ìàòüñÿ î ôåíîìåíå æèâó÷åñòè èíòåðåñà íåêîòîðîé ÷àñòè íàñåëåíèÿ
ê ýòîìó ôàëüñèôèêàòó è î ïðè÷èíàõ åãî èçäàòåëüñêîãî óñïåõà
[1–2], òî ïðèõîäèò íà óì ñëåäóþùåå. Íå ìîæåò ëè áûòü òàê, ÷òî
óêàçàííûé ôåíîìåí îáóñëîâëåí íàëè÷èåì â îáùåñòâåííîì ñîçíà-
íèè ïàìÿòè î êîãäà-òî ñóùåñòâîâàâøåì ïðîòîïèñüìåííîì íàñëåäèè
íàøèõ ïðåäêîâ? È íå ÿâëÿåòñÿ ëè ýòîò èíòåðåñ íåìûì óêîðîì, àä-
ðåñîâàííûì íàñòîÿùåé íàóêå, ÷àñòè÷íî îòäàþùåé àóòñàéäåðàì-
ïñåâäîó÷åíûì ñâîè ïðåðîãàòèâû â íàèáîëåå ñëîæíîé äëÿ èçó÷åíèÿ
îáëàñòè ðóññêîé êóëüòóðû? Ïîçèòèâíûì ðåçóëüòàòîì èçó÷åíèÿ
ôàëüñèôèêàöèé ìîæåò áûòü, íàðÿäó ñ âûâîäîì î íåîáõîäèìîñòè
ðàçîáëà÷åíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ ôàëüøèâûõ è êëèíè÷åñêèõ ôàíòà-
çèé, áóëüøåå âíèìàíèå ó÷åíûõ ê èñòîêàì îòå÷åñòâåííîé èñòîðèè è
êóëüòóðû, âêëþ÷àÿ ïðåäûñòîðèþ íàó÷íûõ ïðåäñòàâëåíèé. Ýòî â
ñâîþ î÷åðåäü ìîæåò ñòèìóëèðîâàòü ðàçðàáîòêó è ïðèìåíåíèå íî-
âûõ èñòî÷íèêîâåä÷åñêèõ ïîäõîäîâ â èññëåäîâàíèè Ðóñè.

Â íàñòîÿùåé ñòàòüå äåëàåòñÿ ïîïûòêà ïîêàçàòü íà ðÿäå àðòå-
ôàêòîâ, â òîì ÷èñëå îáíàðóæåííûõ â ïîñëåäíåå âðåìÿ, âîçìîæ-
íîñòü è ïåðñïåêòèâíîñòü òàêîãî èçó÷åíèÿ ïðèìåíèòåëüíî ê äðåâíå-
ðóññêîé ìàòåìàòè÷åñêîé ïðîòîêóëüòóðå. Ê êîíöó ÕÕ ñòîëåòèÿ â òå-
îðèþ è ïðàêòèêó èñòî÷íèêîâåäåíèÿ âîøëè íîâûå ìåòîäû (Ñì.,
íàïðèìåð: [3]). Èõ ïîñèëüíîå èñïîëüçîâàíèå ïðèâåëî àâòîðà íàñ-
òîÿùåé ðàáîòû êàê ê äîñòàòî÷íî î÷åâèäíûì, òàê è â ÷åì-òî íåîæè-
äàííûì ðåçóëüòàòàì â èçó÷åíèè èñòîêîâ äðåâíåðóññêèõ ìàòåìàòè-
÷åñêèõ ïðåäñòàâëåíèé.

Îäíèì èç ïåðâîíà÷àëüíûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ çíàíèé áûëà ðàçðà-
áîòêà íóìåðàöèè, òî åñòü ïðàâèë çàïèñè çíàêàìè ÷èñåë. Äëÿ ýòîãî
íà îïðåäåëåííîì ýòàïå ëþäè ñòàëè èñïîëüçîâàòü áóêâû, ïîýòîìó
òàêàÿ íóìåðàöèÿ íàçûâàåòñÿ «áóêâåííîé». Ïî ñðàâíåíèþ ñ ñîâðå-
ìåííûìè (èíäîàðàáñêèìè) äåñÿòüþ öèôðàìè 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7,
8, 9, çíàêîâ «áóêâåííîé íóìåðàöèè», èñïîëüçóåìîé â êèðèëëèöå,
áûëî 27 (áåç çíàêà íóëÿ). Äëÿ êàæäîãî ÷èñëîâîãî ðàçðÿäà (åäè-
íèö, äåñÿòêîâ, ñîòåí) èìåëñÿ ñâîé íàáîð èç 9 çíàêîâ, èòîãî:
3 9 27× = (ðèñ.1). Òûñÿ÷è, äåñÿòêè è ñîòíè òûñÿ÷, ìèëëèîíû è ò.ä.
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1)Ðàñøèðåííîå ñîäåðæàíèå äîêëàäà, ñäåëàííîãî íà Îáúåäèíåííîì Îáùåìîñêîâ-
ñêîì íàó÷íî-èññëåäîâàòåëüñêîì ñåìèíàðå ïî èñòîðèè ìàòåìàòèêè è ìåõàíèêè (ðóêîâî-
äèòåëè: È.À.Òþëèíà, Ñ.Ñ.Äåìèäîâ; ìåõàíèêî-ìàòåìàòè÷åñêèé ôàêóëüòåò ÌÃÓ èì.
Ì.Â.Ëîìîíîñîâà) 7 äåêàáðÿ 2009 ã., à òàêæå íà çàñåäàíèè Êîìèññèè «Åñòåñòâåííîíà-
ó÷íàÿ êíèæíîñòü â êóëüòóðå Ðóñè» Íàó÷íîãî ñîâåòà «Èñòîðèÿ ìèðîâîé êóëüòóðû»
ÐÀÍ 9 äåêàáðÿ 2009 ã. Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå ÐÃÍÔ, ãðàíò 09-03-00633à.



ïåðåäàâàëèñü îñíîâíûìè 27 çíàêàìè, äîïîëíåííûìè îñîáûìè çíà÷-
êàìè. «Áóêâåííûå öèôðû» â ðóññêèõ êèðèëëè÷åñêèõ ïàìÿòíèêàõ
ïèñüìåííîñòè âîñõîäÿò
ê ãðåêî-âèçàíòèéñêîé
«áóêâåííîé íóìåðàöèè»
[4]. Íåäîñòàòî÷íî èçó-
÷åííûì ÿâëÿåòñÿ âîïðîñ
î âðåìåíè è ìåñòå ïîÿâ-
ëåíèÿ íà Ðóñè «áóêâåí-
íîé íóìåðàöèè», ïåðâî-
íà÷àëüíîì îçíàêîìëå-
íèè ñ íåþ ñëàâÿí, ñôå-
ðàõ óïîòðåáëåíèÿ è óñ-
âîåíèÿ [5, ñ.11–30; 6].

Â 1998 ã. â Íîâãî-
ðîäå àðõåîëîãàìè áûë
íàéäåí óíèêàëüíûé ïà-
ìÿòíèê – äåðåâÿííàÿ
ñ÷åòíàÿ áèðêà (ôðàã-
ìåíò) âòîðîé ïîëîâèíû
Õ â., – îòðàæàþùèé
çíàêîìñòâî íà Ðóñè ñ
ãðåêî - âèçàíòèéñêîé
«áóêâåííîé íóìåðàöè-
åé» (ðèñ.2). Íà áèðêå
âûðåçàíû 80 ïðîñòûõ
çàðóáîê, ïèêòîãðàììà â
âèäå «áàíòèêà» è, âîç-
ìîæíî, êíÿæåñêèé çíàê
ßðîïîëêà Ñâÿòîñëàâè-
÷à. Ïèêòîãðàììó ðàñ-

Ð.À.Ñèìîíîâ 121

Ðèñ.1.Äðåâíåðóññêàÿ «áóêâåííàÿ íóìåðàöèÿ»

Ðèñ.2.Íîâãîðîäñêàÿ äåðåâÿííàÿ áèðêà âòîðîé
ïîëîâèíû Õ â.



øèôðîâàë Ð.Ê.Êîâàëåâ (Óíèâåðñèòåò Ìèííåñîòû, ÑØÀ) êàê äâå
ñîåäèíåííûå ãðå÷åñêèå «äåëüòû» òðåóãîëüíîé ôîðìû, îòäåëüíî
îáîçíà÷àâøèå 4 äåñÿòêà, à âìåñòå – âîñåìüäåñÿò øêóðîê ìåõà [7,
ñ.38].

×òî ðå÷ü ìîãëà èäòè èìåííî î øêóðêàõ ìåõà, ïî ìíåíèþ
Ð.Ê.Êîâàëåâà, ñâèäåòåëüñòâóþò ñëîâà âèçàíòèéñêîãî èìïåðàòîðà
Êîíñòàíòèíà Áàãðÿíîðîäíîãî, êîòîðûé ñîîáùàë â ñåðåäèíå Õ â. îá
èñïîëüçîâàíèè ñëàâÿíàìè çà ñòîëåòèå äî ýòîãî ïàðíîãî ñ÷åòà òèïà:
äâà ðàáà, äâà ñîêîëà, äâå ñîáàêè è ïð. [8, ñ.143]�. Â ýòîì æå ðÿäó
óïîìèíàþòñÿ 80 øêóðîê ìåõà, ÷òî ïîäêðåïëÿåò ìíåíèå Ð.Ê.Êîâà-
ëåâà î ñëàâÿíñêîì ñ÷åòå ïàðàìè «ñîðî÷êîâ» (ñâÿçêàìè ïî 40 øêó-
ðîê ìåõà) (ðèñ.3) [11, ñ.362, 365, îáëîæêà]. Ðàññìàòðèâàåìàÿ áèð-
êà ìîãëà áûòü ñâîåîáðàçíîé äåðåâÿííîé êâèòàíöèåé î ïàðå ñîðî÷-
êîâ, ñäàííûõ, íàïðèìåð, ïåðåêóïùèêó íà ïðîäàæó [12, ñ.100].

Îñîáåííîñòè ïèêòîãðàììû – îðíàìåíòàëüíîñòü («áàíòèê»
î÷åð÷åí äâîéíîé êàéìîé), ñöåïëåííîñòü «äåëüò», îòñóòñòâèå òèòë
íàä çíàêàìè – ãîâîðÿò î òîì, ÷òî öèôðîâîå çíà÷åíèå ïèêòîãðàììû
â Õ â. íå âñåì ìîãëî áûòü ïîíÿòíî. À ýòî çíà÷èò, ÷òî àêòèâíîå èñ-
ïîëüçîâàíèå «äåëüòû» â öèôðîâîì êà÷åñòâå âîñõîäèò ê áîëåå ðàí-
íåìó âðåìåíè. Ìîæíî óêàçàòü íèæíþþ âðåìåííóþ ãðàíèöó, êîãäà
ýòî ìîãëî ïðîèçîéòè. Ïî òèïó ïèñüìåííîñòü íà áèðêå êàê áóäòî áû
îòíîñèòñÿ ê «÷åðòàì è ðåçàì», êîòîðûå ìîãëè ñóùåñòâîâàòü ó ñëà-
âÿí óæå â III–IV ââ., à ïåðâîíà÷àëüíîå óïîòðåáëåíèå ñëàâÿíàìè
ãðå÷åñêèõ áóêâ «íóæíî îòíîñèòü íå ðàíåå ÷åì ê VII è íå ïîçæå
÷åì ê VIII â.» [13, ñ.464]. Ñîõðàíåíèå ê ýòîìó è íåñêîëüêî áîëåå
ïîçäíåìó âðåìåíè ó ñëàâÿí ïèñüìà òèïà «÷åðò è ðåçîâ» âïîëíå
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Ðèñ.3.«Ñîðî÷îê» ìåõà (?) â ðóêå ñðåäíåâåêîâîãî íîâãîðîäöà.
Ðåçíûå ïàíåëè ñêàìüè èç ñîáîðà ñâ.Íèêîëàÿ ã.Øòðàëüçóíäå,îê.1400 ã.



âîçìîæíî, ÷òî, â ÷àñòíîñòè, òåîðåòè÷åñêè äîïóñêàë àêàäåìèê ÐÀÍ
Ä.Ñ.Ëèõà÷åâ [13, ñ.464–466; 14].

Åñëè ó÷åñòü, ÷òî ñëîâà Êîíñòàíòèíà Áàãðÿíîðîäíîãî î ñëîæèâ-
øåìñÿ ïàðíîì ñ÷åòå ó ñëàâÿí ïðèíàäëåæàò ñîáûòèÿì ñåðåäèíû
IX â., òî ïîÿâëåíèå òðàäèöèè «áàíòèêà» ìîæíî îòíåñòè ê ïðåäøåñ-
òâóþùåìó ïåðèîäó: VII – ïåðâîé ïîëîâèíå IX ââ. Ýòó äàòèðîâêó
ìîæíî íåñêîëüêî óòî÷íèòü. Â ãðå÷åñêîé ïàëåîãðàôèè èçâåñòíî, ÷òî
â IX–X ââ. «äåëüòà» èìåëà «íîæêè» («êëèí÷èêè» èëè «êëèíûø-
êè») ïî êðàÿì îñíîâàíèÿ òðåóãîëüíèêà [15], òî åñòü ïðèìåðíî òó
ôîðìó (ðèñ.4), êîòîðàÿ ïåðåøëà â êèðèëëèöó, à ñåé÷àñ ñîõðàíÿåò-
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Ðèñ.4.Îáðàçöû ãðå÷åñêîãî ïèñüìà IX–X ââ.c «äåëüòîé» íà äâóõ «íîæêàõ»
Åâàíãåëèå 835 ã.èç ñîáðàíèÿ ÐÍÁ,Åâàíãåëèå 980 ã.èç ñîáðàíèÿ Lord Zouche



ñÿ áóêâîé Ä. Â äðåâíåðóññêîé ïðàêòèêå ãðàôèêà áóêâû «äîáðî» â
ôîðìå òðåóãîëüíèêà áåç «íîæåê», ïî-âèäèìîìó, íåèçâåñòíà [16,
ñ.153–155; 17, ñ.74].

Ãðå÷åñêàÿ òðåóãîëüíàÿ «äåëüòà», ëåãøàÿ â îñíîâó «áàíòèêà»,
èñïîëüçîâàëàñü ðàíåå IX–X ââ. Áîëåå îáñòîÿòåëüíîå èññëåäîâàíèå
ãðå÷åñêèõ òåêñòîâ óòî÷íèëî ýòîò ðåçóëüòàò, ââåäÿ â ðàññìîòðåíèå
ïðîìåæóòî÷íóþ (ïåðåõîäíóþ) ôîðìó «äåëüòû» – ñ îäíîé «íîæ-
êîé» ñëåâà [18]. Çà÷àòî÷íàÿ íîæêà ïîÿâëÿåòñÿ â VI â. â âèäå óòîë-
ùåíèÿ ñ ëåâîé ñòîðîíû îñíîâàíèÿ òðåóãîëüíèêà «äåëüòû», â VII â.
óòîëùåíèå îôîðìëÿåòñÿ â «íîæêó»; â êîíöå ýòîãî âåêà ïîÿâëÿåòñÿ
äâóíîãàÿ «äåëüòà» (697 ã.). Â VIII â. òðàäèöèÿ äâóíîãîé «äåëüòû»
åùå íå óñòàíàâëèâàåòñÿ, îíà óêðåïëÿåòñÿ â IX–X ââ., õîòÿ îäíîíî-
ãàÿ «äåëüòà» âñòðå÷àåòñÿ è â IX â. (ðèñ.5), è â Õ â. (980 ã.). Çíà-
÷èò, ñàìûì ïîçäíèì âðåìåíåì, êîãäà ìîãëà ïîÿâèòüñÿ ôîðìà «áàí-
òèêà», áóäåò VII–VIII ââ., îäíàêî ïðîòîîðèãèíàë «áàíòèêà» ìîã
âîçíèêíóòü è äî VII â.

Èçëîæåííàÿ ïåðèîäèçàöèÿ ãðàôèêè «äåëüòû», ïîñòðîåííàÿ â
îñíîâíîì íà ðàáîòàõ êðóïíîãî íåìåöêîãî ó÷åíîãî â îáëàñòè ãðå÷åñ-
êîé ïàëåîãðàôèè Â.Ãàðäõàóçåíà, ïî-âèäèìîìó, íóæäàåòñÿ â îïðåäå-
ëåííûõ óòî÷íåíèÿõ ñ ó÷åòîì ñîâðåìåííûõ äàííûõ. Îäíàêî, äàæå
åñëè îíà äîñòàòî÷íî âåðíà, òî åå íåëüçÿ ñ ïîëíîé äîñòîâåðíîñòüþ
èñïîëüçîâàòü äëÿ äàòèðîâêè ïîÿâëåíèÿ «áàíòèêà» ( )80 40 40= + â
äðåâíåðóññêîé ñðåäå, òàê êàê íåèçâåñòíû êîíêðåòíûå ãðàôè÷åñêèå
èñòî÷íèêè, ïîâëèÿâøèå íà ôîðìèðîâàíèå «áàíòèêà».

Òàê, èçâåñòåí àëôàâèò ãðåêî-âèçàíòèéñêîé «áóêâåííîé íóìåðà-
öèè» IX â. èç ðóêîïèñè, õðàíÿùåéñÿ â Áþðãåð-áèáëèîòåêå Áåðíà
(ðèñ.6) [19, ñ.7]. Çäåñü «äåëüòà» = 4 èìååò òðåóãîëüíóþ ôîðìó
(áåç äîïîëíèòåëüíûõ «íîæåê»). Ïðè÷åì íàä êàæäîé áóêâîé-öèô-
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Ðèñ.5.«Äåëüòà» íà îäíîé «íîæêå» ñëåâà – â öåíòðå ïðîòîáîëãàðñêîé êàìåííîé
íàäïèñè IX â.ãðå÷åñêèìè áóêâàìè – â çàïèñè ÷èñëà 854 â «áóêâåííîé íóìåðàöèè»



ðîé ñòîèò åå öèôðîâîå çíà÷åíèå â ðèìñêîé íóìåðàöèè. Çíà÷èò,
äàííûé «öèôðîâîé àëôàâèò» èìåë ó÷åáíîå èëè ñïðàâî÷íîå íàçíà-
÷åíèå â íåãðå÷åñêîé ÿçûêîâîé ñðåäå. Íåëüçÿ èñêëþ÷èòü, ÷òî «áàí-
òèê», âîçíèêíóâ â íåãðå÷åñêîé ñðåäå, ôîðìèðîâàëñÿ â òðàäèöèè,
ïîäîáíîé ïðåäñòàâëåííîé â «öèôðîâîì àëôàâèòå» IX â., òî åñòü íå
â VII–VIII, à â IX–X ââ., ñðàâíèòåëüíî íåçàäîëãî äî ïîÿâëåíèÿ
«áàíòèêà» íà íîâãîðîäñêîé áèðêå âòîðîé ïîëîâèíû Õ â.

Ïîñêîëüêó êî âòîðîé ïîëîâèíå Õ â. íà Ðóñè «áàíòèê», ñêîðåå
âñåãî, óòðà÷èâàë ÷èñëîâîé ñìûñë çíàêà 80, òî êàêîå çíà÷åíèå îí
èìåë èëè ïðèîáðåòàë? Â ñêàçàíèè «Î ïèñüìåíåõü» áîëãàðñêèé ïè-
ñàòåëü êîíöà IX – íà÷àëà X ââ. ×åðíîðèçåö Õðàáð ñîîáùàë, ÷òî
ñëàâÿíå «÷åðúòàìè è ðåçàìè» «÷üòåõó è ãàòààõó», òî åñòü ñ÷èòàëè
è ãàäàëè [13, ñ.408, 465; 20]. Åñëè «áàíòèê» èçíà÷àëüíî èëè âïîñ-
ëåäñòâèè ñòàë ìàãè÷åñêèì çíàêîì, òî ïî êàêîé ïðè÷èíå è â êàêîì
êà÷åñòâå? Íà ýòè âîïðîñû ïðåäâàðèòåëüíûé îòâåò äàåò íåäàâíÿÿ
êíèãà î ðóññêîé ìàãèè èçâåñòíîãî áðèòàíñêîãî ó÷åíîãî Â.Ô.Ðàéà-
íà. Ïî åãî ìíåíèþ, ñèëà ìàãè÷åñêîãî òàëèñìàíà èëè çíàêà ìîãëà
îáóñëîâëèâàòüñÿ åãî ìàòåìàòè÷åñêîé ïðèðîäîé. Íàïðèìåð, ñ àíòè÷-
íûõ âðåìåí ñ÷èòàëîñü, ÷òî òàêîé ìàãè÷åñêîé ñèëîé îáëàäàþò ÷èñëà
4 è 10. ßêîáû ÷åðåç Ïèôàãîðà áûëî èçâåñòíî, «÷òî íàèáîëåå ñî-
âåðøåííûìè ÿâëÿþòñÿ ÷èñëà 4 è 10, ïîñêîëüêó 1 2 3 4 10+ + + = »
[21, ñ.447]. Ýòîò ìîòèâ ïðåäñòàâëåí â ñðåäíåâåêîâîì ïðîèçâåäåíèè
«Òàéíàÿ òàéíûõ» (XV–XVI ââ.), ÿâëÿþùåìñÿ ðóññêîé âåðñèåé
ýçîòåðè÷åñêîãî àðàáñêîãî òåêñòà IX èëè X â. [òàì æå, ñ.36–37,
447]. Ïðèðîäà «áàíòèêà» ñâÿçàíà ñ ÷èñëàìè 4 è 10, òàê êàê êàæ-
äàÿ èç òðåóãîëüíûõ ÷àñòåé ïèêòîãðàììû âûðàæàåò ÷åòûðå äåñÿòêà,
òî åñòü çàêëþ÷àåò â ñåáå êîëè÷åñòâåííîå ñîäåðæàíèå ÷èñåë 4 è 10.
Ñëåäîâàòåëüíî, «áàíòèê» ïî ñâîåé ìàòåìàòè÷åñêîé ïðèðîäå ìîã
òîëêîâàòüñÿ â ñèñòåìå àíòè÷íîé è ñðåäíåâåêîâîé ýçîòåðèêè â êà-
÷åñòâå ìàãè÷åñêîãî çíàêà.

Ìàãè÷åñêèé çíàê â âèäå ñîåäèíåííûõ âåðøèíàìè òðåóãîëüíè-
êîâ èçâåñòåí â àíòè÷íîì Êðûìó (Õåðñîíåñ) è òðàêòóåòñÿ «êàê
êðèòñêèé ëàáðèñ (äâîéíàÿ ñåêèðà): ñèìâîë, çàùèùàþùèé îò çëûõ
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Ðèñ.6.Àëôàâèò ãðåêî-âèçàíòèéñêîé «áóêâåííîé» íóìåðàöèè IX â.
(Áåðí,Áþðãåð-áèáëèîòåêà,êîäåêñ ¹207).

Äåëüòà = 4 èìååò òðåóãîëüíóþ ôîðìó (áåç «íîæåê»)



äóõîâ è ñâÿçàííûé ñ êóëüòîì ïëîäîðîäèÿ» [17, ñ.74]. Ýòîò çíàê
íåñêîëüêî îòëè÷àåòñÿ îò «÷èñòîãî» «áàíòèêà» äîáàâëåíèåì âåðòè-
êàëüíîé ëèíèè, èäóùåé âíèç îò ìåñòà ñîåäèíåíèÿ òðåóãîëüíèêîâ
[22, ñ.134, òàáë. XXXI / 1750]. Òðóäíåå îïðåäåëèòü, ê êàêîìó
âèäó ìàãèè îòíîñèòñÿ íîâãîðîäñêèé çíàê «áàíòèêà», èìåâøèé ïåð-
âîíà÷àëüíîå ìàòåìàòè÷åñêîå çíà÷åíèå: 4 äåñÿòêà + 4 äåñÿòêà, òî
åñòü ñîðîê + ñîðîê. Âîçìîæíî, ïîäõîä ê ðåøåíèþ ýòîãî âîïðîñà
ñîäåðæèòñÿ â ïîâåðüå î ñîêðîâåííîñòè ÷èñëà ñîðîê äëÿ îõðàíû
ñîêðîâèùà [21, ñ.280]. Â òàêîì ñëó÷àå «áàíòèê» áóäåò èìåòü çíà÷å-
íèå ìàãè÷åñêîãî îáåðåãà. Òàêàÿ åãî òðàêòîâêà ñîãëàñóåòñÿ ñî ñìûñ-
ëîì ðàññìàòðèâàåìîé áèðêè (êàê êâèòàíöèè). Âëàäåëåö (èëè êî-
ìèññèîíåð, ñîïðîâîäèòåëü) ìåõà áûë çàèíòåðåñîâàí â åãî ñîõðàí-
íîñòè, ÷åìó ïî ïðåäñòàâëåíèþ ñðåäíåâåêîâûõ ñëàâÿí è ìîã ñëó-
æèòü çíàê-îáåðåã â âèäå «áàíòèêà».

Èòàê, äðåâíèå ñëàâÿíå äî ïîÿâëåíèÿ ó íèõ ïèñüìåííîñòè, ðàç-
ðàáîòàííîé ñâ. Êîíñòàíòèíîì-Êèðèëëîì è Ìåôîäèåì â ñåðåäèíå
IX â., áûëè çíàêîìû ñ ãðåêî-âèçàíòèéñêîé íóìåðàöèåé. Îäíàêî îñ-
òàâàëñÿ íåÿñíûì âîïðîñ î ñòåïåíè èõ èíôîðìèðîâàííîñòè: çíàëè
ëè äðåâíèå ñëàâÿíå î 27-çíà÷íîé ñèñòåìå «áóêâåííûõ öèôð» òàê
ñêàçàòü â ïîëíîòå èëè âëàäåëè ñâåäåíèÿìè ëèøü îá îòäåëüíûõ çíà-
êàõ, íàïðèìåð, î «äåëüòå» = 4? Îïðåäåëåííûé ñäâèã â ðåøåíèè
óêàçàííîãî âîïðîñà äàåò èçó÷åíèå íàéäåííîé â Íîâãîðîäå áåðåñòÿ-
íîé ãðàìîòû ïåðâîé ïîëîâèíû XIII â. ¹715 [23, ñ.14–15] (ðèñ.7).
Îíà ñîäåðæèò ñëåäóþùèé ÷èñëîâîé çàãîâîð îò ëèõîðàäêè (â ïåðå-
âîäå):

Òðèäåâÿòü àíãåëîâ, òðèäåâÿòü àðõàíãåëîâ,
Èçáàâüòå ðàáà áîæèÿ Ìèõåÿ îò ëèõîðàäêè
Ìîëèòâàìè ñâÿòîé Áîãîðîäèöû.

Àêàäåìèê ÐÀÍ À.À.Çàëèçíÿê, èññëåäîâàâøèé ãðàìîòó îäíèì
èç ïåðâûõ, ïèñàë: «Ñëîâó òðèäåâÿòü â äàííîì òåêñòå ÿâíî íå ñëå-
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Ðèñ.7.Íàáîðíûé òåêñò è ïðîðèñü áåðåñòÿíîé ãðàìîòû ¹715
ñ ÷èñëîâûì çàãîâîðîì (ïåðâàÿ ïîëîâèíà XIII â.)



äóåò ïðèïèñûâàòü òî÷íîãî àðèôìåòè÷åñêîãî çíà÷åíèÿ (ñêàæåì,
“27”): ýòî ìèôîëîãèçèðîâàííîå îáîçíà÷åíèå íåêîåãî áîëüøîãî êî-
ëè÷åñòâà, ñîåäèíÿþùåå â ñåáå ñàêðàëüíûå ñâîéñòâà ÷èñëà äåâÿòü è
÷èñëà òðè» [24, ñ.105]. Î.Ô.Æîëîáîâ ïðåäëîæèë òîëêîâàòü ñëîâî
òðèäåâÿòü â òî÷íîì çíà÷åíèè 27, ðàâíîì êîëè÷åñòâó äíåé ñèäåðè-
÷åñêîãî ìåñÿöà: «Îíî (óêàçàííîå ÷èñëèòåëüíîå êàê “3 9× ”. – Ð.Ñ.)
èíòåðïðåòèðóåòñÿ â ñòàòüå (Æîëîáîâà. – Ð.Ñ.) íå êàê ñî÷åòàíèå
äâóõ ñàêðàëüíûõ ÷èñåë, ãäå âòîðîå ÷èñëî îòðàæàåò êðàòíûé ðîñò
ïåðâîãî, à êàê ðåàëüíàÿ ÷èñëîâàÿ ôîðìóëà. Åå ñòðîåíèå îòðàæàëî
êîëè÷åñòâî äíåé ñèäåðè÷åñêîãî ëóííîãî ìåñÿöà...» [25, ñ.32].

Ïîïóòíî, â ñâÿçè ñ íåêèì ïîíÿòèåì «ïîëíîòû», êîòîðîå
Î.Ô.Æîëîáîâ, ê ñîæàëåíèþ, íå îïðåäåëÿåò è íå ðàñêðûâàåò, èì
ðàññìàòðèâàåòñÿ «áóêâåííàÿ íóìåðàöèÿ»: «Áîëåå ÷åì ÿâñòâåííî ýòà
îñîáåííîñòü (òî åñòü íåêàÿ ïîëíîòà. – Ð.Ñ.) äåñÿòè÷íîãî ñ÷èñëå-
íèÿ ïðîÿâèëàñü â ãðå÷åñêîé, à çàòåì è â ãðåêî-ñëàâÿíñêîé ïèñüìåí-
íîé òðàäèöèè. Â ãðå÷åñêîé è ñëàâÿíñêîé ñèñòåìàõ öèôðîâûõ îáîç-
íà÷åíèé ðîâíî 27 çíàêîâ, êîòîðûå ðàçáèâàþòñÿ íà òðè ãðóïïû ïî 9
çíàêîâ â êàæäîé» [25, ñ.36–37].

Â.Ô.Ðàéàí â óïîìÿíóòîì âûøå èññëåäîâàíèè ó÷åë áîëüøîå
÷èñëî çàãîâîðîâ, áûòîâàâøèõ ñðåäè ìíîãèõ íàðîäîâ ìèðà, à íå
òîëüêî ñëàâÿí. Ïîýòîìó åãî ñóæäåíèå î ìàãè÷åñêîé ïðèðîäå ñëîâà
òðèäåâÿòü (íåçàâèñèìî îò êîíòåêñòà çàãîâîðà) ïðåäñòàâëÿåò çíà÷è-
òåëüíûé èíòåðåñ: «“Òðèäåâÿòü” (ò.å. 27), âîçìîæíî, ÿâëÿåòñÿ ðå-
ëèêòîì äåâÿòåðè÷íîé ñèñòåìû ñ÷åòà; óïîìèíàíèå ýòîé ÷èñëîâîé
ôîðìóëû ìîæíî âñòðåòèòü êàê â ñêàçêàõ, òàê è â çàêëèíàíèÿõ»
[21, ñ.447]. Èç òðåõ ðàññìîòðåííûõ îáúÿñíåíèé òðàêòîâêà ó Ðàéà-
íà ïðÿìî, à ó Æîëîáîâà – êîñâåííî, ñâÿçàíà ñ ñèñòåìîé ñ÷åòà.
Òðàêòîâêà À.À.Çàëèçíÿêà òàêîé ïîäõîä íå èñêëþ÷àåò, à ñêîðåå óã-
ëóáëÿåò, óêàçûâàÿ íà âîçìîæíîñòü «îáîçíà÷åíèÿ» ñëîâîì òðèäå-
âÿòü íåêîåé ìàòåìàòè÷åñêîé (÷èñëîâîé) ñóùíîñòè («áîëüøîãî êî-
ëè÷åñòâà»), ìàãè÷åñêè ñâÿçàííîé ñ ÷èñëàìè 9 è 3. Íå îáîçíà÷àåòñÿ
ëè â çàãîâîðå áåðåñòÿíîé ãðàìîòû ¹715 ñëîâîì òðèäåâÿòü ìàòåìà-
òè÷åñêàÿ ñóùíîñòü 27-çíà÷íîé «áóêâåííîé íóìåðàöèè»?

×òîáû ðàçîáðàòüñÿ â ýòîì âîïðîñå, íàäî ó÷åñòü êîëè÷åñòâî
ðàññìàòðèâàåìûõ â íåé àíãåëîâ è àðõàíãåëîâ. Èçâåñòíî, ÷òî àðõàí-
ãåëîâ ñåìü (ïî õðèñòèàíñêî-âåòõîçàâåòíîé òðàäèöèè, «÷èñëî àðõàí-
ãåëîâ ðàâíî ñåìè» [25, ñ.39, ïðèì.12]), òî åñòü êîíå÷íîå ÷èñëî. Â
27-çíà÷íîé ñèñòåìå «áóêâåííîé íóìåðàöèè» ýòî ÷èñëî (ñåìü) íàõî-
äèòñÿ íà 7-ì ìåñòå (ðèñ.1). Çíà÷èò, â òàêîì ñìûñëå îïðàâäàííî êî-
ëè÷åñòâåííóþ õàðàêòåðèñòèêó ñîâîêóïíîñòè àðõàíãåëîâ ñâÿçûâàòü
ñ èìåíåì «27», êàê îáîçíà÷åíèåì ìàòåìàòè÷åñêîé ñóùíîñòè
27-çíà÷íîé ñèñòåìû «áóêâåííîé íóìåðàöèè», èç êîòîðîé ÷èñëî
ñåìü ïîëó÷àåòñÿ êàê ÷àñòíûé ñëó÷àé.
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Ñëîæíåå îáñòîèò âîïðîñ î êîëè÷åñòâå àíãåëîâ. Äîñòàòî÷íî
ðàñïðîñòðàíåííûì ÿâëÿåòñÿ ìíåíèå, ÷òî òàê íàçûâàåìûõ ÷èíîâ àí-
ãåëüñêîé èåðàðõèè äåâÿòü. Îá ýòîì, íàïðèìåð, óêàçàíî ó Ïñåâ-
äî-Äèîíèñèÿ Àðåîïàãèòà â ñî÷èíåíèè «Î íåáåñíîé èåðàðõèè»�, êî-
òîðûé ïðè ýòîì äåëàåò ñóùåñòâåííîå äîïîëíåíèå: ñêîëüêî â äåéñò-
âèòåëüíîñòè èìååòñÿ ÷èíîâ, ìû íå çíàåì [27, ñ.57, 131]. Ïàâåë
Ôëîðåíñêèé, ìàòåìàòèê ïî áàçîâîìó îáðàçîâàíèþ, ñ÷èòàë, ÷òî ÷èñ-
ëî àíãåëîâ ìîæåò áûòü àêòóàëüíî áåñêîíå÷íî [28, ñ.496–497]. Åñëè
àíãåëîâ áåñêîíå÷íî ìíîãî, òî ìîæíî ëè âåñòè ðå÷ü î âûðàæåíèè èõ
êîëè÷åñòâà ÷åðåç íåêèé ñ÷åò âîîáùå è êîíêðåòíî ÷åðåç ñ÷åò ïî
òèïó «áóêâåííîé íóìåðàöèè»?

Ïîäõîä ê ðåøåíèþ óêàçàííîãî âîïðîñà áûë ïðåäëîæåí àêàäå-
ìèêîì ÐÀÍ À.Í.Ïàðøèíûì (Îòäåëåíèå ìàòåìàòèêè). Ðåçóëüòàò
îêàçàëñÿ òàêèì: «Ìîæíî áûëî áû ðèñêíóòü âûñêàçàòü ïðåäïîëî-
æåíèå, ÷òî è ÷èñëî óðîâíåé àíãåëüñêîé èåðàðõèè áåñêîíå÷íî. Åñòü
íåêîòîðûé àðãóìåíò â ïîëüçó ïîäîáíîãî ïðåäïîëîæåíèÿ. ß íå ñëó-
÷àéíî óïîìÿíóë òóò î ïîçèöèîííîé ñèñòåìå ñ÷èñëåíèÿ. Êîãäà ìû
ñ÷èòàåì ÷èñëà, òî, ïðîéäÿ îò 0 äî 9, ìû ïðèõîäèì ê 10, êîãäà ïå-
ðåõîäèì â ñëåäóþùèé ðàçðÿä... Â ñèñòåìàõ ñ÷èñëåíèÿ ÷èñëà ìîãóò
áûòü ñêîëü óãîäíî áîëüøèìè, êîãäà ìû ïåðåõîäèì âî âñå íîâûå è
íîâûå ðàçðÿäû, èëè ÷èíû» [29, ñ.146].

Òàêèì îáðàçîì, À.Í.Ïàðøèí îïðåäåëèë, ÷òî óñòàíîâëåíèå áåñ-
êîíå÷íîñòè ÷èñëà àíãåëüñêîé èåðàðõèè íàõîäèò àíàëîãèþ èëè
îáîñíîâàíèå â ñ÷èñëåíèè ÷èñåë. Íàïðèìåð, â äåñÿòåðè÷íîé ïîçèöè-
îííîé ñèñòåìå. Â 27-çíà÷íîé «áóêâåííîé íóìåðàöèè», íå ÿâëÿþ-
ùåéñÿ ñòðîãî ïîçèöèîííîé â ñâÿçè ñ îòñóòñòâèåì â íåé çíàêà íóëÿ,
òàêæå ìîæíî âûðàæàòü ñêîëü óãîäíî áîëüøîå ÷èñëî ñ ïîìîùüþ
îñíîâíûõ 27-ìè çíàêîâ è ñèñòåìû äîïîëíèòåëüíûõ çíà÷êîâ. Ïîýòî-
ìó âïîëíå äîïóñòèìî êîëè÷åñòâî àíãåëîâ è â ñëó÷àå èõ áåñêîíå÷-
íîé òðàêòîâêè ñâÿçûâàòü ñî ñëîâîì òðèäåâÿòü êàê îáîçíà÷åíèåì
ìàòåìàòè÷åñêîé ñóùíîñòè 27-çíà÷íîé «áóêâåííîé íóìåðàöèè», â
êîòîðîé ìîæíî âûðàçèòü ñêîëü óãîäíî áîëüøîå ÷èñëî (Ñì. ïîä-
ðîáíåå: [30]).

Êîíå÷íî, ïðåäëàãàåìûå ðàññóæäåíèÿ î ÷èñëå àíãåëîâ è ÷èñëå
àðõàíãåëîâ â áåðåñòÿíîé ãðàìîòå ¹715 íîñÿò íåñêîëüêî àáñòðàêò-
íûé õàðàêòåð, òàê êàê íåèçâåñòíî, êàêèìè îíè ñ÷èòàëèñü âî âðåìÿ
âîçíèêíîâåíèÿ çàãîâîðà. Ñ öåëüþ íàäåæíîñòè âûâîäîâ öåëåñîîá-
ðàçíî èñõîäèòü èç ïðèíöèïà ìàêñèìóìà (à íå ìèíèìóìà) èíôîð-
ìèðîâàííîñòè àâòîðîâ çàãîâîðà. Òî åñòü ïîëàãàòü, ÷òî îíè ìîãëè
ïîäõîäèòü ê ÷èñëó àíãåëîâ è ÷èñëó àðõàíãåëîâ ïðèìåðíî òàê, êà-
êèìè îíè (÷èñëà àíãåëîâ è àðõàíãåëîâ) ïðèíèìàëèñü â õðèñòè-
àíñêî-âåòõîçàâåòíîé òðàäèöèè è ñî÷èíåíèè Ïñåâäî-Äèîíèñèÿ Àðåî-
ïàãèòà â 533 ã. Îáîáùàÿ èçëîæåííûå äàííûå, çàêëþ÷àåì, ÷òî, âîç-
ìîæíî, ñëîâî òðèäåâÿòü â áåðåñòÿíîé ãðàìîòå ¹715 ìîãëî áûòü
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îáîçíà÷åíèåì ìàòåìàòè÷åñêîé ñóùíîñòè 27-çíà÷íîé «áóêâåííîé íó-
ìåðàöèè», êàê ñèñòåìû, êîòîðàÿ ïîçâîëÿåò âûðàæàòü êàê ëþáîå
êîíå÷íîå, òàê è áåñêîíå÷íîå ÷èñëî.

Ñèñòåìà «áóêâåííîé íóìåðàöèè» â Äðåâíåé Ðóñè, ïî-âèäèìî-
ìó, áûëà äîñòàòî÷íî õîðîøî èçâåñòíà, îñîáåííî ïîñëå ïðèíÿòèÿ
õðèñòèàíñòâà â 988 ã. Îíà âõîäèëà â ñîñòàâ îáó÷åíèÿ ãðàìîòå, íà-
ðÿäó ñ áóêâåííûì àëôàâèòîì. Îá ýòîì, â ÷àñòíîñòè, ñâèäåòåëüñò-
âóåò ó÷åáíîå èçëîæåíèå äàííûõ î íåé â äðåâíåéøåé ðóññêîé äåðå-
âÿííî-âîñêîâîé Íîâãîðîäñêîé ïñàëòûðè ïåðâîé òðåòè XI â. Íóìå-
ðàöèîííûå ñâåäåíèÿ çäåñü ïðåäñòàâëåíû íàðÿäó ñ áóêâåííûìè àë-
ôàâèòàìè íà äåðåâÿííîé îñíîâå öåðû (ïîä âîñêîì). Ïðè÷åì èìå-
þòñÿ â íåñêîëüêèõ ôðàãìåíòàõ íå òîëüêî îñíîâíûå 27 çíàêîâ «áóê-
âåííîé íóìåðàöèè», íî è äîïîëíèòåëüíûå çíà÷êè äëÿ âûðàæåíèÿ
òûñÿ÷ è äåñÿòêà òûñÿ÷�. Çäåñü æå (ïîä âîñêîì öåðû) íåñêîëüêî
ðàç ïðîöàðàïàíî äðåâíåéøåå â ðóññêîé ïðàêòèêå ñîõðàíèâøååñÿ â
îðèãèíàëå ìíîãîçíà÷íîå ÷èñëî â «áóêâåííîé íóìåðàöèè»
6507/999 ã. â êà÷åñòâå ãîäà âîçâåäåíèÿ â ñàí ñâÿùåííèêà àâòîðà
çàïèñåé èåðîìîíàõà Èñààêèÿ, íå èñêëþ÷àÿ âîçìîæíîñòè èõ (çàïè-
ñåé) âíåñåíèÿ êîïèèñòîì [33; 34].

Íà Ðóñè áûëî èçâåñòíî, ÷òî «áóêâåííàÿ íóìåðàöèÿ» â ãðå-
êî-âèçàíòèéñêîé ïèñüìåííîé òðàäèöèè íàñ÷èòûâàëà 27 çíàêîâ, êàê
è â êèðèëëèöå. Ýòî ïîäòâåðæäàåòñÿ Åïèôàíèåì Ïðåìóäðûì â Æè-
òèè Ñòåôàíà Ïåðìñêîãî (íà÷àëî XV â.): «Ñîáðàñÿ àçáóêà ãðå÷åñ-
êàÿ ñëîâ ÷èñëîì .ÊÄ. (24)... à èí êíèæíèê (äîáàâèë) òðè ñëîâà,
èìè æå ïèøóòñÿ: øåñòîå ÿâå è äåâÿòüäåñÿòîå è äåâÿòüñîòíîå» [35,
ñ.151–152]. Èç ýòîãî ñëåäóåò, ÷òî íà Ðóñè íå ïîçæå XIV â. çíàëè,
÷òî â ãðåêî-âèçàíòèéñêîé «áóêâåííîé íóìåðàöèè» îñíîâíûõ öèôð
áûëî 24 3 27+ = (òî åñòü òðèäåâÿòü), à òàêæå ÷òî ñòðóêòóðíî îíà
ñîñòîÿëà èç 24 áóêâ ãðå÷åñêîãî àëôàâèòà è òðåõ äîïîëíèòåëüíûõ
÷èñëîâûõ çíàêîâ – ýïèñåì – äëÿ âûðàæåíèÿ 6, 90 è 900.

Ýìîöèîíàëüíî îñâîåíèå çíàíèé (â òîì ÷èñëå – ìàòåìàòè÷åñ-
êèõ) êàê áû ïðîõîäèò äâà ýòàïà. Ïåðâîîòêðûâàòåëè è èõ áëèæàé-
øèå ïîñëåäîâàòåëè èñïûòûâàþò ïîäúåì, ãðàíè÷àùèé ñ âîñòîðãîì.
Çàòåì ýòè çíàíèÿ ñòàíîâÿòñÿ îáùèì ìåñòîì îáûäåííîé æèçíè, è
ëþäè ê íèì îòíîñÿòñÿ ñïîêîéíî�. Ïðèìåðíî ïî òàêîé æå ñõåìå
ìîãëî ïðîòåêàòü îñâîåíèå çíàíèÿ î òîì, ÷òî ïóòåì 27-çíà÷íîé
«áóêâåííîé íóìåðàöèè» ìîæíî âûðàçèòü ëþáîå ÷èñëî. Ýòà èäåÿ,
î÷åâèäíî, ìîãëà âûçâàòü ó ïåðâîîòêðûâàòåëåé ìèñòè÷åñêèé òðåïåò
è ïîñëóæèòü îñíîâîé ÷èñëîâîãî çàãîâîðà, îòðàæåííîãî (âîçìîæíî,
â îáîáùåííîé è ñòåðòîé ôîðìå) â áåðåñòÿíîé ãðàìîòå ¹715. Çàòåì
ýòè çíàíèÿ ïðèîáðåëè íàëåò îáûäåííîñòè â ñïîêîéíîé (ëèøåííîé
êàêîãî-ëèáî ìèñòèöèçìà) ïðàêòèêå, êàê ïîêàçûâàåò èñïîëüçîâàíèå
«áóêâåííîé íóìåðàöèè» â Äðåâíåé Ðóñè íå ïîçæå Õ–XI ââ.
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Ïîñêîëüêó ñëîâî òðèäåâÿòü â çàãîâîðå ãðàìîòû ¹715 íå èìååò
÷åòêîé ýòèìîëîãèè, òî áóäåò ïðàâèëüíûì ñ÷èòàòü, ÷òî ïîòðåáèòåëè
çàãîâîðà íå çíàëè ñ îïðåäåëåííîñòüþ, î êàêîì êîëè÷åñòâå àíãåëîâ
è àðõàíãåëîâ â íåì øëà ðå÷ü. Ïðè÷åì ýòîãî êîëè÷åñòâà ìîãëè íå
çíàòü è òðàíñëÿòîðû çàãîâîðà (æðåöû). Íî îíè ìîãëè ïîíèìàòü,
÷òî Áîãîðîäèöà (çàãîâîð êàê áû ïðåäñòàâëåí åþ èëè îò åå èìåíè)
è äðóãèå âûñøèå ñèëû äîëæíû áûëè îá ýòîì êîëè÷åñòâå âåäàòü. Â
òàêîì ñëó÷àå ïåðåä òðàíñëÿòîðàìè çàãîâîðà ñòîÿëà çàäà÷à âûðà-
çèòü ÷èñëî àíãåëîâ è ÷èñëî àðõàíãåëîâ, íå çíàÿ òî÷íî êàæäîå ÷èñ-
ëî è äàæå ñòðóêòóðó ÷èñåë (êîíå÷íîñòü/áåñêîíå÷íîñòü), íî ñîçíà-
âàÿ, ÷òî âûñøèì ñèëàì ýòè ÷èñëà èçâåñòíû.

Ðàçîáðàòüñÿ â ýòîì íåïðîñòîì âîïðîñå ìîæíî ïîïûòàòüñÿ ñ ïî-
ìîùüþ íàóêè ëîãèêè, êîòîðàÿ èçó÷àåò òàêèå ïîíÿòèÿ êàê «ñìûñë»,
«ÿçûêîâîå âûðàæåíèå» èëè «èìÿ» íåêîòîðîãî ïðåäìåòà (ÿâëåíèÿ),
«äåíîòàò» èìåíè è ïð. Ìîæíî ïîïûòàòüñÿ óñòàíîâèòü, ÷òî âûðàæå-
íèå ãðàìîòû ¹715 «òðèäåâÿòü» (àíãåëîâ è àðõàíãåëîâ) ÿâëÿåòñÿ
íåïðÿìûì (êîñâåííûì) óïîòðåáëåíèåì «èìåíè» (íàçâàíèÿ)
«27-çíà÷íàÿ «áóêâåííàÿ íóìåðàöèÿ». Ñ óêàçàííîé öåëüþ ìîæíî
îïåðåòüñÿ íà ñëåäóþùåå ïîëîæåíèå èçâåñòíîãî àìåðèêàíñêîãî ó÷å-
íîãî Àëîíçî ×åð÷à (ìàòåìàòèêà è ëîãèêà): «Äåíîòàò åñòü ôóíêöèÿ
ñìûñëà èìåíè..., ò.å. åñëè äàòü ñìûñë, òî ýòèì îïðåäåëÿåòñÿ ñó-
ùåñòâîâàíèå è åäèíñòâåííîñòü äåíîòàòà» [38, ñ.17–19]. Åñëè â êà-
÷åñòâå «ñìûñëà» âûðàæåíèÿ «ñèñòåìà ñ÷åòà» âçÿòü 27-çíà÷íóþ
«áóêâåííóþ íóìåðàöèþ», òîãäà êàæäîìó çíà÷åíèþ ýòîé ñèñòåìû
ïî óñòàíîâëåííûì äëÿ íåå ïðàâèëàì áóäåò ñîîòâåòñòâîâàòü êîíê-
ðåòíîå ÷èñëî.

Íå çíàÿ, ñêîëüêî âñåãî áûëî àíãåëîâ è àðõàíãåëîâ, àâòîðû çà-
ãîâîðà ñîçíàòåëüíî èëè áåññîçíàòåëüíî ïðÿìîå óêàçàíèå êîëè÷åñò-
âà àíãåëîâ è àðõàíãåëîâ ìîãëè çàìåíèòü êîñâåííûì. Òàêàÿ ñèòóà-
öèÿ ïðåäóñìàòðèâàåòñÿ â ëîãèêå: «Â îáû÷íûõ ÿçûêàõ, êàê ïðàâè-
ëî, íàðÿäó ñ ïðÿìûì óïîòðåáëåíèåì èìåíè âîçìîæíî è êîñâåííîå,
êîãäà äåíîòàòîì ñòàíîâèòñÿ òî, ÷òî áûëî ñìûñëîì ïðè ïðÿìîì
óïîòðåáëåíèè èìåíè» [39, ñ.553]. Ïðè óêàçàííîì âûøå ïðÿìîì
óïîòðåáëåíèè èìåíè «ñèñòåìà ñ÷åòà» «ñìûñëîì» áóäåò 27-çíà÷íàÿ
«áóêâåííàÿ íóìåðàöèÿ», à ïðè êîñâåííîì – ýòîò «ñìûñë» ñòàíî-
âèòñÿ «äåíîòàòîì». Ýòî çíà÷èò, ÷òî âûðàæåíèå «òðèäåâÿòü» (àíãå-
ëîâ, àðõàíãåëîâ) â áåðåñòÿíîé ãðàìîòå ¹715 ïåðåäàâàëî îáùåå ïî-
íÿòèå òèïà ÷èñëîâîé òàáëèöû, èç êîòîðîé ìîãëè ïîëó÷àòüñÿ ÷àñò-
íûå ÷èñëîâûå çíà÷åíèÿ, â òîì ÷èñëå 7 (àðõàíãåëîâ) è áåñêîíå÷íî
ìíîãî (àíãåëîâ). Òåì ñàìûì àâòîðû çàãîâîðà îáõîäèëè âîïðîñ î
òî÷íîì êîëè÷åñòâå àíãåëîâ è àðõàíãåëîâ, êîòîðîãî ìîãëè íå çíàòü.
Íî äëÿ çàãîâîðà, îáðàùåííîãî ê âûñøèì ñèëàì (êîíêðåòíî – ê Áî-
ãîðîäèöå), ýòî íå èìåëî ñóùåñòâåííîãî çíà÷åíèÿ, ïîñêîëüêó â
ïðåäñòàâëåíèè àâòîðîâ (òðàíñëÿòîðîâ, ïîëüçîâàòåëåé) çàãîâîðà
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âûñøèå ñèëû äîëæíû áûëè çíàòü ñîîòâåòñòâóþùèå ÷èñëà àíãåëîâ
è àðõàíãåëîâ.

Àâòîðû çàãîâîðà ïîñòóïèëè òàëàíòëèâî èëè, ïî êðàéíåé ìåðå,
òîëêîâî, ââåäÿ ñëîâî òðèäåâÿòü äëÿ îáîçíà÷åíèÿ ìàòåìàòè÷åñêîé
ñóùíîñòè «áóêâåííîé íóìåðàöèè», êàê áû êðèñòàëëèçóþùåé â ñåáå
âñå ÷èñëà. Ñîçíàòåëüíî èëè áåññîçíàòåëüíî îíè ñëîâîì òðèäåâÿòü
ôàêòè÷åñêè âûðàçèëè íå èìÿ 27-çíà÷íîé «áóêâåííîé íóìåðàöèè»,
à ïðåäìåò èìåíè (äåíîòàò) «áóêâåííîé íóìåðàöèè», åå ìàòåìàòè-
÷åñêóþ ñóùíîñòü. Àâòîðû çàãîâîðà íàäåÿëèñü èëè áûëè óâåðåíû,
÷òî äëÿ Áîãà, Áîãîðîäèöû òðèäåâÿòü àðõàíãåëîâ ýòî ñåìü èëè êà-
êîå-òî èçâåñòíîå âûñøèì ñèëàì ÷èñëî àðõàíãåëîâ, à òðèäåâÿòü àí-
ãåëîâ ýòî òàêæå èçâåñòíîå èì êîíå÷íîå èëè áåñêîíå÷íîå ÷èñëî àí-
ãåëîâ. À îáû÷íûì ïîëüçîâàòåëÿì çàãîâîðà, ñêîðåå âñåãî, ýòî íå
áûëî ïîíÿòíî, ñ ÷åì è ìîãëà áûòü ñâÿçàíà ýçîòåðè÷åñêàÿ òàéíà ìà-
ãèè çàãîâîðà.

Òàéíà ìîãëà áûòü îáóñëîâëåíà íåçíàíèåì òî÷íîãî êîëè÷åñòâà
àíãåëîâ è àðõàíãåëîâ è, âîçìîæíî, ìíåíèåì, ÷òî è çíàòü ýòîãî ëþ-
äÿì íå îáÿçàòåëüíî (íå íóæíî) èëè íåëüçÿ. Ïîñêîëüêó ýòî çíàíèå
áûëî ïðåðîãàòèâîé âûñøèõ ñèë, ÷òî êàê áû è ôèêñèðîâàëîñü ñëî-
âîì òðèäåâÿòü. Â ýòîì ìàãè÷åñêîì ñëîâå ìîãëî áûòü çàøèôðîâàíî
÷óäåñíîå ïðîçðåíèå ÷åëîâåêà ïðè ïîçíàíèè èì íîâîãî ìàòåìàòè÷åñ-
êîãî ñìûñëà, ÷òî ñ ïîìîùüþ 27-çíà÷íîé (âîò îòêóäà ñàêðàìåíòàëü-
íîå òðèäåâÿòü) «áóêâåííîé íóìåðàöèè» ìîæíî âûðàæàòü ëþáîå
÷èñëî, âêëþ÷àÿ êîíå÷íûå ÷èñëà, íàïðèìåð, ñåìü (êîëè÷åñòâî àð-
õàíãåëîâ) è áåñêîíå÷íî ìíîãî (êîëè÷åñòâî àíãåëîâ).

Âèçàíòèéñêàÿ «áóêâåííàÿ íóìåðàöèÿ», áóäó÷è ñëîæèâøèìñÿ,
«êðèñòàëëèçîâàâøèìñÿ» çíàíèåì, ìîãëà óñâàèâàòüñÿ êóëüòóðîé
Ðóñè ïðåèìóùåñòâåííî â ñâîåé öåëîñòíîñòè èëè íàðÿäó ñ äàííûìè
îá îòäåëüíûõ «áóêâåííûõ» ÷èñëàõ, êàê åå (íóìåðàöèè) ÷àñòíûå
ïðîÿâëåíèÿ. Ðàññìàòðèâàåìûé íóìåðàöèîííûé çàãîâîð áåðåñòÿíîé
ãðàìîòû ¹715 ìîã ñëîæèòüñÿ äî X–XI ââ., êîãäà ïðàêòèêà ñ÷åòà
íà îñíîâå «áóêâåííîé íóìåðàöèè» íà Ðóñè åùå íå ñòàëà îáûäåí-
íîé. Ïî ìíåíèþ Ðàéàíà, ìíîãèå ðóññêèå àïîêðèôè÷åñêèå è ìàãè-
÷åñêèå òåêñòû âîñõîäÿò «ê ãðå÷åñêîìó ïðîòîòèïó» [21, ñ.21]. Âîç-
ìîæíî, îáîçíà÷åíèå ìàòåìàòè÷åñêîé ñóùíîñòè «áóêâåííîé íóìåðà-
öèè» ñëîâîì òðèäåâÿòü ïîÿâèëîñü â êà÷åñòâå êàëüêè ãðå÷åñêîãî
èìåíîâàíèÿ â çàãîâîðå, íóìåðàöèîííûé ñìûñë êîòîðîãî áûë ïîíÿ-
òåí íåìíîãèì ëþäÿì (íàïðèìåð, æðåöàì). Òî åñòü ÷èñëîâîé çàãî-
âîð ñî ñëîâîì òðèäåâÿòü ìîã âîçíèêíóòü çàäîëãî äî åãî ôèêñàöèè
áåðåñòÿíîé ãðàìîòîé ¹715 ïåðâîé ïîëîâèíû XIII â. Íà ìîìåíò îá-
íàðóæåíèÿ àðõåîëîãàìè ýòîò çàãîâîð áûë ñàìûì äðåâíèì ñðåäè áå-
ðåñòÿíûõ ãðàìîò. Ïðàâäà, âñêîðå áûëî íàéäåíî åùå áîëåå ðàííåå
çàêëèíàíèå íà áåðåñòå, îäíàêî ãðàìîòà ¹715 îñòàåòñÿ äðåâíåéøåé,
ñîäåðæàùåé çàãîâîð íóìåðàöèîííîãî õàðàêòåðà.
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Ìîäåëü âõîæäåíèÿ ãîòîâîãî çíàíèÿ â íà÷àëüíóþ ïðîòîêóëüòó-
ðó ïî òèïó îò îáùåãî ê åäèíè÷íûì åãî ïðîÿâëåíèÿì (íàïðèìåð, îò
27-çíà÷íîé ñèñòåìû «áóêâåííîé íóìåðàöèè» ê îòäåëüíûì «áóêâåí-
íûì öèôðàì») ñîãëàñóåòñÿ, íàïðèìåð, ñ òåì êàê ïîíèìàë àêàäåìèê
Ä.Ñ.Ëèõà÷åâ ïðîöåññ ïðèîáùåíèÿ Ðóñè ê âûñîêîé êóëüòóðå Âèçàí-
òèè: «Ñëîæèâøèåñÿ, òî÷íî îïðåäåëèâøèåñÿ ôîðìû êóëüòóðû ëåã÷å
âîçäåéñòâóþò è ëåã÷å óñâàèâàþòñÿ, ÷åì ôîðìû íà÷àëüíûå è åùå íå
êðèñòàëëèçîâàâøèåñÿ». È åùå: «Ñåé÷àñ ïîä÷åðêíåì îäíó îñîáåí-
íîñòü ýòèõ âíóòðåííèõ ïîòðåáíîñòåé êóëüòóðû: ïîòðåáíîñòè ýòè
ñêàçûâàþòñÿ ñèëüíåå è îïðåäåëåííåå â ïåðåíîñå öåëîãî, ÷åì â ïå-
ðåíîñå îòäåëüíûõ ýëåìåíòîâ êóëüòóðû, åå åäèíè÷íûõ ïðîÿâëåíèé»
[40, ñ.15, 20].

Åñòü îïðåäåëåííûå îñíîâàíèÿ îòíîñèòü ôàêò ïåðâîíà÷àëüíîãî
äðåâíåðóññêîãî îçíàêîìëåíèÿ ñ âîçìîæíîñòÿìè «áóêâåííîé íóìå-
ðàöèè» âûðàæàòü ÷èñëà ëþáîé âåëè÷èíû ïðèìåðíî òåì æå âðåìå-
íåì, ÷òî è óñâîåíèå çíàíèé îá îòäåëüíûõ çíàêàõ â ýòîé ñèñòåìå.
Íà Ðóñè ïðîöåññû óñâîåíèÿ îòäåëüíûõ çíàêîâ «áóêâåííîé íóìåðà-
öèè» è åå ñàìîé (â öåëîì), êàê ñèñòåìû, âûðàáàòûâàþùåé íàâûêè
÷èñëîâîãî àáñòðàãèðîâàíèÿ, ìîãëè èäòè âî âçàèìîäåéñòâèè. Îá
ýòîì êàê áóäòî áû ñâèäåòåëüñòâóåò ïîìèìî ãðàìîòû ¹715 è ÷èñëî-
âîé «áàíòèê» (êàê çíàê, ñîñòîÿùèé èç äâóõ «äåëüò» è îáîçíà÷àþ-
ùèé 80). Îí íåñåò â ñåáå àáñòðàêöèþ, ñîñòîÿùóþ â îáîáùåíèè îä-
íèì ÷èñëîâûì çíàêîì («äåëüòîé») äâóõ ðàçíûõ ÷èñåë: ÷åòûðåõ è
ñîðîêà.

Ìîæíî ëè ãåîãðàôè÷åñêè ëîêàëèçîâàòü ïîÿâëåíèå íóìåðàöè-
îííîé òðàäèöèè, ïðåäñòàâëåííîé ðàññìîòðåííûìè äðåâíåðóññêèìè
ïàìÿòíèêàìè (áèðêîé è áåðåñòÿíîé ãðàìîòîé ¹715)? Àïðèîðè ýòà
ëîêàëèçàöèÿ äîëæíà, íàïðèìåð, óäîâëåòâîðÿòü òàêèì òðåáîâàíèÿì:
1. Íàõîäèòüñÿ â çîíå ãðå÷åñêîãî êóëüòóðíîãî âëèÿíèÿ; 2. Îáëàäàòü
ñâèäåòåëüñòâàìè ÷åòêî âûðàæåííîé ãðå÷åñêîé íóìåðàöèîííîé
êóëüòóðû; 3. Èìåòü èíôîðìàöèîííûå êàíàëû ñ Íîâãîðîäîì, îòêó-
äà ïðîèñõîäÿò îáà ïàìÿòíèêà.

Ðàññìîòðèì ïîäðîáíåå ýòè òðåáîâàíèÿ:
1. Ñ àíòè÷íîé äðåâíîñòè âîçíèêàëè ãðå÷åñêèå ïîñåëåíèÿ è ãî-

ðîäà â þãî-âîñòî÷íîì Êðûìó (Õåðñîíåñ, Ôåîäîñèÿ, Ïàíòèêîïåé) è
íà ïðîòèâîïîëîæíîé ñòîðîíå Êåð÷åíñêîãî ïðîëèâà â ðàéîíå Òà-
ìàíñêîãî ïîëóîñòðîâà (Ôàíàãîðèÿ) ïðè óñòüå ðåêè Êóáàíè è â âîñ-
òî÷íîì Ïðèàçîâüå [41, ñ.278]. Ñëàâÿíå (àíòû) ïîáëèçîñòè îò ýòèõ
òåððèòîðèé íàõîäèëèñü â IV–VI ââ. [42, ñ.129, 131]. Îíè ñåëèëèñü
â óñòüå Êóáàíè, â Ñåâåðíîì Ïðè÷åðíîìîðüå, Ïðèêóáàíüå è ïî
íèæíåìó òå÷åíèþ Äîíà. Ýòà òåððèòîðèÿ â èñòîðèîãðàôèè ïðåèìó-
ùåñòâåííî õàçàðñêîãî ïåðèîäà íîñèò íàçâàíèå Ïðèàçîâñêîé èëè
Àçîâñêî-×åðíîìîðñêîé Ðóñè è Äîíñêîé Ðóñè�. Ñâèäåòåëüñòâî î
ïðÿìûõ, âîçìîæíî, äîñòàòî÷íî ïðîäîëæèòåëüíûõ êîíòàêòàõ ýòîãî
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ñëàâÿíî-ðóññêîãî íàñåëåíèÿ ñ Êðûìîì êàê áóäòî áû ñîäåðæèò äî-
ãîâîð êíÿçÿ Èãîðÿ ñ ãðåêàìè 945 ã.

Çäåñü ãîâîðèòñÿ ïî ïîâîäó, âåðîÿòíî, êðûìñêîé òåððèòîðèè
âîñòî÷íåå Õåðñîíåñà ñëåäóþùåå: «Åëèêî æå åñòü ãîðîäîâú íà òîé
÷àñòè, äà íå èìàòü âîëîñòè êíÿçü ðóñêèè, äà âîþåòü íà òåõú ñòðà-
íàõú, è òà ñòðàíà íå ïîêîðÿåòñÿ âàìú» [42, ñ.129; 47, ñ.64]. Èç
ýòèõ ñëîâ ìîæíî çàêëþ÷èòü, ÷òî ãðåêè õîòåëè ïðåäîñòåðå÷ü ñåáÿ îò
òîãî, ÷òîáû ðóññêèå âëàäåëè ãðå÷åñêèìè òåððèòîðèÿìè âîñòî÷íåå
Õåðñîíåñà è âîåâàëè â ýòîé ÷àñòè Êðûìà, îñóùåñòâëÿÿ çäåñü çàõâà-
òû. Çíà÷èò, â ýòîì ìåñòå íàõîäèëèñü èíòåðåñû Ðóñè, ÷òî ìîãëî
áûòü îáóñëîâëåíî íàëè÷èåì ñëàâÿíñêèõ ïîñåëåíèé â íåïîñðåäñò-
âåííîì ñîñåäñòâå ñ ãðåêàìè. Ýòî êàê áóäòî áû ïîäòâåðæäàåòñÿ ñî-
îáùåíèåì âèçàíòèéñêîãî èñòîðèêà Ëüâà Äèàêîíà, ÷òî â Õ â. âîèíû
êíÿçÿ Èãîðÿ è ïîçæå åãî ñûíà êíÿçÿ Ñâÿòîñëàâà, ñîâåðøèâ íàáåã
íà ãðå÷åñêèå ãîðîäà, óõîäèëè íà ëîäêàõ â Êåð÷åíñêèé ïðîëèâ («ê
Êèììåðèéñêîìó Áîñïîðó» [42, ñ.128–129; 48, ñ.39 è äàëåå]), ãäå
ðàñïîëàãàëàñü Òìóòàðàêàíü – þæíûé ôîðïîñò Ðóñè.

Åùå îäíèì ôàêòîðîì, ñâèäåòåëüñòâóþùèì â ïîëüçó ñëàâÿíñêî-
ãî êîíòàêòà ñ ãðå÷åñêîé êóëüòóðîé â ýòîì ðàéîíå, ÿâëÿþòñÿ ÿçûêî-
âûå ðåëèêòû Ñåâåðíîãî Ïðè÷åðíîìîðüÿ. Èõ èçó÷åíèå ïðèâåëî àêà-
äåìèêà ÐÀÍ Î.Í.Òðóáà÷åâà ê âûâîäó, ÷òî «âðÿä ëè ÷òî-ëèáî ïî-
äîáíîå îêàçàëîñü áû âîçìîæíûì, åñëè áû «ïîòîìêè àíòè÷íîãî íà-
ñåëåíèÿ» íå äîæèëè â òîé èëè èíîé ôîðìå äî ïîÿâëåíèÿ â Ñåâåð-
íîì Ïðè÷åðíîìîðüå ñëàâÿí» [42, ñ.131]. Èç èçëîæåííûõ ôàêòîâ
ñëåäóåò, ÷òî ñëàâÿíå, ïî-âèäèìîìó, íå ñïîðàäè÷åñêè êîíòàêòèðîâà-
ëè ñ ãðå÷åñêèì íàñåëåíèåì Êðûìà è Ïðèàçîâüÿ, à ïðîäîëæèòåëü-
íîå âðåìÿ ìîãëè æèòü ïî ñîñåäñòâó, î÷åâèäíî, âñòóïàÿ ñ ãðåêàìè â
ðàçíîîáðàçíûå êîíòàêòû. Ïðè÷åì, äîãîâîðàìè ðóññêèõ êíÿçåé ñ
ãðåêàìè Õ â. äîêóìåíòàëüíî çàôèêñèðîâàíû âîåííûå, ïîëèòè÷åñ-
êèå, äèïëîìàòè÷åñêèå, òîðãîâûå è þðèäè÷åñêèå� îòíîøåíèÿ.

2. Ïðè ðàñêîïêàõ Áåëîé Âåæè (Ñàðêåëà) àðõåîëîãè îáíàðóæè-
ëè	 ñòðàòèãðàôè÷åñêè äàòèðîâàííûé êîíöîì 830-õ ãã. ôðàãìåíò
àìôîðû ñ çàïèñüþ äâóõ ÷èñåë â ãðåêî-âèçàíòèéñêîé «áóêâåííîé
íóìåðàöèè» (ÐÏ) 180 è (ÐÎ) 170. Çàïèñü ñîïðîâîæäàëàñü ôà-
ìèëüíûì çíàêîì èëè çíàêîì ñîáñòâåííîñòè (òàìãîé), ïðàâàÿ ÷àñòü
êîòîðîãî íå ñîõðàíèëàñü (ðèñ.8). Óêàçàííàÿ äàòèðîâêà (830-å ãã.)
óñëîâíà, «òàê êàê èññëåäîâàòåëè ïðåäïîëàãàþò, ÷òî íà ãîðèçîíò îí
(ôðàãìåíò àìôîðû. – Ð.Ñ.) ìîã ïîïàñòü èç ÿìû, ñïóùåííîé èç
ñëîåâ Õ â.» [51, ñ.245; ñî ññûëêîé íà ìàòåðèàëû ïî ñòðàòèãðàôèè
è äàòèðîâêå, ïðåäñòàâëåííûå Ñ.À.Ïëåòíåâîé].

Â 1954 ã. ïðè ðàñêîïêàõ Òìóòàðàêàíè áûë íàéäåí êóâøèí ñå-
ðåäèíû Õ â. ñ çàïèñÿìè íà òóëîâå äâóçíà÷íûõ è òðåõçíà÷íûõ ÷è-
ñåë â ãðåêî-âèçàíòèéñêîé «áóêâåííîé íóìåðàöèè», êàê ïðàâèëî,
îêðóãëåííûõ äî äåñÿòêà (ðèñ.9) [52]. ×èñëà ðàñïîëàãàëèñü â ïðåä-
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âàðèòåëüíî ðàçãðàôëåííîé ñåòêå, ðÿäàìè – îäíî ïîä äðóãèì – ñ
ïàðàëëåëüíî ïðîñòàâëåííûìè çíàêàìè-òàìãàìè è îòäåëüíûìè ñëî-
âàìè, íàïèñàííûìè ãðå÷åñêèìè áóêâàìè. Ïî-âèäèìîìó, ÷èñëà èìå-
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Ðèñ.9.Êîð÷àãà ñ «áóõãàëòåðñêèìè» çàïèñÿìè â «áóêâåííîé íóìåðàöèè».
Òìóòàðàêàíü,ñåðåäèíà Õ â.(ïî Á.À.Ðûáàêîâó)

Ðèñ.8.Çàïèñü ÷èñåë ÐÏ (180) è ÐÎ (170) â «áóêâåííîé íóìåðàöèè»
â ñîïðîâîæäåíèè ÷àñòè÷íî ñîõðàíèâøåéñÿ òàìãè.

Áåëàÿ Âåæà (Ñàðêåë),830-å ãã.(?) èëè Õ â.(ïî À.À.Ìåäûíöåâîé)



ëè òîðãîâî-õîçÿéñòâåííîå ïðîèñõîæäåíèå è âûðàæàëè êîëè÷åñòâî
èëè ñòîèìîñòü òîâàðà (èçäåëèé, ñåëüñêîõîçÿéñòâåííîé ïðîäóêöèè,
ñêîòà èëè ïòèöû), ëèáî ñóììû âçèìàíèÿ íàëîãà, âçûñêàíèÿ äîëãà,
èëè óêàçûâàëè êîëè÷åñòâåííûé ñîñòàâ îòðÿäîâ è ïð. Àêàäåìèê
ÐÀÍ Á.À.Ðûáàêîâ ñ÷èòàë, ÷òî «ïðèìåíèòåëüíî ê ýòîé áóõãàëòåðèè
íà êóâøèíå òðóäíî ñêàçàòü, ÿâëÿåòñÿ ëè îíà ðóññêîé èëè ãðå÷åñ-
êîé, òàê êàê öèôðîâûå ñèñòåìû îäèíàêîâû» [53, ñ.57].

Èçâåñòíà ïîäîáíàÿ «áóõãàëòåðñêàÿ» çàïèñü íà êåðàìè÷åñêîì
ôðàãìåíòå, íàéäåííîì â Áåëîé Âåæå (Ñàðêåëå) è äàòèðóåìîì âòî-
ðîé ïîëîâèíîé Õ â. (ðèñ.10) [49, ñ.14; 54, ñ.17–19]. Ïî ïîâîäó
ýòîé íàäïèñè À.À.Ìåäûíöåâà íåäàâíî ïèñàëà ñëåäóþùåå: «Â ðàñ-
øèôðîâêå Ð.À.Ñèìîíîâà ÷èñëà íà ýòîì ôðàãìåíòå èäóò ñâåðõó
âíèç â òàêîì ïîðÿäêå: (ÐÎ) 170, (ÐZ) 160, (ÐÌ) 140 è, âåðîÿòíî,
(ÐÏ) 180. Ïîìèìî áóêâ – öèôðîâûõ çàïèñåé, íà ôðàãìåíòå ñîõðà-
íèëèñü è îñòàòêè ñëîâ: ñëåâà îò êîëîíêè öèôð: NHKH (ó Ñèìîíî-
âà îøèáî÷íî NHKO), ñïðàâà â ñàìîé âåðõíåé è íèæíåé ñòðîêàõ –
òàìãîîáðàçíûå çíàêè»
.

Èçó÷åíèå «áóõãàëòåðñêèõ» çàïèñåé ïðèâîäèò ê çàêëþ÷åíèþ,
÷òî îíè îñíîâàíû íà òðàäèöèè èñïîëüçîâàíèÿ ãðåêî-âèçàíòèéñêîé
«áóêâåííîé íóìåðàöèè» êàê îáîáùåííîé 27-çíà÷íîé ñèñòåìû, ñî-
äåðæàùåé çíàíèå î ñïîñîáå âûðàæåíèÿ ëþáûõ ÷èñåë â ïðåäåëàõ
1–999. Â íàèáîëüøåì «õîäó» ïðåäñòàâëåíû «áóêâåííûå öèôðû»
äåñÿòêîâ è äâà çíàêà ñîòåí (ñòî è äâåñòè), îòñóòñòâóþò ÷èñëà ñ
ðàçðÿäàìè òûñÿ÷. Âñòðå÷àþùèåñÿ íåìíîãèå ñëîâà, âûðàæåííûå
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Ðèñ.10.Ïðîðèñü êåðàìè÷åñêîãî ôðàãìåíòà ñ «áóõãàëòåðñêèìè»
çàïèñÿìè â «áóêâåííîé íóìåðàöèè».Áåëàÿ Âåæà (Ñàðêåë),

âòîðàÿ ïîëîâèíà Õ â.(ïî Ì.È.Àðòàìîíîâó)



ãðå÷åñêèìè áóêâàìè, ïîêà íå ïîääàþòñÿ îäíîçíà÷íîé ðàñøèôðîâ-
êå. Ëó÷øå îáñòîèò äåëî ñ òàìãîîáðàçíûìè çíàêàìè. Êàê çàêëþ÷àåò
À.À.Ìåäûíöåâà, «ýòè çíàêè ìîæíî ñâÿçûâàòü ñ ìåñòíûì òþðêîÿ-
çû÷íûì íàñåëåíèåì Òìóòàðàêàíè (è, î÷åâèäíî, Áåëîé Âåæè. –
Ð.Ñ.). Ñêîðåå âñåãî, îíè îáîçíà÷àëè â äàííîì ñëó÷àå èëè êîíêðåò-
íîå ëèöî èëè ãëàâó îïðåäåëåííîé ñåìüè» [51, ñ.242].

Âàæíîå çíà÷åíèå èìåþò ñëåäóþùèå ñóæäåíèÿ À.À.Ìåäûíöå-
âîé: «Íî ñëåäóåò ïðåäïîëîæèòü, ÷òî öèôðîâûå ðàñ÷åòû áûëè çíà-
êîìû è ìåñòíûì æèòåëÿì Òìóòàðàêàíè (è, î÷åâèäíî, Áåëîé Âåæè.
– Ð.Ñ.), òàê êàê äîëãîâûå èëè êàêèå-ëèáî èíûå çàïèñè ïðåäïîëà-
ãàþò îäèíàêîâîå âëàäåíèå èìè îáåèõ ñòîðîí, èíà÷å ñ÷åò ìîã áûòü
çàïèñàí ïî äðóãîé ñèñòåìå, íàïðèìåð, ïðè ïîìîùè çàðóáîê íà
ñ÷åòíûõ áèðêàõ». È åùå: «Íî äâà îñòàëüíûõ äîêóìåíòà (òî åñòü
áåç ó÷åòà ÷èñëîâîé çàïèñè, âîçìîæíî, äàòèðóåìîé 830-ìè ãã. èëè
Õ â. – Ð.Ñ.) ñâÿçàíû ñ òåì âðåìåíåì (ñåðåäèíà è 2-ÿ ïîëîâèíà
Õ â. – Ð.Ñ.), êîãäà îáà ãîðîäà – Òàìàíü è Áåëàÿ Âåæà – âõîäèëè
â ñèñòåìó ðóññêèõ êíÿæåñòâ. Ïîýòîìó ìîæíî ãîâîðèòü î äîêóìåí-
òèðîâàííûõ ñâèäåòåëüñòâàõ èñïîëüçîâàíèÿ öèôðîâûõ çàïèñåé (è
áóêâåííûõ – âèçàíòèéñêèõ?) â ýòèõ ïóíêòàõ, ãäå Ðóñü òåñíî ñîï-
ðèêàñàëàñü ñ âèçàíòèéñêèì ìèðîì è Õàçàðèåé» [51, ñ.243, 245].

Òàêæå íà êåðàìè÷åñêèõ íàõîäêàõ ñ òåððèòîðèè Õàçàðèè èìåþò-
ñÿ åäèíè÷íûå è ïàðíûå çíàêè, êîòîðûå íåêîòîðûå àðõåîëîãè ðàññ-
ìàòðèâàþò â êà÷åñòâå âîçìîæíûõ ÷èñëîâûõ çàïèñåé â âèçàíòèéñêîé
«áóêâåííîé íóìåðàöèè» [17, ñ.74–80]. Ïðè÷åì «ïîëüçîâàòüñÿ åþ
ìîãëè íå òîëüêî ãðå÷åñêèå, íî è ñëàâÿíñêèå, áîëãàðñêèå, õàçàðñêèå
è êàñîæñêèå êóïöû...» [17, ñ.80]. Ïðèìåðíî òî æå ãîâîðÿò àðõåîëî-
ãè î åäèíè÷íûõ çíàêàõ íà äðåâíåðóññêîé êåðàìèêå: «Ïðè àðõåîëî-
ãè÷åñêèõ ðàñêîïêàõ íà òåððèòîðèè Äðåâíåé Ðóñè íåðåäêè íàõîäêè
êåðàìè÷åñêèõ ñîñóäîâ èëè èõ îñòàòêîâ ñ âûöàðàïàííûìè íà íèõ îò-
äåëüíî ñòîÿùèìè áóêâåííûìè çíàêàìè. Ïîëàãàåì, ÷òî ïî êðàéíåé
ìåðå ÷àñòü èç íèõ ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé öèôðû, îáîçíà÷àþùèå åì-
êîñòü ñîñóäà, âûðàæåííóþ â êàêèõ-òî ìåðàõ îáúåìà» [55, ñ.60]. Îä-
íàêî â îòëè÷èå îò «áóõãàëòåðñêèõ» çàïèñåé ýòè çíàêè íà õàçàðñêîé
êåðàìèêå íå èìåþò êà÷åñòâà áåññïîðíî ÷èñëîâûõ.

Ïðàâäà, â ïîñëåäíèå äåñÿòèëåòèÿ çíàêè íà ñðåäíåâåêîâíîé êå-
ðàìèêå òèïà NH ñòàëè ðàññìàòðèâàòüñÿ «íåñîìíåííî, ñ öèôðîâûì
çíà÷åíèåì 58» [55, ñ.107] (ðèñ.11). Îáîñíîâûâàåòñÿ ýòî òåì, â ÷àñò-
íîñòè, ÷òî «NH îáîçíà÷àë îáúåì àìôîðû â 58 ñåêñòàðèåâ – 31,668 ë...
Îáúåì àìôîð XXIII òèïà, íà êîòîðûõ âñòðå÷àåòñÿ ïîäîáíîå ñî÷å-
òàíèå, áëèçîê ê 30–32 ë» [56, ñ.176]�.

Ñëåäîâàòåëüíî, íå òîëüêî çàèíòåðåñîâàííûé àâòîð íàñòîÿùåé
ñòàòüè ïîëàãàåò, ÷òî íàóêà â âèäå «áóõãàëòåðñêèõ» çàïèñåé èìååò
ïðÿìîå äîêàçàòåëüñòâî (íå ñ÷èòàÿ êîñâåííûõ) èñïîëüçîâàíèÿ «áóê-
âåííîé íóìåðàöèè» íà òåððèòîðèÿõ ñëàâÿíñêîãî ñðåäíåâåêîâîãî
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ïðîíèêíîâåíèÿ â þæíûå îáëàñòè ñîâðåìåííîé Ðîññèè. Òàê äóìàþò
è ïðîôåññèîíàëüíûå ó÷åíûå-àðõåîëîãè, íåïîñðåäñòâåííî ðàáîòàâ-
øèå ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè ïàìÿòíèêàìè è óãëóáëåííî èõ èçó÷àâøèå
(Á.À.Ðûáàêîâ, À.À.Ìåäûíöåâà è äð.). Ñ òåì, ÷òî «áóõãàëòåðñêèå»
çàïèñè ñâèäåòåëüñòâóþò î âîçìîæíîñòè ïðîíèêíîâåíèè ãðåêî-âè-
çàíòèéñêîé «áóêâåííîé íóìåðàöèè» â æèçíü Ðóñè, ñåé÷àñ ñîãëàñíû
íå òîëüêî àðõåîëîãè è èñòîðèêè íàóêè, íî è èñòîðèêè ÿçûêà:
«Äàæå åñëè èñõîäèòü èç òîãî, ÷òî íàéäåííûå ôðàãìåíòû çàïèñåé
èìåþò ãðå÷åñêîå ïðîèñõîæäåíèå, ýòî íå îòìåíÿåò âîçìîæíîñòü ïðî-
íèêíîâåíèÿ öèôèðíîé ãðàìîòû â õîçÿéñòâåííî-áûòîâóþ æèçíü
Äðåâíåé Ðóñè» [59, ñ.50].

«Áóõãàëòåðñêèå» çàïèñè Õ â. íå íàéäåíû íà òåððèòîðèè Êèåâ-
ñêîé Ðóñè, à âñòðå÷àþòñÿ âîñòî÷íåå Äíåïðà â ðàéîíå, èçâåñòíîì
êàê Àçîâñêî-×åðíîìîðñêàÿ Ðóñü è Äîíñêàÿ Ðóñü, ðàéîíå, çàíÿòîì
Õàçàðèåé (ïðèìåðíî â VIII–IX ââ.) è âêëþ÷àâøåì Òìóòàðàêàíü íà
þãå è Áåëóþ Âåæó (Ñàðêåë) ó èçëó÷èíû Äîíà (ðèñ.12). Äîíñêèå
ñëàâÿíå âûõîäèëè ñ äíåïðîâñêîãî Ïðàâîáåðåæüÿ ïðèìåðíî ñ VIII â.
[60, ñ.26–31]. «Âïðî÷åì, ñëàâÿíå ïîÿâèëèñü çäåñü ñêîðåå åùå â áî-
ëåå ðàííåå âðåìÿ..., ÷üè òèïè÷íûå æèëèùà-ïîëóçåìëÿíêè îáíàðó-
æèâàþò â äîëèíå Îñêîëà ñ VI â. è äàæå óæå ñ V â. ...È õîòÿ çäåñü
áûëà óæå çîíà õàçàðñêîãî âëèÿíèÿ, íàñåëåíèå âñåãäà îñòàâàëîñü
ðàçíîïëåìåííûì êîíãëîìåðàòîì èç ñëàâÿí, èðàíöåâ-àëàí è òþ-
ðîê... Âíèìàíèå íàó÷íîé èñòîðèè êàê áû ñîñêàëüçûâàåò ñ ýòîãî
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Ðèñ.11.Ïðåäïîëîæèòåëüíî ÷èñëî NH=58 íà ÷åðåïêå àìôîðû,îáíàðóæåííîé ïðè
ðàçáîðêå â ñåðåäèíå ÕÕ â.ðóèí Óñïåíñêîãî ñîáîðà Êèåâî-Ïå÷åðñêîãî ìîíàñòûðÿ

1073–1077 ãã.(ïî Ñ.À.Âûñîöêîìó).Âîçìîæíî,âûðàæàåò îáúåì ñîäåðæèìîãî
àìôîðû â 58 ñåêñòàðèåâ = 31,668 ë (èëè 31,552 êã)



ïðîìåæóòî÷íîãî, ìàëîèçâåñòíîãî îáúåêòà, ñîñðåäîòî÷èâàÿñü íà
èçó÷åíèè äâóõ ãëàâíûõ ñóáúåêòîâ äðåâíåé âîñòî÷íîåâðîïåéñêîé
èñòîðèè – Êèåâñêîé Ðóñè è Õàçàðñêîãî êàãàíàòà» [42, ñ.140–141].

Îáñóæäàÿ äâå ðàññìîòðåííûå íàõîäêè èç Íîâãîðîäà (äåðåâÿí-
íóþ áèðêó è áåðåñòÿíóþ ãðàìîòó ¹715), ñëåäóåò èìåòü â âèäó, ÷òî
«Íîâãîðîäñêàÿ çåìëÿ áûëà îäíîé èç ïåðèôåðèé Äðåâíåé Ðóñè, íà
òî âðåìÿ, áûòü ìîæåò, – ñàìîé äàëüíåé. Òàê ïîëó÷èëîñü, ÷òî èìåí-
íî íîâãîðîäñêàÿ îêðàèíà îòïå÷àòàëàñü âìåñòå ñî ñâîèì äðåâíèì ãî-
âîðîì â äðåâíåðóññêîé ïèñüìåííîñòè, âîçìîæíî, ëó÷øå âñåãî, íî
ýòî íàäëåæèò ïîíèìàòü â òîì ñìûñëå, ÷òî î äðóãèõ ñàìîáûòíûõ îê-
ðàèíàõ Äðåâíåé Ðóñè (íàïðèìåð, î åå äðåâíåì Þãî-Âîñòîêå, ñòåð-
òîì Ñòåïüþ) ìû ïðîñòî íè÷åãî íå çíàåì» [42, ñ.16–17]. Òåì öåííåå
«áóõãàëòåðñêèå» çàïèñè Õ â. èç ðàéîíà Àçîâñêî-×åðíîìîðñêîé
Ðóñè, ÷åòêî è îäíîçíà÷íî îòðàæàþùèå òðàäèöèþ õîçÿéñòâåííîãî èñ-
ïîëüçîâàíèÿ ãðåêî-âèçàíòèéñêîé «áóêâåííîé íóìåðàöèè».
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Ðèñ.12.Êàðòà ñ Òìóòàðàêàíüþ íà Òàìàíñêîì ïîëóîñòðîâå (ñåé÷àñ çàïàäíàÿ
îêîíå÷íîñòü Àçîâñêî-×åðíîìîðñêîãî ïîáåðåæüÿ Êðàñíîäàðñêîãî êðàÿ) è Áåëîé

Âåæåé (Ñàðêåëîì) ó èçëó÷èíû Äîíà (ñåé÷àñ ðàéîí Öèìëÿíñêîãî âîäîõðàíèëèùà)



3. Ðàññìîòðåííûå ïàìÿòíèêè (áèðêà è ãðàìîòà ¹715) íàéäåíû
â Íîâãîðîäå, íî îòðàæåííûå â íèõ òðàäèöèè ìîãëè âîçíèêíóòü íà
þãå. Âûâîä î äâèæåíèè ðóññêîé êóëüòóðû ñ þãà íà ñåâåð, â ÷àñò-
íîñòè, îñíîâàí íà ìàòåðèàëàõ «Ýòèìîëîãè÷åñêîãî ñëîâàðÿ ñëàâÿíñ-
êèõ ÿçûêîâ», êîòîðûå àêàäåìèê Î.Í.Òðóáà÷åâ ñîáèðàë è èçó÷àë
äîëãèå ãîäû. Îáîáùàÿ ýòè äàííûå, îí ïèñàë: «...Íåëèøíèì ñ÷è-
òàþ íàïîìíèòü, ÷òî íàì âåäü ïîëåçíî ïðåäñòàâèòü ñåáå íå òîëüêî
«îòêóäà ïîøåë Êèåâ», íî è êóäà (âûäåëåíî Î.Í.Òðóáà÷åâûì. –
Ð.Ñ.) îí ïîøåë. Ïðè ýòîì, åñëè íà Óêðàèíå Êèåâ îäèí, à â Áåëî-
ðóññèè ìîæíî íàñ÷èòàòü äîáðûé ïÿòîê ìàëûõ Êèåâîâ è åùå áîëü-
øå èõ äàëüøå íà ñåâåð, íà Âåðõíåé Âîëãå, â Ïñêîâñêîé è Íîâãî-
ðîäñêîé çåìëå, òî îïûòíûé ãëàç âèäèò, ÷òî ýòî è åñòü ìàãèñòðàëü
äðåâíåé ðóññêîé èñòîðèè, ðóññêîãî äâèæåíèÿ – ñ þãà íà ñåâåð, îò
Êèåâà ê Íîâãîðîäó» [42, ñ.56–57].

Íà îñíîâå ñëàâÿíñêîé îíîìàñòèêè è äðóãèõ äàííûõ Î.Í.Òðó-
áà÷åâ óñòàíîâèë, ÷òî öåíòð àðåàëà Ðóñè íàõîäèëñÿ þæíåå Êèåâà:
«Òî÷íî òàê æå – ñ Þãà íà Ñåâåð – áûëà ïåðåíåñåíà è ðàñøèðè-
òåëüíî óïîòðåáëåíà Ðóñü ñåâåðîïîíòèéñêàÿ, òàâðè÷åñêàÿ, ïðèäîíñ-
êàÿ, ïðèàçîâñêàÿ – íà Ðóñü ñëàâÿíñêóþ, â òîì ÷èñëå äíåïðîâñêóþ,
è òàê – âïëîòü äî «Ðóñè» âàðÿæñêîé...» [42, ñ.157]. Îäíàêî ïî àð-
õåîëîãè÷åñêèì äàííûì, ïðèñóòñòâèå ñëàâÿíñêèõ ïîñåëåíèé íà þãå
ïî÷òè íå ïðîñëåæèâàåòñÿ: «Àðõåîëîãè÷åñêè þæíàÿ êîëîíèçàöèÿ
ïî÷òè íåóëîâèìà» [61, ñ.237]. Â ýòîé ñâÿçè àêòóàëüíîñòü ïðèîáðå-
òàþò ïîèñêè «òîãî, ÷òî îñòàëîñü îò Àçîâñêî-×åðíîìîðñêîé Ðóñè...
À îñòàëîñü îò äðåâíåãî ñëàâÿíñêîãî Þãî-Âîñòîêà â öåëîì íåìíîãî.
Âû÷òÿ âñþ ïîòåíöèàëüíóþ ñîáñòâåííóþ ïèñüìåííîñòü, êîòîðàÿ
èìåëà øàíñû âîçíèêíóòü è ïîëó÷èòü ðàçâèòèå (âåäü âñå-òàêè «èñ-
òîðèÿ íà÷èíàëàñü íà þãå»), ìû ïîëó÷èì ýòîò íåâåëèêèé îñòàòîê:
ïîáî÷íûå òðàäèöèè (âèçàíòèéñêèå è âîñòî÷íûå èñòîðèêè è ãåîãðà-
ôû, î÷åíü ñêóäíî – àãèîãðàôèÿ, â òîì ÷èñëå – ñëàâÿíñêàÿ, ìû îá-
ðàùàåìñÿ è áóäåì ê ýòîìó îáðàùàòüñÿ) è îíîìàñòèêà (òîïîíèìèÿ,
ãèäðîíèìèÿ è ò.ä.)» [42, ñ.134].

Ïîëîæåíèå î þæíîì î÷àãå ðóññêîé ñ÷åòíîé êóëüòóðû êàê áóäòî
áû íå ïîäòâåðæäàåò èíôîðìàöèÿ Êîíñòàíòèíà Áàãðÿíîðîäíîãî î òîì,
÷òî ñ÷åò 80 øêóðêàìè ìåõà (î÷åâèäíî, ïî äâà «ñîðî÷êà») ïðèìåíÿëñÿ
â ñåðåäèíå IX â. þæíûìè ñëàâÿíàìè, êîíêðåòíî – ñåðáàìè. Ïîëó÷à-
ëîñü, ÷òî ýòèì êàê áû äîêóìåíòàëüíî ôèêñèðóåòñÿ èñòî÷íèê ñîîòâåòñ-
òâóþùåãî ñ÷åòà íà Áàëêàíàõ, à íå íà Þãå Ðóñè. Îäíàêî äàííûå ïî
îíîìàñòèêå, èçó÷åííûå àêàäåìèêîì Î.Í.Òðóáà÷åâûì, ïîêàçûâàþò,
÷òî ïðîöåññ êóëüòóðíûõ çàèìñòâîâàíèé ìîã ïðîõîäèòü èìåííî ïî
þæíîìó ìàðøðóòó. Ñåé÷àñ ñåðáû æèâóò (êàê è ïðåæäå, ðÿäîì ñ õîð-
âàòàìè) íà Áàëêàíàõ, êîòîðûå ñëàâÿíå çàñåëÿëè â ñåðåäèíå I òûñÿ÷å-
ëåòèÿ í.ý. Ïðè ýòîì â VI–VII ââ. ñåðáû è õîðâàòû èëè íåêèå íåñëà-
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âÿíñêèå íàðîäû, äàâøèå ñëàâÿíàì ýòè íàçâàíèÿ, íàõîäèëèñü â
Ïðåäêàâêàçüå [42, ñ.142], òî åñòü ïðèìåðíî òàì, ãäå ñåëèëèñü â
óêàçàííîå âðåìÿ àíòû (ñëàâÿíå) è èõ ïîòîìêè.

Ïîäâåñòè èòîã ìîæíî ñëîâàìè Î.Í.Òðóáà÷åâà: «Âåäÿ íàèìåíî-
âàíèå Ðóñè èç Ñåâåðíîãî Ïðè÷åðíîìîðüÿ, ìû âïðàâå âñïîìíèòü, ÷òî
îòòóäà æå, ñîãëàñíî äðåâíèì ñâèäåòåëüñòâàì è íàäåæíîé ýòèìîëî-
ãèè, èäóò è íàçâàíèÿ äâóõ äðóãèõ ñëàâÿíñêèõ íàðîäîâ – ñåðáîâ è
õîðâàòîâ, êîòîðûì äëÿ òîãî, ÷òîáû âíåäðèòüñÿ â ñëàâÿíñêèé ìèð,
ïðåäñòîÿëî ïðîäåëàòü ãîðàçäî áîëåå äîëãèé ïóòü, ÷åì íàçâàíèþ
Ðóñè ñëàâÿíñêîé, îäíèì èç ôàêòîðîâ ôîðìèðîâàíèÿ êîòîðîé áûëî
ñîñåäñòâî ñ ñåâåðíûì áåðåãîì ×åðíîãî ìîðÿ (âûäåëåíî Î.Í.Òðó-
áà÷åâûì. – Ð.Ñ.). Íå áóäåò áîëüøèì ïðåóâåëè÷åíèåì ïðèçíàòü
çäåñü íàëè÷èå î÷àãà ýòíîîáðàçóþùèõ âëèÿíèé» [42, ñ.158].

Ìîæíî ñäåëàòü ïðåäïîëîæåíèå, ÷òî ïàðíûé ñ÷åò «ñîðî÷êàìè»
è äð. ïðåäìåòàìè ìîã âîçíèêíóòü èëè ëîêàëèçîâàòüñÿ íà þãå Ðóñè
ïðèìåðíî â VI–VII ââ. è îòñþäà ðàñïðîñòðàíèòüñÿ â äâóõ íàïðàâ-
ëåíèÿõ: çàïàäíîì (Áàëêàíñêîì) è ñåâåðíîì (Íîâãîðîäñêîì). Òîã-
äà æå äëÿ îáîçíà÷åíèÿ äâóõ «ñîðî÷êîâ» ìåõà ìîã ñôîðìèðîâàòüñÿ
÷èñëèòåëüíûé çíàê 80 ( )40 40+ , âûðàæåííûé äâóìÿ «äåëüòàìè»
òðåóãîëüíîé ôîðìû, ìîäèôèêàöèÿ êîåãî â âèäå «áàíòèêà» ïðåäñ-
òàâëåíà íà Íîâãîðîäñêîé áèðêå âòîðîé ïîëîâèíû Õ â. Ïðè ýòîì
ñëåäóåò ó÷åñòü, ÷òî çíàê òèïà «áàíòèêà» áûë äîñòàòî÷íî ðàñïðîñò-
ðàíåííûì íà êåðàìèêå àíòè÷íîãî è ñðåäíåâåêîâîãî Êðûìà, à òàê-
æå Ñàðêåëà [17, ñ.74; 56, ñ.174].

Ñëîæíåå ñâÿçàòü ïðîèñõîæäåíèå ÷èñëîâîãî çàãîâîðà áåðåñòÿ-
íîé ãðàìîòû ¹715, ñîäåðæàùåãî õðèñòèàíñêèå ìîòèâû, ñ Þãîì
Ðóñè. Êîíå÷íî, õðèñòèàíñêàÿ êóëüòóðà ÷åðåç ãðå÷åñêèõ ïîñåëåíöåâ
Êðûìà è Òàìàíè ìîãëà ðàñïðîñòðàíÿòüñÿ íà ñëàâÿíñêîå íàñåëåíèå
ñîñåäíèõ ðàéîíîâ, íî ìîãëà è íå ïåðåäàâàòüñÿ åìó. Âàæíî ðàñïî-
ëàãàòü äàííûìè åñëè íå î ïðÿìîì êîíòàêòå ñî ñëàâÿíàìè õðèñòèà-
íèçèðîâàííîãî ìåñòíîãî íàñåëåíèÿ, òî õîòÿ áû êîñâåííîì. Ê òàêèì
äàííûì, ïî-âèäèìîìó, ìîæíî îòíåñòè ñâèäåòåëüñòâî Èîàííà Çëà-
òîóñòà IV â., êîòîðûé â ïðîïîâåäè ñîîáùàë, ÷òî ñêèôû (êàê è ñàð-
ìàòû, è ôðàêèéöû) ïåðåâåëè íà ñâîé ÿçûê òåêñòû èç Áèáëèè [62,
ñ.109]. Ïî äàííûì àêàäåìèêà Î.Í.Òðóáà÷åâà, «ñîâðåìåííîé íàóêå
íåèçâåñòíî íè îäíîé ñòðî÷êè ñâÿçíîãî òåêñòà íà ñêèôñêîì è ñàð-
ìàòñêîì ÿçûêàõ, ïðàêòè÷åñêè íè÷åãî íå ñîõðàíèëîñü è èç ôðàêèéñ-
êîé ïèñüìåííîñòè. Êðîìå òîãî, ìû çíàåì, ÷òî â ïîçäíåàíòè÷íîå è
ðàííåñðåäíåâåêîâîå âðåìÿ îáúåì ïîíÿòèÿ «ñêèôñêèé» áûë î÷åíü
ðàñïëûâ÷àò, â íåãî ìîãëè âõîäèòü è äðóãèå îñòàòî÷íûå ÿçûêè è ýò-
íîñû ðåãèîíà» [42, ñ.169].

Èç Æèòèÿ Ñòåôàíà Ñóðîæñêîãî èçâåñòíî î êðåùåíèè íåêîåãî
«ðóññêîãî êíÿçÿ» â Êðûìó â êîíöå VIII â. [63, ñ.71]. Ïî ìíåíèþ
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àêàäåìèêà Î.Í.Òðóáà÷åâà, ýòîãî «ðóññêîãî êíÿçÿ» «íåò íóæäû
ïîñïåøíî çà÷èñëÿòü â ñëàâÿíå èëè ðóññêèå... Ñèòóàöèÿ, êîãäà â
òîì æå Êðûìó èìååòñÿ ýòíîñ ïîä íàçâàíèåì Ðîñ/Ðóñ, à ñëàâÿíñ-
êîé Ðóñè ïðàêòè÷åñêè åùå íåò, íå äîëæíà íàñ øîêèðîâàòü; ðå÷ü
èäåò î âïîëíå æèçíåííîé, ïåðåõîäíîé ñèòóàöèè» [42, ñ.168]. «Ðóñ-
ñêèé êíÿçü» Æèòèÿ Ñòåôàíà Ñóðîæñêîãî èìåë èìÿ Áðàâëèí, ðå-
êîíñòðóèðóåìîå èç ñëàâÿíñêîãî «áðàíëèâ», òî åñòü «âîèíñòâåí-
íûé» [46, ñ.82–83; 64, ñ.21; 65, ò.3, ñ.95–96; 66, ñ.180–182]. Ýòî
çíà÷èò, ÷òî â âîéñêå Áðàâëèíà áûëè ñëàâÿíå (âîçìîæíî, ïîòîìêè
àíòîâ), êîòîðûå ñâîåãî âîåâîäó õàðàêòåðèçîâàëè êàê «âîèíñòâåííî-
ãî», ÷òî íå ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íûì îñíîâàíèåì ñ÷èòàòü ñàìîãî «ðóñ-
ñêîãî êíÿçÿ» ýòíè÷åñêèì ñëàâÿíèíîì. Îäíàêî ÷åðåç ïðèíÿòèå
õðèñòèàíñòâà Áðàâëèíîì âëèÿíèå ýòîãî âåðîó÷åíèÿ ìîãëî ðàñïðîñ-
òðàíèòüñÿ íà ñëàâÿí åãî îêðóæåíèÿ��.

Îáîáùàÿ âûøåïðèâåäåííûå òðåáîâàíèÿ (ïï.1–3), ìîæíî ïðåä-
ïîëîæèòü, ÷òî óæå ê êîíöó VIII â. ñëàâÿíå Þãà ñîâðåìåííîé Ðîñ-
ñèè ìîãëè èìåòü îòäåëüíûå ïðåäñòàâëåíèÿ èç õðèñòèàíñòâà ÷åðåç
êîíòàêòû ñ ãðå÷åñêèìè êîëîíèñòàìè è äðóãèìè ñîñåäíèìè íàðîäà-
ìè Êðûìà è Ïðåäêàâêàçüÿ. Ïîä âèäîì «ñêèôîâ» Èîàííà Çëàòîóñ-
òà åùå â IV â. âåðõóøêà àíòîâ (ñëàâÿí) ìîãëà ïðèíÿòü õðèñòèàíñò-
âî. Âîçìîæíî, òîãäà æå àíòû ÷åðåç òîðãîâûå ñâÿçè ìîãëè ïîçíàêî-
ìèòüñÿ ñ ãðåêî-âèçàíòèéñêîé «áóêâåííîé íóìåðàöèåé» è ïîðàçè-
ëèñü åå ìàòåìàòè÷åñêîé âîçìîæíîñòüþ âûðàæàòü ëþáûå ÷èñëà.
Ïîä ýòèì âïå÷àòëåíèåì ïîëóÿçû÷íèêè-ñëàâÿíå, ëèøü ñîïðèêîñíóâ-
øèåñÿ ñ õðèñòèàíñêèì âåðîó÷åíèåì, ìîãëè ñîçäàòü èëè óñâîèòü
÷èñëîâîé çàãîâîð, ñîõðàíèâøèéñÿ, âîçìîæíî, â àäàïòèðîâàííîì
âàðèàíòå â áåðåñòÿíîé ãðàìîòå ¹715.

Äàòèðîâàòü, êîãäà ýòî ïðîèçîøëî, î÷åíü òðóäíî. Îäíàêî,
ïî-âèäèìîìó, ýòî ìîãëî ñëó÷èòüñÿ äî IX–X ââ., êîãäà èñïîëüçîâà-
íèå «áóêâåííîé íóìåðàöèè» ñòàëî íà òåððèòîðèè Àçîâñêî-×åðíî-
ìîðñêîé Ðóñè îáûäåííûì äåëîì, êàê ïîêàçûâàþò «áóõãàëòåðñêèå»
çàïèñè íà êåðàìèêå; îñòàåòñÿ øèðîêèé ïåðèîä IV–VIII ââ. Âîç-
ìîæíî, ïîñëåäóþùèå íàõîäêè èñòî÷íèêîâ è èññëåäîâàíèÿ ïîçâîëÿò
âíåñòè óòî÷íåíèÿ â óêàçàííóþ õðîíîëîãèþ. Òåì íå ìåíåå, ìîæíî
ïðåäâàðèòåëüíî çàêëþ÷èòü, ÷òî èìåþùèìñÿ äàííûì íàèáîëåå ñîîò-
âåòñòâóåò âðåìÿ VII–VIII ââ., êîãäà ìîãëè ïîÿâèòüñÿ íà þãå ñîâðå-
ìåííîé Ðîññèè ïåðâîíà÷àëüíûå îáðàçöû îáîèõ íîâãîðîäñêèõ ïà-
ìÿòíèêîâ (ïðîòîòèï äåðåâÿííîé áèðêè ñ «áàíòèêîì» è ïðîòîãðàô
çàãîâîðà áåðåñòÿíîé ãðàìîòû ¹715) â èõ ïåðâîíà÷àëüíîì âèäå.

Çàêëþ÷åíèå
Çàñëóæèâàåò âíèìàíèå òî, ÷òî ñëàâÿíñêóþ ïèñüìåííóþ êóëü-

òóðó Þãî-âîñòîêà Ðóñè àêàäåìèê Î.Í.Òðóáà÷åâ îõàðàêòåðèçîâàë,
êàê «ïîòåíöèàëüíóþ ñîáñòâåííóþ ïèñüìåííîñòü, êîòîðàÿ èìåëà
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øàíñû âîçíèêíóòü è ïîëó÷èòü ðàçâèòèå» [42, ñ.134]. Òåì ñàìûì îí
ïîñòàâèë âîïðîñ î ïîòåíöèàëüíîé âîçìîæíîñòè ñóùåñòâîâàíèÿ èñ-
÷åçíóâøåé èëè íå îáíàðóæåííîé ñëàâÿíñêîé ïèñüìåííîñòè â þæ-
íûõ ïðåäåëàõ ñîâðåìåííîé Ðîññèè. Â ýòîì ñâåòå èçëîæåííûå íî-
âûå ðåçóëüòàòû âûãëÿäÿò îòêðûâàþùèìè, õîòÿ â ÷åì-òî íåîæèäàí-
íóþ, íî ïðåäâèäèìóþ ñòðàíèöó èñòîðèè äðåâíåé ïèñüìåííîé êóëü-
òóðû Ðóñè.

Íîâãîðîäñêèå íàõîäêè (áèðêà è ãðàìîòà ¹715) ìîãóò ñâèäå-
òåëüñòâîâàòü íå òîëüêî î òîì, ÷òî îáðàçöû òàêîé ïèñüìåííîñòè
äåéñòâèòåëüíî ìîãëè áûòü, íî è êàê îíè ïðèìåðíî âûãëÿäåëè, äîñ-
òàòî÷íî îò÷åòëèâî îòðàæàÿ êîíêðåòíûå ìàòåìàòè÷åñêèå (íóìåðàöè-
îííûå) çíàíèÿ. Âìåñòå ñ òåì, ÿñíåå ñòàíîâèòñÿ ïåðñïåêòèâíîñòü íà-
ó÷íîãî íàïðàâëåíèÿ â èçó÷åíèè èñòîðèè «êíèæíîé êóëüòóðû» â
òðàêòîâêå ÷ëåíà-êîððåñïîíäåíòà ÐÀÍ Â.È.Âàñèëüåâà, êàê ìíîãîàñ-
ïåêòíîé ñèñòåìû íà ñòûêå èñòîðèè, êíèãîâåäåíèÿ, òåîðèè è èñòî-
ðèè êóëüòóðû, èñòîðèè íàóêè è òåõíèêè, ñîöèîëîãèè. Íàó÷íîãî
íàïðàâëåíèÿ, êîòîðîå íå èñêëþ÷àåò «íåîáõîäèìîñòü èçó÷åíèÿ èñòî-
êîâ ïèñüìåííîñòè», «ïèñüìåííóþ êíèæíóþ êóëüòóðó» [68, ÷.1,
ñ.453, 454; 69, ñ.23–24].

Â íàóêå îáñóæäàåòñÿ îòíîñèòåëüíî íîâûé àñïåêò ïðîèñõîæäå-
íèÿ ñëàâÿíñêîé ïèñüìåííîñòè, îñíîâàííûé íà èäåå, âûñêàçàííîé
åùå â 1960-õ ãã., ÷òî ïîìèìî ãëàãîëèöû è êèðèëëèöû ó ñëàâÿí ñó-
ùåñòâîâàë òðåòèé âèä ïèñüìà â âèäå âèçàíòèéñêîé «áóêâåííîé íó-
ìåðàöèè», âîñõîäÿùåé ê ãðå÷åñêîé èîíèéñêîé íóìåðàöèè: «Îäíàêî
íåçàâèñèìîñòü íóìåðàöèè, óïîòðåáëÿâøåéñÿ â êèðèëëèöå, îò ïîñ-
ëåäíåé ïîçâîëÿåò ñòàâèòü âîïðîñ î ñóùåñòâîâàíèè ó âîñòî÷íûõ
ñëàâÿí ñàìîñòîÿòåëüíîé òðàäèöèè óïîòðåáëåíèÿ èîíèéñêîé íóìåðà-
öèè (òî÷íåå: ãðåêî-âèçàíòèéñêîé íóìåðàöèè. – Ð.Ñ.) äî ïðîíèêíî-
âåíèÿ ê íèì êèðèëëèöû ÷åðåç áîëãàð» [70, ñ.33].

Ýòîé èäåå ïîñâÿòèëà îòäåëüíîå èññëåäîâàíèå Ë.Ï.Æóêîâñêàÿ
ñ ïðèìåíåíèåì ìåòîäà êîìáèíàòîðèêè. Îíà âçÿëà çà îñíîâó òðè
âèäà ïèñüìà: ãðåêî-âèçàíòèéñêóþ öèôðîâóþ ñèñòåìó è äâå ôîíåòè-
÷åñêèõ (ãëàãîëèöó è êèðèëëèöó). Ìàòåìàòè÷åñêè òðè óêàçàííûõ
ïèñüìåííûõ ñèñòåìû îáðàçóþò øåñòü ïåðåñòàíîâîê. Àíàëèçèðóÿ
âåðîÿòíîñòü êàæäîé èç íèõ, Ë.Ï.Æóêîâñêàÿ ïðèøëà ê âûâîäó, ÷òî
äî ãëàãîëèöû è êèðèëëèöû ñëàâÿíå óïîòðåáëÿëè ãðå÷åñêèå áóêâû
â öèôðîâîì çíà÷åíèè: «Äî èçîáðåòåíèÿ ñïåöèàëüíîé ñëàâÿíñêîé
àçáóêè ó ñëàâÿí ñóùåñòâîâàëà óñòîé÷èâàÿ òðàäèöèÿ óïîòðåáëåíèÿ
áóêâ ãðå÷åñêîãî àëôàâèòà äëÿ çàïèñè ÷èñåë» [71, ñ.42; 72,
ñ.169–176]. Ïîçæå ñîîòâåòñòâóþùàÿ èäåÿ ñî ññûëêîé íà åå àâòîðîâ
áûëà ïîääåðæàíà Ñ.À.Âûñîöêèì [73, ñ.230].

Â ïîñëåäíåå âðåìÿ â ðàìêàõ óêàçàííîé êîíöåïöèè Î.Ô.Æîëî-
áîâ âûñêàçàë ïðåäïîëîæåíèå, ÷òî ðàñïðîñòðàíåíèå ó ñëàâÿí èìåí-
íî êèðèëëèöû, à íå ãëàãîëèöû, îáóñëîâëåíî èñïîëüçîâàíèåì ãðå-
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êî-âèçàíòèéñêîé «áóêâåííîé íóìåðàöèè»: «Ìîæíî ïðåäïîëîæèòü,
÷òî óïîòðåáëåíèå ãðå÷åñêîé áóêâåííîé öèôèðè ó ñëàâÿí ñòàëî ïðè-
÷èíîé ðàçâèòèÿ è çàêðåïëåíèÿ êèðèëëè÷åñêîé ñèñòåìû ïèñüìà. Â
ïðîòèâíîì ñëó÷àå òðóäíî îáúÿñíèòü ðàñïðîñòðàíåíèå íîâîãî àëôà-
âèòà âìåñòî ñëàâÿíñêîé ãëàãîëèöû. Â ñðàâíèòåëüíî-òèïîëîãè÷åñ-
êîì ïëàíå ýòî ïðåäïîëîæåíèå êàæåòñÿ åñòåñòâåííûì. Òàê, èçâåñò-
íî, ÷òî äðåâíåéøèå ñèñòåìû ïèñüìà ó èñòîêîâ ñâîèõ ñâÿçàíû ñ
îáîçíà÷åíèåì ÷èñëèòåëüíûõ» [59, ñ.49].

Ê ïîäîáíîé èäåå, ÷òî êèðèëëèöà èçíà÷àëüíî (ôåíîìåíîëîãè-
÷åñêè) çàäàíà îïðåäåëåííûì ìàòåìàòè÷åñêèì êîäîì, ïðèøëè íå-
äàâíî áîëãàðñêèå ó÷åíûå [74, ñ.114–116].

Èçâåñòíî, ÷òî íà âîñïðèÿòèå ñëàâÿíàìè òîãî èëè èíîãî âèäà
ïèñüìà âëèÿëà òàêæå òà åãî ôîðìà, êîòîðàÿ óïîòðåáëÿëàñü ñîñåäÿ-
ìè. Ê ïðèìåðó, çàïàäíûå ñëàâÿíå èçäðåâëå ïðèìåíÿëè ëàòèíèöó,
ïðè÷åì, äðåâíåéøèì ñîõðàíèâøèìñÿ îáðàçöîì ñëàâÿíñêîãî ïèñüìà
X â. ÿâëÿþòñÿ «Ôðåéçèíãåíñêèå îòðûâêè», íàïèñàííûå ëàòèíèöåé
(à íå ãëàãîëèöåé èëè êèðèëëèöåé) [13, ñ.449]. Äðåâíèå ñëàâÿíå
Þãà ñîâðåìåííîé Ðîññèè æèëè â îêðóæåíèè íàðîäîâ, èìåâøèõ ïî-
ìèìî ãðå÷åñêîé ïèñüìåííîñòè ñâîè ïèñüìåííûå ñèñòåìû, íàïðè-
ìåð, òþðêñêóþ ðóíèêó, åâðåéñêîå ïèñüìî è äð.

Â óêàçàííîì îòíîøåíèè ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ ñðàâíèòåëüíî
íåäàâíî îáðåòåííûé èñòîðèêàìè äîêóìåíò, èçâåñòíûé êàê «êèåâñ-
êîå ïèñüìî», ïåðâûìè èçäàòåëÿìè è èññëåäîâàòåëÿìè äàòèðóåìîå
îêîëî 930 ã., íî ñåé÷àñ îòíîñèìîå ê êîíöó IX – íà÷àëó X ââ. ([75,
ñ.209, 481]; ñì. êîììåíòàðèé Â.ß.Ïåòðóõèíà â êí.: [76, ñ.217]).
Äîêóìåíò ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ðåêîìåíäàòåëüíîå ïèñüìî, ïîïàâøåå
èç äðåâíåãî Êèåâà â Åãèïåò è çäåñü íàéäåííîå â ñðåäíåâåêîâûõ
ðàçâàëèíàõ Êàèðñêîãî ïðèãîðîäà. Ïèñüìî íàïèñàíî íà äðåâíååâ-
ðåéñêîì ÿçûêå, ñêðåïëåíî ïîäïèñÿìè ëþäåé, èìåâøèõ õàçàðñêèå è
ñëàâÿíñêîå (Ãîñòÿòà) èìåíà è çàâèçèðîâàíî òþðêñêèì ðóíè÷åñêèì
ïèñüìîì [42, ñ.40–41; 77] (ðèñ.13). Çíà÷èò, âîñòî÷íûå ñëàâÿíå â
IX–Õ ââ. â òîé èëè èíîé ñòåïåíè, âîçìîæíî, èñïîëüçîâàëè â ñâîåì
îáèõîäå åâðåéñêîå��, à, ìîæåò áûòü, è òþðêñêîå ïèñüìî.

Çàäàííûé Â.È.Èñòðèíûì ïðèìåðíî ïîëâåêà íàçàä âîïðîñ «Çà-
÷åì æå ñëàâÿíàì ñàìîñòîÿòåëüíî «èçîáðåòàòü» òî, ÷òî èì áûëî èç-
âåñòíî îò èõ ñîñåäåé?» [13, ñ.443], âîçìîæíî, òåïåðü ïîëó÷àåò îò-
âåò â ñâåòå óêàçàííîé ðîëè ãðåêî-âèçàíòèéñêîé «áóêâåííîé íóìå-
ðàöèè». Åñëè ïîñëåäíÿÿ ìîãëà áûòü «ïðè÷èíîé ðàçâèòèÿ è çàêðåï-
ëåíèÿ êèðèëëè÷åñêîé ñèñòåìû ïèñüìà», òî ïðè åå èñïîëüçîâàíèè
îòïàäàëà íåîáõîäèìîñòü çàèìñòâîâàíèÿ ñëàâÿíàìè åâðåéñêîãî è äð.
âèäîâ ïèñüìà. Â ýòîé ñâÿçè ïðèîáðåòàþò îñîáîå çíà÷åíèå äëÿ èñòî-
ðèè ñëàâÿíñêîé ïèñüìåííîé êóëüòóðû ïàìÿòíèêè, ôèêñèðóþùèå
ðàííåå çíàêîìñòâî ñëàâÿí ñ ãðåêî-âèçàíòèéñêîé íóìåðàöèåé.
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«Áóêâåííàÿ íóìåðàöèÿ» òàêæå èìååò âàæíîå çíà÷åíèå äëÿ èçó-
÷åíèÿ ïðåäûñòîðèè íàó÷íîé ìûñëè. Ïåðâûé ðóññêèé êàëåíäàðíûé
òðàêòàò «Ó÷åíèå èì æå âåäàòè ÷åëîâåêó ÷èñëà âñåõ ëåò», íàïèñàí-
íûé â 1136 ã. Êèðèêîì Íîâãîðîäöåì (1110 – íå ðàíåå 1156/1158),
êîòîðîìó èñïîëíèëîñü â 2010 ã. 900 ëåò ñî äíÿ ðîæäåíèÿ, ïîñâÿ-
ùàëñÿ ìàòåìàòèêå, àñòðîíîìèè è õðîíîëîãèè, â òîì ÷èñëå è íå ïî-
òåðÿâøåìó àêòóàëüíîñòè âîïðîñó ìàòåìàòè÷åñêîé (÷èñëîâîé) ïðè-
ðîäû âðåìåíè [67, ñ.33; 79; 80; 81]. Óïîìèíàåìûé â íàñòîÿùåé
ñòàòüå Â.Ô.Ðàéàí âûñêàçûâàë íåäîóìåíèå ïî ïîâîäó êàæóùåãîñÿ
íåñîîòâåòñòâèÿ âûñîêîãî íàó÷íîãî ñîäåðæàíèÿ óêàçàííîãî òðóäà
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Êèðèêà îáùåìó èíòåëëåêòóàëüíîìó óðîâíþ êóëüòóðû Ðóñè [82].
Ñåé÷àñ ñòàíîâèòñÿ ïîíÿòíî, ÷òî ýòî íåäîóìåíèå îáóñëîâëåíî â çíà-
÷èòåëüíîé ñòåïåíè íåäîñòàòî÷íîé èçó÷åííîñòüþ äðåâíåðóññêèõ èñ-
òîðèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ èñòî÷íèêîâ. Êàê ïîêàçûâàþò ðàññìîòðåí-
íûå äâà èç íèõ (äåðåâÿííàÿ áèðêà è ÷èñëîâîé çàãîâîð áåðåñòÿíîé
ãðàìîòû ¹715), íåîáõîäèìû çíà÷èòåëüíûå èññëåäîâàòåëüñêèå óñè-
ëèÿ è çíàíèÿ äëÿ ïîèñêà è ïðàâèëüíîé èõ òðàêòîâêè. Ýòî ìîæåò
ðàñêðûòü íîâûå, åùå íå ðàçãàäàííûå ñòðàíèöû ïðåäûñòîðèè ìàòå-
ìàòè÷åñêîé êóëüòóðû Ðóñè.

Èñòîðè÷åñêîå ôîðìèðîâàíèå ðàññìîòðåííûõ àðòåôàêòîâ íà
Ðóñè øëî ïî ñõåìå àðõàè÷åñêîãî (ìàãè÷åñêîãî) âîñïðèÿòèÿ ýëåìåí-
òîâ çíàíèÿ. Îíî ñîîòâåòñòâóåò ðàííåïèñüìåííîìó ïåðèîäó «÷åðò è
ðåçîâ», ïðîÿâëåíèåì êîòîðîãî áûë ñ÷åò è ìàãè÷åñêîå ãàäàíèå. Íó-
ìåðàöèîííûå ïðåäñòàâëåíèÿ ôîðìèðîâàëèñü â êîíòåêñòå ìàãèè ñëå-
äóþùèì îáðàçîì. Äëÿ «áàíòèêà» (êàê ÷èñëîâîãî çíàêà 80) îíè
ðàçâèâàëèñü ÷åðåç ñîêðîâåííîå ïðåäñòàâëåíèå îá îñîáî çíà÷èìûõ
÷èñëàõ 4 è 10 – ê ìàãè÷åñêîìó åãî («áàíòèêà») âîñïðèÿòèþ êàê
îáåðåãà. Â çàãîâîðå áåðåñòÿíîé ãðàìîòû ¹715 ñëîâîì òðèäåâÿòü
(êàê âûðàæåíèåì ìàòåìàòè÷åñêîé ñóùíîñòè 27-çíà÷íîé «áóêâåííîé
íóìåðàöèè») îòðàæàëèñü íóìåðàöèîííûå ïðåäñòàâëåíèÿ î ñâîéñòâå
«áóêâåííîé íóìåðàöèè» ïåðåäàâàòü ëþáûå ÷èñëà, ÷òî ôèêñèðîâà-
ëîñü ìàãè÷åñêèì âîñïðèÿòèåì ýòîãî ñëîâà (òðèäåâÿòü) â êà÷åñòâå
âàæíîé ñîñòàâíîé ÷àñòè ôîðìóëû çàãîâîðà.

Ñîîòâåòñòâóþùèå íóìåðàöèîííûå ñóáñòðàòíûå çíàíèÿ ìîãëè
âîçíèêíóòü ó ïîñåëèâøèõñÿ â Àçîâñêî-×åðíîìîðñêîì ðåãèîíå áëè-
æàéøèõ ïîòîìêîâ ñëàâÿí (àíòîâ) â VII–VIII ââ. Îíè (íóìåðàöè-
îííûå çíàíèÿ) äîøëè äî íàñ â ðåëèêòîâîì âèäå ìàãè÷åñêèõ àðõå-
òèïîâ îáåðåãà è çàãîâîðà, ïðåäñòàâëåííûõ ïîçäíåéøèìè íîâãîðîä-
ñêèìè ïàìÿòíèêàìè X è XIII ââ. Äðåâíåéøèå ñëàâÿíñêèå íóìåðà-
öèîííûå çíàíèÿ, âîñõîäÿùèå ê VII–VIII ââ., âîçìîæíî, îòðàæåíû
â ÷àñòè÷íî ñîõðàíèâøèõñÿ â óêàçàííîì ðåãèîíå «áóõãàëòåðñêèõ»
÷èñëîâûõ çàïèñÿõ íà êåðàìèêå Áåëîé Âåæè (Ñàðêåëà) è Òìóòàðà-
êàíè IX(?)–X ââ., êîòîðûå íàõîäÿò àðõåîëîãè.

Â ñîâðåìåííîé ñëàâèñòè÷åñêîé íàóêå îáðàùàåòñÿ âíèìàíèå íà
âàæíîñòü çíàêîìñòâà íàñåëåíèÿ Ðóñè ñ òðàäèöèÿìè èíîçåìíîé
ïèñüìåííîñòè äëÿ ñêëàäûâàíèÿ ñàìîñòîÿòåëüíîé ïèñüìåííîé êóëü-
òóðû. Òàê, Ñ.Ôðàíêëèí îòìå÷àåò, ÷òî ñ êîíöà VIII äî íà÷àëà
XI ââ. èñïîëüçîâàíèå íà òåððèòîðèè Ðóñè âîñòî÷íûõ ìîíåò ìîãëî
çíàêîìèòü «ñ àðàáñêèì ïèñüìîì â åãî çðèòåëüíûõ îáðàçàõ», ÷òî
«ñóùåñòâîâàíèå öåëîé ìàññû ïàìÿòíèêîâ àðàáñêîé ïèñüìåííîñòè,
èíîðîäíûõ ïî ñâîåìó ïðîèñõîæäåíèþ, íàâîäèò íà ìûñëü, ÷òî áî-
ëåå óñïåøíûìè ìîãóò îêàçàòüñÿ ïîèñêè ñëåäîâ äðóãèõ ðàçíîâèä-
íîñòåé ó÷åíîãî ïèñüìà (âûäåëåíî ìíîþ. – Ð.Ñ.), òàêæå ïðèâîç-
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íûõ...» [75, ñ.207, 209–210]. «Áàíòèê» â çíà÷åíèè 80 íà íîâãîðîä-
ñêîé äåðåâÿííîé ñ÷åòíîé áèðêå Õ â. ìîæíî ðàññìàòðèâàòü â êà÷åñ-
òâå ðàçíîâèäíîñòè ó÷åíîãî ïèñüìà íà ïðèâîçíîé ãðåêî-âèçàíòèéñ-
êîé îñíîâå.

Â îòëè÷èå îò «áàíòèêà», ñ äîñòàòî÷íîñòüþ âûðàæàâøåãî 80
(êàê 40+40), ÷èñëîâîé çàãîâîð áåðåñòÿíîé ãðàìîòû XIII â. ¹715
ëèøü ñ íåîáõîäèìîñòüþ ìîæåò òðàêòîâàòüñÿ â êà÷åñòâå ðåìèíèñ-
öåíöèè 27-çíà÷íîé «áóêâåííîé» íóìåðàöèè. Ñëåäîâàòåëüíî, ðîëü
äâóõ àíàëèçèðóåìûõ ïàìÿòíèêîâ â èñòî÷íèêîâåä÷åñêîì îòíîøåíèè
íå ðàâíîöåííà. Ôàêòè÷åñêè íàóêà ê íàñòîÿùåìó ìîìåíòó ðàñïîëà-
ãàåò òîëüêî îäíèì äîñòàòî÷íî íàäåæíûì ïàìÿòíèêîì â óêàçàííîì
îòíîøåíèè – íîâãîðîäñêîé ñ÷åòíîé áèðêîé Õ â. ñ 80-þ ïðîñòûìè
íàðåçêàìè è íóìåðàöèîííî ýêâèâàëåíòíûì èì «áàíòèêîì».

Îòìå÷åííàÿ «ìèçåðíîñòü» èñòî÷íèêîâîé áàçû íàñòîÿùåãî èñ-
ñëåäîâàíèÿ íàõîäèò íåêîòîðóþ àíàëîãèþ â «áîëüøîé» íàóêå. Â
ïîñëåäíåå âðåìÿ ïîïóëÿðíåéøåå íàó÷íîå íàïðàâëåíèå â àñòðîíî-
ìèè ïî ïîèñêó âíåçåìíûõ öèâèëèçàöèé ïóòåì «ïðîñëóøèâàíèÿ»
êîñìîñà ñâîðà÷èâàåò ñâîè ïðîãðàììû ïî ïðè÷èíå áåñïåðñïåêòèâ-
íîñòè. Àëüòåðíàòèâîé ýòèì èññëåäîâàíèÿì ïðåäëîæåí ïîèñê àðõà-
è÷íîé âíåçåìíîé æèçíè íà ñàìîé Çåìëå.

Ìûñëü òàêîâà: åñëè ãîñòè èç êîñìîñà íåîäíîêðàòíî ïîñåùàëè
Çåìëþ, òî ýòà âíåçåìíàÿ æèçíü ìîæåò ñîõðàíèòüñÿ â ïîòàåííûõ è
òðóäíîäîñòóïíûõ ìåñòàõ ïëàíåòû (ïåùåðàõ, ïóñòûíÿõ, ãîðàõ, âóë-
êàíàõ è ïð.), èìåÿ ìèêðîñêîïè÷åñêèå ðàçìåðû. Ýòîò íàó÷íûé ïðî-
åêò ðîäíèò ñ íàñòîÿùåé ñòàòüåé ìèçåðíîñòü èñõîäíîãî ìàòåðèàëà,
ñëîæíîñòü åãî âûÿâëåíèÿ è èçó÷åíèÿ. Óêàçàííûé ïîäõîä ðåøè-
òåëüíî îòëè÷àåòñÿ îò ïîèñêà ñòîëü ëþáèìûõ ôàíòàñòàìè è ñóìàñ-
øåäøèìè ïðåñëîâóòûõ «çåëåíûõ ÷åëîâå÷êîâ» ñ èõ ëåòàþùèìè òà-
ðåëêàìè, ÷òî ïåðåêëèêàåòñÿ ñ ïîïûòêàìè çàìåùåíèÿ ôàëüñèôèêà-
òàìè òèïà «Âëåñîâîé êíèãè» êðîïîòëèâîé íàó÷íîé ðàáîòû ïî èçó-
÷åíèþ äðåâíåðóññêîé ïðîòîêóëüòóðû.

Ïðèìå÷àíèÿ
� Âîçìîæíî, íå ñîâñåì áåçîñíîâàòåëüíûì áûëî áû ïðåäïîëîæåíèå, ÷òî ïàðíîñòü ñëà-

âÿíñêîãî ñ÷åòà, î êîòîðîì ñîîáùàë Êîíñòàíòèí Áàãðÿíîðîäíûé, èìååò àíàëîãèþ â
ïàðíîñòè ãëàâíûõ íåáåñíûõ áîãîâ (ÿçû÷åñêèõ) ó âîñòî÷íûõ ñëàâÿí (Ïåðóí è ñîë-
íå÷íûé áîã Õîðñ èëè Äàæüáîã), ïðåäñòàâëåííîé, íàïðèìåð, äâóìÿ ÿçû÷åñêèìè èç-
âàÿíèÿìè ó Ïñêîâà [9]. Ýòî ìîæåò èìåòü îïðåäåëåííóþ ñâÿçü ñ ïàðíûì ÷ëåíåíèåì
èíäîåâðîïåéñêîãî ïàíòåîíà áîãîâ [10, ñ.64–66].

� Ñîãëàñíî «Äåÿíèÿì àïîñòîëîâ», âêëþ÷åííûì â Íîâûé Çàâåò Áèáëèè, Äèîíèñèé
Àðåîïàãèò áûë îáðàùåí â õðèñòèàíñòâî àïîñòîëîì Ïàâëîì (I â. í.ý.). «Òå ñî÷èíåíèÿ
ñ èìåíåì Äèîíèñèÿ Àðåîïàãèòà, ÷òî äîøëè äî íàñ (âêëþ÷àÿ òåêñò «Î íåáåñíîé
èåðàðõèè». – Ð.Ñ.), ñòàëè èçâåñòíû â 533 ã. â Êîíñòàíòèíîïîëå íà ÷àñòíîì ñîáî-
ðå...». Åñòü ñîìíåíèÿ â ïðèíàäëåæíîñòè ýòèõ ñî÷èíåíèé áèáëåéñêîìó Äèîíèñèþ
Àðåîïàãèòó, â ñâÿçè ñ ÷åì èõ àâòîðîì íàçûâàþò íåêîåãî íå óñòàíîâëåííîãî ïî èìåíè
ïèñàòåëÿ, óñëîâíî Ïñåâäî-Äèîíèñèÿ Àðåîïàãèòà, æèâøåãî â êîíöå V – íà÷àëå VI ââ.
[26, ñ.7, 8].
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� Ñì.: [31, ñ.31]. Â 2008 ã. àðõåîëîãàìè â Íîâãîðîäå íàéäåíà áåðåñòÿíàÿ ãðàìîòà
¹966 (ïàëåîãðàôè÷åñêè äàòèðóåìàÿ XIII â.) ñ çàïèñüþ íà íèæíåì ïîëå ðÿäà äðåâ-
íåðóññêèõ «áóêâåííûõ öèôð» îò 1 äî 8. Ðàíåå îáíàðóæåííûå â ðàçíûå ãîäû òðè áå-
ðåñòÿíûå ãðàìîòû XIII–XIV ââ., òàêæå ïîñâÿùåííûå «áóêâåííîé íóìåðàöèè», èìå-
ëè ó÷åáíîå èëè ñïðàâî÷íîå íàçíà÷åíèå. Ðåäêàÿ îñîáåííîñòü á.ã. ¹966 ñîñòîèò â òîì,
÷òî åå àâòîð èñïîëüçîâàë îñòàâøååñÿ ìåñòî îò îñíîâíîãî ìåñòà ãðàìîòû äëÿ «ïðîáû
ïåðà, çàïèñè ðàçíûõ öèôð» [32, ñ.8].

� Ñì.: [36]. Âîçìîæíî, íåêîãäà ñóùåñòâîâàâøåå ðåëèêòîâîå ÷óâñòâî ïîäúåìà/âîñòîð-
ãà ïðè ïîçíàíèè íîâîãî â ñîâðåìåííîì ìåíåäæìåíòå íàó÷íîé äåÿòåëüíîñòè òðàíñ-
ôîðìèðîâàëîñü â «èñòèííîå ëè÷íîå óäîâëåòâîðåíèå» îò ïðîâåäåííîãî èññëåäîâà-
íèÿ. Ñì., íàïðèìåð: [37, ñ.21].

� Ñì., íàïðèìåð: [42, ñ.127; 43–45]. Íåêîòîðûå àâòîðû ñîìíåâàþòñÿ â ïðàâîìåðíîñòè
âûäåëåíèÿ Àçîâñêî-Ïðè÷åðíîìîðñêîé Ðóñè â êà÷åñòâå äðåâíåðóññêîãî ýòíîîáðàçó-
þùåãî öåíòðà; ñì., íàïðèìåð: [46, ñ.11].

� Òàê, çäåñü îòìå÷àëîñü (óäîñòîâåðÿëîñü) ïðàâî ðóññêèõ íàñëåäíèêîâ íà èìóùåñòâî
óìåðøåãî â Âèçàíòèè êóïöà.

� [49, ñ.75, ðèñ.59]. Àðõåîëîãè, ïî-âèäèìîìó, ñ÷èòàþò ïîñëåäîâàòåëüíîé ñìåíó íàçâà-
íèÿ ãîðîäà Ñàðêåëà íà Áåëóþ Âåæó â ñâÿçè ñ åãî âçÿòèåì â 965 ã. êí. Ñâÿòîñëàâîì.
Ýòî, íàïðèìåð, ñëåäóåò èç òàêîé ôðàçû: «Çíàêè (íà êåðàìèêå. – Ð.Ñ.) åñòü è â õà-
çàðñêîì, è â áåëîâåæñêîì ñëîå Ñàðêåëà» [17, ñ.75]. Ïî ïðîñüáå ïðàâèòåëåé Õàçàðèè
êðåïîñòü Ñàðêåë ïîñòðîèëè âèçàíòèéñêèå èíæåíåðû ïðè ó÷àñòèè áîëüøîãî êîëè÷å-
ñòâà ìåñòíîãî íàñåëåíèÿ â 830-õ ãã. (ïåðåä 837 ã.) [50, ñ.15]. Ýòèìîëîãèÿ ñâèäåòåëü-
ñòâóåò, ÷òî ñëîâî Ñàðêåë èçâåñòíî íà Äîíó â íà÷àëå IX â. Îíî, ïî-âèäèìîìó, ìîãëî
áûòü òþðêñêîé ïàðàëëåëüþ äðåâíåðóññêîãî íàçâàíèÿ Áåëàÿ Âåæà: «...Íà Äîíó â íà-
÷àëå IX â. äîêóìåíòèðîâàí õàçàðñêèé Ñàð-êåë, áóêâàëüíî (ïî-äðåâíåðóññêè) – Áå-
ëàÿ Âåæà, ò.å. “áåëûé äîì”» [42, ñ.54].

� Ñì. ðàáîòó À.À.Ìåäûíöåâîé: [51, ñ.243]. Öåííî, ÷òî À.À.Ìåäûíöåâà ïðîâåðèëà âñå
äî áóêâû è íå íàøëà ïîãðåøíîñòåé â ðàñøèôðîâêå ÷èñåë. Åå óòî÷íåíèå îäíîé áóêâû
â óêàçàííîì ñëîâå îòíîñèòñÿ ê ïðîðèñè, ñäåëàííîé íå Ñèìîíîâûì, à Àðòàìîíîâûì,
êîòîðûé çà ÷åòâåðòü âåêà äî íåãî èññëåäîâàë ñîîòâåòñòâóþùóþ çàïèñü, îäíàêî íå
îïðåäåëèë åå ÷èñëîâîé ñìûñë.

	 Ñì. òàêæå: [17, ñ.75; 57, ñ.112]. Â ìåòðîëîãèè âåëè÷èíà ñåêñòàðèÿ óêàçûâàåòñÿ òàêæå â
ãðàììàõ: 1 ñåêñòàðèé = 544 ã. [58, ñ.407]. Òîãäà 58 ñåêñòàðèåâ áóäóò ðàâíû 31,552 êã.

�
 Â ñîâðåìåííîé èñòîðèîãðàôèè ïåðâûå øàãè õðèñòèàíèçàöèè ñëàâÿí Þæíîé Ðóñè
îòíîñÿò ê 860-ì ãã. («ïåðâîå êðåùåíèå») [67, ñ.7, 15].

�� Ïî ìíåíèþ Ñ.Ôðàíêëèíà, «â îòíîøåíèè ïèñüìåííîé êóëüòóðû Äðåâíåé Ðóñè îä-
íèì èç ñàìûõ ñïîðíûõ è íåÿñíûõ îñòàåòñÿ âîïðîñ î òîì, êàêîâû áûëè ñâÿçè åå ñ åâ-
ðåéñêîé ïèñüìåííîñòüþ». Îí çàêëþ÷àåò: «Âåðîÿòíî, ÷òî çäåñü â òå÷åíèå äëèòåëü-
íîãî âðåìåíè, îò ñëó÷àÿ ê ñëó÷àþ èëè äàæå áåç ïåðåðûâà, íàõîäèë ïðèìåíåíèå åâ-
ðåéñêèé àëôàâèò. ×òî æå êàñàåòñÿ óìåíèÿ ÷èòàòü è ïîíèìàòü åâðåéñêóþ ïèñüìåí-
íîñòü – ñðåäè óðîæåíöåâ Ðóñè ýòî áûëî ðåäêèì èñêóññòâîì: âîçìîæíî, ñòîëü ðåä-
êèì, ÷òî îíî è âîâñå íå âñòðå÷àëîñü» [75, ñ.210, 212]. Íà Ðóñè (èëè øèðå – â ñëà-
âÿíñêîé îéêóìåíå) áûëè çíàêîìû ñ åâðåéñêèì íàïðàâëåíèåì ïèñüìà ñïðàâà íàëå-
âî. Êàæåòñÿ, âïåðâûå ýòî çàôèêñèðîâàíî â ïåðå÷íå äàò «ïàñõàëüíûõ ïîëíîëóíèé»
(«åâðåéñêîé Ïàñõè»), âîñïðîèçâåäåííûõ ñïðàâà íàëåâî â âèäå ãëàãîëè÷åñêîé ïðè-
ïèñêè XII(?) â. â ñòàðîñëàâÿíñêîì ãëàãîëè÷åñêîì «Ñèíàéñêîì ñëóæåáíèêå» XI â.
Íà Ðóñè ñîîòâåòñòâóþùèé (ïî-åâðåéñêè) ïîðÿäîê «ïîñõàëüíûõ ïîëíîëóíèé» ðà-
íåå âñåãî èçâåñòåí â «Êàíîííèêå Ñêàëèãåðà» 1331–1332 ãã. â «Ðóêå æèäîâñê[îé]»
[78, ñ.477–479].
Â.Å.Ôëåðîâà îòìåòèëà ñðåäè çíàêîâ õàçàðñêîé òàðíîé êåðàìèêè âîçìîæíûå ñëó÷àè
òàê íàçûâàåìîé «ñëàâÿíñêîé èíâåðñèè», ññûëàÿñü íà ìîè ðàáîòû [17, ñ.74]. Îäíàêî
ïîäîáíûå ïðèìåðû çàïèñè ÷èñåë äëÿ ñòàðøèõ ðàçðÿäîâ ñïðàâà íàëåâî (íàïðèìåð,
40.900 âìåñòî 900.40, òî åñòü 940) â ñëàâÿíñêîé ïðàêòèêå íå âñòðå÷àþòñÿ. Âîçìîæ-
íî, óêàçàííûå õàçàðñêèå îáðàçöû îáóñëîâëåíû íå «ñëàâÿíñêîé èíâåðñèåé», à íà-
ïðàâëåíèåì åâðåéñêîãî ïèñüìà ñïðàâà íàëåâî.
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ÄÆÎÍ ÍÅÏÅÐ: ËÎÃÀÐÈÔÌÛ ÒÐÈÃÎÍÎÌÅÒÐÈ×ÅÑÊÈÕ
ÔÓÍÊÖÈÉ ÊÀÊ ÌÎÄÅËÜ ÄÂÈÆÅÍÈß ÇÅÌËÈ

À.Â.Êóçüìèí

Ââåäåíèå. Èíòåðïðåòàöèÿ çàãëàâíîé ãðàâþðû êíèãè Ï.Àïèà-
íà� «Horoscopion Apiani» (1539) [1] ïðèâîäèò ê âûâîäó, ÷òî ïåðåä
íàìè ãðàôè÷åñêîå (òî÷íåå – íîìîãðàôè÷åñêîå) âîïëîùåíèå ãåîöåí-
òðè÷åñêîé ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííîé äèíàìèêè, èíà÷å ãîâîðÿ, íî-
ìîãðàôè÷åñêîå âûðàæåíèå âñåé ñîâîêóïíîñòè îñîáåííîñòåé äâèæå-
íèÿ íåáåñíîé ñôåðû, â ñâîþ î÷åðåäü îòðàæàþùåå ñëîæíîå ìíîãî-
ôàêòîðíîå äâèæåíèå Çåìëè â ïðîñòðàíñòâå.

Óïîìÿíóòàÿ ãðàâþðà (ðèñ.1) åñòü ãðàôè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå
çàâèñèìîñòåé ñêîðîñòåé âîñõîäà ýêëèïòèêè îòíîñèòåëüíî ãîðèçîíòà
äëÿ øèðîò îò 0-ãî ãðàäóñà (ýêâàòîðà) äî 66-é ïàðàëëåëè ñåâåðíîé
øèðîòû, òî åñòü äî òîé ïðåäåëüíîé øèðîòû, ãäå Ñîëíöå îäèí äåíü
â ãîäó âîîáùå íå âîñõîäèò íàä ãîðèçîíòîì (çèìíåå ñîëíöåñòîÿíèå)
è îäèí äåíü â ãîäó âîîáùå íå çàõîäèò çà ãîðèçîíò (ëåòíåå ñîëíöå-
ñòîÿíèå), èíûìè ñëîâàìè – äî øèðîòû, íà êîòîðîé âåëè÷èíà ñêî-
ðîñòè âîñõîäà ñîëíå÷íîãî ïóòè (òî åñòü ýêëèïòèêè) ïðèîáðåòàåò
âûðîæäåííûå çíà÷åíèÿ.

Ýòà çàâèñèìîñòü âûðàæàåòñÿ, ê ïðèìåðó, â íåðàâíûõ óãëîâûõ
âåëè÷èíàõ ÷àñîâ (äåëåíèé öèôåðáëàòà ñîëíå÷íûõ ÷àñîâ), â ïðî-
äîëæèòåëüíîñòè ñóìåðåê. Ýòè æå ïðèíöèïû ñîñòàâëÿþò ìàòåìàòè-
÷åñêóþ îñíîâó ðàñ÷åòà ïðîòÿæåííîñòè äîìîâ ãîðîñêîïà (ãîðîñêîï
áóêâàëüíî îçíà÷àåò «ïîêàçàòåëü ÷àñà»).

Êðîìå òîãî, ïåðåä íàìè óíèâåðñàëüíûå çâåçäíûå ÷àñû. Ìû
ìîæåì ïî âîñõîäó îïðåäåëåííîãî ó÷àñòêà ýêëèïòèêè, êàêîé-ëèáî
çâåçäû èëè ãðóïïû çâåçä, ìàðêèðóþùèõ ñîáîé ýòîò ó÷àñòîê, íàéäÿ
ñîîòâåòñòâóþùåå çíà÷åíèå øèðîòû ìåñòà è êàëåíäàðíîé äàòû íàá-
ëþäåíèÿ, îïðåäåëèòü âðåìÿ íàáëþäåíèÿ íî÷üþ. Óïîìèíàíèå òàêî-
ãî ñïîñîáà îïðåäåëåíèÿ âðåìåíè íî÷üþ ìîæíî âñòðåòèòü â «Áîæåñ-
òâåííîé Êîìåäèè» Äàíòå:

«Íî íàì ïîðà; ïðîøåë íåìàëûé ñðîê;
Áëåñíóëè Ðûáû íàä ÷åðòîé Âîñòîêà,
È Âîç óæå ñîâñåì íàä Êàâðîì ëåã,
À ê ñïóñêó íàì èäòè åùå äàëåêî» [2, ñ.69]

Òàê ìîãëî âûãëÿäåòü îïèñàíèå âðåìåíè: îêîëî äâóõ ÷àñîâ äî
âîñõîäà Ñîëíöà.
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Ðèñ.1.«Ãîðîñêîïèîí» Ï.Àïèàíà



Íà ãðàâþðå ïàðàëëåëüíî ñ èçîáðàæåíèåì ýêëèïòèêè äàí ïîÿñ
èç ñîçâåçäèé è íåêîòîðûõ îòäåëüíûõ çâåçä, ïðè÷åì ñîçâåçäèé íå
òîëüêî çîäèàêàëüíûõ, íî è ïðîñòî ïóòåâîäíûõ, ïî êîòîðûì ëåãêî
îðèåíòèðîâàòüñÿ êàê ïî ìàÿêàì èëè ñòðåëêàì ÷àñîâ. Ïðè÷åì ýòè
ñîçâåçäèÿ óêàçûâàþò íå òîëüêî âðåìÿ, íî òî÷íî ñâèäåòåëüñòâóþò è
î âîñõîäå îïðåäåëåííîãî ó÷àñòêà ýêëèïòèêè. Ýòîò ñïîñîá îïðåäåëå-
íèÿ íî÷íûõ ÷àñîâ âîñõîäèò ê åãèïåòñêèì äåêàíàì, çäåñü îí ïðåäñ-
òàâëåí â êîìïàêòíîì âèäå. Çíàÿ òî÷íîå âðåìÿ â ñâåòëîå âðåìÿ ñó-
òîê (íàïðèìåð, ïðè ïîìîùè ñîëíå÷íûõ ÷àñîâ), âûïîëíèâ îáðàòíûå
äåéñòâèÿ, ìîæíî îïðåäåëèòü òî÷êó èëè, ïî êðàéíåé ìåðå, îáëàñòü
âîñõîäà ýêëèïòèêè.

Òàêèì îáðàçîì, íà ëèñòå áóìàãè, êîìïàêòíî è îáîçðèìî, â
âèäå íîìîãðàììû, èìåþùåé ñîâðåìåííûé âèä, ïðåäñòàâëåíà îá-
øèðíàÿ, äîñòàòî÷íî ñëîæíàÿ èíôîðìàöèÿ, ïðåäñòàâëÿþùàÿ íå ÷òî
èíîå êàê ãðàôè÷åñêîå âîïëîùåíèå ãåîöåíòðè÷åñêîé ïðîñòðàíñòâåí-
íî-âðåìåííîé äèíàìèêè, èëè, èíà÷å ãîâîðÿ, ñîâîêóïíîñòü äâèæå-
íèé íåáåñíîé ñôåðû.

Óíèêàëüíàÿ îñîáåííîñòü ýòîãî èçîáðàæåíèÿ (êàê, âïðî÷åì, è
ëþáîé íîìîãðàììû) â òîì, ÷òî îíî îäíîâðåìåííî ÿâëÿåòñÿ è íàã-
ëÿäíîé ãåîìåòðè÷åñêîé ìîäåëüþ ñëîæíûõ çàâèñèìîñòåé è ïðîñòûì
ñ÷åòíûì ïðèáîðîì äëÿ íèõ.

Êàê èçâåñòíî, ñâîéñòâà ôóíêöèîíàëüíûõ çàâèñèìîñòåé îòðàæà-
þòñÿ â ãåîìåòðè÷åñêèõ îñîáåííîñòÿõ íîìîãðàìì. Íà íîìîãðàììå
ìîæíî óâèäåòü âëèÿíèå îòäåëüíûõ ïàðàìåòðîâ, îáëàñòü ñóùåñòâî-
âàíèÿ ðåøåíèÿ è ò.ä. Ìîæíî ïîäáèðàòü ïàðàìåòðû ýìïèðè÷åñêèõ
ôîðìóë. Íîìîãðàììû ìîæíî èñïîëüçîâàòü äëÿ èññëåäîâàíèÿ
ñâîéñòâ, ïðè÷åì çíà÷èòåëüíî ïðîùå è íàãëÿäíåå, ÷åì èíûìè ñïîñî-
áàìè. Ïîñëåäíåå îáñòîÿòåëüñòâî øèðîêî èñïîëüçóåòñÿ â ñîâðåìåí-
íûõ êîìïüþòåðíûõ òåõíîëîãèÿõ: ïîäîáíûå èçîáðàæåíèå ïîÿâëÿåò-
ñÿ íà ýêðàíå êîìïüþòåðà, êîãäà ìû îáðàùàåìñÿ, íàïðèìåð, ê àñò-
ðîíîìè÷åñêèì ïðîãðàììàì. Ïîäîáíûå êðèâûå ìîãóò îòîáðàæàòü
îáëàñòè âèäèìîñòè òîé èëè èíîé ïëàíåòû íà ïîâåðõíîñòè Çåìëè è
ò.ï. Èäåÿ òàêîãî ðîäà ïðåçåíòàöèè ó Ï.Àïèàíà ïðåäñòàâëåíà ôàê-
òè÷åñêè â åå çàâåðøåííîì âèäå.

Ïî óðîâíþ ñëîæíîñòè çàãëàâíàÿ ãðàâþðà ýòîãî èçäàíèÿ ïðîñòî
íåñîïîñòàâèìà ñ îñòàëüíîé ãðàôè÷åñêîé èíôîðìàöèåé, ïðåäñòàâëåí-
íîé â êíèãå�. Âåðîÿòíî, òàêîé ìåòîä â XVI â. ñòàíîâèëñÿ âåñüìà
ðàñïðîñòðàíåííûì ïðèêëàäíûì ñïîñîáîì âû÷èñëåíèé, îäíàêî íå èñ-
êëþ÷åíî, ÷òî Àïèàí óìûøëåííî ïðåäñòàâëÿåò åãî çäåñü êàê ñâîå
èçîáðåòåíèå, äîáàâëÿÿ êîìïëåêñ îáùåèçâåñòíîé èíôîðìàöèè. Âîç-
ìîæíî, çäåñü ïðîèçîøëî êàêîå-òî çàèìñòâîâàíèå èç àðàáñêèõ èñòî÷-
íèêîâ, êàê è åãî êàðòà ñîçâåçäèé äîèñëàìñêîãî ïåðèîäà [5]. Òàêàÿ
òàáëèöà ìîæåò áûòü âûñòðîåíà ïî àíàëîãèè ñ àñòðîëÿáèÿìè.
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«Îïèñàíèå óäèâèòåëüíûõ òàáëèö ëîãàðèôìîâ». Äæîí Íåïåð
(1550–1617) – èçîáðåòàòåëü ëîãàðèôìîâ. Îñíîâíàÿ èäåÿ âû÷èñëå-
íèé ñ ïîìîùüþ ëîãàðèôìîâ è ïåðâàÿ ëîãàðèôìè÷åñêàÿ òàáëèöà ïî-
ÿâèëèñü ìåæäó 1590 è 1592 ãã. [6], îäíàêî êíèãà «Îïèñàíèå óäèâè-
òåëüíûõ òàáëèö ëîãàðèôìîâ» áûëà èçäàíà èì òîëüêî â 1614 ã.

Òåêñò «Îïèñàíèÿ...» ñîñòîèò èç äâóõ êíèã. Â ïåðâîé èç íèõ
ïðåäñòàâëåíî îáùåå îïðåäåëåíèå ëîãàðèôìîâ, îáñóæäàþòñÿ èõ
ñâîéñòâà è ïðàâèëà äåéñòâèé, ïîÿñíÿåòñÿ óñòðîéñòâî òàáëèöû. Âòî-
ðàÿ êíèãà ïîñâÿùåíà ïðèìåíåíèþ ëîãàðèôìîâ ê ðåøåíèþ çàäà÷
ïëîñêîé è ñôåðè÷åñêîé òðèãîíîìåòðèè. Òàáëèöû, ïðèâåäåííûå â
«Îïèñàíèè...», ëîãàðèôìè÷åñêè-òðèãîíîìåòðè÷åñêèå: ñåìèçíà÷íûå
ëîãàðèôìû ñèíóñîâ, êîñèíóñîâ è òàíãåíñîâ äëÿ óãëîâ îò 0° äî 90° ñ
èíòåðâàëîì â 1’. «Îïèñàíèå...» ïåðåèçäàâàëîñü åùå ïÿòü ðàç. Ïîñ-
ëåäíåå èçäàíèå áûëî îñóùåñòâëåíî â 1899 ã. [6].

Çíà÷åíèÿ ëîãàðèôìîâ, ñèíóñîâ, êîñèíóñîâ è òàíãåíñîâ íåîáõî-
äèìû äëÿ òî÷íîãî âîññîçäàíèÿ íîìîãðàììû Àïèàíà. Ïðè÷åì çäåñü
ïîÿâëÿåòñÿ âîçìîæíîñòü ïîëó÷èòü, â òîì ÷èñëå, ïðåäåëüíûå çíà÷å-
íèÿ äëÿ óãëîâ (òî åñòü øèðîò) îò 66° äî 90°, ÷òî ãðàôè÷åñêè ïðåäñ-
òàâèòü äîñòàòî÷íî ñëîæíî.

Íå áûëî ëè èçîáðåòåíèå ëîãàðèôìîâ ðåçóëüòàòîì ñòðåìëåíèÿ
Íåïåðà ñîçäàòü ìàòåìàòè÷åñêóþ ôîðìàëèçàöèþ íåáåñíûõ äâèæå-
íèé? Òåì áîëåå, êàê áûëî ïîêàçàíî âûøå, ðàíåå ïîäîáíûå ïîïûò-
êè óæå ïðåäïðèíèìàëèñü – è îäíà èç íèõ, òîëüêî â ãðàôè÷åñêîì
èñïîëíåíèè, ðåàëèçîâàíà â íîìîãðàììå Àïèàíà. Òàêèì îáðàçîì, ê
èçîáðåòåíèþ ëîãàðèôìîâ ìîã ïðèâåñòè ïîèñê ñâîåãî ðîäà ýìïèðè-
÷åñêîé ôîðìóëû, êîòîðàÿ, ïî ñóòè, ìîäåëèðîâàëà áû ñîâîêóïíîñòü
äâèæåíèé Çåìëè â ïðîñòðàíñòâå óæå íå ïðîñòî íàáîðîì ïðèáëèçè-
òåëüíûõ êðèâûõ, à òî÷íûìè ÷èñëîâûìè òàáëèöàìè.

Íåïåð ïðè ýòîì íå àôèøèðîâàë íè ñàìîãî îòêðûòèÿ, íè åãî
ëîãèêè, îñòåðåãàÿñü èçâåñòíûõ êîíôëèêòîâ. Â ÷àñòíîñòè, ñîãëàñíî
èíôîðìàöèè, ïðèâîäèìîé â [6], èìåííî â ïðåäïîëàãàåìûå ãîäû
èçîáðåòåíèÿ ëîãàðèôìîâ îñîáåííî óñèëèâàëàñü «îõîòà íà âåäüì».

«Àëüìàãåñò». Â ñâîþ î÷åðåäü, èñòîðèÿ ëîãàðèôìè÷åñêèõ øêàë
è, â ÷àñòíîñòè, íîìîãðàììû Àïèàíà óõîäèò, ïî ìåíüøåé ìåðå, â
ïîçäíþþ àíòè÷íîñòü. Â ðàçäåëå 8 Êíèãè II «Àëüìàãåñòà» Êëàâäèÿ
Ïòîëåìåÿ (II â. í.ý.) ïðèâîäèòñÿ òàáëèöà ïîäåêàäíîãî âðåìåíè
âîñõîäà ýêëèïòèêè íà îäèííàäöàòè ýòàëîííûõ øèðîòàõ. Çäåñü â
òàáëè÷íîé ôîðìå âûðàæåíà íåëèíåéíàÿ çàâèñèìîñòü ñêîðîñòè âîñ-
õîäà ðàçëè÷íûõ ó÷àñòêîâ ýêëèïòèêè ïî îòíîøåíèþ ê ýêâàòîðó â
çàâèñèìîñòè îò øèðîòû ãåîãðàôè÷åñêîãî ïóíêòà íàáëþäåíèé.

Ýòà ìàòåìàòè÷åñêàÿ çàâèñèìîñòü íà ïðîòÿæåíèè ÷åòûðíàäöàòè
ñòîëåòèé èñïîëüçîâàëàñü äëÿ ðàçëè÷íûõ ðàñ÷åòîâ (â òîì ÷èñëå,
ïîñòðîåíèÿ ñèñòåì àñòðîëîãè÷åñêèõ äîìîâ). Íàçâàííûå ñèñòåìû
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ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé íåðàâíîìåðíûå êðóãîâûå øêàëû (â îòëè÷èå îò
ðàâíîìåðíîé, ëèíåéíîé, øêàëû äâåíàäöàòè òðèäöàòèãðàäóñíûõ
çíàêîâ çîäèàêàëüíîé øêàëû ýêëèïòèêè), âåëè÷èíà êàæäîãî èç äâå-
íàäöàòè ñåêòîðîâ êîòîðûõ êîëè÷åñòâåííî îòðàæàåò äèíàìèêó ýê-
ëèïòèêè â îïðåäåëåííîå âðåìÿ è â îïðåäåëåííîì ãåîãðàôè÷åñêîì
ìåñòå. Ñ÷èòàëîñü, ÷òî òàêèì îáðàçîì âîçìîæíî ñèìâîëè÷åñêè îïè-
ñàòü çåìíîå ïðîÿâëåíèå ÿâëåíèé íåáåñíîé ñôåðû, – ïîñòðîèâ «âðå-
ìåíí�þ (õðîíàëüíóþ) òîïîöåíòðè÷åñêóþ âàðèàöèþ ýêëèïòè÷åñêîãî
êðóãà». Îá ýòîì Ïòîëåìåé ïèøåò â 10 ãëàâå òðåòüåé êíèãè «Òåòðà-
áèáëîñà».

Ïðè÷åì III êíèãà «Òåòðàáèáëîñà» âñòóïàåò â ñâîåîáðàçíûé äè-
àëîã ñî II êíèãîé «Àëüìàãåñòà», â òîì ÷èñëå, ïåðå÷èñëÿþùåé çàäà-
÷è, êîòîðûå ìîæíî ðåøàòü ñ ïîìîùüþ ýòèõ òàáëèö: âû÷èñëåíèå
ïðîäîëæèòåëüíîñòè äíÿ è íî÷è, ñåçîííûõ ÷àñîâ, îïðåäåëåíèå ïî-
ëîæåíèé çàäàííûõ ãðàäóñîâ ýêëèïòèêè è ò.ä., à â «Òåòðàáèáëîñå»
Ïòîëåìåé ðàññóæäàåò î òîì, êàê ýòîò êîìïëåêñ ïàðàìåòðîâ îòðàæà-
åòñÿ íà ñóäüáå ÷åëîâåêà, òî åñòü Ïòîëåìåé ïûòàåòñÿ ïðîåöèðîâàòü
êîñìîëîãè÷åñêèå îñîáåííîñòè âðåìåíè è ìåñòà íà ëè÷íîñòü. Ïðè-
÷åì ïîÿâëåíèå â êóëüòóðå òàêîãî ÿâëåíèÿ, êàê ëè÷íûé ãîðîñêîï
(ñîãëàñíî âàí äåð Âàðäåíó, ýòî Ïåðñèÿ, V â. äî í.ý.), íåçàâèñèìî
îò ñïîðîâ î åãî ðàöèîíàëüíîñòè, ñâèäåòåëüñòâóåò î âîçíèêíîâåíèè
ãóìàíèçìà, òî åñòü ÷åëîâåê ïîëó÷àåò ïðàâî èìåòü ëè÷íóþ ñóäüáó.
Íà áîëåå ðàííèõ ýòàïàõ ñóùåñòâóþò òîëüêî êîëëåêòèâíûå ìåòîäû
ïðåäñêàçàíèé.

Ïåðâîå ïå÷àòíîå èçäàíèå òàáëèö äîìîâ îñóùåñòâèë Ðåãèîìîí-
òàí (1436–1476) [7]. Ñâîþ ñîáñòâåííóþ ñèñòåìó, ñîçäàííóþ èì íà
îñíîâå èçó÷åíèÿ òðóäà Ê.Ïòîëåìåÿ, Ðåãèîìîíòàí íà÷àë ïóáëèêî-
âàòü â 1474 ã., ñòà ñîðîêà ãîäàìè ðàíåå ïåðâîãî èçäàíèÿ òàáëèö ëî-
ãàðèôìîâ. Ïðè÷åì îäíèì èç îñíîâíûõ ïðèìåíåíèé ëîãàðèôìîâ
ñðàçó ïîñëå èõ èçîáðåòåíèÿ áûëî èìåííî ñîçäàíèå òî÷íûõ òàáëèö
àñòðîëîãè÷åñêèõ äîìîâ. Íî òåïåðü âû÷èñëåíèÿ ñòàëè ÿñíûìè, òî÷-
íûìè è ñðàâíèòåëüíî ïðîñòûìè, ïîñêîëüêó äëÿ òàêèõ ðàñ÷åòîâ íå
òðåáîâàëîñü íè÷åãî, êðîìå òî÷íîãî âðåìåíè è ìåñòà ñîáûòèÿ (íàï-
ðèìåð, ðîæäåíèÿ ÷åëîâåêà). Çàìåòèì, êñòàòè, ÷òî â òî âðåìÿ ñòîëü
îáúåìíûå ðàñ÷åòû áûëè íåîáõîäèìû òîëüêî â àñòðîíîìèè, íèêàêèå
äðóãèå îáëàñòè ÷åëîâå÷åñêîé äåÿòåëüíîñòè â íèõ íå íóæäàëèñü.

Ïåðâîå ïå÷àòíîå èçäàíèå êîìïëåêñà íåðàâíîìåðíûõ êðóãîâûõ
øêàë Ðåãèîìîíòàíà ïðåäñòàâëÿëî èõ â òàáëè÷íîé ôîðìå ñ èñïîëü-
çîâàíèåì ýêëèïòè÷åñêîé ñèñòåìû íåáåñíûõ êîîðäèíàò.

Òàêèì îáðàçîì, âïåðâûå íåðàâíîìåðíûå øêàëû, ñòàâøèå âïîñ-
ëåäñòâèè, ïî ñóòè, îñíîâîé íîìîãðàôè÷åñêîãî ìåòîäà â ìàòåìàòèêå,
ïîÿâèëèñü íå ïîçäíåå II â. í.ý. Îäèí èç íàáîðîâ òàêèõ øêàë ïðè-
âîäèòñÿ â «Àëüìàãåñòå» Ê.Ïòîëåìåÿ, â èõ îñíîâå ëåæèò îïðåäåëå-
íèå çàâèñèìîñòè èçìåíåíèÿ ñêîðîñòè âîñõîäà ðàçëè÷íûõ ÷àñòåé ýê-
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ëèïòèêè îò èçìåíåíèÿ ãåîãðàôè÷åñêîé òî÷êè íàáëþäåíèé. Ýòè íàè-
áîëåå ðàííèå èç èçâåñòíûõ íîìîãðàôè÷åñêèõ òàáëèö ôàêòè÷åñêè
ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé êîëè÷åñòâåííîå îïèñàíèå äâèæåíèÿ Çåìëè, â
êîòîðîì íàøëî îòðàæåíèå âðàùåíèå íåáåñíîãî ýêâàòîðà è ýêëèïòè-
êè íà ðàçëè÷íûõ øèðîòàõ çåìíîãî øàðà [8]. Ïîÿñíèì êðàòêî,
ñêîëü âåëèêî èññëåäîâàòåëüñêîå çíà÷åíèå òàêîé èíôîðìàöèè. Îíà
ïðåäëàãàåò ìåòîä ðàñ÷åòà àñòðîíîìî-ãåîãðàôè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê
ëþáîé òî÷êè çåìíîé ïîâåðõíîñòè, ïðåäñòàâëåííûõ â âèäå ñî÷åòà-
íèé äâèæåíèé ýêâàòîðà è ýêëèïòèêè íà îïðåäåëåííîé øèðîòå â îï-
ðåäåëåííîå âðåìÿ. Íàïîìíèì, ÷òî ýêâàòîð – ìàòåìàòè÷åñêèé êðóã,
ïîðîæäàåìûé äâèæåíèåì Çåìëè âîêðóã îñè; ýêëèïòèêà – äâèæåíè-
åì Çåìëè, âîêðóã Ñîëíöà; øèðîòà, â ñâîþ î÷åðåäü, â çíà÷èòåëüíîé
ñòåïåíè îïðåäåëÿåò îñîáåííîñòè êëèìàòà.

Â XVI â. ýòîò ìàòåìàòè÷åñêèé ìåòîä, ðåàëèçîâàííûé â íîìîã-
ðàììàõ, áûë îäíèì èç íàèáîëåå ðàñïðîñòðàíåííûõ ïðèêëàäíûõ
ñïîñîáîâ ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííûõ èçìåðåíèé.

Çàêëþ÷åíèå. Â äàííîé ñòàòüå ìû âûñêàçàëè ïðåäïîëîæåíèå,
÷òî Äæîíîì Íåïåðîì ðóêîâîäèëà èäåÿ ïîèñêà èäåàëüíîãî, òî÷íîãî
ìàòåìàòè÷åñêîãî «ïðèðîäîïîäîáèÿ» èëè, ãîâîðÿ ñîâðåìåííûì ÿçû-
êîì, èäåÿ ñîçäàíèÿ ýìïèðè÷åñêîé ôîðìóëû äëÿ òî÷íîé (íå èñêëþ-
÷åíî, ÷òî, êðîìå òîãî, è â òåîëîãè÷åñêîì ñìûñëå – èäåàëüíîé)
ôîðìàëèçàöèè îñîáåííîñòåé äâèæåíèÿ íåáåñíîé ñôåðû, êîòîðûå ê
òîìó âðåìåíè áûëè çàôèêñèðîâàíû â îáðàçàõ íîìîãðàìì (ïîäîá-
íûõ íîìîãðàììå Àïèàíà) è òàáëèöàõ (ïîäîáíûõ òàáëèöå Ïòîëå-
ìåÿ). È èìåííî ýòà èäåÿ è ïðèâåëà âïîñëåäñòâèè ê èçîáðåòåíèþ
ëîãàðèôìîâ.

Ïðèìå÷àíèÿ
� Ïåòåð Àïèàí (1495–1552) – àñòðîíîìîì è êîíñòðóêòîð àñòðîíîìè÷åñêèõ ïðèáîðîâ,

ìàòåìàòèê è êàðòîãðàô, çíàìåíèòûé èçäàòåëü íàó÷íîé ëèòåðàòóðû, â òîì ÷èñëå ïå-
ðåâîäîâ ñ àðàáñêîãî, íà ÷òî èìåë ïðèâèëåãèþ îò èìïåðàòîðà Êàðëà V; ïðîÿâëÿë
îãðîìíûé èíòåðåñ ê íàóêå Âîñòîêà; ïðîôåññîð àñòðîíîìèè è ìàòåìàòèêè Âåíñêîãî
óíèâåðñèòåòà.

� Êðîìå ðàññìîòðåííîé íàìè ãðàâþðû, â ýòîì èçäàíèè ïðåäñòàâëåíû ýëåìåíòàðíûå
ñïîñîáû èçìåðåíèé óãëîâ è îïðåäåëåíèÿ âðåìåíè, êîòîðûå âîñïðîèçâîäÿòñÿ, â òîì
÷èñëå, â «Çàíèìàòåëüíîé àñòðîíîìèè» [3] è «Çàíèìàòåëüíîé ãåîìåòðèè» ß.È.Ïåðå-
ëüìàíà [4], à òàêæå êàðòà ñîçâåçäèé ñòàðîàðàáñêîãî íåáà [5].
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ÐÈÑÎÐÄÆÈÌÅÍÒÎ È ÔÎÐÌÈÐÎÂÀÍÈÅ
ÈÒÀËÜßÍÑÊÎÃÎ È ÌÅÆÄÓÍÀÐÎÄÍÎÃÎ

ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÎÃÎ ÑÎÎÁÙÅÑÒÂÀ1

Ñ.Ñ.Äåìèäîâ

1. Âñòóïëåíèå. Ñîáûòèÿ èòàëüÿíñêîãî Risorgimento íàøëè
øèðîêèé îòêëèê âî âñåì öèâèëèçîâàííîì ìèðå. Îíè îêàçàëè ãëó-
áîêîå âîçäåéñòâèå íà ñîöèàëüíóþ è êóëüòóðíóþ æèçíü Åâðîïû è
Àìåðèêè. Âñêîëûõíóâ èòàëüÿíñêîå îáùåñòâî, îíè îêàçàëè ìîùíîå
âîçäåéñòâèå è íà ðàçâèòèå íàóêè (â ÷àñòíîñòè, ìàòåìàòèêè) ïðèòîì
íå òîëüêî â ñàìîé Èòàëèè, íî è äàëåêî çà åå ïðåäåëàìè. ß îñòà-
íîâëþñü ëèøü íà îäíîì àñïåêòå ýòîãî âîçäåéñòâèÿ – íà ìîùíîì
èìïóëüñå, êîòîðûé ïðèäàëî Risorgimento ïðîöåññó ôîðìèðîâàíèÿ
èòàëüÿíñêîãî è, øèðå, ìåæäóíàðîäíîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî ñîîáùåñò-
âà. Íå âõîäÿ â ðàññìîòðåíèå ýòîãî ôåíîìåíà âî âñåé åãî îáùíîñòè,
ÿ îãðàíè÷óñü ðàññìîòðåíèåì ëèøü äâóõ åãî âàæíûõ ìîìåíòîâ –
ðîæäåíèÿ è ôîðìèðîâàíèÿ Circolo matematico di Palermo – êàê
îáùåíàöèîíàëüíîé è ìåæäóíàðîäíîé àññîöèàöèè ìàòåìàòèêîâ, è
äåÿòåëüíîñòè Äæ.Ïåàíî (1858–1932) – åãî ïîïûòêè ïîäâåäåíèÿ íî-
âîãî ôóíäàìåíòà ïîäî âñþ ìàòåìàòèêó: åå ïîëíóþ àêñèîìàòèçà-
öèþ, âûñòðàèâàíèå ìàòåìàòè÷åñêîé ëîãèêè è ïåðåâîäó íà åäèíûé
ÿçûê – èíòåðëèíãâó. Ïðè ýòîì ÿ ïîïûòàþñü âçãëÿíóòü íà ðàññìàò-
ðèâàåìûå ïðîöåññû ñ î÷åíü ñïåöèàëüíîé òî÷êè çðåíèÿ – ó÷àñòèÿ â
íèõ ðîññèéñêèõ ìàòåìàòèêîâ – ïðåäñòàâèòåëåé ìàòåìàòè÷åñêîãî ñî-
îáùåñòâà, òàêæå íàõîäèâøåãîñÿ â ýòîò ïåðèîä â ñîñòîÿíèè ïîäúå-
ìà: çàêëàäûâàëñÿ ôóíäàìåíò îäíîé èç âåäóùèõ ìàòåìàòè÷åñêèõ
øêîë âòîðîé ïîëîâèíû ÕÕ ñòîëåòèÿ.



Âàæíî îòìåòèòü, ÷òî äåòñòâî è ìîëîäûå ãîäû Äæ.Ïåàíî è ñîç-
äàòåëÿ Circolo matematico di Palermo Äæ.Ãó÷÷à (1855–1914)
ïðèøëèñü íà ýïîõó Risorgimento è þíîñòè ìîëîäîãî ãîñóäàðñòâà,
âûðîñëè â àòìîñôåðå íàöèîíàëüíîãî ïîäúåìà, íàïîëíåííîé äóõîì
èíòåðíàöèîíàëèçìà. È î äåÿòåëüíîñòè Ïåàíî, è îá èñòîðèè Circolo
matematico di Palermo èìååòñÿ îáøèðíàÿ ëèòåðàòóðà – ñîâñåì íå-
äàâíî áûëà òîðæåñòâåííî îòìå÷åíà 150-ëåòíÿÿ ãîäîâùèíà Äæ.Ïåà-
íî, ê êîòîðîé áûëè ïðèóðî÷åíû ìíîãèå ïóáëèêàöèè, ÷òî æå êàñà-
åòñÿ èñòîðèè Circolo, òî óñèëèÿìè ä-ðà À.Áðèãàëüè è åãî ñîòðóäíè-
êîâ îíà âîøëà â ÷èñëî íàèáîëåå èçó÷àåìûõ ñåãîäíÿ âîïðîñîâ èñòî-
ðèè ìàòåìàòèêè êîíöà XIX – ïåðâîé òðåòè XX ââ. Ýòè òðóäû, íà
êîòîðûå ÿ áóäó çäåñü îïèðàòüñÿ, êàñàþòñÿ è îáñóæäàåìûõ ìíîþ
âîïðîñîâ. Â ñâîèõ ðàññìîòðåíèÿõ ÿ áóäó èñïîëüçîâàòü ìàòåðèàëû
èç àðõèâîâ Òóðèíà è Ïàëåðìî (çäåñü ÿ äîëæåí âûðàçèòü ãëóáîêóþ
áëàãîäàðíîñòü ïðîôåññîðàì Ñ.Ðîýðî è À.Áðèãàëüå, áåç ïîìîùè êî-
òîðûõ ÿ áû íå ñìîã îçíàêîìèòüñÿ ñ ýòèìè ìàòåðèàëàìè), à òàêæå
èç àðõèâîâ Ìîñêâû, Ðîñòîâà-íà-Äîíó è Îäåññû.

2. Ìåæäóíàðîäíîå ìàòåìàòè÷åñêîå ñîòðóäíè÷åñòâî â ïîñ-
ëåäíåé òðåòè XIX â. Íà ïðîòÿæåíèè XIX â. íàáëþäàåòñÿ çàðîæäå-
íèå ïðîöåññà ïîñòåïåííîãî ïðåâðàùåíèÿ ìàòåìàòèêè â ìàññîâóþ
ïðîôåññèþ. Ïðåæäå âñåãî, ìàòåìàòèêà çàíÿëà âàæíîå ìåñòî â ñèñ-
òåìå íàðîäíîãî îáðàçîâàíèÿ. Äåâÿòíàäöàòîå ñòîëåòèå – ïåðèîä,
êîãäà íàðîäíîå îáðàçîâàíèå ñòàíîâèòñÿ îäíèì èç ïðèîðèòåòîâ
âíóòðåííåé ïîëèòèêè ðàçâèòûõ ãîñóäàðñòâ. Îáðàçóþòñÿ ñïåöèàëü-
íûå ìèíèñòåðñòâà, çàäà÷åé êîòîðûõ ñòàíîâèòñÿ ñòðîèòåëüñòâî íà-
öèîíàëüíîé ñèñòåìû íàðîäíîãî îáðàçîâàíèÿ – îò íà÷àëüíûõ ó÷è-
ëèù âïëîòü äî âûñøåé øêîëû. Äëÿ íóæä ýòîé ñèñòåìû òðåáóþòñÿ
êâàëèôèöèðîâàííûå êàäðû ïåäàãîãîâ – îò ó÷èòåëåé íà÷àëüíûõ
øêîë äî ïðîôåññîðîâ óíèâåðñèòåòîâ. Ýòî óæå öåëîå ñîîáùåñòâî
ïðîôåññèîíàëîâ, çàíèìàþùèõñÿ îáó÷åíèåì ìàòåìàòèêå. Íàó÷íûìè
èçûñêàíèÿìè â îáëàñòè ìàòåìàòèêè, åå ïðèëîæåíèÿìè ê äðóãèì íà-
óêàì è ê ïðàêòè÷åñêèì íóæäàì îáùåñòâåííîé æèçíè çàíèìàåòñÿ
åùå ñðàâíèòåëüíî íåáîëüøîå êîëè÷åñòâî ñïåöèàëèñòîâ, íî è ýòà
ãðóïïà ê íà÷àëó XX ñòîëåòèÿ ñòàíîâèòñÿ çàìåòíîé. Î ðîñòå ÷èñëà
òàêîãî ðîäà ïðîôåññèîíàëîâ ìîæíî ñóäèòü, ñêàæåì, ïî èçìåíåíè-
ÿì â ñîñòàâå ó÷àñòíèêîâ ìàòåìàòè÷åñêèõ ñåêöèé íàöèîíàëüíûõ íà-
ó÷íûõ ñúåçäîâ, ïðîâåäåíèå êîòîðûõ ñòàíîâèòñÿ òðàäèöèåé âî âòî-
ðîé ïîëîâèíå XIX â. â ðàçâèòûõ åâðîïåéñêèõ ñòðàíàõ (íàïðèìåð,
â Ðîññèè ýòî – Âñåðîññèéñêèå ñúåçäû åñòåñòâîèñïûòàòåëåé è âðà-
÷åé). Ðîñò ïðîìûøëåííîñòè, ïðåæäå âñåãî ïðîìûøëåííîñòè âîåí-
íîé, ïðèâîäèë ê íåîáõîäèìîñòè âîñïèòàíèÿ ñïåöèàëèñòîâ ìàòåìà-
òèêîâ-ïðèêëàäíèêîâ, ìîãóùèõ ñòàâèòü è ðåøàòü ñëîæíûå â ìàòåìà-
òè÷åñêîì îòíîøåíèè çàäà÷è, âîçíèêàþùèå â íîâîé òåõíèêå. (Ýòîò
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ïðîöåññ ïðèîáðåë îñîáóþ çíà÷èìîñòü óæå â ÕÕ â., ïðåæäå âñåãî
ïîñëå Ïåðâîé ìèðîâîé âîéíû.) Ñòàòèñòè÷åñêèå çàäà÷è è ïðîáëåìû
âû÷èñëèòåëüíîãî õàðàêòåðà íà÷èíàþò âûäâèãàòüñÿ íà ïåðåäíèé
ïëàí, ïðèâîäÿ ê îðãàíèçàöèè âñÿêîãî ðîäà âû÷èñëèòåëüíûõ è ñòà-
òèñòè÷åñêèõ áþðî – íî çàìåòíîé ýòà àêòèâíîñòü ñòàíîâèòñÿ óæå â
ÕÕ ñòîëåòèè.

Äåÿòåëüíîñòü ýòà, îïðåäåëÿâøàÿñÿ ïðåæäå âñåãî íóæäàìè íà-
öèîíàëüíîãî ðàçâèòèÿ è ïîëó÷èâøàÿ íàèáîëåå ÿâñòâåííîå âûðàæå-
íèÿ â íàèáîëåå ðàçâèòûõ ãîñóäàðñòâàõ òîãî âðåìåíè – ïðåæäå âñå-
ãî â Ãåðìàíèè, Ôðàíöèè, Âåëèêîáðèòàíèè, Èòàëèè è Ðîññèè –
ïîñòåïåííî ïðèîáðåòàëà ìåæäóíàðîäíûé õàðàêòåð. Ê ñòàâøèì óæå
òðàäèöèîííûìè ñâÿçÿì íà óðîâíå àêàäåìèé íàóê è óíèâåðñèòåòîâ,
âî âòîðîé ïîëîâèíå XIX â. äîáàâèëèñü êîíòàêòû íàöèîíàëüíûõ
ìàòåìàòè÷åñêèõ îáùåñòâ. Â 1871 ã. â Ãåðìàíèè ïîÿâèëñÿ ïåðâûé
ðåôåðàòèâíûé ìàòåìàòè÷åñêèé æóðíàë – «Åæåãîäíèê óñïåõîâ ìà-
òåìàòèêè» (Jahrbuch über die Fortschritte der Mathematik). Â ïåð-
âîì åãî òîìå áûëè ïðîðåôåðèðîâàíû ñòàòüè ïî ìàòåìàòèêå è åå
ïðèëîæåíèÿì, âûøåäøèå â ìèðå â 1868 ã. Â êîíöå âåêà íåìåöêèå
ìàòåìàòèêè íà÷àëè èçäàíèå ìîíóìåíòàëüíîé «Ýíöèêëîïåäèè ìàòå-
ìàòè÷åñêèõ íàóê» (Encyclopedie der mathematischen Wissen-
schaften), â ðàáîòå íàä êîòîðîé, íàðÿäó ñ íåìåöêèìè, ïðèíÿëè
ó÷àñòèå ìàòåìàòèêè èç Àâñòðèè, Áåëüãèè, Âåëèêîáðèòàíèè, Íèäåð-
ëàíäîâ, Íîðâåãèè, Ðîññèè, Ñîåäèíåííûõ øòàòîâ ñåâåðíîé Àìåðè-
êè, Ôðàíöèè è Øâåöèè. Íàêîíåö, â 1897 ã. â íåéòðàëüíîé Øâåé-
öàðèè – â Öþðèõå – ñîáðàëñÿ Ïåðâûé ìåæäóíàðîäíûé êîíãðåññ
ìàòåìàòèêîâ, à óæå ÷åðåç òðè ãîäà – â 1900-ì – â Ïàðèæå ïðîøåë
Âòîðîé òàêîé êîíãðåññ, íà êîòîðîì ñî çíàìåíèòûì äîêëàäîì «Ìà-
òåìàòè÷åñêèå ïðîáëåìû» âûñòóïèë Ä.Ãèëüáåðò, â êîòîðîì âåëèêèé
ìàòåìàòèê ïîïûòàëñÿ ïðåäóãàäàòü áóäóùåå ðàçâèòèå ìàòåìàòèêè,
âûäåëèâ ïðîáëåìû (â ïå÷àòíîì òåêñòå èõ 23), íà ïóòÿõ ðåøåíèÿ
êîòîðûõ, ñôîðìèðóåòñÿ çíà÷èòåëüíàÿ ÷àñòü ìàòåìàòèêè ÕÕ â. Åãî
ðå÷ü áûëà ïðîíèçàíà îïòèìèçìîì, âåðîé â íàñòóïàþùèé ñâåòëûé
âåê – âåê ðàçóìà è ïðîãðåññà, âåðîé â âûñîêîå ïðåäíàçíà÷åíèå ìà-
òåìàòè÷åñêîé ìûñëè. Ìàòåìàòèêè ñòàëè îùóùàòü ñåáÿ îðãàíè÷åñ-
êîé ÷àñòüþ åäèíîãî ìèðîâîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî ñîîáùåñòâà, â êîòî-
ðîì äîëæíû áûëè áûòü ðàçðóøåíû âñå ãðàíèöû, â òîì ÷èñëå ãðà-
íèöû ÿçûêîâûå. Äæ.Ïåàíî âìåñòå ñî ñâîèìè ó÷åíèêàìè è åäèíî-
ìûøëåííèêàìè âûïèñûâàåò êîíòóðû áóäóùåé ìàòåìàòè÷åñêîé ëî-
ãèêè, ðàçðàáàòûâàåò åäèíûé ÿçûê – èíòåðëèíãâó – íà êîòîðîì, êàê
â ïðîøëîì íà äðåâíåãðå÷åñêîì, àðàáñêîì èëè ëàòûíè, áóäåò, ïî
åãî ìûñëè, ãîâîðèòü áóäóùàÿ ìàòåìàòèêà è, øèðå, âñÿ íàóêà. È
íåóäèâèòåëüíî, ÷òî ñ òàêîé ïðîãðàììîé âûñòóïàë èòàëüÿíåö –
ïðåäñòàâèòåëü íàöèè, òîëüêî â÷åðà ïåðåæèâøåé âåëèêîå âîçðîæäå-
íèå – Ðèñîðäæèìåíòî (Risorgimento). È òàêæå íåóäèâèòåëüíî, ÷òî
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â äðóãîé ÷àñòè åäèíîé Èòàëèè – â ñèöèëèéñêîì Ïàëåðìî – ðîäèë-
ñÿ äðóãîé ÷åñòîëþáèâûé ìåæäóíàðîäíûé ïðîåêò – ñîçäàíèÿ ìåæ-
äóíàðîäíîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî îáùåñòâà.

3. Ñòàíîâëåíèå íàöèîíàëüíûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ ñîîáùåñòâ
êàê íà÷àëî ôîðìèðîâàíèÿ ìåæäóíàðîäíîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî ñî-
îáùåñòâà – îïûò Circolo matematico di Palermo. Ïðîöåññ
ôîðìèðîâàíèÿ ìàòåìàòè÷åñêèõ ñîîáùåñòâ â íàèáîëåå ðàçâèòûõ
ñòðàíàõ Åâðîïû, ñòàâøèé îäíèì èç íàèáîëåå çðèìûõ ïðîÿâëåíèé
òåíäåíöèè âîçðàñòàíèÿ ðîëè ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê â îáùåñòâå
(ïðåæäå âñåãî, â ïðîìûøëåííîì è ýêîíîìè÷åñêîì åãî ðàçâèòèè),
íàøåë àêòèâíóþ ãîñóäàðñòâåííóþ ïîääåðæêó. Ïîýòîìó íåóäèâè-
òåëüíî, ÷òî îí îêðàñèëñÿ â íàöèîíàëüíûå òîíà. Íàèáîëåå ðàçâèòûå
ãîñóäàðñòâà îêàçûâàëè áîëüøå âíèìàíèÿ íàðîäíîìó îáðàçîâàíèþ è
ðàçâèòèþ íàóêè. Òîí çäåñü íà÷àëà çàäàâàòü Ôðàíöèÿ, ìîùíûé ýêî-
íîìè÷åñêèé ïîäúåì êîòîðîé â êîíöå XVIII – íà÷àëå XIX ââ. áûë
âî ìíîãîì îïðåäåëåí åå âûñîêèì íàó÷íûì ïîòåíöèàëîì. Âñêîðå
ãëàâíûì êîíêóðåíòîì ôðàíöóçñêèì ìàòåìàòèêàì ñòàëè ìàòåìàòèêè
Ãåðìàíèè. XIX – íà÷àëî ÕÕ ââ. äëÿ íàøåé íàóêè – âðåìÿ äîìèíè-
ðîâàíèÿ â ìèðå ôðàíöóçñêîé è íåìåöêîé òðàäèöèé, íàõîäèâøèõñÿ
â ïîñòîÿííîé êîíôðîíòàöèè, òî óòèõàâøåé, òî îáîñòðÿâøåéñÿ â çà-
âèñèìîñòè îò îáùåé ïîëèòè÷åñêîé ñèòóàöèè â Åâðîïå. Íî, êîíå÷-
íî, ìàòåìàòèêà ðàçâèâàëàñü è â äðóãèõ ÷àñòÿõ òîãäàøíåãî êóëüòóð-
íîãî ìèðà. Èç âàæíûõ ñîñòàâëÿþùèõ ìàòåìàòè÷åñêîãî ëàíäøàôòà
âòîðîé ïîëîâèíû XIX – íà÷àëà XX ââ. (à èìåííî íà ýòîò ïðîìå-
æóòîê âðåìåíè ïàäàþò èíòåðåñóþùèå íàñ â íàñòîÿùåì ñîîáùåíèè
ñîáûòèÿ) ñëåäóåò íàçâàòü Âåëèêîáðèòàíèþ, ìàòåìàòèêà êîòîðîé,
âûéäÿ èç ñàìîèçîëÿöèè, íà êîòîðóþ îáðåêëè ñåáÿ ñàìè îñòðîâèòÿ-
íå, íå ïîæåëàâøèå ïðèíÿòü êîíòèíåíòàëüíóþ ëåéáíèöåâñêóþ ôîð-
ìó ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà, â 1820–1840-å ãã. äîñòèãëà ïåðåäîâûõ
ïîçèöèé ìàòåìàòè÷åñêîé ìûñëè (Ä.Ãðèí, Ó.Ãàìèëüòîí, Ä.Ñèëü-
âåñòð, À.Êýëè). Ê êîíöó âåêà ñðåäè ñòðàí ñ óæå ñëîæèâøèìñÿ ìà-
òåìàòè÷åñêèì ïîòåíöèàëîì ìû âèäèì è ñòðàíû Ñêàíäèíàâèè, è
Ðîññèþ, è ÑØÀ. Íî, ïîæàëóé, íàèáîëåå ÿðêèì ñîáûòèåì â ðàçâè-
òèè ìèðîâîé ìàòåìàòèêè ïîñëåäíåé òðåòè XIX – íà÷àëà ÕÕ ââ.
ñòàë âçðûâ ìàòåìàòè÷åñêîé ìûñëè â Èòàëèè. Áóðíîå åå ðàçâèòèå
äåëàëî èòàëüÿíñêóþ ìàòåìàòèêó áóêâàëüíî «òðåòüåé ñèëîé», ïðå-
òåíäóþùåé íà òî, ÷òîáû âìåñòå Ãåðìàíèåé è Ôðàíöèåé îïðåäå-
ëÿòü âåêòîð åå äàëüíåéøåãî ðàçâèòèÿ. Ïðîöåññ ýòîò, ñòàâøèé âîç-
ðîæäåíèåì âåëèêèõ òðàäèöèé, âîñõîäèâøèõ ê ýïîõå Ðåíåññàíñà,
ïîëó÷èë îïðåäåëÿþùèé èìïóëüñ â ñîáûòèÿõ Ðèñîðäæèìåíòî
(Risorgimento), ñòàâøèõ ìîùíûì êàòàëèçàòîðîì îáùåñòâåííîé è
êóëüòóðíîé æèçíè Èòàëèè òîãî âðåìåíè. Òàêîå âîçäåéñòâèå ïðîè-
çîøåäøèõ â ñòðàíå ðåâîëþöèîííûõ ñîáûòèé íà ðàçâèòèå â íåé
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êóëüòóðû, â ÷àñòíîñòè, íà íàóêó, íå ÿâëÿåòñÿ â õîäå ìèðîâîé èñòî-
ðèè óíèêàëüíûì – äîñòàòî÷íî âñïîìíèòü èñòîðèþ Âåëèêîé Ôðàí-
öóçñêîé ðåâîëþöèè èëè ðåâîëþöèîííûå ñîáûòèÿ 1917 ã. â Ðîññèè,
èìåâøèå ÷ðåçâû÷àéíî áëàãîòâîðíûå ïîñëåäñòâèÿ äëÿ ðàçâèòèÿ ìà-
òåìàòè÷åñêèõ íàóê âî Ôðàíöèè êîíöà XVIII – íà÷àëà XIX ââ. è â
ÑÑÑÐ.

Öåëü äàííîé ðàáîòû ïðîñëåäèòü âëèÿíèå ïðîöåññîâ ýâîëþöèè
èòàëüÿíñêîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî ñîîáùåñòâà, çàðîäèâøèõñÿ â àòìîñôå-
ðå ìîùíîãî íàöèîíàëüíîãî ïîäúåìà, âûçâàííîãî ñîáûòèÿìè Ðèñîðä-
æèìåíòî, íà ôîðìèðîâàíèå åäèíîãî ìåæäóíàðîäíîãî ìàòåìàòè÷åñêî-
ãî ñîîáùåñòâà, ñòàâøåãî îùóòèìîé ðåàëüíîñòüþ ëèøü â 1880–
1890-å ãã. Ìû íå áåðåìñÿ îáñóæäàòü âîïðîñ îá ýòîì âëèÿíèè, âçÿ-
òûé âî âñåé åãî ïîëíîòå. Ìû ïîïðîáóåì ëèøü âûñâåòèòü íåêîòîðûå
åãî àñïåêòû íà ìàòåðèàëå âçàèìîäåéñòâèÿ èòàëüÿíñêîãî è ðîññèéñêî-
ãî ñîîáùåñòâ – ñîîáùåñòâ ñ î÷åíü ðàçíîé ïðåäûñòîðèåé, íî íàõî-
äèâøèõñÿ â ðàññìàòðèâàåìûé ïåðèîä â ñîñòîÿíèè ïîäúåìà.

Îðãàíèçàöèÿ ìàòåìàòè÷åñêèõ îáùåñòâ ñòàëà âî âòîðîé ïîëîâè-
íå âåêà îäíèì èç íàèáîëåå ÿðêèõ ïðîÿâëåíèé ñòàíîâëåíèÿ íàöèî-
íàëüíûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ ñîîáùåñòâ. Òàê, â 1864 ã. ïîÿâèëîñü Ìîñ-
êîâñêîå, à â 1865 ã. – Ëîíäîíñêîå ìàòåìàòè÷åñêèå îáùåñòâà, êîòî-
ðûå äîñòàòî÷íî áûñòðî âçÿëè íà ñåáÿ ðîëü îáùåíàöèîíàëüíûõ. Â
óñòàâå Ìîñêîâñêîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî îáùåñòâà, óòâåðæäåííîì â
1867 ã., òàê è íàïèñàíî: «Ìîñêîâñêîå ìàòåìàòè÷åñêîå îáùåñòâî ó÷-
ðåæäàåòñÿ ñ öåëüþ ñîäåéñòâîâàòü ðàçâèòèþ ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê â
Ðîññèè» [2, c.46]. Â 1872 ã. áûëî ó÷ðåæäåíî Ôðàíöóçñêîå ìàòåìà-
òè÷åñêîå îáùåñòâî, à â 1884 ã. áûëî îñíîâàíî Circolo matematico
di Palermo, ñòàâøåå òàêèì îáðàçîì îäíèì èç ïåðâûõ ìàòåìàòè÷åñ-
êèõ îáùåñòâ â Åâðîïå (óæå ñëåäîì áûëè îðãàíèçîâàíû ìàòåìàòè-
÷åñêîå îáùåñòâî â Íüþ-Éîðêå è òîëüêî â 1890 ã. – Ãåðìàíñêîå
îáúåäèíåíèå ìàòåìàòèêîâ). Êàê è Ìîñêîâñêîå, è Ëîíäîíñêîå, îíî
äîñòàòî÷íî áûñòðî ïðåâðàòèëîñü â îáùåíàöèîíàëüíîå. Ïðè ýòîì íå
ñëåäóåò çàáûâàòü, ÷òî Ìîñêâà áûëà âòîðîé, à Ëîíäîí ïåðâîé (è
åäèíñòâåííîé) ñòîëèöåé ñâîèõ Èìïåðèé. Ïàëåðìî æå, õîòÿ è áûë
çàìåòíûì ýêîíîìè÷åñêèì è êóëüòóðíûì öåíòðîì þãà Èòàëèè, îñòà-
âàëñÿ ãîðîäîì ïðîâèíöèàëüíûì, óäàëåííûì îò íàó÷íûõ è êóëüòóð-
íûõ öåíòðîâ èòàëüÿíñêîãî ñåâåðà. Ëèøü íåîáûêíîâåííûì îðãàíè-
çàòîðñêèì ñïîñîáíîñòÿì Äæ.Á.Ãó÷÷à, ÷åòêî ïîñòàâëåííîé èì öåëè
è õîðîøî ïðîðàáîòàííûì ïëàíàì, ïðåäïðèÿòèå óäàëîñü. Îáùåñòâî
íà÷àëî ðàáîòàòü âåñíîé 1884 ã.

Ïîíà÷àëó ýòî áûëî áîëåå ÷åì ñêðîìíîå ïðåäïðèÿòèå. Ñðåäè 27
åãî ÷ëåíîâ òîëüêî äåâÿòü áûëè ïðîôåññèîíàëüíûìè ìàòåìàòèêàìè,
îñòàëüíûå áûëè èíæåíåðàìè è øêîëüíûìè ó÷èòåëÿìè. Ïåðâîíà-
÷àëüíàÿ äåÿòåëüíîñòü Circolo îñóùåñòâëÿëàñü â çíà÷èòåëüíîé ñòå-
ïåíè çà ñ÷åò Äæ.Á.Ãó÷÷à. Äåéñòâóÿ ÷ðåçâû÷àéíî ýíåðãè÷íî è èñ-
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ïîëüçóÿ ñâîè ñâÿçè, êàê â àäìèíèñòðàöèè, òàê è â àêàäåìè÷åñêèõ
êðóãàõ, îí ïî ïåðâîíà÷àëó ïîñòàâèë ñâîåþ öåëüþ ïðåâðàòèòü êðó-
æîê, åñëè íå îôèöèàëüíî, òî äå-ôàêòî, â îáùåèòàëüÿíñêîå ìàòåìà-
òè÷åñêîå îáùåñòâî. Â 1886–1888 ãã. ÷ëåíàìè Circolo ñòàëè ïî÷òè
âñå êðóïíûå ìàòåìàòèêè Èòàëèè –Äæ.Áàòòàëüèíè (ñ 1886); Ý.Áåò-
òè, Ô.Áðèîñêè, Â.Âîëüòåðà, Ë.Êðåìîíà, Äæ.Ïåàíî, Ê.Ñåãðå,
Ý.×åçàðî (ñ 1887); ×.Àðöåëà, Ý.Áåëüòðàìè, Äæ.Âåðîíåçå, Ô.Êàçî-
ðàòè, Ñ.Ïèíêåðëå (ñ 1888). Çàòåì ê îáùåñòâó ïðèñîåäèíèëèñü
Ã.Êàñòåëüíóîâî, Ô.Ýíðèêâåñ, Ò.Ëåâè-×èâèòà, Ô.Ñåâåðè [3, c.186].

Â 1887 ã. âûøåë ïåðâûé òîì æóðíàëà «Rendiconti del Circolo
matematico di Palermo», â êîòîðîì êðîìå ñòàòåé èòàëüÿíñêèõ ìàòå-
ìàòèêîâ (Ê.Ñåãðå è äð.) ó÷àñòâîâàëè òàêæå çàðóáåæíûå ó÷åíûå –
áåëüãèåö Ý.Êàòàëàí, áðèòàíåö Ò.À.Õèðñò, ãîëëàíäåö Ï.Ã.Ñõîóòå.
Îáî âñåì ýòîì æåëàþùèå ìîãóò óçíàòü èç ðàáîò èñòîðèêà Circolo
À.Áðèãàëüè è åãî ñîòðóäíèêîâ (ñì., íàïðèìåð: [3; 4]). ß ëèøü îã-
ðàíè÷óñü íåñêîëüêèìè íåîáõîäèìûìè äëÿ äàëüíåéøåãî ôàêòàìè,
çàèìñòâîâàííûìè èç ýòèõ ðàáîò. Â 1888 ã. ïîÿâèëñÿ âòîðîé òîì,
ãäå íàðÿäó ñ èìåíàìè èçâåñòíûõ èòàëüÿíñêèõ àâòîðîâ (Ý.Áåòòè,
Â.Âîëüòåðà, Äæ.Ïåàíî, òîãî æå Ê.Ñåãðå) ìû âèäèì ôðàíöóçîâ
Æ.Àëüôàíà, Ý. äå Æîíêüåðà, Ê.Æîðäàíà, ðîññèÿíèíà À.Ï.Ñòàð-
êîâà. Â 1888 ã. â Circolo áûë ïðèíÿò íîâûé ñòàòóñ, ïî êîòîðîìó
÷ëåíû ðåäêîëëåãèè æóðíàëà èçáèðàëèñü ÷ëåíàìè îáùåñòâà. Â ðå-
çóëüòàòå ýòèõ âûáîðîâ ïîÿâèëàñü äîñòàòî÷íî áîëüøàÿ ðåäêîëëåãèÿ,
â êîòîðóþ âîøëè ïðåäñòàâèòåëè êðóïíåéøèõ ìàòåìàòè÷åñêèõ öåíò-
ðîâ Èòàëèè. Òàêèì îáðàçîì, Circolo matematico di Palermo
äå-ôàêòî ñòàíîâèëîñü íå ðåãèîíàëüíûì, íî îáùåíàöèîíàëüíûì îá-
ùåñòâîì. Â ýòîì îíî ïîâòîðÿëî îïûò Ìîñêîâñêîãî è Ëîíäîíñêîãî
ìàòåìàòè÷åñêèõ îáùåñòâ. Íî àìáèöèè Äæ.Á.Ãó÷÷à ïðîñòèðàëèñü
çíà÷èòåëüíî äàëüøå: îí íàìåðåâàëñÿ ñäåëàòü åãî ìåæäóíàðîäíîé
àññîöèàöèåé, îáúåäèíÿþùåé ìàòåìàòèêîâ âñåãî ìèðà. Èìåííî ñ
ýòîé öåëüþ îí íà÷àë èíòåðíàöèîíàëèçàöèþ îáùåñòâà è åãî æóðíà-
ëà. Â 1891 ã. ê ðåäêîëëåãèè ïðèñîåäèíèëñÿ À.Ïóàíêàðå – ýòî áûë
ïåðâûé èíîñòðàííûé åå ÷ëåí. Â 1894 ã. ê íåìó ïðèñîåäèíèëñÿ
Ã.Ìèòòàã-Ëåôôëåð, èçäàâàâøèé ñòàâøèé øèðîêî èçâåñòíûé â Åâ-
ðîïå ìàòåìàòè÷åñêèé æóðíàë «Acta Mathematica».

Óñïåõ æóðíàëà ñòàë ñëåäñòâèåì ïîëèòèêè åãî ðåäàêöèè, îïðå-
äåëÿâøåéñÿ, ïðåæäå âñåãî, ñàìèì Äæ.Á.Ãó÷÷à. Ðåäàêöèÿ ãîðÿ÷î
ïîääåðæèâàëà íîâûå òåíäåíöèè â ðàçâèòèè ìàòåìàòè÷åñêîé ìûñëè.
Òàê, èìåííî íà ñòðàíèöàõ «Rendiconti del Circolo matematico di
Palermo» ïîÿâèëèñü ïåðâûå âàæíûå ðàáîòû Ý.Áîðåëÿ, Ã.Âåéëÿ,
Ì.Ôðåøå. Çäåñü â ïåðèîä ñ 1904 ïî 1914 ãã. áûëè îïóáëèêîâàíû 9
ôóíäàìåíòàëüíûõ ðàáîò À.Ïóàíêàðå, â òîì ÷èñëå, «Ïÿòîå äîïîë-
íåíèå ê analysis situs» (1904), «Íîâûå çàìå÷àíèÿ î íåïðåðûâíûõ
ãðóïïàõ» (1908), «Î äèíàìèêå ýëåêòðîíà» (1906), «Îá îäíîé ãåî-
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ìåòðè÷åñêîé òåîðåìå» (1912). Ïîñëåäíÿÿ âûøëà óæå ÷åðåç íåñ-
êîëüêî äíåé ïîñëå ñìåðòè À.Ïóàíêàðå.

Ïðè ýòîì ðóêîâîäñòâî Circolo ïðè ïóáëèêàöèè ñòàòåé è äàæå
ïðè âûáîðå ÷ëåíîâ ðåäêîëëåãèè èñõîäèëî, ïðåæäå âñåãî, èç çíà÷è-
ìîñòè ðåçóëüòàòîâ ìàòåìàòèêà, à íå èç åãî îôèöèàëüíîãî ïîëîæå-
íèÿ. Âàæíî òàêæå îòìåòèòü, ÷òî Äæ.Á.Ãó÷÷à ïðåâîñõîäíî îðãàíè-
çîâàë ñàì èçäàòåëüñêèé ïðîöåññ.

Â èòîãå æóðíàë ñòàë îäíèì èç íàèáîëåå ðàñïðîñòðàíåííûõ è
÷èòàåìûõ âî âñåì ìèðå. Ñâèäåòåëüñòâîì ýòîìó ñëóæèò è èñòîðèÿ
âçàèìîîòíîøåíèé æóðíàëà ñ ðîññèéñêèì ìàòåìàòè÷åñêèì ñîîáùåñò-
âîì (î ÷åì ðå÷ü ïîéäåò íèæå).

Äîêóìåíòû èç àðõèâà Circolo matematico di Palermo ïîêàçû-
âàþò, êàê Äæ.Á.Ãó÷÷à ïîñòåïåííî ðåàëèçîâûâàë èäåþ ïðåâðàùå-
íèÿ Circolo â ìåæäóíàðîäíóþ îðãàíèçàöèþ. Ïåðâûì âàæíûì äîñ-
òèæåíèåì íà ýòîì ïóòè ñòàëî, êàê ìû óæå ãîâîðèëè, ïðèîáðåòåí-
íûé îáùåñòâîì äå-ôàêòî ê íà÷àëó ÕÕ ñòîëåòèÿ ñòàòóñ «(íåîôèöè-
àëüíîãî) íàöèîíàëüíîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî îáùåñòâà Èòàëèè ñ âûñî-
êîé ìåæäóíàðîäíîé ðåïóòàöèåé» [3, c.181].

Ðåïóòàöèÿ Circolo â ìàòåìàòè÷åñêîì ìèðå â íà÷àëå ÕÕ â. áûëà
ñòîëü âûñîêà, ÷òî ïîäãîòîâêó IV Ìåæäóíàðîäíîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî
êîíãðåññà 1908 ã., êîòîðûé ïî ðåøåíèþ III êîíãðåññà â Ãåéäåëü-
áåðãå äîëæåí áûë ñîñòîÿòüñÿ â Ðèìå, áûëà ïîðó÷åíà äâóì èòàëüÿí-
ñêèì îðãàíèçàöèÿì – Íàöèîíàëüíîé Àêàäåìèè íàóê (dei Lincei) â
Ðèìå è Circolo. Äæ.Á.Ãó÷÷à èñïîëüçîâàë ýòó ïîäãîòîâêó äëÿ ðåà-
ëèçàöèè ñâîèõ ïëàíîâ èíòåðíàöèîíàëèçàöèè Circolo. Ê 1908 ã.
÷èñëî èíîñòðàííûõ ÷ëåíîâ Circolo âîçðîñëî äî 605 è, ÷òî áûëî
òàêæå î÷åíü âàæíî â òîãäàøíåé Åâðîïå, 78 èç íèõ ñîñòàâëÿëè íåì-
öû. ×òîáû äîáèòüñÿ ýòîãî â îáñòàíîâêå ñòàâøåé ê òîìó âðåìåíè
òðàäèöèîííîé âðàæäû íåìåöêèõ è ôðàíöóçñêèõ ó÷åíûõ, íóæíî
áûëî ïðîÿâèòü ÷óäåñà äèïëîìàòè÷åñêîé ýêâèëèáðèñòèêè, íà êîòî-
ðóþ îêàçàëñÿ ñïîñîáíûì Äæ.Á.Ãó÷÷à. Êî âðåìåíè åãî ñìåðòè – ê
1914 ã. – îáùåñòâî Circolo âêëþ÷àëî 924 ÷ëåíà, òî åñòü áûëî êðóï-
íåéøèì ìàòåìàòè÷åñêèì îáùåñòâîì ìèðà. 618 èç íèõ áûëè èíîñò-
ðàííûå ìàòåìàòèêè, òî åñòü îáùåñòâî áûëî äåéñòâèòåëüíî èíòåðíà-
öèîíàëüíûì: îíî âêëþ÷àëî 140 ìàòåìàòèêîâ èç Ãåðìàíèè, 140 – èç
ÑØÀ, 77 – èç Àâñòðèè, 67 – èç Ôðàíöèè, 44 – èç Ðîññèè, 29 – èç
Âåëèêîáðèòàíèè. Æóðíàë îáùåñòâà «Rendiconti del Circolo
matematico di Palermo» ïå÷àòàë ñòàòüè íà èòàëüÿíñêîì, íåìåöêîì,
ôðàíöóçñêîì, àíãëèéñêîì, èñïàíñêîì, ýñïåðàíòî è ïåàíîâñêîé èí-
òåðëèíãâå. Â 1908 ã. áûë ïðèíÿò íîâûé ñòàòóñ, ñîãëàñíî êîòîðîìó
ïðèíöèï ôîðìèðîâàíèÿ ðåäêîëëåãèè êàðäèíàëüíî ìåíÿëñÿ – æóð-
íàë ñòàíîâèëñÿ äåéñòâèòåëüíî ìåæäóíàðîäíûì. Ñ 1909 ã. îíà ñîñ-
òîÿëà èç 15 èòàëüÿíñêèõ è 25 èíîñòðàííûõ ìàòåìàòèêîâ. Èç èòàëü-
ÿíöåâ ìû âèäèì çäåñü Ê.Ñåãðå èç Òóðèíà, Äæ.Ëîðèà èç Ãåíóè,
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Ò.Ëåâè-×èâèòó è Ô.Ñåâåðè èç Ïàäóè, Ñ.Ïèíêåðëå è Ô.Ýíðèêâåñà
èç Áîëîíüè, Ë.Áèàíêè è Ó.Äèíè èç Ïèçû. Èç Ôðàíöèè – Ý.Áîðå-
ëÿ, Æ.Àäàìàðà, Ý.Ïèêàðà è À.Ïóàíêàðå. Èç Ãåðìàíèè – Ä.Ãèëü-
áåðòà, Ê.Êàðàòåîäîðè, Ô.Êëåéíà, Ý.Ëàíäàó è Ì.Í¸òåðà. Èç ÑØÀ
– Ý.Ìóðà è Ó.Îñãóäà, èç Øâåöèè – È.Ôðåäãîëüìà è Ã.Ìèò-
òàã-Ëåôôëåðà. Èç Áåëüãèè – Ø. äà ëà Âàëëå Ïóññåíà. Èç Äàíèè
– Ã.Öåéòåíà. Ðîññèéñêàÿ øêîëà áûëà ïðåäñòàâëåíà À.Ì.Ëÿïóíî-
âûì è Â.À.Ñòåêëîâûì. Óêàçàííûå èìåíà – ýëèòà ìèðîâîé ìàòåìà-
òèêè íà÷àëà ÕÕ â. Íè îäèí äðóãîé ìàòåìàòè÷åñêèé æóðíàë òîãî
âðåìåíè íå ìîã ïîõâàñòàòü òàêîé ïðåäñòàâèòåëüíîé ðåäàêöèîííîé
êîëëåãèåé.

Circolo matematico di Palermo áûëî ïåðâûì â èñòîðèè ìàòåìà-
òèêè îïûòîì ñîçäàíèÿ ìåæäóíàðîäíîé àññîöèàöèè ìàòåìàòèêîâ.
Îäíàêî íàäåæäàì Äæ.Á.Ãó÷÷à íå äàíî áûëî ðåàëèçîâàòüñÿ â äîñ-
òàòî÷íîé ìåðå – òîìó åñòü íåñêîëüêî ïðè÷èí. Âî-ïåðâûõ, ðåàêöèÿ
íà åãî äåÿòåëüíîñòü èòàëüÿíñêîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî áîìîíäà – ïðî-
âèíöèàëüíîìó «âûñêî÷êå» áûëî óêàçàíî åãî ìåñòî. Âî-âòîðûõ,
ñìåðòü ñàìîãî Ãó÷÷à â êîíöå îêòÿáðÿ 1914 ã. – õîòÿ ïðååìíèêè
ïðîäîëæèëè åãî ëèíèþ, èõ îðãàíèçàöèîííûå òàëàíòû íå øëè â
ñðàâíåíèå ñ äàðîâàíèåì ìýòðà. Â-òðåòüèõ, íà÷àëî Âòîðîé ìèðîâîé
âîéíû îïðîêèíóëî âñå ïëàíû è íà íåêîòîðîå âðåìÿ ïðåðâàëî àê-
òèâíîñòü îáùåñòâà. (Ïîñëåäóþùåå ðàçâèòèå ñîáûòèé â ìèðå è â ñà-
ìîé Èòàëèè òàêæå íå îêàçàëîñü áëàãîïðèÿòíûì äëÿ Circolo – îá
ýòîì ñì.: [3; 4]). Â-÷åòâåðòûõ (è ýòî ñàìîå ãëàâíîå), ìåæäóíàðîä-
íàÿ àññîöèàöèÿ íå äîëæíà ñîçäàâàòüñÿ íà áàçå íàöèîíàëüíîé îðãà-
íèçàöèè – îá ýòîì ñâèäåòåëüñòâóåò ïîèñòèíå äðàìàòè÷åñêàÿ èñòî-
ðèÿ ñîçäàíèÿ Ìåæäóíàðîäíîãî Ñîþçà ìàòåìàòèêîâ, äëÿ êîòîðîãî
îïûò Circolo matematico di Palermo ñòàë âàæíåéøèì ýïèçîäîì
ïðåäûñòîðèè. Ïðèíöèïû, íà êîòîðûõ ñòîÿëè Äæ.Á.Ãó÷÷à è åãî
ïðååìíèêè – â ðàáîòå ìåæäóíàðîäíîé íàó÷íîé àññîöèàöèè íåò ìåñ-
òà èäåîëîãèè èëè ïîëèòèêå, âñå åå ÷ëåíû îöåíèâàþòñÿ èñêëþ÷è-
òåëüíî ïî ðåçóëüòàòàì ñâîåé íàó÷íîé äåÿòåëüíîñòè, íî íå ïî íàöè-
îíàëüíîé, ðàñîâîé, ðåëèãèîçíîé ïðèíàäëåæíîñòè èëè ïî ïîëîæå-
íèþ â íàó÷íîé èåðàðõèè – ñòàëè òåìè îñíîâàíèÿìè, íà êîòîðûõ â
êîíå÷íîì èòîãå, â ðåçóëüòàòå äëèòåëüíîãî ïîëíîãî äðàìàòèçìà ïðî-
öåññà âî âòîðîé ïîëîâèíå ÕÕ â. íà÷àëî âûñòðàèâàòüñÿ ñîâðåìåííîå
ìèðîâîå ìàòåìàòè÷åñêîå ñîîáùåñòâî.

Ðîëü èòàëüÿíñêèõ ìàòåìàòèêîâ êîíöà XIX – ïåðâîé òðåòè
ÕÕ â. â èíòåðíàöèîíàëèçàöèè ìèðîâîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî ñîîáùåñò-
âà õîðîøî èëëþñòðèðóåò èñòîðèÿ ñîòðóäíè÷åñòâà â ýòîò ïåðèîä
èòàëüÿíñêèõ è ðîññèéñêèõ ìàòåìàòèêîâ.

4. Èòàëèÿ è Ðîññèÿ â ìèðå ìàòåìàòèêè âòîðîé ïîëîâèíû
XIX – íà÷àëà XX ââ. Åñëè Èòàëèÿ áûëà ñòðàíîé ñ èçäðåâëå ñó-
ùåñòâîâàâøåé âûñîêîé ìàòåìàòè÷åñêîé êóëüòóðîé, òî â Ðîññèþ ìà-
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òåìàòèêà â òîì ñìûñëå, êàêîé âêëàäûâàåòñÿ â ýòîò òåðìèí â Íîâîå
âðåìÿ, áûëà çàíåñåíà âåòðàìè ïåòðîâñêèõ ðåôîðì ëèøü â XVIII
ñòîëåòèè. Ñîáñòâåííàÿ æå îðèãèíàëüíàÿ ìàòåìàòèêà âûñîêîãî
óðîâíÿ ïîÿâèëàñü ëèøü â XIX â.: ýòî áûëè òðóäû Í.È.Ëîáà÷åâñ-
êîãî, îòêðûâøåãî ìèðó íååâêëèäîâó ãåîìåòðèþ (ïðèçíàíèå êîòî-
ðîé ïðèøëî ëèøü ïîñëå ñìåðòè âåëèêîãî ó÷åíîãî), è Ì.Â.Îñòðîã-
ðàäñêîãî, ïîëó÷èâøåãî çàìå÷àòåëüíûå ðåçóëüòàòû â îáëàñòè ìàòå-
ìàòè÷åñêîãî àíàëèçà, ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè è àíàëèòè÷åñêîé ìå-
õàíèêè. Íàäî ñêàçàòü, ÷òî Èòàëèÿ îêàçàëàñü â ÷èñëå ñòðàí, îòìå-
òèâøèõ äîñòèæåíèÿ îáîèõ ó÷åíûõ. Îñòðîãðàäñêèé áûë èçáðàí â
1841 ã. â Òóðèíñêóþ àêàäåìèþ íàóê, à â 1853 ã. – â Àêàäåìèþ dei
Lincei. Èòàëüÿíñêèå ìàòåìàòèêè ñäåëàëè ìíîãîå äëÿ ïðèçíàíèÿ è
ðàçâèòèÿ ãåîìåòðèè Ëîáà÷åâñêîãî: â 1867 ã. â 5 òîìå «Giornale di
Matematiche» Äæ.Áàòòàëüèíè íàïå÷àòàë ïåðåâîä åãî «Pangeo-
metrie» è ñòàòüþ «Sulla geometria immaginaria di Lobatchewsky», à
â 1868 ã. â 6 òîìå òîãî æå æóðíàëà ïîÿâèëñÿ ìåìóàð Ý.Áåëüòðàìè
«Saggio di interpretazione della geometria non-euclidea», ñîäåðæàâ-
øèé çíàìåíèòóþ ëîêàëüíóþ èíòåðïðåòàöèþ ãåîìåòðèè Ëîáà÷åâñêî-
ãî íà ïîâåðõíîñòè îòðèöàòåëüíîé êðèâèçíû.

Íà÷àëî èíòåíñèâíîãî ðàçâèòèÿ ìàòåìàòèêè â Ðîññèè ïàäàåò
óæå íà 1860-å ãã. è, â çíà÷èòåëüíîé ìåðå ñâÿçàíî ñ èìåíåì
Ï.Ë.×åáûøåâà è åãî øêîëû. (Åãî äîñòèæåíèÿ áûëè òàêæå îòìå-
÷åíû â Èòàëèè èçáðàíèåì â1873 ã. â Áîëîíñêóþ àêàäåìèþ íàóê è
â 1883 ã. – â Àêàäåìèþ dei Lincei.) Âòîðûì ïî çíà÷èìîñòè öåíò-
ðîì ìàòåìàòè÷åñêèõ èññëåäîâàíèé ñòàíîâèòñÿ Ìîñêâà, ãäå ñ
1864 ã. íà÷àëî äåéñòâîâàòü óæå óïîìèíàâøååñÿ Ìîñêîâñêîå ìàòå-
ìàòè÷åñêîå îáùåñòâî. Òàê ÷òî ïîäúåì ìàòåìàòè÷åñêèõ èññëåäîâà-
íèé è â Èòàëèè è Ðîññèè íà÷èíàåòñÿ â 1860-å ãã. È åñëè â Èòà-
ëèè îí ñòàë âî ìíîãîì ñëåäñòâèåì ïîäúåìà íàöèîíàëüíîãî äóõà,
âûçâàííûì ñîáûòèÿìè Risorgimento (Ðèñîðäæèìåíòî), òî â Ðîñ-
ñèè åãî ïðè÷èíîé ñòàëè ðåôîðìû Àëåêñàíäðà II, ñàìîé çíàìåíè-
òîé èç êîòîðûõ ñòàëà îòìåíà êðåïîñòíîãî ïðàâà. Åñëè â Èòàëèè
ýòîò ïîäúåì áûë âîçðîæäåíèåì âåêîâûõ òðàäèöèé èòàëüÿíñêîé
ìàòåìàòèêè, òî â Ðîññèè ýòî áûëî âðåìÿ ðîæäåíèÿ ñîáñòâåííîé
íàöèîíàëüíîé ìàòåìàòè÷åñêîé øêîëû, êîòîðîå, íà÷èíàÿ ñ
XVIII â., ïðîòåêàëî â òåñíîé ñâÿçè ñ òðàäèöèÿìè ìàòåìàòèêè
Ôðàíöèè è Ãåðìàíèè. Ìíîãîîáðàçíûå ñâÿçè ðîññèéñêèõ ìàòåìà-
òèêîâ ñ èõ èòàëüÿíñêèìè êîëëåãàìè íà÷èíàþò ñêëàäûâàòüñÿ óæå
â ïîñëåäíåé ÷åòâåðòè XIX ñòîëåòèÿ.

5. Ðîññèéñêèå ìàòåìàòèêè â Circolo matematico di
Palermo. Ïåðâûì èç ðîññèÿí ÷ëåíîì Circolo matematico di
Palermo ñòàë ìàòåìàòèê èç Îäåññû Àëåêñåé Ïåòðîâè÷ Ñòàðêîâ
(¹113)�. Ýòî ñëó÷èëîñü â 1888 ã., êîãäà âî âòîðîì òîìå
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«Rendiconti» ïîÿâèëàñü åãî ñòàòüÿ «Îá îäíîé çàäà÷å âàðèàöèîííî-
ãî èñ÷èñëåíèÿ».

À.Ï.Ñòàðêîâ (1850–1903) ôèãóðà â ðîññèéñêîé ìàòåìàòè÷åñ-
êîé æèçíè ïîñëåäíåé ÷åòâåðòè XIX â. ñâîåîáðàçíàÿ. Èíôîðìàöèþ
î åãî áèîãðàôèè ìû îáíàðóæèëè â [5]. Ðîäèëñÿ Ñòàðêîâ â Òâåðñ-
êîé ãóáåðíèè, ó÷èëñÿ â Ïåòåðáóðãå â Ãîðíîì èíñòèòóòå, êîòîðûé
áûë âûíóæäåí ïîêèíóòü èç-çà áîëåçíè. Çàòåì, âûäåðæàâ ýêçàìåí
íà øòóðìàíà äàëüíåãî ïëàâàíèÿ, 4 ãîäà ïðîâåë â ïëàâàíèè. Ïëà-
âàÿ, èçó÷àë êóëüòóðó è ÿçûêè ñòðàí Âîñòîêà, à òàêæå ìàòåìàòèêó.
Çàâåðøèâ ìîðñêóþ êàðüåðó, îñåë â Îäåññå, ãäå àêòèâíî ó÷àñòâîâàë
â ðàáîòå Ìàòåìàòè÷åñêîãî îòäåëåíèÿ Íîâîðîññèéñêîãî îáùåñòâà
åñòåñòâîèñïûòàòåëåé (ñ 1878 ã. îí ñòàë åãî ÷ëåíîì, à ñ 1884 ã. ÷ëå-
íîì åãî Ñîâåòà). Åãî ïåðó ïðèíàäëåæèò áîëüøîå êîëè÷åñòâî ðàáîò
ïî ðàçëè÷íûì âîïðîñàì ìàòåìàòèêè (ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà, àë-
ãåáðû) è åå èñòîðèè. Íåêîòîðûå èç íèõ (èõ ñïèñîê ïðèâåäåí â [5,
ñ.435]) áûëè äîëîæåíû íà çàñåäàíèÿõ îòäåëåíèÿ. Âûñòóïàë òàêæå
ñî ñòàòüÿìè ïî âîïðîñàì èñòîðèè êíèãîïå÷àòàíèÿ, êèòàéñêîãî ÿçû-
êà è äð. Íåêîòîðîå âðåìÿ ïðåïîäàâàë â Îäåññêîì êîììåð÷åñêîì
ó÷èëèùå, èçäàâàë ãàçåòó «Îäåññêèå íîâîñòè». Â 1892 ã. ÷ëåíîì
Circolo ñòàëà Åâãåíèÿ Êåðáåäç èç Ñàíêò-Ïåòåðáóðãà (¹180), íå
îñòàâèâøàÿ íèêàêîãî çàìåòíîãî ñëåäà â ðàçâèòèè ìàòåìàòèêè�.

Â 1899 ã. â Îáùåñòâî âñòóïèë èçâåñòíûé ðóññêèé ìàòåìàòèê
ïðîôåññîð Êàçàíñêîãî óíèâåðñèòåòà À.Â.Âàñèëüåâ (¹265)
(1853–1929) (î íåì ñì.: [7, ñ.520–521; 8]). Åñëè ïåðâûå äâà ðóññ-
êèõ ÷ëåíà Circolo – ðåçóëüòàò åñòåñòâåííîãî íåóïðàâëÿåìîãî õîäà
ñîáûòèé, òî ïîÿâëåíèå â ñîñòàâå Îáùåñòâà À.Â.Âàñèëüåâà ìîæíî
ðàññìàòðèâàòü êàê ïðîÿâëåíèå óñèëèé Äæ.Á.Ãó÷÷à, íàïðàâëåííûõ
íà ïðåâðàùåíèå Circolo â ïðåäñòàâèòåëüíóþ ìåæäóíàðîäíóþ àññî-
öèàöèþ: ó÷åíèê Ï.Ë.×åáûøåâà è Ê.Âåéåðøòðàññà, ñîâñåì íåäàâíî
óñïåøíî ïðîâåäøèé â Êàçàíè ïðàçäíåñòâà ïî ñëó÷àþ 100-ëåòèÿ
Í.È.Ëîáà÷åâñêîãî, ñòàâøèå ñîáûòèåì â ìàòåìàòè÷åñêîé æèçíè
âñåé Åâðîïû – òàêàÿ ôèãóðà áûëà äëÿ ðóêîâîäèòåëåé Circolo,
ïðåñëåäîâàâøèõ àìáèöèîçíûå öåëè, äåéñòâèòåëüíî öåííûì ïðèîá-
ðåòåíèåì. Îäíàêî ïëàíîìåðíûé õàðàêòåð äåéñòâèÿ Äæ.Á.Ãó÷÷à
ïðèîáðåëè â ïðåääâåðèè Ìåæäóíàðîäíîãî êîíãðåññà ìàòåìàòèêîâ
1908 ã. â Ðèìå.

Â 1905 ã. ÷ëåíîì Circolo ñòàíîâÿòñÿ óæå äâà ðîññèÿíèíà. Ýòî
– àâòîð ðàáîò ïî òåîðèè âåðîÿòíîñòåé è åå ïðèëîæåíèÿì ê òåîðèè
ñòðåëüáû ïðîôåññîð Ñàíêò-Ïåòåðáóðãñêîé Ìèõàéëîâñêîé àðòèëëå-
ðèéñêîé àêàäåìèè, ãäå îí ÷èòàë êóðñû ïî ðàçëè÷íûì îòäåëàì àíà-
ëèçà è òåîðèè ôóíêöèé êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî, ïîëêîâíèê
Ñ.Ã.Ïåòðîâè÷ (¹418) (1868–1926) [9, ñ.423], à òàêæå ó÷åíèê
À.Ì.Ëÿïóíîâà è Â.À.Ñòåêëîâà ïðîôåññîð òåîðåòè÷åñêîé ìåõàíèêè
Êèåâñêîãî ïîëèòåõíè÷åñêîãî èíñòèòóòà Í.Í.Ñàëòûêîâ� (¹438)
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(1870–1961). Â 1907 ã. ê Circolo ïðèñîåäèíÿþòñÿ óæå êðóïíåéøèå
äåÿòåëè Ïåòåðáóðãñêîé øêîëû – ÷ëåí-êîððåñïîíäåíò Ïåòåðáóðãñ-
êîé àêàäåìèè íàóê ïðîôåññîð óíèâåðñèòåòà Â.À.Ñòåêëîâ (¹651)
(1864–1926) è àêàäåìèê À.Ì.Ëÿïóíîâ (¹652) (1957–1918), â
1908 ã. èçáðàííûé ÷ëåíîì Àêàäåìèè dei Lincei. Â 1909 ã. îáà ìàòå-
ìàòèêà ñòàíîâÿòñÿ ÷ëåíàìè ðåäàêöèîííîé êîëëåãèè «Rendiconti del
Circolo matematico di Palermo»�.

Â 1908 ã. – â ãîä ðèìñêîãî Êîíãðåññà – ÷ëåíàìè Circolo ñòàíî-
âÿòñÿ 6 ðóññêèõ ìàòåìàòèêîâ. Ýòî ïåòåðáóðæöû ïðîôåññîð Ìîðñ-
êîé àêàäåìèè À.Í.Êðûëîâ (¹756) (1863–1945), ïðîôåññîð Òåõíî-
ëîãè÷åñêîãî èíñòèòóòà Á.Ì.Êîÿëîâè÷ (¹757) (1867–1941), àêàäå-
ìèê Í.ß.Ñîíèí (¹759) (1849–1915), ïðîôåññîð óíèâåðñèòåòà
È.Ë.Ïòàøèöêèé (¹767) (1854–1912), à òàêæå ïðîôåññîð Õàðü-
êîâñêîãî óíèâåðñèòåòà Ä.Ì.Ñèíöîâ (¹731) (1867–1946) è ïðè-
âàò-äîöåíò Íîâîðîññèéñêîãî óíèâåðñèòåòà Â.Ô.Êàãàí (¹766)
(1869–1953).

Ïðîöåññ àêòèâíîãî âñòóïëåíèÿ â Circolo ðîññèÿí ïðîäîëæàëñÿ
âïëîòü äî Ïåðâîé ìèðîâîé âîéíû. Òàê â 1909 ã. ÷ëåíàìè Îáùåñòâà
ñòàíîâÿòñÿ ïåòåðáóðæöû àêàäåìèê À.À.Ìàðêîâ (¹838)
(1856–1922), ïðèâàò-äîöåíò óíèâåðñèòåòà È.È.Èâàíîâ� (¹842)
(1862–1939), âûïóñêíèê Ãîðíîãî èíñòèòóòà Í.Ì.Êðûëîâ (¹875)
(1879–1955), âûïóñêíèê Õàðüêîâñêîãî óíèâåðñèòåòà Ã.À.Ãðóçèí-
öåâ	 (¹851) (1880–1929), â 1910 ã. – ïðîôåññîð Ïåòåðáóðãñêîãî
óíèâåðñèòåòà Ä.Ê.Áîáûëåâ (¹879) (1842–1917) è ïðîôåññîð
Õàðüêîâñêèõ Âûñøèõ æåíñêèõ êóðñîâ Ñ.Í.Áåðíøòåéí (¹907)
(1880–1968). Â 1911 ã. ê íèì äîáàâèëèñü îäèí ìîñêâè÷ – ãîòîâèâ-
øèé ïî ðóêîâîäñòâîì Ä.Ô.Åãîðîâà ìàãèñòåðñêóþ äèññåðòàöèþ
Í.Í.Ëóçèí (¹996) (1883–1950), à òàêæå öåëûé îòðÿä ïåòåðáóðæ-
öåâ, îñòàâëåííûõ Â.À.Ñòåêëîâûì ïðè óíèâåðñèòåòå äëÿ ïîäãîòîâêè
ê ïðîôåññîðñêîìó çâàíèþ – ß.Ä.Òàìàðêèí
 (¹968) (1888–1945),
À.À.Ôðèäìàí (¹974) (1888–1924), ß.À.Øîõàò� (¹983)
(1886–1944), Â.Â.Áóëûãèí (¹984) (1888–1918), Â.È.Ñìèðíîâ
(¹1010) (1887–1974), à òàêæå îñòàâëåííûé À.À.Ìàðêîâûì äëÿ
ïîäãîòîâêè ê ïðîôåññîðñêîìó çâàíèþ ß.Â.Óñïåíñêèé�� (¹982)
(1883–1947). Åñëè â 1912 ã. ê Circolo ïðèñîåäèíèëñÿ åäèíñòâåí-
íûé ïðåäñòàâèòåëü Ðîññèè – ïðåïîäàâàòåëü Âûñøèõ æåíñêèõ êóð-
ñîâ â Ïåòåðáóðãå Â.È.Øèôô (¹1022) (óì. â 1919), òî â 1913 ã.
èõ áûëî óæå ïÿòåðî – ïðîôåññîð Êèåâñêîãî ïîëèòåõíè÷åñêîãî èíñ-
òèòóòà Í.Á.Äåëîíå (¹1064) (1856–1931), ïåðååõàâøèé â Ïåòåð-
áóðã èç Îäåññû Ã.Ì.Ôèõòåíãîëüö (¹1099) (1888–1959), íåêèé
À.Ïàíîâ (¹1108) (íàéòè êàêèå-ëèáî ñâåäåíèÿ î íåì íàì íå óäà-
ëîñü), ïðèâàò-äîöåíò Êèåâñêîãî óíèâåðñèòåòà À.Ä.Áèëèìîâè÷��

(¹1117) (1879–1970), ïðèâàò-äîöåíò Íîâîðîññèéñêîãî óíèâåðñè-
òåòà Ä.À.Êðûæàíîâñêèé�� (¹1125) (1183–1939) è ìîñêîâñêèé
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àýðîäèíàìèê, îðãàíèçàòîð èçâåñòíîãî èíñòèòóòà â Êó÷èíî Ä.Ï.Ðÿ-
áóøèíñêèé�� (¹1132) (1882–1962). Åùå äâà ðîññèÿíèíà âñòóïèëè
â Circolo â ïåðâûå ãîäû Ïåðâîé ìèðîâîé âîéíû – ýòî áûëè ìîñê-
âè÷è, ðàáîòàâøèå òîãäà íàä ìàãèñòåðñêèìè äèññåðòàöèÿìè, Â.Â.Ãî-
ëóáåâ (1914; ¹1188) (1884–1954) è È.È.Ïðèâàëîâ (1916; ¹1232)
(1891–1941).

Äàëåå ïðèòîê íîâûõ ðóññêèõ ÷ëåíîâ â Circolo ïðèîñòàíîâèëà
Ïåðâàÿ ìèðîâàÿ âîéíà è ïîñëåäîâàâøèå çà íåé â Ðîññèè ðåâîëþ-
öèÿ è ãðàæäàíñêàÿ âîéíà. Âîçîáíîâèëñÿ îí òîãäà, êîãäà æèçíü íà-
ó÷íîãî ñîîáùåñòâà â ÑÑÑÐ íà÷àëà íàëàæèâàòüñÿ – âî âòîðîé ïîëî-
âèíå 1920-õ ãã. Â 1924 ã. ÷ëåíîì Îáùåñòâà ñòàíîâèòñÿ ïðîôåññîð
Ìîñêîâñêîãî óíèâåðñèòåòà À.ß.Õèí÷èí (¹1394) (1894–1959), â
1925 ã. – ìîëîäàÿ ñóïðóæåñêàÿ ïàðà èç Ëåíèíãðàäà àññèñòåíò Ëå-
íèíãðàäñêîãî óíèâåðñèòåòà Í.Å.Êî÷èí (¹1437) (1901–1944) è
ñîòðóäíèöà Ãëàâíîé ãåîôèçè÷åñêîé îáñåðâàòîðèè Ï.ß.Ïîëóáàðèíî-
âà (¹1438) (1899–1999), â 1926 ã. – êèåâëÿíå ñîòðóäíèêè ÀÍ
ÓÑÑÐ Ì.Ê.Êóðåíñêèé (¹1464) (1895–1940) è Ì.Ô.Êðàâ÷óê��

(¹1465) (1892–1942). Îñîáåííî êðóïíîå ïîïîëíåíèå Circolo òå-
ïåðü óæå ñîâåòñêèìè ìàòåìàòèêè ñëó÷èëîñü â 1927 ã. Ýòî áûëè
ïðîôåññîð Äíåïðîïåòðîâñêîãî óíèâåðñèòåòà È.Å.Îãèåâåöêèé
(¹1475) (1889 – 1956), ïðîôåññîð Ìîñêîâñêîãî óíèâåðñèòåòà
Ñ.Ï.Ôèíèêîâ (¹1484) (1883–1964), ëåíèíãðàäöû – ïðîôåññîð
óíèâåðñèòåòà Í.Ì.Ãþíòåð (¹1486) (1871–1941), ïðîôåññîð Ãîð-
íîãî èíñòèòóòà À.Ì.Æóðàâñêèé (¹1487) (1892–1969), àñïèðàíòû
óíèâåðñèòåòà È.À.Ëàïïî-Äàíèëåâñêèé (¹1489) (1896–1931) è
Â.À.Òàðòàêîâñêèé (¹1491) (1901–1973). Íàêîíåö, â 1928 ã. (ñïè-
ñîê ñîñòàâëåí ïî ïîëîæåíèþ íà êîíåö èþíÿ 1928 ã.) ïîÿâëÿåòñÿ
èìÿ ïðåïîäàâàòåëÿ Õàðüêîâñêîãî òåõíîëîãè÷åñêîãî èíñòèòóòà
ß.Ë.Ãåðîíèìóñà (¹1510) (1898–1984).

Åùå îòäåëüíî áåç íîìåðîâ è äàò, à òàêæå áåç èíèöèàëîâ óêàçà-
íû – Ðàáèíîâè÷ èç Îäåññû, Ãåðíåòò (íàïèñàíî Gernett) èç Ïåòåð-
áóðãà è Àïïåëüðîò. ×òî êàñàåòñÿ ïîñëåäíåãî, òî ðå÷ü, î÷åâèäíî,
èäåò îá èçâåñòíîì ìîñêîâñêîì ìàòåìàòèêå è ìåõàíèêå Ã.Ã.Àïïåëü-
ðîòå (1866–1943). Â «ðîññûïå» àíêåò ìû íàøëè «Çàÿâëåíèå î ïðè-
åìå» â Circolo, çàïîëíåííîå è ïîäïèñàííîå èì 20 ÿíâàðÿ 1908 ã.
Íà çàÿâëåíèè äâå ïîäïèñè ðåêîìåíäóþùèõ åãî ÷ëåíîâ Circolo –
Ð.Ìàðêîëîíãî (Íåàïîëü) è Äæ.Á.Ãó÷÷à. Ïðîñòàâëåíà äàòà ïðèåìà
è ïðèñâîåííûé åìó íîìåð: 26 ÿíâàðÿ 1908 ã., ¹691. ×òî êàñàåòñÿ
Ãåðíåòò èç Ïåòåðáóðãà, òî ìîæíî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî èìåþòñÿ â
âèäó ïðîôåññîð Ëåíèíãðàäñêîãî óíèâåðñèòåòà Íàäåæäà Íèêîëàåâ-
íà Ãåðíåò (1877–1943). Ïî÷åìó èõ èìåíà ïðèïèñàíû, íî íå âîøëè
îñíîâíîé ñïèñîê – ìîæíî òîëüêî ãàäàòü. Ìîæåò áûòü, ê ìîìåíòó
ñîñòàâëåíèÿ ñïèñêà îíè âûáûëè èç ñîñòàâà Circolo, íàïðèìåð,
èç-çà íåóïëàòû âçíîñîâ.
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Ñïèñîê ðîññèéñêèõ ÷ëåíîâ Circolo âåñüìà ïðåäñòàâèòåëåí:
ïðàêòè÷åñêè âñå ñîäåðæàùèåñÿ â íåì èìåíà (çà íè÷òîæíûì ÷èñëîì
èñêëþ÷åíèé!) ýòî èçâåñòíûå ìàòåìàòèêè. Îí íåñåò, ñ îäíîé ñòîðî-
íû, ïå÷àòü ïðîâîäèìîé ðóêîâîäèòåëÿìè Circolo ïîëèòèêè, íàïðàâ-
ëåííîé íà ïðåîáðàçîâàíèå Îáùåñòâà â ìåæäóíàðîäíóþ àññîöèàöèþ
– ðåçêîå óâåëè÷åíèå ÷èñëà ðîññèéñêèõ ÷ëåíîâ Îáùåñòâà (êàê è âî-
îáùå ÷èñëà åãî èíîñòðàííûõ ÷ëåíîâ), ñâÿçàííîå ñ ïðîâîäèìûì â
Ðèìå â 1908 ã. Ìåæäóíàðîäíûì êîíãðåññîì ìàòåìàòèêîâ, ïðîäîë-
æàâøååñÿ âïëîòü äî íà÷àëà Ïåðâîé ìèðîâîé âîéíû è âîçîáíîâèâ-
øååñÿ ïî åå îêîí÷àíèè. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, îí çàìå÷àòåëüíûì îáðà-
çîì îòðàæàåò è äèíàìèêó ðàçâèòèÿ ðîññèéñêîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî
ñîîáùåñòâà ðàññìàòðèâàåìîãî ïåðèîäà. Â íåì îò÷åòëèâî ïðîÿâëÿ-
þòñÿ òðè íàèáîëåå àêòèâíî ðàçâèâàâøèõñÿ òîãäà ìàòåìàòè÷åñêèõ
ðåãèîíà Ðîññèéñêîé èìïåðèè. Âî-ïåðâûõ, Ñàíêò-Ïåòåðáóðã ñî ñâî-
èìè âåäóùèìè ìàòåìàòèêàìè òîé ïîðû – À.À.Ìàðêîâûì, À.Ì.Ëÿ-
ïóíîâûì è Â.À.Ñòåêëîâûì – è ñî ñâîåé çàìå÷àòåëüíîé ìîëîäåæüþ,
ïî áîëüøåé ÷àñòè ïðèíàäëåæàâøåé ê øêîëå Â.À.Ñòåêëîâà. Âî-âòî-
ðûõ, Ìîñêâà – ãðîìêî çàÿâèâøàÿ î ñåáå ìèðó òâîð÷åñòâîì
Í.Í.Ëóçèíà è åãî ó÷åíèêîâ. Â-òðåòüèõ, Óêðàèíà ñî ñâîèì ñòàðåé-
øèì Õàðüêîâñêèì óíèâåðñèòåòîì, à òàêæå ñ Êèåâñêèì óíèâåðñèòå-
òîì, äèíàìè÷íûì è îòêðûòûì íîâûì âåÿíèÿì Íîâîðîññèéñêèì
óíèâåðñèòåòîì, íàêîíåö, ñ ñîâñåì ìîëîäûì Äíåïðîïåòðîâñêèì óíè-
âåðñèòåòîì. Áîëüøîé ïðîöåíò ñîâñåì ìîëîäûõ ìàòåìàòèêîâ â «ðîñ-
ñèéñêîé» ÷àñòè Circolo – ëþäåé åùå òîëüêî ãîòîâÿùèõ ñâîþ ïåð-
âóþ äèññåðòàöèþ èëè ñîâñåì íåäàâíî åå çàùèòèâøèõ, ïðèñòóïèâ-
øèõ ê ðàçðàáîòêå íîâûõ òåððèòîðèé â ìàòåìàòèêå (êàê â òàêèõ
òðàäèöèîííûõ îáëàñòÿõ, êàê ìàòåìàòè÷åñêàÿ ôèçèêà èëè îáûêíî-
âåííûå äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ, â ñëó÷àå ïèòåðöåâ, òàê è â
ñîâñåì íîâûõ, âðîäå òåîðèè ôóíêöèé äåéñòâèòåëüíîãî ïåðåìåííî-
ãî, â ñëó÷àå ìîñêâè÷åé) ñâèäåòåëüñòâîâàë î ïîäúåìå, êîòîðûé ïå-
ðåæèâàëè ìàòåìàòè÷åñêèå èññëåäîâàíèÿ â ñòðàíå.

Ñðåäè ìàòåðèàëîâ àðõèâà Circolo, êàñàþùèõñÿ ìàòåìàòèêè â
Ðîññèè è â ÑÑÑÐ, ÿ îáíàðóæèë ïîçäðàâëåíèÿ ñ ñîñòîÿâøèìñÿ â
1914 ã. 30-ëåòèåì Circolo – òåëåãðàììó Ìîñêîâñêîãî ìàòåìàòè÷åñ-
êîãî îáùåñòâà, ïîäïèñàííóþ ïðåçèäåíòîì Îáùåñòâà Í.Å.Æóêîâñ-
êèì, âèöå-ïðåçèäåíòîì Á.Ê.Ìëîäçååâñêèì è ñåêðåòàðåì Ä.Ô.Åãî-
ðîâûì, ïèñüìî Â.À.Ñòåêëîâà, à òàêæå òåëåãðàììó îò Ä.Ï.Ðÿáó-
øèíñêîãî. Â àðõèâå õðàíÿòñÿ òàêæå ìíîãî÷èñëåííûå áëàíêè «Çà-
ÿâëåíèÿ î ïðèåìå», çàïîëíåííûå íàøèìè ñîîòå÷åñòâåííèêàìè, èõ
ïèñüìà, êàñàþùèåñÿ âîïðîñîâ îá óïëàòå ÷ëåíñêèõ âçíîñîâ, à òàêæå
êîððåêòóð èõ ñòàòåé â «Rendiconti» (â ÷àñòíîñòè, ïèñüìà
Â.À.Ñòåêëîâà 1911 ã. î åãî ñòàòüå «Problèmes des vibrations
transversales d’une verge élastique homogène», íàïèñàííîé ñîâìåñò-
íî ñ ß.Ä.Òàìàðêèíûì è îïóáëèêîâàííîé â òîì æå ãîäó â
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«Rendiconti», ïåðåïèñêà 1923 ã. ñîâåòñêèõ âíåøíåòîðãîâûõ ïðåä-
ñòàâèòåëüñòâ (Arcos Ltd, Book Department, 68, Lincoln’s Inn
Fields, Kingsway, London; Kniga, Kurfürstenstrasse, 79, Berlin) î
ïðèîáðåòåíèè äëÿ ñîâåòñêèõ áèáëèîòåê (Áèáëèîòåêè Àêàäåìèè
íàóê â Ïåòðîãðàäå, Áèáëèîòåê Ìîñêîâñêîãî, Ïåòðîãðàäñêîãî è Êà-
çàíñêîãî óíèâåðñèòåòîâ, Áèáëèîòåêè ÓÀÍ â Êèåâå, Öåíòðàëüíîé
íàó÷íîé áèáëèîòåêè â Õàðüêîâå) ñâåæèõ íîìåðîâ «Rendiconti».
Ïîðàçèòåëüíî, íî â ýòî ñëîæíîå äëÿ ñòðàíû âðåìÿ ñîâåòñêîå ïðà-
âèòåëüñòâî íàõîäèëî ñðåäñòâà äëÿ ïîïîëíåíèÿ âåäóùèõ íàó÷íûõ
áèáëèîòåê ñòðàíû òåêóùåé íàó÷íîé ëèòåðàòóðîé.

6. Äæ.Ïåàíî è ðîññèéñêîå ìàòåìàòè÷åñêîå ñîîáùåñòâî.
Ðîññèéñêèå ñâÿçè Äæ.Ïåàíî ñòàëè òåìîé ìîåãî äîêëàäà [10] íà
ìåæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè 2008 ã. â Òóðèíå, ïîñâÿùåííîé
150-ëåòèþ âûäàþùåãîñÿ ìàòåìàòèêà è ïîñëåäóþùåé ïóáëèêàöèè
[11]. Ïîýòîìó ÿ íå áóäó âõîäèòü â ïîäðîáíîñòè, ñ êîòîðûìè ìî-
æåò îçíàêîìèòüñÿ êàæäûé æåëàþùèé. Îãðàíè÷óñü íåêîòîðûìè
âûâîäàìè, â çíà÷èòåëüíîé ìåðå îñíîâûâàþùèìèñÿ íà ìàòåðèàëå
ýòîãî äîêëàäà. Ðóññêèå ñâÿçè Ïåàíî áûëè ìíîãîîáðàçíû. Åñëè íå
êàñàòüñÿ åãî ìíîãî÷èñëåííûõ êîððåñïîíäåíòîâ ïî âîïðîñàì, ñâÿ-
çàííûì ñ èíòåðëèíãâîé, òî ýòî ìàòåìàòèêè ñî âñåé Ðîññèè, èñê-
ëþ÷àÿ ñòîëèöû – Ñàíêò-Ïåòåðáóðã è Ìîñêâó. Ýòî ìîæåò ïîêà-
çàòüñÿ ñòðàííûì ëèøü íà ïåðâûé âçãëÿä – äåëî â òîì, ÷òî òåìàòè-
êà èññëåäîâàíèé ïåòåðáóðæöåâ ñëàáî ñâÿçàíà ñ òåì, ÷åì çàíèìàë-
ñÿ Ïåàíî. ×òî êàñàåòñÿ Ìîñêâû, òî îíè âûøëè íà âîïðîñû ìàòå-
ìàòè÷åñêîãî àíàëèçà, òåîðèè ìíîæåñòâ è ôóíêöèé, êîòîðûì ïîñ-
âÿùåíû ðàííèå ðàáîòû Ïåàíî, äîñòàòî÷íî ïîçäíî, êîãäà ñàì Ïåà-
íî çàíÿëñÿ óæå ñîâåðøåííî äðóãèìè âîïðîñàìè. Ïðîáëåìû îñíî-
âàíèé ìàòåìàòèêè (â òîì ÷èñëå àêñèîìàòèçàöèÿ ðàçëè÷íûõ åå ðàç-
äåëîâ) è ìàòåìàòè÷åñêîé ëîãèêè èíòåðåñîâàëè ìàòåìàòèêîâ ðîñ-
ñèéñêèõ ïðîâèíöèàëüíûõ óíèâåðñèòåòîâ – Êàçàíñêîãî, Îäåññêî-
ãî, Âàðøàâñêîãî (ïîçäíåå ñòàâøåãî Ðîñòîâñêèì-íà-Äîíó), ÷òî âû-
çûâàëî íåìàëîå ðàçäðàæåíèå ó ïåòåðáóðãñêèõ àêàäåìèêîâ, ðàññ-
ìàòðèâàâøèõ ïîäîáíûå çàíÿòèÿ êàê àáñîëþòíî ëèøåííûå ñìûñëà.
Ïîääåðæêà Ïåàíî ñëóæèëà äëÿ ïðîâèíöèàëüíûõ ìàòåìàòèêîâ îñ-
íîâàíèåì äëÿ èõ èññëåäîâàíèé, êîòîðûå âïîñëåäñòâèè ñòàëè áà-
çîé äëÿ ñîâåòñêîé øêîëû â îáëàñòè îñíîâàíèé ìàòåìàòèêè è ìàòå-
ìàòè÷åñêîé ëîãèêè, ÷òî ïðèäàëî Ñîâåòñêîé ìàòåìàòè÷åñêîé øêî-
ëå, ñôîðìèðîâàâøåéñÿ â 1920–1930-å ãã., øèðîòó ïðîâîäèìûõ â
íåé èññëåäîâàíèé. Ýòà øèðîòà íå ìîãëà áû áûòü äîñòèãíóòîé,
åñëè áû ìàòåìàòè÷åñêèå èññëåäîâàíèÿ â ñòðàíå ðàçâèâàëèñü â èäå-
îëîãè÷åñêèõ ðàìêàõ, çàäàííûõ ëèäåðàìè ñòîëè÷íûõ øêîë. Ê
ñ÷àñòüþ, âëèÿíèå ýòèõ âûäàþùèõñÿ ìàòåìàòèêîâ áûëî íå àáñî-
ëþòíûì äàæå â ñòîëèöàõ è çíà÷èòåëüíî òåðÿëî ñâîþ ñèëó íà ïå-
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ðèôåðèè. Òàê èìåííî â ïðîâèíöèàëüíûõ óíèâåðñèòåòàõ áûëè áåç
âñÿêîãî ïðåäóáåæäåíèÿ âîñïðèíÿòû èäåè Äæ.Ïåàíî â îáëàñòè àíà-
ëèçà, îñíîâàíèé ìàòåìàòèêè è ìàòåìàòè÷åñêîé ëîãèêè. Èìåííî òàì
íà÷àëè âîñïðèíèìàòü åãî ðåçóëüòàòû êàê âûñøèå äîñòèæåíèÿ ñîâ-
ðåìåííîé ìàòåìàòèêè, à ñàìî åãî èìÿ îòíîñèòü ê ÷èñëó íàèáîëåå
âûäàþùèõñÿ ìàòåìàòèêîâ. Íà÷àëè âîñïðèíèìàòü è ðàçâèâàòü. È
êîãäà ñ òå÷åíèåì âðåìåíè íà àâàíñöåíó íà÷àëè âûõîäèòü ìàòåìàòè-
êè íîâîãî ïîêîëåíèÿ (íåêîòîðûå èç íèõ áûëè âûõîäöàìè èç ïðî-
âèíöèè), òî äëÿ íèõ èìÿ Ïåàíî è åãî ðåçóëüòàòû âîñïðèíèìàëèñü
åñòåñòâåííî êàê íàó÷íàÿ êëàññèêà, à â ñïåêòðå íàó÷íûõ èññëåäîâà-
íèé ñîâåòñêèõ óæå ìàòåìàòèêîâ ïîÿâèëèñü è ìàòåìàòè÷åñêàÿ ëîãè-
êà, è îñíîâàíèÿ ìàòåìàòèêè, è òåîðèÿ ôóíêöèé ìíîæåñòâ, è òåîðèÿ
èíòåãðàëà.

7. Çàêëþ÷åíèå. Ðàññìîòðåííûå íàìè ýïèçîäû – ó÷àñòèå ðîññè-
ÿí â ñîçäàííîì îðãàíèçàöèîííûì ãåíèåì Äæ.Á.Ãó÷÷à Circolo
matematico di Palermo è ñâÿçè Äæ.Ïåàíî ñ ðîññèéñêèìè ìàòåìàòè-
êàìè – ÿâëÿþòñÿ ÷àñòíûìè ïðîÿâëåíèÿìè îáùåé òåíäåíöèè ðàçâè-
òèÿ èòàëüÿíñêîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî ñîîáùåñòâà êîíöà XIX – íà÷àëà
XX ñòîëåòèÿ: ñòðåìëåíèþ ê îáúåäèíåíèþ âñåõ ìàòåìàòèêîâ íå
òîëüêî íåäàâíî âîññîåäèíåííîé Èòàëèè, íî è âñåãî ìèðà â åäèíóþ
«ìàòåìàòè÷åñêóþ ñåìüþ». Èáî òàêîå îáúåäèíåíèå áóäåò ñëóæèòü
íàèáîëåå óñïåøíîìó ðàçâèòèþ ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê, ÷òî, â ñâîþ
î÷åðåäü, äîëæíî, â ñîîòâåòñòâèè ñ áûòîâàâøèìè â îáùåñòâå òîãî
âðåìåíè íàäåæäàìè, ñïîñîáñòâîâàòü áëàãîäåíñòâèþ, ïðîöâåòàíèþ è
óêðåïëåíèþ ìèðà, â êîòîðîì íå áóäåò ìåñòà âîéíàì è íàñèëèþ.
Îñîáåííî èñêðåííå âåðèëè â ýòî ëþäè, ðîæäåííûå ïîä ôëàãîì Ðè-
ñîðäæèìåíòî.

Ïðèìå÷àíèÿ
� Íàñòîÿùàÿ ñòàòüÿ ÿâëÿåòñÿ ðàñøèðåííûì âàðèàíòîì òåêñòà äîêëàäà [1] «Èòàëèÿ è

Ðîññèÿ âî âòîðîé ïîëîâèíå XIX – â ïåðâîé òðåòè XX âåêà», ïðîèçíåñåííîãî íà ìåæ-
äóíàðîäíîì ìàòåìàòè÷åñêîì ñèìïîçèóìå «Europa matematica e Risorgimento italia-
no», ïðîõîäèâøåãî â Ïèçå â ñåíòÿáðå 2011 ã.

� Çäåñü è äàëåå â ñêîáêàõ óêàçàíû ïîðÿäêîâûå íîìåðà ÷ëåíîâ Circolo â ñîîòâåòñòâèè
ñî ñïèñêîì, õðàíÿùèìñÿ â àðõèâå Îáùåñòâà.

� Õîòÿ ñòàâøàÿ âèäíîé ôèãóðîé â èñòîðèè ïîëüñêîé êóëüòóðû: ðå÷ü, âåðîÿòíî, èäåò î
Åâãåíèè Ñòàíèñëàâîâíå Êåðáåäç (1855–1946), äî÷åðè èçâåñòíîãî ïåòåðáóðãñêîãî
èíæåíåðà ïîëüñêîãî ïðîèñõîæäåíèÿ ïî÷åòíîãî ÷ëåíà Ïåòåðáóðãñêîé àêàäåìèè íàóê
Ñ.Â.Êåðáåäçà (ñì.: [6, ñ.160]).

� Èçâåñòíûé ìàòåìàòèê, âïîñëåäñòâèè ýìèãðèðîâàâøèé â Ñåðáèþ, âèöå-ïðåçèäåíò
Ñåðáñêîé àêàäåìèè íàóê.

� Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî Ñòåêëîâ â ïèñüìå îò 20 ìàÿ 1908 ã., õðàíÿùåìñÿ â àðõèâå Cir-
colo, ðåêîìåíäîâàë ê èçáðàíèþ â Îáùåñòâî À.À.Ìàðêîâà, Ê.À.Ïîññå, Ä.Ê.Áîáûëå-
âà, À.Í.Êîðêèíà, Þ.Â.Ñîõîöêîãî è È.Ë.Ïòàøèöêîãî. Çà èñêëþ÷åíèåì Êîðêèíà è
Ñîõîöêîãî âñå îíè âñêîðå ñòàëè ÷ëåíàìè Îáùåñòâà.

� Èçâåñòíûé ñïåöèàëèñò â îáëàñòè òåîðèè ÷èñåë. Ñ 1924 ã. ÷ëåí-êîððåñïîíäåíò ÀÍ
ÑÑÑÐ.
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� Ñ 1910 ã. ïðèâàò-äîöåíò Õàðüêîâñêîãî óíèâåðñèòåòà, ñ 1918 ã. ïðîôåññîð Äíåïðîïåò-
ðîâñêîãî èíñòèòóòà íàðîäíîãî îáðàçîâàíèÿ.

� Âïîñëåäñòâèè èçâåñòíûé ìàòåìàòèê, ïîñëå ðåâîëþöèè ýìèãðèðîâàâøèé â ÑØÀ.
	 Âïîñëåäñòâèè èçâåñòíûé ìàòåìàòèê. Â 1922 ã. óåõàë â Ïîëüøó, à îòòóäà â 1923 ã. ïå-

ðååõàë â ÑØÀ.
�
 Èçâåñòíûé ìàòåìàòèê, äåéñòâèòåëüíûé ÷ëåí Ðîññèéñêîé àêàäåìèè íàóê â 1921–1930

ãã. Â 1929 ã. ýìèãðèðîâàë â ÑØÀ.
�� Âïîñëåäñòâèè ïðîôåññîð. Ýìèãðèðîâàë â Ñåðáèþ.
�� Âïîñëåäñòâèè ïðîôåññîð ýòîãî óíèâåðñèòåòà.
�� Ïîñëå ðåâîëþöèè 1917 ã. ýìèãðèðîâàë âî Ôðàíöèþ. ×ëåí-êîððåñïîíäåíò Àêàäåìèè

íàóê Ôðàíöèè.
�� Èçâåñòíûé óêðàèíñêèé ìàòåìàòèê. Ñ 1929 ã. àêàäåìèê ÀÍ ÓÑÑÐ. Ðåïðåññèðîâàí.

Ïîãèá â ÃÓËÀÃå.
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ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÈÅ ÆÓÐÍÀËÛ
È ÈÕ ÈÍÒÅÐÍÀÖÈÎÍÀËÈÇÀÖÈß:

ÏÅÐÂÛÉ ÏÎÐÒÓÃÀËÜÑÊÈÉ ÆÓÐÍÀË «JORNAL DE
SCIENCIAS MATHEMATICAS E ASTRONÓMICAS»1)

Â.È.Õàðëàìîâà, À.À.Õàðëàìîâ, Õ.Ð.Ìàëîíåê

Ââåäåíèå. Ïîÿâëåíèå ïåðâûõ íàó÷íûõ æóðíàëîâ, íà÷àâøååñÿ
â Åâðîïå âî âòîðîé ïîëîâèíå XVII â., ÿâèëîñü ïîâîðîòíûì ïóíê-
òîì â èñòîðèè íàóêè. Ê ýòîìó âðåìåíè èçäàíèå êíèã â Åâðîïå èìå-
ëî óæå äâóõâåêîâîé îïûò. Ðàñïðîñòðàíåíèå æóðíàëîâ áûëî ïðèí-
öèïèàëüíî íîâûì ÿâëåíèåì, íå ñâÿçàííûì ñ êíèæíîé ôóíêöèåé
ïóáëèêàöèè íîâîãî çíàíèÿ. Íàñòóïàëà ýïîõà Ïðîñâåùåíèÿ – îäíà
èç êëþ÷åâûõ ýïîõ â èñòîðèè åâðîïåéñêîé êóëüòóðû, ñâÿçàííàÿ ñ
ðàçâèòèåì íàó÷íîé, ôèëîñîôñêîé è îáùåñòâåííîé ìûñëè. Íà÷àâ-
øèñü â Àíãëèè, ýòî äâèæåíèå ðàñïðîñòðàíèëîñü íà Ôðàíöèþ, Ãåð-
ìàíèþ, Ðîññèþ è îõâàòèëî äðóãèå ñòðàíû Åâðîïû. Ýòî âðåìÿ ðàñ-
öâåòà ëèòåðàòóðû è èñêóññòâà: ìíîãèå øåäåâðû áûëè íàïèñàíû è
ñîçäàíû â XVII ñòîëåòèè, êàðòèíû Ðåìáðàíäòà, Âàí Äåéêà, Âåëàñ-
êåñà, òåàòð Øåêñïèðà, Ñåðâàíòåñà, Êîðíåëÿ, Ìîëüåðà, Ðàñèíà.
Ýòî áûë âåê äàâøèé ìèðîâîé êóëüòóðå èìåíà Ãàëèëåÿ, Äåêàðòà,
Ïàñêàëÿ, Ñïèíîçû, Áýêîíà, Íüþòîíà.

Óñëîâèÿ ñîçäàíèÿ ïåðâûõ åâðîïåéñêèõ æóðíàëîâ â ïåðâóþ
î÷åðåäü îïðåäåëÿëèñü ôîðìèðîâàíèåì â XVII â. îïðåäåëåííîé èí-
òåëëåêòóàëüíîé ñðåäû. Âîçíèêàëà íîâàÿ ôîðìà îáùåíèÿ åâðîïåéñ-
êèõ ó÷åíûõ, îðèåíòèðîâàííûõ íà àíòèñõîëàñòè÷åñêèå ìåòîäû ïîç-
íàíèÿ. Â îñíîâå ýòîãî èíòåëëåêòóàëüíîãî äâèæåíèÿ ëåæàëè ðàöèî-
íàëèçì è ñâîáîäîìûñëèå. Ýòî áûëî çàðîæäåíèå ñâîåãî ðîäà èíòåð-
íàöèîíàëüíîãî ñîîáùåñòâà èíòåëëåêòóàëîâ ñâîáîäíûõ îò òåîëîãè-
÷åñêèõ îãðàíè÷åíèé, îáúåäèíåííûõ çàäà÷åé ïîèñêà èñòèíû. Ïîìè-
ìî ëè÷íûõ âñòðå÷, ó÷åíûå íóæäàëèñü â ðåãóëÿðíîé íàó÷íîé ïåðå-
ïèñêå, áåç êîòîðîé òðóäíî ñåáå ïðåäñòàâèòü äóõîâíóþ æèçíü Åâðî-
ïû ýòîãî ïåðèîäà. Íàó÷íàÿ ïåðåïèñêà íå ìîãëà âîâëå÷ü â îáùåíèå
äîñòàòî÷íî áîëüøîå ÷èñëî ó÷åíûõ, ÷òî âíîñèëî îïðåäåëåííûå îã-
ðàíè÷åíèÿ â ðàñïðîñòðàíåíèå íîâûõ äîñòèæåíèé. Èíôîðìàöèîí-
íî-ïðîïàãàíäèñòñêèå âîçìîæíîñòè ïåðèîäè÷åñêîãî íàó÷íîãî æóð-
íàëà áûëè íåñîèçìåðèìî âûøå. Íàó÷íûå æóðíàëû âîçíèêëè èç
ñíà÷àëà ýïèçîäè÷åñêîãî, à çàòåì ðåãóëÿðíîãî îáìåíà ïèñüìàìè
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1) Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ÷àñòè÷íîé ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ôîíäà FEDER ÷åðåç
COMPETE (Programa Operacional Factores de Competitividade), à òàêæå ÷åðåç ïîðòó-
ãàëüñêèå ôîíäû, ïðåäñòàâëåííûå Öåíòðîì CIDMA (Centro de Investigação e
Desenvolvimento em Matemática e Aplicações, Center for Research and Development in
Mathematics and Applications) è ôîíäîì FCT (Fundação para a Ciência e a Tecnologia,
Foundation for Science and Technology), â ðàìêàõ ïðîåêòà PEst-C/MAT/
UI4106/2011 c COMPETE n° FCOMP-01-0124-FEDER-022690.



ìåæäó ó÷åíûìè î ðåçóëüòàòàõ èõ èññëåäîâàíèé. Ïîòðåáíîñòü â ñîç-
äàíèè áîëåå óñòîé÷èâîé ñèñòåìû íàó÷íîãî îáùåíèÿ ïîâëåêëà çà ñî-
áîé óñèëåíèå íàó÷íûõ ñâÿçåé, à òàêæå âîçíèêíîâåíèå èíòåëëåêòó-
àëüíûõ êîëëåêòèâîâ, êîòîðûå ïîñëóæèëè îñíîâîé ïî÷òè îäíîâðå-
ìåííîãî ñîçäàíèÿ êàê íàó÷íûõ æóðíàëîâ, òàê è íåêîòîðûõ íàó÷-
íûõ îáùåñòâ. Ñòàëè ñîçäàâàòüñÿ íàó÷íûå îáùåñòâà, ñïîñîáíûå ê
ïðèâëå÷åíèþ è àêêóìóëèðîâàíèþ ñðåäñòâ íà èçäàíèÿ (â òîì ÷èñëå
è ïåðèîäè÷åñêèå). Èñòîðè÷åñêè åâðîïåéñêèå îáùåíàó÷íûå æóðíà-
ëû ñîäåéñòâîâàëè êàê ôîðìèðîâàíèþ íàöèîíàëüíûõ íàó÷íûõ
øêîë, òàê è èíòåðíàöèîíàëèçàöèè íàóêè�.

Ìàòåìàòè÷åñêèå ñòàòüè âïåðâûå ñòàëè, íàðÿäó ñ ðàáîòàìè ïî
äðóãèì åñòåñòâåííûì íàóêàì, ïå÷àòàòüñÿ â îáùåíàó÷íûõ æóðíà-
ëàõ. Îñîáåííîãî èñòîðè÷åñêîãî èíòåðåñà çäåñü çàñëóæèâàþò:
«Journal des Savants» (Æóðíàë ó÷åíûõ), â êîòîðîì ïóáëèêîâàëèñü
ðàáîòû áðàòüåâ ßêîáà è Èîãàííà Áåðíóëëè ïî èñ÷èñëåíèþ áåñêî-
íå÷íî ìàëûõ; «Philosophical Transactions of the Royal Society»
(Ôèëîñîôñêèå òðóäû Êîðîëåâñêîãî îáùåñòâà), ñ êîòîðûì ñâÿçàíû
áåññìåðòíûå îòêðûòèÿ È.Íüþòîíà, ïðèäàâøèå äåÿòåëüíîñòè æóð-
íàëà îãðîìíóþ èçâåñòíîñòü è âûäâèíóâøèå íà ïåðâûé ïëàí çàíÿ-
òèÿ ìàòåìàòèêîé; «Acta eruditorum» (Ó÷åíûå çàïèñêè) – çäåñü íà-
ïå÷àòàíû ðàáîòû Ã.Â.Ëåéáíèöà ïî äèôôåðåíöèàëüíîìó è èíòåã-
ðàëüíîìó èñ÷èñëåíèþ, èçëîæåíèå ñîäåðæàíèÿ «Ìàòåìàòè÷åñêèõ
íà÷àë íàòóðàëüíîé ôèëîñîôèè» Íüþòîíà, à òàêæå ñòàòüè Ã.Ëîïè-
òàëÿ, áðàòüåâ Áåðíóëëè è äðóãèõ âèäíåéøèõ ìàòåìàòèêîâ.

Îñîáåííîñòüþ ïåðâûõ åâðîïåéñêèõ æóðíàëîâ áûëà ïðåèìó-
ùåñòâåííî íàó÷íî-èíôîðìàöèîííàÿ îðèåíòàöèÿ. Ïóáëèêàöèÿ ðå-
çóëüòàòîâ íàó÷íûõ èññëåäîâàíèé ïåðâîíà÷àëüíî íîñèëà ïðåäâàðè-
òåëüíûé õàðàêòåð è îáëåêàëàñü â òðàäèöèîííóþ ôîðìó ïèñåì. Â
òå÷åíèå ïîëóòîðà âåêîâ, íà÷èíàÿ ñî âòîðîé ïîëîâèíû XVII â., â
íàó÷íûõ æóðíàëàõ ïå÷àòàëèñü, ãëàâíûì îáðàçîì, ñâåäåíèÿ êîìïè-
ëÿòèâíîãî õàðàêòåðà, ïóáëèêàöèè ñîäåðæàëè ïåðåñêàç äðóãèõ êíèã
è æóðíàëîâ è âûäåðæêè èç íèõ, à òàêæå õðîíèêàëüíûå ñîîáùåíèÿ.
Ñïëàâ îðèãèíàëüíîãî è êîìïèëÿòèâíîãî òåêñòîâ áûë åñòåñòâåííûì
ÿâëåíèåì. Ññûëêè íà ïåðâîèñòî÷íèêè íå áûëè ïðèíÿòû, ñòàòüè çà-
÷àñòóþ íå ïîäïèñûâàëèñü èëè ïîäïèñûâàëèñü èíèöèàëàìè, âñëåäñ-
òâèå ÷åãî óñòàíîâëåíèå àâòîðñòâà äî ñèõ ïîð çàòðóäíèòåëüíî. Âîï-
ðîñû àâòîðñêîãî ïðèîðèòåòà ó÷åíîãî íà îðèãèíàëüíóþ íàó÷íóþ èí-
ôîðìàöèþ íàõîäèëèñü â çà÷àòî÷íîì ñîñòîÿíèè. Äîñòàòî÷íî óïîìÿ-
íóòü ìíîãîëåòíèå ïðèîðèòåòíûå ñïîðû Ð.Ãóêà è Ëåéáíèöà ñ Íüþ-
òîíîì. Ëèøü â XIX â. íàó÷íûå æóðíàëû èç ñðåäñòâà òîëüêî ðàñï-
ðîñòðàíåíèÿ ñâåäåíèé î íîâûõ äîñòèæåíèÿõ ñòàëè ïðåâðàùàòüñÿ â
îñíîâíîé èíñòðóìåíò ñáîðà, õðàíåíèÿ è ðàñïðîñòðàíåíèÿ íàó÷íûõ
çíàíèé.
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Ñ íà÷àëà XIX â. ñòàëè ñîçäàâàòüñÿ æóðíàëû ïî ðàçëè÷íûì îò-
ðàñëÿì íàóêè, òåõíèêè, êóëüòóðû, ðàçäåëÿÿñü íå òîëüêî ïî òåìàòè-
êå, íî è ïî öåëåâîìó íàçíà÷åíèþ – íà ìàññîâûå, íàó÷íûå è ïðî-
ôåññèîíàëüíûå. Â ïåðâóþ î÷åðåäü ñòàëè ðàçâèâàòüñÿ ñïåöèàëüíûå
æóðíàëû, ÷èñëî êîòîðûõ ðîñëî âìåñòå ñ ðîñòîì îáúåìà íàó÷íîé
èíôîðìàöèè. Â òå÷åíèå íåñêîëüêèõ äåñÿòèëåòèé æóðíàëû âûÿâèëè
îïòèìàëüíóþ ôîðìó èçäàíèÿ è ïðîäîëæàëè ôîðìèðîâàòüñÿ ïîä
âëèÿíèåì ïðîöåññîâ äèôôåðåíöèàöèè è èíòåãðàöèè íàêîïëÿþùåãî-
ñÿ çíàíèÿ. Ïðèìåðíî âî âòîðîé ïîëîâèíå XIX â. æóðíàëüíàÿ
ñòàòüÿ ïðèîáðåëà ñîâðåìåííóþ ôîðìó. Áëàãîäàðÿ ôîðìèðîâàíèþ
ïðàêòèêè áèáëèîãðàôè÷åñêèõ ññûëîê íà ïðåäøåñòâóþùèå ðàáîòû
óñèëèâàëàñü ïðååìñòâåííîñòü â íàóêå, à ðîñò äîñòóïíîñòè âñåé åâ-
ðîïåéñêîé æóðíàëüíîé ëèòåðàòóðû ñïîñîáñòâîâàë èíòåðíàöèîíàëü-
íîìó õàðàêòåðó èññëåäîâàíèé. Âàæíî îòìåòèòü, ÷òî ôóíêöèè íàó÷-
íîãî æóðíàëà óæå íå îãðàíè÷èâàþòñÿ ïðîñòûì ðàñïðîñòðàíåíèåì
íàó÷íîé èíôîðìàöèè: ïóáëèêàöèÿ îðèãèíàëüíîé ñòàòüè îáåñïå÷è-
âàåò óñòàíîâëåíèå è ñîõðàíåíèå èíòåëëåêòóàëüíîé ñîáñòâåííîñòè
àâòîðîâ.

Â íàøè äíè íàó÷íûì æóðíàëîì� ïðèíÿòî íàçûâàòü ïåðèîäè÷å-
ñêîå èçäàíèå, ÿâëÿþùååñÿ èñòî÷íèêîì íàó÷íîé èíôîðìàöèè è ñðåä-
ñòâîì íàó÷íîé êîììóíèêàöèè. Ñ îïðåäåëåííîé äîëåé óñëîâíîñòè
ìîæíî âûäåëèòü òðè òèïà íàïðàâëåííîñòè ñîâðåìåííûõ íàó÷íûõ
æóðíàëîâ: âî-ïåðâûõ, ýòî æóðíàëû, ñîäåðæàùèå ïðåèìóùåñòâåííî
íîâûå íàó÷íûå ðåçóëüòàòû èëè íîâîå îñìûñëåíèå è îáñóæäåíèå èç-
âåñòíûõ èäåé è ôàêòîâ. Âî-âòîðûõ, æóðíàëû, ïóáëèêóþùèå ñâåäå-
íèÿ íàó÷íî-èíôîðìàöèîííîãî è áèáëèîãðàôè÷åñêîãî õàðàêòåðà (ðå-
ôåðàòèâíûå æóðíàëû è óêàçàòåëè ê íèì, ñèãíàëüíàÿ èíôîðìàöèÿ,
ýêñïðåññ-èíôîðìàöèÿ, áèáëèîãðàôè÷åñêèå æóðíàëû). È, íàêîíåö,
æóðíàëû, êîòîðûå ìîæíî îòíåñòè ê òðåòüåìó òèïó, ïîñâÿùåíû
îáîáùåíèþ óæå îïóáëèêîâàííîé íàó÷íîé èíôîðìàöèè (îáçîðíûå,
íàó÷íî-ìåòîäè÷åñêèå è íàó÷íî-ïîïóëÿðíûå æóðíàëû).

Îäíèì èç õàðàêòåðíûõ ïðèìåðîâ ïåðåõîäà îò íà÷àëüíîé íàó÷-
íî-èíôîðìàöèîííîé îðèåíòàöèè ê ñîâðåìåííîé íàó÷íîé ôîðìå
ïóáëèêàöèé ìîæåò ñëóæèòü ýâîëþöèÿ ïåðâîãî ïîðòóãàëüñêîãî ìà-
òåìàòè÷åñêîãî æóðíàëà «Jornal de sciencias mathematicas e
astronómicas» (Æóðíàë ìàòåìàòè÷åñêèõ è àñòðîíîìè÷åñêèõ íàóê)
ñîçäàííîãî Ô.Ã.Òåéøåéðîé� â ïîñëåäíåé ÷åòâåðòè XIX â.� Íèæå, â
ðàçäåëå ïîñâÿùåííîì äåÿòåëüíîñòè Ãîìåøà Òåéøåéðû, ìû ïîñòà-
ðàåìñÿ ïîêàçàòü, êàê ïðîèñõîäèëà ýâîëþöèÿ æóðíàëà. Ìû ïîêà-
æåì òàêæå, êàê æóðíàë Òåéøåéðû îäíîâðåìåííî ñïîñîáñòâîâàë, ñ
îäíîé ñòîðîíû, ôîðìèðîâàíèþ íàöèîíàëüíîãî ïîðòóãàëüñêîãî ìà-
òåìàòè÷åñêîãî ñîîáùåñòâà è, ñ äðóãîé ñòîðîíû, èíòåðíàöèîíàëèçà-
öèè ñâÿçåé ïîðòóãàëüñêèõ ìàòåìàòèêîâ ñ ìàòåìàòèêàìè ïåðåäîâûõ
åâðîïåéñêèõ ñòðàí.

Â.È.Õàðëàìîâà, À.À.Õàðëàìîâ, Õ.Ð.Ìàëîíåê 175



Ïåðâûå îáùåíàó÷íûå æóðíàëû. Ïåðâûé åâðîïåéñêèé îáùå-
íàó÷íûé æóðíàë «Journal des Savants» ïîÿâèëñÿ âî Ôðàíöèè â
1665 ã. ïî èíèöèàòèâå Æ.-Á.Êîëüáåðà. Ïåðâûì ðåäàêòîðîì è èçäà-
òåëåì æóðíàëà áûë Ä. äå Ñàëëî. Â èçäàíèè «Journal des Savants»
(1665–1792 è ñ 1816) ó÷àñòâîâàëè òàêèå èçâåñòíûå äåÿòåëè ôðàí-
öóçñêîé êóëüòóðû, êàê ïîýòû è ëèòåðàòîðû Ì.Ë. äå Ãîìáåðâèëëü
è Æ.Øàïëåí. Æóðíàë ïå÷àòàåòñÿ ñ ðàçíîé ïåðèîäè÷íîñòüþ ñ 1665
ã. äî íàøèõ äíåé ñ ïåðåðûâîì â ïåðèîä ñ 1792 ïî 1816 ãã.

Ñ îïîçäàíèåì íà äâà ìåñÿöà 6 ìàðòà 1665 ã. â Àíãëèè ïîÿâèë-
ñÿ æóðíàë «Philosophical Transactions of the Royal Society» ïîä ðå-
äàêöèåé Ã.Îëüäåíáóðãà, ñåêðåòàðÿ Êîðîëåâñêîãî îáùåñòâà. Îëü-
äåíáóðã ââåë â îáèõîä ïðàêòèêó ïðåäâàðèòåëüíîãî ðåöåíçèðîâàíèÿ
ïðèñûëàåìûõ äëÿ ïóáëèêàöèè íàó÷íûõ ðóêîïèñåé íåçàâèñèìûìè
ýêñïåðòàìè. Ýòîò æóðíàë, îôèöèàëüíûé îðãàí Êîðîëåâñêîãî îá-
ùåñòâà, âûõîäèò åæåìåñÿ÷íî áåç ïåðåðûâîâ äî íàøåãî âðåìåíè.
Ëþáîïûòíî, ÷òî èç äåñÿòè ïóáëèêàöèé, ñîñòàâèâøèõ ïåðâûé íî-
ìåð, òðè áûëè âçÿòû èç «Journal des Savants».

Â 1668 ã. â Ðèìå ïîÿâèëñÿ ïåðâûé èòàëüÿíñêèé æóðíàë
«Giornale de’ Letterati» (Æóðíàë ëèòåðàòîðîâ), îñíîâàííûé Ô.Íà-
öàðè ïî îáðàçöó ôðàíöóçñêîãî «Journal des Savants», à â äàëüíåé-
øåì ñàì ïîñëóæèë îáðàçöîì äëÿ èòàëüÿíñêèõ îáùåíàó÷íûõ æóð-
íàëîâ. Æóðíàë, â êîòîðîì ïîìåùàëèñü ðàáîòû ëèòåðàòóðîâåä÷åñ-
êîãî, ÿçûêîâåä÷åñêîãî, ôèëîñîôñêîãî õàðàêòåðà, ïðîñóùåñòâîâàë
äî 1683 ã.

Â 1670 ã. Ãåðìàíñêàÿ àêàäåìèÿ åñòåñòâîèñïûòàòåëåé «Ëåîïîëü-
äèíà» (Deutsche Akademie der Naturforscher Leopoldina) â Øâåéí-
ôóðòå� íà÷àëà èçäàâàòü ñâîè òðóäû â æóðíàëå «Miscellanea curiosa
medico-physica» (Çàíèìàòåëüíàÿ ìåäèêî-ôèçèêà), â îñíîâíîì ýòî
áûëè ïóáëèêàöèè íà ìåäèêî-áèîëîãè÷åñêèå òåìû. Ýòîò æóðíàë
ñ÷èòàåòñÿ ïåðâûì ïåðèîäè÷åñêèì íàó÷íûì èçäàíèåì â îáëàñòè ìå-
äèöèíà è, ïîñëå íåñêîëüêèõ èçìåíåíèé íàçâàíèÿ, æóðíàë ñ 1932 ã.
ïðîäîëæàåò âûõîäèòü ïîä íàçâàíèåì «Nova Acta Leopoldina» (Íî-
âûé æóðíàë Ëåîïîëüäèíà).

Â 1682 ã. Î.Ìåíêå ïðåäïðèíÿë â Ëåéïöèãå èçäàíèå æóðíàëà
«Acta Eruditorum» íà ëàòèíñêîì ÿçûêå, êîòîðûé áûñòðî ïðèîáðåë
èçâåñòíîñòü, ñòàâ ñòîëü æå ïîïóëÿðíûì, êàê è «Journal des
Savants». Â åãî èçäàíèè äåÿòåëüíîå ó÷àñòèå ïðèíÿë Ëåéáíèö. Áëà-
ãîäàðÿ ñòàòüÿì Ëåéáíèöà æóðíàë ýòîò ñêîðî ïðèîáðåë îãðîìíîå
çíà÷åíèå äëÿ ìàòåìàòèêè. Æóðíàë «Acta Eruditorum» ïðîñóùåñò-
âîâàë äî 1731 ã.

Ëîíäîíñêèå æóðíàëû «The Ladies’ Diary: or, Woman’s
Almanack» (Äàìñêèé åæåäíåâíèê: èëè àëüìàíàõ æåíùèíû)
(1704–1841) è «Gentleman’s Diary or, The Mathematical
Repository»� (Ìóæñêîé åæåäíåâíèê: èëè ìàòåìàòè÷åñêèé ñáîðíèê)
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(1741–1800) ïå÷àòàëè ðàáîòû ìàòåìàòè÷åñêîãî ñîäåðæàíèÿ ñðåäè
äðóãèõ ïóáëèêàöèé íàó÷íî-ïîïóëÿðíîãî õàðàêòåðà.

Âî Ôðàíöèè ïî èíèöèàòèâå Ã.Ìîíæà è Ë.Êàðíî íà÷èíàåò èç-
äàâàòüñÿ æóðíàë «Journal de l’Ecole Polytechnique» (Æóðíàë Ïî-
ëèòåõíè÷åñêîé øêîëû) (ñ 1795) ïðè ñîçäàííîé â 1794 ã. çíàìåíè-
òîé ïàðèæñêîé Ïîëèòåõíè÷åñêîé øêîëå.

Â Ðîññèè ïåðâûì íàó÷íûì æóðíàëîì áûë èçäàâàåìûé Ïåòåð-
áóðãñêîé àêàäåìèåé íàóê (ïî èíèöèàòèâå Ã.Ô.Ìèëëåðà) æóðíàë
íà ëàòèíñêîì ÿçûêå «Commentarii Academiae Scientiarum Imperialis
Petropolitanae» (Êîììåíòàðèè Èìïåðàòîðñêîé ïåòåðáóðãñêîé àêà-
äåìèè íàóê) (1726–1751), ïðåäøåñòâåííèê «Èçâåñòèé Àêàäåìèè
íàóê». Ïîñëå 1751 ã. «Commentarii...» ïîä ðàçíûìè íàçâàíèÿìè
ïóáëèêîâàëèñü äî 1806 ã.	 Ðåôåðàòû íà ðóññêîì ÿçûêå ïóáëèêîâà-
ëèñü â ñïåöèàëüíîì íàó÷íîì æóðíàëå «Êðàòêîå îïèñàíèå Êîììåí-
òàðèåâ Àêàäåìèè íàóê» (1728), «Ñîäåðæàíèå ó÷åíûõ ðàññóæäåíèé
Àêàäåìèè íàóê» (1750–1759) è â îáùèõ æóðíàëàõ: «Ïðèìå÷àíèÿ ê
Âåäîìîñòÿì» (1728–1742), «Åæåìåñÿ÷íûå ñî÷èíåíèÿ, ê ïîëüçå è
óâåñåëåíèþ ñëóæàùèå» (1755–1781) è äð. Ñòàðåéøèé èç âûõîäÿ-
ùèõ äî ñèõ ïîð îòå÷åñòâåííûõ íàó÷íî-òåõíè÷åñêèõ æóðíàëîâ –
«Ãîðíûé æóðíàë» (ñ 1825).

Ðàçëè÷íûå îáùèå èçäàíèÿ àêàäåìèé, óíèâåðñèòåòîâ è íàó÷íûõ
îáùåñòâ òàêæå îòâîäÿò çíà÷èòåëüíîå ìåñòî ìàòåìàòè÷åñêèì ïóáëè-
êàöèÿì. Ñðåäè ýòèõ èçäàíèé â Ðîññèè: «Êàçàíñêèé âåñòíèê»
(1821–1833) è åãî ïðîäîëæåíèå «Ó÷åíûå çàïèñêè Êàçàíñêîãî óíè-
âåðñèòåòà» (ñ 1834), â êîòîðûõ âïåðâûå îïóáëèêîâàíû âàæíåéøèå
ñî÷èíåíèÿ Í.È.Ëîáà÷åâñêîãî, «Èçâåñòèÿ Ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêîãî
îáùåñòâà ïðè Êàçàíñêîì óíèâåðñèòåòå» (ñ 1891), «Ó÷åíûå çàïèñêè
èìïåðàòîðñêîãî Ìîñêîâñêîãî óíèâåðñèòåòà» (1833–1836), «Ó÷åíûå
çàïèñêè Ìîñêîâñêîãî óíèâåðñèòåòà». «Îòäåë ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñ-
êèé» (1880–1916), «Ó÷åíûå çàïèñêè Ìîñêîâñêîãî óíèâåðñèòåòà»
(ñ 1933).

Ðÿä îáùèõ æóðíàëîâ èìååò öåëüþ áûñòðîå îïóáëèêîâàíèå êî-
ðîòêèõ ïðåäâàðèòåëüíûõ ñîîáùåíèé î äîñòèãíóòûõ ðåçóëüòàòàõ ïî
ìàòåìàòèêå. Îñíîâíûå æóðíàëû ýòîãî òèïà: ôðàíöóçñêèé
«Comptes rendus de l‘Académie des sciences» (Òðóäû Àêàäåìèè
íàóê) (ñ 1835), «Proceedings of the National Academy of sciences of
the United States of America» (Òðóäû Íàöèîíàëüíîé àêàäåìèè
íàóê ÑØÀ) (ñ 1915), «Äîêëàäû Àêàäåìèè íàóê ÑÑÑÐ» (ñ 1922).

Ïî èíèöèàòèâå íåìåöêîãî ôèçèêà È.Ê.Ïîããåíäîðôà
 èçäàåòñÿ
ñïðàâî÷íèê «Biographisch-Literarisches Handwörterbuch der exakten
Naturwissenschaften» (Áèîãðàôè÷åñêî-ëèòåðàòóðíûé êàðìàííûé
ñëîâàðü òî÷íûõ íàóê) (ñ 1863), èçâåñòíûé êàê ñïðàâî÷íèê Ïîããåí-
äîðôà, ñîäåðæàùèé áèîãðàôè÷åñêèå ñâåäåíèÿ è íàó÷íóþ áèáëèîã-
ðàôèþ ó÷åíûõ, ðàáîòàâøèõ â îáëàñòè òî÷íûõ íàóê.
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Ìåæäóíàðîäíûé óêàçàòåëü íàó÷íûõ æóðíàëîâ, âûõîäèâøèõ â
XX â., «World List of Scientific Periodicals, published in the years
1900–1960» (Ñïèñîê âñåìèðíîé íàó÷íîé ïåðèîäèêè) (4 ed., vol.1–3,
1963–1965), ñîäåðæèò îêîëî 60 òûñ. íàçâàíèé æóðíàëîâ (ïî âñåì íà-
óêàì), â òîì ÷èñëå è ïðåêðàòèâøèõ èçäàíèå. Ïîäñ÷åòû ïî ôîíäàì
Áðèòàíñêîé íàöèîíàëüíîé áèáëèîòåêè äàþò îêîëî 35 òûñ. íàçâàíèé
òåêóùèõ æóðíàëîâ ïî òî÷íûì, åñòåñòâåííûì è ïðèêëàäíûì íàóêàì.
Â íèõ åæåãîäíî ïóáëèêóåòñÿ íå ìåíåå 3 ìëí. ñòàòåé.

Ìàòåìàòè÷åñêèå æóðíàëû. Ñ íà÷àëà XIX â. ïîÿâëÿþòñÿ ñïå-
öèàëèçèðîâàííûå ìàòåìàòè÷åñêèå æóðíàëû. Â 1799–1804 ãã. â
Ëîíäîíå âûïóñêàëñÿ ìàòåìàòè÷åñêèé æóðíàë «The Mathematical
Repository» (Ìàòåìàòè÷åñêèé ñáîðíèê), â 1806–1833 ãã. ïå÷àòà-
ëîñü åãî ïðîäîëæåíèå – «New Series of the Mathematical
Repository» (Íîâûå âûïóñêè Ìàòåìàòè÷åñêîãî ñáîðíèêà). Â ýòîì
æóðíàëå êðîìå îðèãèíàëüíûõ ñî÷èíåíèé òàêæå ïåðåïå÷àòûâàëèñü
íåêîòîðûå èç óæå îïóáëèêîâàííûõ ðàáîò Æ.Ëàãðàíæà, À.Ì.Ëå-
æàíäðà è Ë.Ýéëåðà.

Â 1810 ã. èç-çà òðóäíîñòåé â ïóáëèêàöèè ñâîèõ èññëåäîâàíèé
ôðàíöóçñêèé ìàòåìàòèê Æ.Æåðãîíí îñíîâàë ñâîé ñîáñòâåííûé ìà-
òåìàòè÷åñêèé æóðíàë «Annales de mathématiques pures et appli-
quées» (Àííàëû ÷èñòîé è ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè), íà êîòîðûé çà-
÷àñòóþ ññûëàþòñÿ, êàê íà æóðíàë Æåðãîííà («Annales de
Gergonne»), æóðíàë âûõîäèë äî 1831 ã. Æóðíàë Æåðãîííà íåêîòî-
ðûå àâòîðû ñ÷èòàþò ïåðâûì ñïåöèàëèçèðîâàííûì ìàòåìàòè÷åñêèì
æóðíàëîì [1], îäíàêî, ñ íàøåé òî÷êè çðåíèÿ, ïåðâûì òàêèì æóðíà-
ëîì âñå-òàêè áûë àíãëèéñêèé «The Mathematical Repository».

Â 1826 ã. â Ãåðìàíèè íåìåöêèé ìàòåìàòèê À.Êðåëëå íà÷èíàåò
èçäàâàòü «Journal für die reine und angewandte Mathematik» (Æóð-
íàë òåîðåòè÷åñêîé è ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè), êîòîðûé íàçûâàëè
ïî èìåíè ðåäàêòîðà – «Crelle’s Journal» (æóðíàëîì Êðåëëå) äî
1855 ã., ïîçæå – «Borchardt’s Journal», a åùå ïîçæå – «Kronecker’s
Journal», íî íàçâàíèå æóðíàëà ïî èìåíè åãî ïåðâîãî èçäàòåëÿ è
ðåäàêòîðà Êðåëëå ñòàëî îáùåïðèíÿòûì. Óæå â ïåðâîì òîìå
«Crelle’s Journal» âûõîäÿò ñåìü ñòàòåé Í.Ã.Àáåëÿ, à âïîñëåäñòâèè
ïóáëèêóþòñÿ ðàáîòû Ã.Êàíòîðà. Ñ 1836 ã. âî Ôðàíöèè Æ.Ëèó-
âèëëü, ïðîäîëæàÿ òðàäèöèþ Æåðãîííà, íà÷èíàåò èçäàíèå «Journal
de mathématiques pures et appliquées» (Æóðíàë ÷èñòîé è ïðèêëàä-
íîé ìàòåìàòèêè). Ëèóâèëëü, îäíèì èç ïåðâûõ îñîçíàâ âàæíîñòü
íåîïóáëèêîâàííûõ ðàáîò Ý.Ãàëóà, îïóáëèêîâàë èõ â ñâîåì æóðíà-
ëå â 1846 ã. Îáà ýòèõ ñòàðåéøèõ ìàòåìàòè÷åñêèõ æóðíàëà ñóùåñò-
âóþò è â íàøè äíè. Â Àíãëèè íà÷èíàþò âûõîäèòü «The Cambridge
(and Dublin) Mathematical Journal» (Ìàòåìàòè÷åñêèé æóðíàë
Êåìáðèäæà (è Äóáëèíà)) (1839–1854) è æóðíàë «The Quarterly
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Journal of Pure and Applied Mathematics» (Åæåêâàðòàëüíûé æóð-
íàë ÷èñòîé è ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè) (1857–1927), îñíîâàííûé
èçâåñòíûì àíãëèéñêèì ìàòåìàòèêîì Ä.Ñèëüâåñòðîì�. Â Èòàëèè
Á.Òîðòîëèíè âûïóñêàåò æóðíàë «Annali di Scienze Matematiche e
Fisiche» (Ëåòîïèñü ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê) (1850–1857), êî-
òîðûé ñ 1858 ã. íàçûâàåòñÿ «Annali di Matematica Pura e
Applicata» (Ëåòîïèñü òåîðåòè÷åñêîé è ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè) è
âûõîäèò äî ñèõ ïîð.

Â Åâðîïå è Àìåðèêå ïðîäîëæàþò ïîÿâëÿòüñÿ íîâûå ìàòåìàòè-
÷åñêèå æóðíàëû: âî Ôðàíöèè – «Nouvelles Annales de
Mathématiques» (Íîâûå ëåòîïèñè ìàòåìàòèêè) (1842–1927) è
«Annales scientifiques de l’Ecole normale supérieure» (Íàó÷íûå àí-
íàëû Âûñøåé íîðìàëüíîé øêîëû) (ñ 1864), â Ãåðìàíèè – «Archiv
der Mathematik und Physik» (Àðõèâ ìàòåìàòèêè è ôèçèêè)
(1841–1920) è «Mathematische Annalen» (Ìàòåìàòè÷åñêèå àííàëû)
(ñ 1869), â Ïîðòóãàëèè – «Jornal de sciencias mathematicas e
astronómicas» (1877–1902) èçâåñòíûé òàêæå êàê «Teixeira Jornal»,
â ÑØÀ – «American Journal of Mathematics» (Àìåðèêàíñêèé æóð-
íàë ìàòåìàòèêè) (ñ 1878) è «Annals of mathematics» (Ìàòåìàòè-
÷åñêèå àííàëû) (ñ 1884), â Øâåöèè – «Acta mathematica» (Ìàòå-
ìàòè÷åñêèé æóðíàë) (ñ 1882).

Âî âòîðîé ïîëîâèíå XIX â. îáðàçóåòñÿ ðÿä ìàòåìàòè÷åñêèõ îá-
ùåñòâ, êîòîðûå íà÷èíàþò èçäàâàòü íîâûå ìàòåìàòè÷åñêèå æóðíà-
ëû, íåêîòîðûå èç êîòîðûõ âûõîäÿò è â íàñòîÿùåå âðåìÿ:
«Proceedings of the London Mathematical Society» (Òðóäû Ëîíäîí-
ñêîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî îáùåñòâà) (ñ 1865); «Ìàòåìàòè÷åñêèé ñáîð-
íèê» (ñ 1866)��; «Bulletin de la Société mathématique de France»
(Âåñòíèê ìàòåìàòè÷åñêîãî îáùåñòâà Ôðàíöèè) (ñ 1872); «�asopis
pro p�stování matematiky a fysiky»�� (Ïðèêëàäíàÿ ìàòåìàòèêà è
ôèçèêà) (1872–1950), ñ 1950 ã. ýòîò ÷åøñêèé æóðíàë âûõîäèë ïîä
íàçâàíèåì «�asopis pro p�stování matematiky» (Ïðèêëàäíàÿ ìàòå-
ìàòèêà), à ñ 1990 ã. – ïîä íàçâàíèåì «Mathematica Bohemica»
(Ìàòåìàòèêà Áîãåìèè); «Ñîîáùåíèÿ Õàðüêîâñêîãî ìàòåìàòè÷åñêî-
ãî îáùåñòâà»�� (1879–1917); «Proceedings of the Edinburgh
Mathematical Society» (Òðóäû ìàòåìàòè÷åñêîãî îáùåñòâà Ýäèíáóð-
ãà) (ñ 1883); «Rendiconti del Circolo matematico di Palermo» (Èç-
âåñòèÿ ìàòåìàòè÷åñêîãî ñîîáùåñòâà Ïàëåðìî) (ñ 1884);
«Mitteilungen der Deutschen Mathematiker-Vereinigung» (Âûïóñêè
íåìåöêîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî îáùåñòâà) (ñ 1890); «Bulletin of the
American Mathematical Society» (Áþëëåòåíü àìåðèêàíñêîãî ìàòå-
ìàòè÷åñêîãî îáùåñòâà) (ñ 1891). Íà÷àëî XX â. îòìå÷åíî ïîÿâëåíè-
åì íîâûõ ñïåöèàëèçèðîâàííûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ æóðíàëîâ, âûõîäÿ-
ùèõ âî ìíîãèõ ñòðàíàõ Åâðîïû, â Ñåâåðíîé Àìåðèêå (ÑØÀ è Êà-
íàäà), â Àâñòðàëèè è ßïîíèè. Â ïðèìå÷àíèÿõ ïðèâîäèòñÿ õðîíî-
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ëîãè÷åñêèé ñïèñîê îñíîâíûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ æóðíàëîâ ýòîãî ïåðè-
îäà��.

Æóðíàëû ïî îòäåëüíûì ðàçäåëàì ìàòåìàòèêè. Æóðíàëû ïî
êîíêðåòíûì ðàçäåëàì ìàòåìàòèêè âîçíèêëè óæå â XIX â., ïåðâû-
ìè îòäåëüíûìè íàïðàâëåíèÿìè ñòàëè ñòàòèñòèêà è èñòîðèÿ ìàòå-
ìàòèêè [2]. Îäèí èç ñòàðåéøèõ ñïåöèàëèçèðîâàííûõ æóðíàëîâ –
«Journal of the Statistical Society of London» (Æóðíàë ñòàòèñòè-
÷åñêîãî îáùåñòâà Ëîíäîíà) (1838–1886), ñ 1887 ïî 1947 ã. âûõî-
äèë êàê «Journal of the Royal Statistical Society»�� (Æóðíàë Êî-
ðîëåâñêîãî ñòàòèñòè÷åñêîãî îáùåñòâà). Ïîçæå â ÑØÀ íà÷àë ïóá-
ëèêîâàòüñÿ «Journal of the American Statistical Association»
(Æóðíàë àìåðèêàíñêîé ñòàòèñòè÷åñêîé àññîöèàöèè) (ñ 1888). Â
Àíãëèè (Îêñôîðä) âûõîäèò æóðíàë ïî òåîðåòè÷åñêèì âîïðîñàì
ñòàòèñòèêè «Biometrika» (Áèîìåòðèêà) (ñ 1901). Æóðíàë íàó÷-
íî-èñòîðè÷åñêîãî ñîäåðæàíèÿ âûïóñêàåòñÿ â Èòàëèè ìàòåìàòèêîì
è èñòîðèêîì íàóêè Áàëäàññàðîì Áîíêîìïàãíè «Bulletino di
Bibliografia e di Storia delle Scienze Mathematiche e Fisiche»
(Áþëëåòåíü áèáëèîãðàôèè è èñòîðèè ìàòåìàòè÷åñêèõ è ôèçè÷åñ-
êèõ íàóê) (1868–1887). Â Ãåðìàíèè âûõîäèò æóðíàë èñòîðè÷åñ-
êèõ î÷åðêîâ î ìàòåìàòèêå «Abhandlungen zur Geschichte der
Mathematischen Wissenschaften mit Einschluss ihrer Anwedungen»
(Î÷åðêè ïî èñòîðèè ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê, âêëþ÷àÿ èõ ïðèìåíå-
íèå) (1877–1913), à â Øâåöèè – èñòîðèêî-ìàòåìàòè÷åñêèé æóð-
íàë «Bibliotheca Mathematica» (Ìàòåìàòè÷åñêàÿ áèáëèîòåêà)
(1884–1914) èçäàâàâøèéñÿ èñòîðèêîì è ìàòåìàòèêîì Ã.Ýíåñò-
ðåìîì. Â Ðîññèè Â.Â.Áîáûíèí èçäàâàë æóðíàë «Ôèçèêî-ìàòåìà-
òè÷åñêèå íàóêè â èõ íàñòîÿùåì è ïðîøåäøåì» (1884–1894), ïîñ-
âÿùåííûé ÷èñòîé è ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêå, àñòðîíîìèè è ôèçè-
êå, à òàêæå èñòîðèè ìàòåìàòèêè è ôèçèêè.

Èíòåíñèâíîå ðàçäåëåíèå îáùåìàòåìàòè÷åñêèõ æóðíàëîâ íà ïå-
ðèîäè÷åñêèå èçäàíèÿ â ðàçëè÷íûõ ñïåöèàëèçèðîâàííûõ îáëàñòÿõ
ìàòåìàòèêè íà÷àëîñü â XX â. Â Âàðøàâå ïîëüñêèå ìàòåìàòèêè
Â.Ñåðïèíñêèé, Ñ.Ìàçóðêåâè÷ è Ç.ßíèøåâñêèé îñíîâàëè æóðíàë
«Fundamenta Mathematicae» (Îñíîâû ìàòåìàòèêè) (ñ 1920), ïîñ-
âÿùåííûé âîïðîñàì òåîðèè ìíîæåñòâ è åå ïðèëîæåíèÿì, à â Ëüâî-
âå ïîä ðåäàêöèåé ïîëüñêèõ ìàòåìàòèêîâ Ñ.Áàíàõà è Ã.Øòåéíãàóçà
ñòàë èçäàâàòüñÿ æóðíàë «Studia Mathematica» (Ìàòåìàòè÷åñêèå
èññëåäîâàíèÿ) (ñ 1929), ñïåöèàëèçèðîâàâøèéñÿ íà ïðîáëåìàõ ôóí-
êöèîíàëüíîãî àíàëèçà. Â ïîñëåäóþùèå ãîäû âîçíèêàþò íîâûå ìà-
òåìàòè÷åñêèå æóðíàëû ïî îòäåëüíûì äèñöèïëèíàì��.

Ðåôåðàòèâíûå æóðíàëû. Âî âòîðîé ïîëîâèíå XIX â. íà÷èíà-
åòñÿ äåÿòåëüíîñòü ïî îïîâåùåíèþ î ñîäåðæàíèè ìàòåìàòè÷åñêèõ
ðàáîò (â òîì ÷èñëå è æóðíàëüíûõ ñòàòåé), ïóáëèêóþùèõñÿ â ðàç-
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ëè÷íûõ ñòðàíàõ ìèðà, êîòîðàÿ â íà÷àëå XX â. ïðèíÿëà ñîâðåìåí-
íóþ ôîðìó – ïóáëèêàöèþ ðåôåðàòèâíûõ æóðíàëîâ. Ïåðâûì òàêèì
æóðíàëîì, ïîÿâèâøèìñÿ â 1868 ã., ñòàë «Jahrbuch über die
Fortschritte der Mathematik» (Åæåãîäíèê ïðîãðåññà â ìàòåìàòèêå).
Â ïåðèîä ñ 1985 ïî 1900 ãã. Â.Â.Áîáûíèí âûïóñêàåò æóðíàë «Ðóñ-
ñêàÿ ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêàÿ áèáëèîãðàôèÿ» (ò.1–3). Â 1904–1917
ãã. âûõîäèò «Ðóññêàÿ áèáëèîãðàôèÿ ïî åñòåñòâîçíàíèþ è ìàòåìà-
òèêå, ñîñòàâëåííàÿ ñîñòîÿùèì ïðè èìï. Àêàäåìèè íàóê Ñ.-Ïåòåð-
áóðãñêèì áþðî ìåæäóíàðîäíîé áèáëèîãðàôèè» (ò.1–9). Â 1931 ã.
íà÷àëñÿ âûïóñê æóðíàëà «Zentralblatt für Mathematik und ihre
Grenzgebiete» (Ìåæäóíàðîäíûé æóðíàë ìàòåìàòèêè è ñìåæíûõ
îáëàñòåé), â 1939 ã. – «Ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèé ðåôåðàòèâíûé
æóðíàë» (âûõîäèë äî 1941), â 1940 ã. – «Mathematical Reviews»
(Ìàòåìàòè÷åñêèå îáçîðû), â 1953 ã. – «Ðåôåðàòèâíûé æóðíàë.
Ìàòåìàòèêà».

Æóðíàëû ïî îáùèì âîïðîñàì è ïî ýëåìåíòàðíîé ìàòåìàòè-
êå. Îòäåëüíóþ ãðóïïó ñîñòàâëÿþò íàó÷íî-ìåòîäè÷åñêèå ìàòåìàòè-
÷åñêèå æóðíàëû, ïîñâÿùåííûå âîïðîñàì ïðåïîäàâàíèÿ ìàòåìàòèêè
â ñðåäíèõ è âûñøèõ ó÷åáíûõ çàâåäåíèÿõ. ×èñëî òàêèõ æóðíàëîâ
çà ïîñëåäíèå äâà âåêà íåóêëîííî óâåëè÷èâàëîñü ïî ìåðå ðàñïðîñò-
ðàíåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêîãî îáðàçîâàíèÿ, è äîêàçàòåëüñòâîì ýòîãî ìî-
æåò ñëóæèòü ñïèñîê æóðíàëîâ, ïðèâåäåííûé â ïðèìå÷àíèÿõ äëÿ
íåêîòîðûõ ñòðàí��.

Èñòîðè÷åñêèå îñîáåííîñòè ðàçâèòèÿ ìàòåìàòèêè â Ïîðòóãà-
ëèè. Õîòÿ ìàòåìàòèêà, êàê èíòåëëåêòóàëüíûé ôåíîìåí, íå èìååò
æåñòêîé ïðèâÿçêè ê ñîöèàëüíî-ýêîíîìè÷åñêèì ôàêòîðàì, ðàññìàò-
ðèâàåìûå çäåñü âîïðîñû, íà íàø âçãëÿä, öåëåñîîáðàçíî ïðåäñòà-
âèòü â ñîöèàëüíî-èñòîðè÷åñêîì êîíòåêñòå. Äëÿ ýòîãî íåîáõîäèìî
ïðèâåñòè êðàòêóþ ñïðàâêó ïî èñòîðèè Ïîðòóãàëèè.

Ïîðòóãàëüñêàÿ èìïåðèÿ�	 ïîñëå ýïîõè âåëèêèõ ãåîãðàôè÷åñêèõ
îòêðûòèé ñòàëà â XVI â. ïåðâîé â ìèðå èìïåðèåé íà ïÿòè êîíòè-
íåíòàõ. Íî óæå â êîíöå XVI ñòîëåòèÿ â Ïîðòóãàëèè íàñòóïèë ïå-
ðèîä óïàäêà, ïðîäîëæàâøèéñÿ äî ñåðåäèíû XVIII â.�
. Íåêîòîðûå
èçâåñòíûå åâðîïåéñêèå èìåíà èìåþò îòíîøåíèå ê Ïîðòóãàëèè. Áà-
ðóõ Ñïèíîçà áûë ñûíîì ïîðòóãàëüñêîãî åâðåÿ-ñåôàðäà, áåæàâøåãî
îò èíêâèçèöèè â Ãîëëàíäèþ. Àíãëèéñêèé ýêîíîìèñò Äàâèä Ðèêàð-
äî áûë ðîäîì èç ïîðòóãàëüñêî-åâðåéñêîé ñåìüè, áåæàâøåé â Ãîë-
ëàíäèþ, à çàòåì ïåðååõàâøåé â Àíãëèþ. Âåëèêèé èñïàíñêèé õó-
äîæíèê Äèåãî Âåëàñêåñ áûë ñûíîì óðîæåíöà ïîðòóãàëüñêîãî ãîðî-
äà Ïîðòó, âûíóæäåííîãî èñêàòü ðàáîòó â Ñåâèëüå. Ýòî ëèøü õà-
ðàêòåðíûå ïðèìåðû. Íî ýòè ïðèìåðû óêàçûâàþò íà äâå îñíîâíûå
ïðè÷èíû óïàäêà: 1) ïðåñëåäîâàíèÿ ïîðòóãàëüñêîé èíêâèçèöèè��,
ïîðîäèâøèå èçîëÿöèþ è ïàðàëèçîâàâøèå êóëüòóðíûå èíèöèàòèâû,
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è 2) ýêîíîìè÷åñêèé è ïîëèòè÷åñêèé êðèçèñ, êîòîðûé ñîçäàë â
ñòðàíå àòìîñôåðó äåïðåññèè è óíûíèÿ. Íà ïðîòÿæåíèè ÷àñòè XVI,
âñåãî XVII è ïåðâîé ïîëîâèíû XVIII ââ. èíêâèçèöèè óäàâàëîñü
óäåðæèâàòü ïîðòóãàëüñêóþ êóëüòóðó â èçîëÿöèè îò åâðîïåéñêèõ
ïðîöåññîâ ðàçâèòèÿ èäåé, ðàçâèòèÿ, êîòîðîå êàê ðàç â ýòó ýïîõó
áûëî âåñüìà èíòåíñèâíûì è òâîð÷åñêèì. Îò èäåé ýïîõ Ðåôîðìà-
öèè è Ïðîñâåùåíèÿ äî Ïîðòóãàëèè äîõîäèëà ëèøü òîíêàÿ ñòðóéêà
ðèñêîâàííîé èäåéíîé êîíòðàáàíäû [3].

Ãëàâíóþ ðîëü â êóëüòóðíîé æèçíè Ïîðòóãàëèè ñ êîíöà XVI äî
ñåðåäèíû XVIII ââ. èãðàëè èåçóèòû��. Èìåííî îíè ïðîäâèãàëè îá-
ðàçîâàíèå è êîíòðîëèðîâàëè ïðàêòè÷åñêè âñþ êóëüòóðíóþ æèçíü.
Âî âñåõ ñòðàíàõ, â êîòîðûõ ñîçäàâàëñÿ îðäåí, èåçóèòû áðàëè â ñâîè
ðóêè îáðàçîâàíèå è äåëàëè ýòî ñ áîëüøèì óñïåõîì��. Èåçóèòû â
ñâîèõ øêîëàõ, ðàçáðîñàííûõ ïî âñåé ñòðàíå, äàâàëè ñðåäíåå îáðàçî-
âàíèå è îáó÷àëè ãðàìîòå. Îáðàçîâàíèå, êîòîðîå îíè äàâàëè, áûëî
îäíîé èç ôîðì áîðüáû ñ åðåñüþ è äóõîì Ðåôîðìàöèè��.

Êíèãè äëÿ îáó÷åíèÿ áûëè òùàòåëüíî ïîäãîòîâëåíû. Â ýòèõ
ó÷åáíèêàõ, íàïèñàííûõ, êàê ïðàâèëî, ñ âûñîêèì ïåäàãîãè÷åñêèì
ìàñòåðñòâîì, îáúåäèíÿëîñü âñå îðòîäîêñàëüíîå ó÷åíèå, êîòîðîå â
óñëîâèÿõ Êîíòððåôîðìàöèè ñ÷èòàëîñü ñîîòâåòñòâóþùèì èñòèíàì
âåðû. Ýòè êíèãè, ÿçûêîì êîòîðûõ áûëà ëàòûíü, ÿâëÿëèñü îñíîâîé
îáðàçîâàíèÿ äî âðåìåí ìàðêèçà Ïîìáàëà��, çàïðåòèâøåãî èõ óïîò-
ðåáëåíèå â 1759 ã. Îíè áûëè åäèíñòâåííûìè êíèãàìè â òå÷åíèå ïî-
ëóòîðà âåêîâ, è ýòî ñäåëàëî èõ ñóùåñòâåííîé ïðè÷èíîé çàäåðæêè è
îòñòàëîñòè: â XVIII â. ïîðòóãàëüñêèå ñòóäåíòû ÷èòàëè ó÷åáíèêè,
èçëàãàâøèå èäåè íà÷àëà XVII â.

Âî âòîðîé ïîëîâèíå XVIII â. íà÷àëñÿ ïåðèîä ðåôîðì ìàðêèçà
Ïîìáàëà. Çà äâàäöàòü ñåìü ëåò ïðàâëåíèÿ ìàðêèç Ïîìáàë ðàçâåð-
íóë íåâèäàííûå â èñòîðèè Ïîðòóãàëèè ãîñóäàðñòâåííûå ïðåîáðàçî-
âàíèÿ. Îíè âêëþ÷àëè ðåîðãàíèçàöèþ ñòðóêòóðû îðãàíîâ âëàñòè,
ðàçâèòèå ýêîíîìèêè, ïåðåñòðîéêó ñèñòåìû îáðàçîâàíèÿ è ó÷åáíûõ
çàâåäåíèé. Â îáëàñòè ýêîíîìèêè Ïîìáàë áûë ñòîðîííèêîì ïðîòåê-
öèîíèçìà: îñûïàÿ ïðèâèëåãèÿìè ïîðòóãàëüñêèå ìàíóôàêòóðû è
òîðãîâûå êîìïàíèè, îí íàëîæèë çàïðåò íà ýêñïîðò íåîáðàáîòàííî-
ãî ñûðüÿ, ÷òî ïðèâåëî ê ñòàíîâëåíèþ íàöèîíàëüíîãî ïðîèçâîäñòâà
øåëêà, ñòåêëà è êåðàìèêè. Ñîîòâåòñòâåííî ðîñëî ñîïðîòèâëåíèå
åãî ðåôîðìàì ñî ñòîðîíû âûñøåé àðèñòîêðàòèè, èíêâèçèöèè è
âëèÿòåëüíîãî Îðäåíà èåçóèòîâ. Ïîñëå íåóäà÷íîãî ïîêóøåíèÿ íà
æèçíü êîðîëÿ (3 ñåíòÿáðÿ 1758 ã.), â êîòîðîì ìíîãèå âèäåëè ïðî-
èñêè èåçóèòîâ, Ïîìáàë äîáèëñÿ èõ èçãíàíèÿ èç ñòðàíû.

Ñ èçãíàíèåì èåçóèòîâ âîçíèêëà ñðî÷íàÿ íåîáõîäèìîñòü â ðå-
ôîðìå ñèñòåìû îáðàçîâàíèÿ. Åùå â 1759 ã. òåì æå çàêîíîì, êîòî-
ðûì îáúÿâëÿëîñü î çàêðûòèè èåçóèòñêèõ øêîë, áûëè ñîçäàíû
êëàññû äëÿ èçó÷åíèÿ ëàòèíñêîé ãðàììàòèêè è ðèòîðèêè âî âñåõ
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öåíòðàõ îêðóãîâ è çàïðåùàëîñü ïðåïîäàâàíèå ëèöàì, íå èìåâøèì
íà òî îôèöèàëüíîãî ðàçðåøåíèÿ. Â 1772 ã. áûë èçäàí çàêîí, ãäå
âïåðâûå â Ïîðòóãàëèè îïðåäåëÿëàñü îáðàçîâàòåëüíàÿ ïîëèòèêà.
Îñíîâíûå åå èäåè çàêëþ÷àëèñü â òîì, ÷òî îáðàçîâàíèå äîëæíî äà-
âàòüñÿ êàæäîìó â çàâèñèìîñòè îò ñîöèàëüíîãî ïîëîæåíèÿ, êîòîðîå
åìó ïðåäñòîèò çàíÿòü. Äëÿ òåõ, êòî çàéìåòñÿ ôèçè÷åñêèì òðóäîì,
øêîëüíîå îáðàçîâàíèå íå íóæíî – äîñòàòî÷íî íàñòàâëåíèé ïðèõîä-
ñêèõ ñâÿùåííèêîâ. Ñðåäè òåõ, êîìó ïðåäñòîèò çàíÿòü áîëåå âûñî-
êîå ïîëîæåíèå, ðàçëè÷àþòñÿ äâå êàòåãîðèè – òå, êîìó äîñòàòî÷íî
óìåòü ÷èòàòü, ïèñàòü è ñ÷èòàòü, è òå, êòî áóäåò ïðîäîëæàòü ó÷åáó è
ïîñòóïèò â óíèâåðñèòåò, ãäå äàåòñÿ îáðàçîâàíèå, «ïîçâîëÿþùåå ãî-
òîâèòü ãîñóäàðñòâåííûõ ìóæåé». Äëÿ íèõ ïðåäóñìàòðèâàëîñü ïî-
ëó÷åíèå ñðåäíåãî îáðàçîâàíèÿ: èçó÷åíèå ëàòèíñêîé ãðàììàòèêè,
ãðå÷åñêîãî ÿçûêà, ðèòîðèêè è ôèëîñîôèè. Ýòà êîíöåïöèÿ ñèñòåìû
îáðàçîâàíèÿ, êîòîðóþ ñîçäàë Ïîìáàë (ðóäèìåíòàðíûé óðîâåíü íà-
÷àëüíîãî îáðàçîâàíèÿ; âûñøåå îáðàçîâàíèå äëÿ ýëèòû; ñðåäíåå îá-
ðàçîâàíèå, ïðåäíàçíà÷åííîå, ãëàâíûì îáðàçîì, äëÿ ïîäãîòîâêè ê
âûñøåìó îáðàçîâàíèþ), ñîõðàíèòñÿ â îáùèõ ÷åðòàõ â íàöèîíàëü-
íîé ñèñòåìå áàçîâîãî îáðàçîâàíèÿ ïî÷òè äî ïîñëåäíåé ÷åòâåðòè
XX â.

Â òîì æå 1772 ã. áûë îáíàðîäîâàí íîâûé óíèâåðñèòåòñêèé óñ-
òàâ. Ñôîðìèðîâàâøàÿñÿ ê òîìó âðåìåíè â Ïîðòóãàëèè ñèñòåìà
âûñøåãî îáðàçîâàíèÿ áûëà î÷åíü íèçêîãî óðîâíÿ. Ñòóäåíòàì íå ñî-
îáùàëîñü ïðàêòè÷åñêè íè÷åãî î äîñòèæåíèÿõ â ôèëîñîôèè è â íàó-
êàõ çà ïîñëåäíèå äâà âåêà, èìåíà Íüþòîíà, Ð.Äåêàðòà, Ëåéáíèöà,
Ä.Ëîêêà â Óíèâåðñèòåòå Êîèìáðû íå ïðîèçíîñèëèñü [3]. Ðåôîðìà
Ïîìáàëà ðàäèêàëüíî èçìåíèëà êàê ñòðóêòóðó ó÷åáíîãî ïðîöåññà,
òàê è ìåòîäèêó îáó÷åíèÿ��. Â Óíèâåðñèòåòå Êîèìáðû áûëè îòêðû-
òû äâà íîâûõ ôàêóëüòåòà – ìàòåìàòè÷åñêèé è ôèëîñîôñêèé. Ôè-
ëîñîôñêèé ôàêóëüòåò ñîîòâåòñòâîâàë ñåãîäíÿøíèì ôàêóëüòåòàì åñ-
òåñòâåííûõ íàóê è âêëþ÷àë êóðñû ïî åñòåñòâåííûì íàóêàì, ýêñïå-
ðèìåíòàëüíîé ôèçèêå è õèìèè��. Â Êîèìáðå áûëè ñîçäàíû ôèçè-
÷åñêàÿ ëàáîðàòîðèÿ, áîòàíè÷åñêèé ñàä, àíàòîìè÷åñêèé òåàòð, àñò-
ðîíîìè÷åñêàÿ îáñåðâàòîðèÿ, óíèâåðñèòåòñêàÿ òèïîãðàôèÿ.

Íà÷àëî ñëåäóþùåãî XIX ñòîëåòèÿ íà÷àëîñü äëÿ Ïîðòóãàëèè
êðàéíå íåáëàãîïðèÿòíî. Ñòðàíà ïåðåæèëà òðè ôðàíöóçñêèõ âòîð-
æåíèÿ â ýïîõó íàïîëåîíîâñêèõ âîéí, çàòåì, â 1822 ã., ïðîèçîøëî
îòäåëåíèå Áðàçèëèè, ÷åì áûëà ïîäîðâàíà êîëîíèàëüíàÿ ýêîíîìèêà
Ïîðòóãàëèè. Óñèëèëîñü àíãëèéñêîå òîðãîâîå äîìèíèðîâàíèå, òîð-
ìîçèâøåå ðàçâèòèå íàöèîíàëüíîé ïðîìûøëåííîñòè. Ïîñëå ëèáå-
ðàëüíîé ðåâîëþöèè 1820 ã. è ïðèíÿòèÿ êîíñòèòóöèè 1822 ã. ðåàê-
öèîííûå êðóãè ïûòàëèñü âîññòàíîâèòü àáñîëþòèçì è îòìåíèòü êîí-
ñòèòóöèþ. Â ðåçóëüòàòå â 1828 ã. ðàçðàçèëàñü ãðàæäàíñêàÿ âîéíà,
îòìå÷åííàÿ ñõâàòêîé àáñîëþòèçìà è ëèáåðàëèçìà, çàêîí÷èâøàÿñÿ â
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1834 ã. óñòàíîâëåíèåì êîíñòèòóöèîííîé ìîíàðõèè. Âñëåäñòâèå
ïðîòèâîðå÷èâûõ ïîëèòè÷åñêèõ óñëîâèé, à òàêæå íåõâàòêè êàïèòà-
ëîâ, óñòàðåâøåãî îáîðóäîâàíèÿ è äàâëåíèÿ ñî ñòîðîíû èíîñòðàí-
íûõ êîíêóðåíòîâ ïîïûòêè ýêîíîìè÷åñêîãî âîññòàíîâëåíèÿ, ïðåäï-
ðèíÿòûå â 1820–1824 è 1834–1838 ãã., óñïåõà íå èìåëè.

Ñ ðàñïðîñòðàíåíèåì ëèáåðàëèçìà â îáùåñòâå íà÷àëîñü ìåä-
ëåííîå ôîðìèðîâàíèå ñðåäíåãî êëàññà ìåëêîé áóðæóàçèè. Ñèñòå-
ìà îáðàçîâàíèÿ, ñîçäàííàÿ âî âðåìåíà ìàðêèçà Ïîìáàëà, íå ïðå-
äóñìàòðèâàëà ñïåöèàëüíîãî îáðàçîâàòåëüíîãî óðîâíÿ äëÿ ýòîãî
íîâîãî ñëîÿ îáùåñòâà. Âûäâèíóòûé â ðåçóëüòàòå ðåâîëþöèè ïðî-
åêò ðåôîðìû ñèñòåìû îáðàçîâàíèÿ ïðåäóñìàòðèâàë ñîçäàíèå ëè-
öååâ (ïóòü â óíèâåðñèòåò) è øêîë ñðåäíåãî îáðàçîâàíèÿ (ïóòü ê
òðóäîóñòðîéñòâó). Ê ñîæàëåíèþ, ïðîåêò îñíîâûâàëñÿ íà èäåÿõ
çàèìñòâîâàííûõ èç Ôðàíöèè è íå ó÷èòûâàë ñïåöèôèêó ñîöèàëü-
íî-ýêîíîìè÷åñêîãî óñòðîéñòâà Ïîðòóãàëèè. Íîâàÿ ïðîãðàììà íà-
ðÿäó ñî ñòàðûìè ãóìàíèòàðíûìè ïðåäìåòàìè âêëþ÷àëà ôðàíöóç-
ñêèé, àíãëèéñêèé èëè íåìåöêèé ÿçûê, õèìèþ, ôèçèêó, åñòåñò-
âåííûå íàóêè, ìàòåìàòèêó. Îäíàêî îùóùàëàñü íåõâàòêà êâàëè-
ôèöèðîâàííûõ ó÷èòåëåé, à â îáùåñòâå îòñóòñòâîâàëî ïîíèìàíèå
íåîáõîäèìîñòè ïîëó÷åíèÿ îáðàçîâàíèÿ, ÷òî ïðèâåëî ê äåôèöèòó
ó÷àùèõñÿ. Â ðåçóëüòàòå ïðîåêò íå áûë îñóùåñòâëåí. Òîëüêî ñ
ïîÿâëåíèåì ïîåçäîâ è ïðîåçæèõ äîðîã íàáðàëà ñèëó îáùåñòâåí-
íàÿ ãðóïïà, êîòîðàÿ ñòàëà íàïðàâëÿòü ñâîèõ äåòåé â ëèöåè, è ïî-
ýòîìó îáó÷åíèå â ëèöåÿõ íà÷àëî ñòàíîâèòüñÿ îáûäåííîé ïðàêòè-
êîé ëèøü â 1860-å ãã.

Ïåðâàÿ ïîëîâèíà XIX â., êîòîðàÿ â Åâðîïå áûëà ïåðèîäîì èí-
òåíñèâíîé ýêîíîìè÷åñêîé äåÿòåëüíîñòè, â Ïîðòóãàëèè îêàçàëàñü
âðåìåíåì ñòàãíàöèè è äåïðåññèè, ÷òî ñåðüåçíî óñóãóáèëî îòñòàâà-
íèå Ïîðòóãàëèè. Õàðàêòåðíûì ïðèìåðîì ìîæåò ñëóæèòü òîò ôàêò,
÷òî ê íà÷àëó âòîðîé ïîëîâèíû XIX â. Ïîðòóãàëèÿ ïðàêòè÷åñêè íå
èìåëà òîðãîâîãî ôëîòà äëÿ ïîääåðæàíèÿ ñâÿçè ñî ñâîèìè êîëîíèÿ-
ìè â Àôðèêå [4] è áûëà âûíóæäåíà ïîëüçîâàòüñÿ óñëóãàìè áðèòàí-
ñêîãî è ãåðìàíñêîãî ôëîòîâ��.

Âòîðàÿ ïîëîâèíà XIX â. îêàçàëàñü áîëåå óñïåøíîé äëÿ ñòðàíû
[5]. Íà÷èíàåòñÿ ôàçà âîññòàíîâëåíèÿ è ýêñïàíñèè, íàçûâàåìàÿ â
Ïîðòóãàëèè «Regeneração» (ïåðèîäîì Âîññòàíîâëåíèÿ, èëè Âîç-
ðîæäåíèÿ). Îòìå÷àåòñÿ óñèëåíèå ðîëè ÷àñòíîãî ñåêòîðà è âìåøà-
òåëüñòâî ãîñóäàðñòâà, âçÿâøåãî íà ñåáÿ âûïîëíåíèå ïðîãðàììû
ñîçäàíèÿ êîììóíèêàöèé�	. Ýòîò ïåðèîä ïîðòóãàëüñêîé èñòîðèè
ñâÿçàí ñ ïîâûøåííîé àêòèâíîñòüþ â íàó÷íûõ è òâîð÷åñêèõ êðóãàõ
(÷òî íàáëþäàëîñü ðàíüøå òîëüêî â XVI â.), êîòîðàÿ, îäíàêî, áûñò-
ðî ïîøëà íà ñïàä óæå â íà÷àëå ñëåäóþùåãî XX ñòîëåòèÿ. Âî âòî-
ðîé ïîëîâèíå XIX â. áûëè ñîçäàíû íåêîòîðûå íàó÷íûå îáùåñòâà,
ñòàëè âûõîäèòü íîâûå ïîðòóãàëüñêèå æóðíàëû�
. Óñïåõè, äîñòèã-
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íóòûå â ýòîò ïåðèîä â îáëàñòè àðõåîëîãèè, èñòîðèè, ïðàâà, ìåäè-
öèíû, ãåîãðàôèè, ëèíãâèñòèêè, âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ êàæóòñÿ íåîæè-
äàííûìè. Ðîñò ýòîé óñïåøíîé äåÿòåëüíîñòè âî ìíîãîì ñâÿçàí ñ òåì
îáñòîÿòåëüñòâîì, ÷òî ïîñëå ëèáåðàëüíîé ðåâîëþöèè�� óíèâåðñèòåò-
ñêîå îáðàçîâàíèå â Ïîðòóãàëèè ñòàëî áîëåå äîñòóïíûì øèðîêèì
ñîöèàëüíûì ãðóïïàì. Ñîöèàëüíàÿ àêòèâíîñòü, âûçâàííàÿ çàìåíîé
ñòàðîãî ðåæèìà íîâûì îáùåñòâîì, âåðîÿòíî, ñòàëà ïðè÷èíîé èí-
òåëëåêòóàëüíûõ äâèæåíèé âî âòîðîé ïîëîâèíå XIX â. Îäíàêî ê
íà÷àëó XX â. ñèòóàöèÿ ñíîâà ìåíÿåòñÿ. Ïîñëå êðèçèñà 1891 ã.
îïÿòü íàñòóïàåò ôàçà ñòàãíàöèè è äåïðåññèè, êîòîðàÿ ïðîäîëæàåò-
ñÿ äî ñëåäóþùåãî ñòîëåòèÿ. Â 1910 ã. ïðîèñõîäèò èçìåíåíèå ãîñó-
äàðñòâåííîãî ñòðîÿ – ïàäåíèå ïîðòóãàëüñêîé ìîíàðõèè, ïðîâîçãëà-
øåíèå ðåñïóáëèêè è ïðîäîëæåíèå êîëîíèàëüíîé ïîëèòèêè (âïëîòü
äî ïîòåðè âñåõ êîëîíèàëüíûõ òåððèòîðèé â 2002 ã.).

Îáùåíàó÷íûå æóðíàëû â Ïîðòóãàëèè. Â Ïîðòóãàëèè â
1720 ã. â Ëèññàáîíå ïî äåêðåòó êîðîëÿ Æóàî V áûëà ñîçäàíà
«Academia Real da História Portuguesa» (Êîðîëåâñêàÿ àêàäåìèÿ ïîð-
òóãàëüñêîé èñòîðèè), ïðîñóùåñòâîâàâøàÿ äî 1776 ã.�� Çà âðåìÿ ñ
1721 äî 1736 ãã. Àêàäåìèÿ èñòîðèè âûïóñòèëà 15 òîìîâ îáùåãî æóð-
íàëà «Memórias» (Òðóäû) ñ ðàáîòàìè íà èñòîðè÷åñêèå òåìû è îò-
äåëüíûå ìîíîãðàôèè, íàïèñàííûå ÷ëåíàìè Àêàäåìèè. Æóðíàë
«Memórias» Êîðîëåâñêîé àêàäåìèè ïîðòóãàëüñêîé èñòîðèè ñòàë ïåð-
âûì íàó÷íûì èçäàíèåì â Ïîðòóãàëèè.

Êîðîëåâñêàÿ àêàäåìèÿ ïîðòóãàëüñêîé èñòîðèè ñòàëà ïðåäâåñò-
íèêîì ó÷ðåæäåíèÿ â 1779 ã. «Academia Real das Ciências de
Lisboa»�� (Êîðîëåâñêàÿ àêàäåìèÿ íàóê Ëèññàáîíà), êîòîðàÿ ñóùåñ-
òâóåò ïî ñåé äåíü��. Ïåðâûå ïóáëèêàöèè ïî ìàòåìàòèêå, êîòîðûå â
íàøå âðåìÿ ìîæíî êëàññèôèöèðîâàòü êàê íàó÷íûå ñòàòüè, ïîÿâè-
ëèñü â ïåðâîì âûïóñêå çà 1780–1788 ãã. íîâîãî àêàäåìè÷åñêîãî
æóðíàëà «Memórias da Academia Real das Ciências de Lisboa»
(Òðóäû êîðîëåâñêîé àêàäåìèè íàóê Ëèññàáîíà), îïóáëèêîâàííîì â
1797 ã. Ê êîíöó XIX â. ïîðòóãàëüñêàÿ Àêàäåìèÿ íàóê îïóáëèêîâà-
ëà 38 òîìîâ «Memórias», ïîñâÿùåííûõ ìàòåìàòèêå, ôèçèêå è åñ-
òåñòâåííûì íàóêàì. Ïîäðîáíûé àíàëèç íàó÷íûõ ïóáëèêàöèé çà
ýòîò ïåðèîä ñäåëàí â 1986 ã. â ðàáîòå Ô.Ð.Äèàøà Àãóäó [6]. Ïîç-
æå, â 1866 ã., ïîä ýãèäîé Àêàäåìèè áûë ñîçäàí æóðíàë «Jornal de
Sciencias Mathematicas, Physicas e Naturaes» (Æóðíàë ìàòåìàòè-
÷åñêèõ, ôèçè÷åñêèõ è åñòåñòâåííûõ íàóê), âûõîäèâøèé äî 1927 ã.
Íåñìîòðÿ íà ýïèçîäè÷åñêèå ïóáëèêàöèè ìàòåìàòè÷åñêèõ ñòàòåé, îñ-
íîâíîé îðèåíòàöèåé æóðíàëà (êàê è ïîäàâëÿþùåå ÷èñëî ïóáëèêà-
öèé) áûëà èñòîðèÿ åñòåñòâîçíàíèÿ.

Âñå èçäàíèÿ «Memórias da Academia Real das Ciências de
Lisboa» è âûïóñêè «Jornal de Sciencias Mathematicas, Physicas e
Naturaes» âûõîäèëè ñ áîëüøîé çàäåðæêîé (íà íåñêîëüêî ëåò) è
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÷àñòî ñîäåðæàëè ïóáëèêàöèè îðèãèíàëüíûõ ðàáîò ïî ìàòåìàòèêå,
äîëîæåííûõ íà çàñåäàíèÿõ Àêàäåìèè çàäîëãî äî âðåìåíè âûõîäà
èçäàíèÿ. Çàäåðæêà â ñðîêàõ è, ÷òî íåìàëîâàæíî, èñïîëüçîâàíèå â
ïóáëèêàöèÿõ òîëüêî ïîðòóãàëüñêîãî ÿçûêà ðåãóëÿðíî ïðèâîäèëè ê
óòðàòå ïðèîðèòåòà. Ìíîãèå ìàòåìàòè÷åñêèå èññëåäîâàíèÿ âåëèñü
íåçàâèñèìî è îäíîâðåìåííî â ðàçíûõ ñòðàíàõ Åâðîïû, ïîýòîìó íåò
íè÷åãî óäèâèòåëüíîãî â òîì, ÷òî ê îäíèì è òåì æå ðåçóëüòàòàì
ïðèõîäèëè ó÷åíûå â äðóãèõ ñòðàíàõ ñ íåáîëüøîé ðàçíèöåé âî âðå-
ìåíè. Â ðåçóëüòàòå ìàòåìàòè÷åñêèå èññëåäîâàíèÿ, ñäåëàííûå ïîç-
æå, ïóáëèêîâàëèñü â äðóãèõ æóðíàëàõ ðàíüøå è ïðèîáðåòàëè ïðè-
îðèòåòíîñòü ïî ñðîêàì ïóáëèêàöèè��. Íàó÷íàÿ èçîëèðîâàííîñòü
Ïîðòóãàëèè, ïî ìíåíèþ êðóïíåéøåãî ïîðòóãàëüñêîãî ìàòåìàòèêà
Ãîìåøà Òåéøåéðû [7], áûëà åùå îäíîé íåìàëîâàæíîé ïðè÷èíîé
ïîòåðè íàó÷íîãî ïðèîðèòåòà ïîðòóãàëüñêèìè ìàòåìàòèêàìè, ïå÷à-
òàâøèìèñÿ íà ïîðòóãàëüñêîì ÿçûêå.

Â 1852 ã. â Ïîðòóãàëèè â óíèâåðñèòåòå Êoèìáðû áûëà îñíîâà-
íà Àêàäåìèÿ íàóêè, ëèòåðàòóðû è èñêóññòâà – «Instituto de
Coimbra» (Èíñòèòóò Êoèìáðû), ñîçäàííàÿ íà îñíîâå êëóáà ïðåïî-
äàâàòåëåé óíèâåðñèòåòà «Clube dos Lentes» (Êëóá äîöåíòîâ) è ïðî-
äîëæàâøàÿ ñâîå ñóùåñòâîâàíèå äî 1982 ã. Ñëåäóÿ íîâûì ëèáåðàëü-
íûì èäåÿì ïåðèîäà ïîðòóãàëüñêîãî Âîçðîæäåíèÿ âòîðîé ïîëîâèíû
XIX â., íîâàÿ Àêàäåìèÿ äåêëàðèðîâàëà ñâîè ãëàâíûå çàäà÷è â ðàñ-
ïðîñòðàíåíèè è ðàçâèòèè íàóê, çàêîíîäàòåëüñòâà, èñêóññòâà è âîññ-
òàíîâëåíèè ïîðòóãàëüñêîé êóëüòóðû. Àêàäåìèÿ áûëà îðãàíèçîâàíà
â òîò ìîìåíò, êîãäà ëèáåðàëüíàÿ ïîëèòèêà íóæäàëàñü â ïðàêòè÷åñ-
êîé ðåàëèçàöèè è òðåáîâàëîñü îñîáîå âíèìàíèå ê ïðîñâåùåíèþ îá-
ùåñòâåííîñòè. Óæå ÷åðåç ãîä, â 1853 ã., Àêàäåìèÿ ïîëó÷èëà ïåð-
âóþ ïîääåðæêó îò ãîñóäàðñòâà: áûëî ðàçðåøåíî èçäàâàòü íàó÷-
íî-ëèòåðàòóðíûé æóðíàë â èçäàòåëüñòâå óíèâåðñèòåòà («Imprensa
da Universidade») çà ãîñóäàðñòâåííûé ñ÷åò��. Æóðíàë íàçûâàëñÿ
«O Instituto: Revista científica e literária» (Èíñòèòóò: íàó÷íûé è
ëèòåðàòóðíûé æóðíàë) è âûõîäèë äî 1981 ã. Âñåãî áûë èçäàí 141
òîì. Æóðíàë íå áûë ìàòåìàòè÷åñêèì, õîòÿ èíîãäà ïóáëèêîâàë
ñòàòüè ïðåïîäàâàòåëåé ìàòåìàòèêè óíèâåðñèòåòà â îñíîâíîì äèäàê-
òè÷åñêîãî õàðàêòåðà [8].

Êàê îòìå÷àåò Ë.Ñàðàèâà [9], ïîñëå ðàäèêàëüíûõ ðåôîðì óíè-
âåðñèòåòñêîãî îáðàçîâàíèÿ ïðîâåäåííûõ ìàðêèçîì Ïîìáàëîì â
1772 ã., ïîÿâëåíèå ôàêóëüòåòà ìàòåìàòèêè óíèâåðñèòåòà Êoèìáðû
íå îêàçàëî çàìåòíîãî âëèÿíèÿ íà ðàçâèòèå ìàòåìàòèêè â Ïîðòóãà-
ëèè â ïåðâûå òðè ÷åòâåðòè XIX â. Â ýòîò ïåðèîä ìàòåìàòè÷åñêèå
ïóáëèêàöèè æóðíàëà «O Instituto: Revista científica e literária» îò-
ðàæàëè ñèòóàöèþ íà ôàêóëüòåòå Ìàòåìàòèêè è íå ïðåäñòàâëÿëè
ñîáîé çàìåòíîãî íàó÷íîãî èíòåðåñà. Èñêëþ÷åíèåì áûëà ïåðåïå÷àò-
êà îðèãèíàëüíîé ðàáîòû âûäàþùåãîñÿ ïîðòóãàëüñêîãî ìàòåìàòèêà
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Æ.Àíàñòàñèo äà Êóíüÿ�� â âûïóñêå æóðíàëà 1856 ã. [10]. Ê ñîæà-
ëåíèþ òðóäû Àíàñòàñèo äà Êóíüè íå ïîëó÷èëè èçâåñòíîñòè, êàêîé
çàñëóæèâàëè.

Ïîäðîáíûé àíàëèç «Ìàòåìàòè÷åñêèõ íà÷àë» Àíàñòàñèo äà
Êóíüè [11] áûë ïðîâåäåí À.Ï.Þøêåâè÷åì [12–14]. Â ðàáîòå [12]
Þøêåâè÷ ðàññìàòðèâàåò ïðåäïîëîæåíèå î òîì, ÷òî Àíàñòàñèo äà
Êóíüÿ â ñâîèõ «Ìàòåìàòè÷åñêèõ íà÷àëàõ», îïóáëèêîâàííûõ ïîñ-
ìåðòíî â 1790 ã., ïðåäâîñõèòèë îòêðûòèå îáùåãî óñëîâèÿ ñõîäè-
ìîñòè ïðîèçâîëüíîãî ðÿäà ïðåäëîæåííîãî Î.Ë.Êîøè. Îáùåïðèç-
íàííîå îïðåäåëåíèå ïðèçíàêà ñõîäèìîñòè ðÿäîâ áûëî ïðåäñòàâëå-
íî Êîøè â 1821 ã. â êóðñå àíàëèçà «Cours d’analyse de l’École
royale polytechnique» (Êóðñ àíàëèçà Êîðîëåâñêîé ïîëèòåõíè÷åñ-
êîé øêîëû) [15] è èçâåñòíî òåïåðü, êàê óñëîâèÿ ñõîäèìîñòè áåñ-
êîíå÷íîãî ðÿäà Áîëüöàíî–Êîøè [16]. Âîïðîñ î ïðèîðèòåòå Àíàñ-
òàñèo äà Êóíüè áûë ïîñòàâëåí â 1940 ã. â ðàáîòå ïîðòóãàëüñêîãî
ìàòåìàòèêà Â.Ãîíñàëâåøà [17]. Þøêåâè÷ îáñóæäàåò ìíåíèå Ãîí-
ñàëâåøà è âûðàæàåò ñîìíåíèÿ â ÿâíîì ïðèîðèòåòå Àíàñòàñèo äà
Êóíüè. Îäíàêî Þøêåâè÷ ñðàçó îòìå÷àåò [11, ñ.157], ÷òî îí íå
ðàñïîëàãàåò îðèãèíàëüíûì èçäàíèåì òðóäîâ Àíàñòàñèo äà Êóíüè
è âûíóæäåí èñïîëüçîâàòü ôðàíöóçñêèé ïåðåâîä [18], îïóáëèêî-
âàííûé â 1811 ã. ó÷åíèêîì Àíàñòàñèo äà Êóíüè – ìàòåìàòèêîì
Æ.Ì. ä’Àáðåó. Àíàëèç ïîðòóãàëüñêîãî îðèãèíàëà «Ìàòåìàòè÷åñ-
êèõ íà÷àë», ñäåëàííûé ïîçæå â ðàáîòå [19], ïîêàçûâàåò, ÷òî
ôðàíöóçñêèé ïåðåâîä, õîòÿ îí è ñäåëàí ïî÷òè äîñëîâíî, íå ïåðå-
äàåò íåêîòîðûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ îñîáåííîñòåé îïðåäåëåíèé Àíàñ-
òàñèo äà Êóíüè. Ýòî åùå îäèí èç õàðàêòåðíûõ ïðèìåðîâ ïîòåðè
íàó÷íîãî ïðèîðèòåòà ïîðòóãàëüñêèì ìàòåìàòèêîì èç-çà íàó÷íîé
èçîëèðîâàííîñòè ñòðàíû. Íà íàø âçãëÿä, âîïðîñ ïðèîðèòåòà â îï-
ðåäåëåíèè êðèòåðèÿ ñõîäèìîñòè îñòàåòñÿ îòêðûòûì è íóæäàåòñÿ â
äàëüíåéøåì èññëåäîâàíèè.

Ïîÿâëåíèå ïåðâîãî ïîðòóãàëüñêîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî æóðíà-
ëà. Ñîâðåìåííûå àâòîðû îòìå÷àþò [7; 9; 20], ÷òî õîòÿ ìàòåìàòè-
÷åñêèå èññëåäîâàíèÿ â Ïîðòóãàëèè íà ïðîòÿæåíèè XVIII–XIX ââ.
áûëè äîñòàòî÷íî ñêðîìíûìè è îãðàíè÷åííûìè, äàæå íåìíîãèå îðè-
ãèíàëüíûå ðàáîòû òîãî âðåìåíè è òå îñòàâàëèñü íåèçâåñòíûìè
ìåæäóíàðîäíîìó íàó÷íîìó ñîîáùåñòâó è, êàê ñëåäñòâèå, òåðÿëè
ñâîé íàó÷íûé ïðèîðèòåò. Îñíîâíûìè ïðè÷èíàìè ýòîãî ïîëîæåíèÿ
áûëè: 1) ÿçûêîâûå îãðàíè÷åíèÿ (ïóáëèêàöèè òîëüêî íà ïîðòóãàëü-
ñêîì ÿçûêå), 2) òðàäèöèîííàÿ èçîëÿöèÿ ñòðàíû (ñîçäàííàÿ åùå â
ýïîõó èíêâèçèöèè) è 3) ïåðèôåðèéíîå ïîëîæåíèå ïîðòóãàëüñêèõ
Óíèâåðñèòåòîâ è Àêàäåìèè íàóê ïî îòíîøåíèþ ê èíòåëëåêòóàëü-
íûì öåíòðàì Åâðîïû. Â ñåðåäèíå âòîðîé ïîëîâèíû XIX â. â ïîð-
òóãàëüñêèõ íàó÷íûõ êðóãàõ ýòè ïðîáëåìû ïðåêðàñíî ïîíèìàëè, è
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âûõîäîì èç òàêîãî ïîëîæåíèÿ ìîãëî â ïåðâóþ î÷åðåäü ñëóæèòü
ñðî÷íîå íàëàæèâàíèå ìåæäóíàðîäíûõ êîíòàêòîâ è íàó÷íîãî îáìå-
íà [21].

Èìåííî â òàêîé ñèòóàöèè, êàê ïðè ïîääåðæêå ñî ñòîðîíû àêà-
äåìè÷åñêîãî ñîîáùåñòâà, òàê è ïàòðîíàòà âûñøèõ ïðàâèòåëüñòâåí-
íûõ êðóãîâ��, â 1877 ã. ïîÿâèëñÿ ïåðâûé ïîðòóãàëüñêèé ìàòåìàòè-
÷åñêèé æóðíàë «Jornal de sciencias mathematicas e astronómicas»
(Æóðíàë ìàòåìàòè÷åñêèõ è àñòðîíîìè÷åñêèõ íàóê), ñîçäàííûé Ãî-
ìåøåì Òåéøåéðîé, âïîñëåäñòâèè èçâåñòíûé òàêæå êàê «Teixeira
Jornal» (Æóðíàë Òåéøåéðû). Æóðíàë ïå÷àòàëñÿ â òèïîãðàôèè
Óíèâåðñèòåòà Êoèìáðû («Imprensa da Universidade») çà ãîñóäàðñò-
âåííûé ñ÷åò ïî ðàñïîðÿæåíèþ êîðîëåâñêîãî ìèíèñòðà Æ.Ëóñèàíî
äå Êàøòðó [22]. Ýòî áûë ïåðâûé ìàòåìàòè÷åñêèé æóðíàë íà Ïèðå-
íåéñêîì ïîëóîñòðîâå, íå çàâèñÿùèé îò óíèâåðñèòåòñêèõ èëè àêàäå-
ìè÷åñêèõ èíñòèòóòîâ. Æóðíàë èçäàâàëñÿ ñ ðàçíîé ïåðèîäè÷íîñòüþ
äî 1905 ã., çà ýòî âðåìÿ áûëî îïóáëèêîâàíî 15 ñâîäíûõ òîìîâ,
êàæäûé èç êîòîðûõ ñîñòîÿë èç íåñêîëüêèõ îòäåëüíûõ âûïóñêîâ
ñîáðàííûõ â îäèí òîì. Çàäà÷è æóðíàëà áûëè äåêëàðèðîâàíû ñðàçó
â íà÷àëå ïåðâîãî òîìà: ïðåîäîëåíèå ìàòåìàòè÷åñêîé èçîëÿöèè Ïîð-
òóãàëèè è íàëàæèâàíèå ïðÿìûõ êîíòàêòîâ ñ ìàòåìàòèêàìè äðóãèõ
ñòðàí. Äëÿ äîñòèæåíèÿ ýòèõ öåëåé áûëà èçìåíåíà òðàäèöèÿ èñ-
ïîëüçîâàíèÿ òîëüêî ïîðòóãàëüñêîãî ÿçûêà. Ñðåäè ïóáëèêàöèé
æóðíàëà ìîæíî âñòðåòèòü ñòàòüè, íàïèñàííûå ïî-ôðàíöóçñêè,
ïî-èòàëüÿíñêè è, êîíå÷íî, ïî-ïîðòóãàëüñêè. Íåêîòîðûå ïîðòóãàëü-
ñêèå ìàòåìàòèêè ïóáëèêîâàëè ñâîè ðàáîòû ïî-ôðàíöóçñêè (÷àñòî
ñàì Ãîìåø Òåéøåéðà). Íî îñíîâíûì ÿçûêîì ïóáëèêàöèé ïîðòó-
ãàëüñêèõ àâòîðîâ âñå æå îñòàâàëñÿ èõ ðîäíîé ÿçûê. Îäíà èç ñåðü-
åçíûõ îñîáåííîñòåé æóðíàëà ñîñòîÿëà â îòñóòñòâèè ïðåäâàðèòåëü-
íîãî ðåöåíçèðîâàíèÿ íåçàâèñèìûìè ýêñïåðòàìè, ýòó ðàáîòó âçÿë íà
ñåáÿ ñàì Ãîìåø Òåéøåéðà. Íàäî ñðàçó ïðèçíàòü, ÷òî ïîÿâëåíèå
«æóðíàëà Òåéøåéðû» äàëî ïîëîæèòåëüíûé ðåçóëüòàò, ñëàáîå è
ðàçðîçíåííîå ìàòåìàòè÷åñêîå ñîîáùåñòâî Ïîðòóãàëèè ñðàçó îòê-
ëèêíóëîñü íà âûõîä æóðíàëà íîâûìè ïóáëèêàöèÿìè. Â ïîñëåäíåé
÷åòâåðòè XIX â., êàê îòìåòèë Ë.Ñàðàèâà [9], ïîñëå ïîÿâëåíèÿ
«æóðíàëà Òåéøåéðû», íà÷àëàñü çàìåòíàÿ àêòèâèçàöèÿ äåÿòåëüíî-
ñòè ïîðòóãàëüñêèõ ìàòåìàòèêîâ (óâåëè÷åíèå ìàòåìàòè÷åñêîé àêòèâ-
íîñòè îöåíèâàëîñü êîëè÷åñòâåííî ïî ïðîñòîìó óâåëè÷åíèþ ÷èñëà
ïóáëèêàöèé, ÷òî, êîíå÷íî, íå îòðàæàåò ñòåïåíü èõ öåííîñòè äëÿ
ìàòåìàòèêè). Èíòåðåñåí è ñîñòàâ ïîðòóãàëüñêèõ àâòîðîâ ïðèñûëàâ-
øèõ ñâîè ðàáîòû: êðîìå óíèâåðñèòåòñêèõ ïðîôåññîðîâ ìàòåìàòè-
êè, àâòîðàìè ñòàòåé è êîììåíòàðèåâ áûëè øêîëüíûå ó÷èòåëÿ, ïðå-
ïîäàâàòåëè ïîëèòåõíè÷åñêèõ èíñòèòóòîâ, âîåííûå èíæåíåðû è ïðå-
ïîäàâàòåëè ðàçëè÷íûõ âîåííûõ øêîë.
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Â æóðíàëå «Jornal de sciencias mathematicas e astronómicas»,
êðîìå ñàìîãî Ãîìåøà Òåéøåéðû, ïóáëèêîâàëèñü èçâåñòíûå ïîðòó-
ãàëüñêèå ìàòåìàòèêè: Ô.Ïîíòå Îðòà, Æ.À.Ìàðòèíø äà Ñèëâà,
Ä.Ïåðåéðà äà Ñèëâà, Á.Êàáåäî, Ð.Ãèìàðàèø.

Ìíîãî÷èñëåííûå ëè÷íûå êîíòàêòû Ãîìåøà Òåéøåéðû, åãî èí-
òåíñèâíàÿ ïåðåïèñêà ñ èçâåñòíûìè ìàòåìàòèêàìè è øèðîêîå ïðèç-
íàíèå åãî ðàáîò ïîçâîëèëè ïðèâëå÷ü ê ó÷àñòèþ â æóðíàëå ìàòåìà-
òèêîâ èç ìíîãèõ åâðîïåéñêèõ ñòðàí: Ôðàíöèè, Ãåðìàíèè, Èòàëèè,
Ðîññèè, Äàíèè, ×åõèè, Áåëüãèè, Èñïàíèè, Øâåéöàðèè, Ãîëëàí-
äèè. Ó÷àñòèå èíîñòðàííûõ ìàòåìàòèêîâ â «æóðíàëå Òåéøåéðû» ñ
ãîäàìè óâåëè÷èâàëîñü. Â ïåðâûõ âûïóñêàõ æóðíàëà ñíà÷àëà ïîÿâ-
ëÿþòñÿ ïóáëèêàöèè Ø.Ýðìèòà è Ã.Äæ.Áåëëàâèòèñà. Çàòåì êðóã
ðàñøèðÿåòñÿ, â êàæäîì òîìå æóðíàëà ïîÿâëÿþòñÿ íîâûå èìåíà, à
íåêîòîðûå ìàòåìàòèêè ïóáëèêóþòñÿ ïî íåñêîëüêî ðàç çà ãîä â îä-
íîì òîìå æóðíàëà. Â «æóðíàëå Òåéøåéðû» ïå÷àòàëèñü Ø.Ýðìèò,
Ø.Âàëëå Ïóññåí, Ã.Äæ.Áåëëàâèòèñ, Ì.Ëåðõ, Ý.×åçàðî, Ã.Âèâàí-
òè, Ì.Áèðãåð Õàíñòåä, Ì.Ä’Îêàíü, Äæ.Ëîðèà, Ê.Ëåïýæ, À.Ãóö-
ìåð, Æ.Ïèðîíäèíè, Ý.Âåéð, Ì.Áàññàíè, È.Ïëàìåíåâñêèé�	,
Ñ.Ïèíêåðëå, Ì.Ëåïîí, Ð.Ìàðêîëîíãî, Æ.Äóðàí Ëîðèãà, Ä.Áåññî,
Ý.Ëåìóàí, Ì.Ï.Ñõîóòå, Ý.Íîâàðåçå, Ô.Ñèáèðàíè. Ýòîò ñïèñîê àâ-
òîðîâ, ñîñòîÿâøèõ â íàó÷íîé ïåðåïèñêå ñ Ãîìåøåì Òåéøåéðîé è
ïóáëèêîâàâøèõ ñâîè ðàáîòû â ïîðòóãàëüñêîì æóðíàëå «Jornal de
sciencias mathematicas e astronómicas», ÿâëÿåòñÿ ëó÷øèì ïðèçíàêîì
èíòåðíàöèîíàëèçàöèè ìàòåìàòè÷åñêîãî æóðíàëà. Èíîñòðàíöû îõîò-
íî ïå÷àòàëèñü â ïîðòóãàëüñêîì æóðíàëå, à ìàòåìàòèêè â Ïîðòóãà-
ëèè çíàêîìèëèñü ñ íîâåéøèìè ìàòåìàòè÷åñêèìè òå÷åíèÿìè òîãî
âðåìåíè. Ïîñòåïåííî ñîäåðæàíèå æóðíàëà èçìåíÿëîñü. Æóðíàë èç
íàó÷íî-èíôîðìàöèîííîãî (â íà÷àëüíûõ âûïóñêàõ) ïðåâðàòèëñÿ â
íàó÷íûé æóðíàë, ïóáëèêóþùèé îðèãèíàëüíûå ñòàòüè è òåêóùóþ
ìàòåìàòè÷åñêóþ áèáëèîãðàôèþ.

Îò èíîñòðàííûõ ìàòåìàòèêîâ â æóðíàëå ïðèíèìàëèñü ê ïóá-
ëèêàöèè äâà òèïà ðàáîò: âî-ïåðâûõ, ýòî áûëè òðàäèöèîííûå íàó÷-
íûå ñòàòüè è, âî-âòîðûõ, ïóáëèêàöèè ïèñåì èç ìàòåìàòè÷åñêîé ïå-
ðåïèñêè Ãîìåøà Òåéøåéðû. Ïóáëèêàöèé âòîðîãî òèïà áûëî ãîðàç-
äî áîëüøå, îíè ïðåäñòàâëÿëè ñîáîé âûäåðæêè èç ïèñåì, âêëþ÷àþ-
ùèå íàó÷íûå ðåçóëüòàòû.

Êðîìå îòäåëîâ, ñîäåðæàùèõ íàó÷íûå ñòàòüè è çàìåòêè, â ïåð-
âûõ âûïóñêàõ «Jornal de sciencias mathematicas e astronómicas» ñó-
ùåñòâîâàë ðàçäåë, ïðåäíàçíà÷åííûé äëÿ ó÷èòåëåé ñðåäíåé øêîëû.
Ýòî áûëà ïîïûòêà ïðèâëå÷åíèÿ âîçìîæíûõ ïóáëèêàöèé ñî ñòîðî-
íû øêîëüíûõ ó÷èòåëåé ìàòåìàòèêè. Íî ýòîò ýêñïåðèìåíò îêàçàëñÿ
íåóäà÷íûì, è â ñëåäóþùèõ âûïóñêàõ æóðíàëà ïå÷àòàëèñü òîëüêî
ñòàòüè, çàìåòêè è êîììåíòàðèè.
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Â ïåðâûõ òîìàõ æóðíàëà, êðîìå íàó÷íûõ ñòàòåé, ïîìåùàëèñü
èíòåðåñíûå ìàòåìàòè÷åñêèå çàäà÷è äëÿ ÷èòàòåëåé, à íàèáîëåå óäà÷-
íûå èç ïðèñëàííûõ ðåøåíèé ïå÷àòàëèñü â ïîñëåäóþùèõ âûïóñêàõ.
Ýòè çàäà÷è ïðåäñòàâëÿëè ñîáîé àêòóàëüíûå ïðîáëåìû, âçÿòûå èç
íàó÷íûõ ñòàòåé èçâåñòíûõ ìàòåìàòèêîâ è åùå íå ðåøåííûå íà òîò
ìîìåíò. Ðåøåíèÿ çàäà÷, êàê ïðàâèëî, ïðèñûëàëèñü ïîðòóãàëüñêè-
ìè ìàòåìàòèêàìè, íî íåêîòîðûå ðåøåíèÿ òåõ æå çàäà÷, êîðîòêèå è
î÷åíü èçÿùíûå, áûëè ïðåäëîæåíû Ýðìèòîì è Áåëëàâèòèñîì.

Íà÷èíàÿ ñî âòîðîãî òîìà, â æóðíàëå ïîÿâëÿåòñÿ áèáëèîãðàôè-
÷åñêèé ðàçäåë, âêëþ÷àþùèé âñåìèðíóþ ìàòåìàòè÷åñêóþ ïåðèîäè-
êó è êíèãè. Áèáëèîãðàôèÿ ïîäãîòàâëèâàëàñü Ãîìåøåì Òåéøåéðîé
è, êðîìå èìåíè àâòîðà, íàçâàíèÿ ðàáîòû, æóðíàëà èëè ìåñòà ïóá-
ëèêàöèè, ñîäåðæàëà êðàòêèé ðåôåðàò, äàþùèé ïðåäñòàâëåíèå î ñî-
äåðæàíèè ðàáîòû. Ïî ìåðå ðàçâèòèÿ æóðíàëà êîëè÷åñòâî áèáëèîã-
ðàôèè óâåëè÷èâàëîñü, ïîýòîìó â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ óæå îáõîäè-
ëèñü áåç ðåôåðàòîâ.

Êðîìå ïóáëèêàöèè ñâîèõ èññëåäîâàíèé ïî÷òè â êàæäîì âûïóñ-
êå «Jornal de sciencias mathematicas e astronómicas», íà÷èíàÿ ñ
1877 ã., Ãîìåø Òåéøåéðà ðåãóëÿðíî ïîñûëàë áèáëèîãðàôèþ ðàáîò
ïîðòóãàëüñêèõ ìàòåìàòèêîâ â íåìåöêèé ðåôåðàòèâíûé æóðíàë
«Jahrbuch über die Fortschritte der Mathematik» à ñ 1894 ã. è â èç-
äàâàâøèéñÿ âî Ôðàíöèè «Le repertoire bibliographique des sciences
mathématiques» (Áèáëèîãðàôè÷åñêèé êàòàëîã ìàòåìàòè÷åñêèõ
íàóê).

Åñëè ïîäâåñòè èòîã, òî ìîæíî óòâåðæäàòü, ÷òî çàäà÷è æóðíàëà
«Jornal de sciencias mathematicas e astronómicas», ïîñòàâëåííûå â
ñàìîì íà÷àëå, áûëè âåñüìà óñïåøíî ðåøåíû. Áûëè íàëàæåíû ëè÷-
íûå êîíòàêòû è íàó÷íàÿ ïåðåïèñêà ñ èçâåñòíûìè ìàòåìàòèêàìè
äðóãèõ åâðîïåéñêèõ ñòðàí, ÷òî ïðèáëèçèëî ìàòåìàòèêîâ â Ïîðòóãà-
ëèè ê áîëåå òåñíîìó ñîòðóäíè÷åñòâó ñ çàðóáåæíûìè êîëëåãàìè.
Îäíàêî ÿâíî âèäíû è òðóäíîñòè. Ìàòåìàòè÷åñêîå ñîîáùåñòâî Ïîð-
òóãàëèè è ìåæäóíàðîäíîå ìàòåìàòè÷åñêîå ñîîáùåñòâî èìåëè ïðÿ-
ìûå êîíòàêòû ñ Ãîìåøåì Òåéøåéðîé, íî íå ìåæäó ñîáîé. Âñå çà-
ìûêàëîñü íà îäíîãî ÷åëîâåêà, áåç êîòîðîãî ïîðòóãàëüñêèå ìàòåìà-
òèêè è åâðîïåéñêîå ìàòåìàòè÷åñêîå ñîîáùåñòâî íå ìîãëè áû âçàè-
ìîäåéñòâîâàòü. Ýòè íåäîñòàòêè áûëè ÷àñòè÷íî èñïðàâëåíû ïîñëå
çàêðûòèÿ «æóðíàëà Òåéøåéðû» â 1905 ã. (ïîñëåäíèé 15 òîì áûë
íàïå÷àòàí â 1905 ã.). Â 1905 ã. Ãîìåø Òåéøåéðà îòêðûâàåò íîâûé
íàó÷íûé æóðíàë «Annaes Scientificos da Academia Polytechnica do
Porto» (Íàó÷íûå àííàëû ïîëèòåõíè÷åñêîé àêàäåìèè Ïîðòó). Íî-
âûé æóðíàë «Annaes» áûë îáùåíàó÷íûì è ïóáëèêîâàë ðàáîòû ïî
ìàòåìàòèêå, ôèçèêå, õèìèè è äðóãèì åñòåñòâåííûì íàóêàì. Äëÿ
ìàòåìàòèêîâ íîâûé æóðíàë «Annaes» äîëæåí áûë ñòàòü çàìåíîé
ñòàðîãî «Jornal de sciencias mathematicas e astronómicas». Æóðíàë
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«Annaes» ïå÷àòàåòñÿ ïî-ïðåæíåìó â òèïîãðàôèè Óíèâåðñèòåòà Êî-
èìáðû, à ïîñëå 1927 ã. ïðîäîëæàåò âûõîäèòü ïîä íîâûì íàçâàíèåì
«Anais da Faculdade de Sciências do Porto» è ïå÷àòàåòñÿ â òèïîãðà-
ôèè Ïîðòó «Imprensa Portuguesa». Â æóðíàëå ñ ñàìîãî íà÷àëà íà-
ðÿäó ñî ñòàòüÿìè ïîðòóãàëüñêèõ àâòîðîâ (êîòîðûå ñîñòàâëÿëè
áîëüøèíñòâî) ïå÷àòàëèñü è ðàáîòû èíîñòðàííûõ ìàòåìàòèêîâ (íå
òîëüêî èç Åâðîïû, íî äàæå èç ßïîíèè�
). Ïîÿâëÿþòñÿ íîâûå ïîð-
òóãàëüñêèå ìàòåìàòèêè: Æ.Â.Ãîíñàëâåø, À.Àëüìåéäà Êîøòà,
À.Ìîíòåéðî. Ñðåäè óæå óïîìÿíóòûõ àâòîðîâ «æóðíàëà Òåéøåé-
ðû» â æóðíàëå «Annaes» ïóáëèêóþòñÿ Ï.Àïïåëü, Ý.Ëàíäàó, Ò.Ëå-
âè-×èâèòà. Äàæå ïîñëå êîí÷èíû Ãîìåøà Òåéøåéðû â 1933 ã. æóð-
íàë è â ñëåäóþùåå äåñÿòèëåòèå îñòàåòñÿ îñíîâíûì ïîðòóãàëüñêèì
æóðíàëîì, ïóáëèêóþùèì íîâûå ìàòåìàòè÷åñêèå èññëåäîâàíèÿ.

Ïðèìå÷àíèÿ
� Ïîíÿòèå èíòåðíàöèîíàëèçàöèè äëÿ ìàòåìàòèêè äîâîëüíî ñïîðíî, â íàøå âðåìÿ íà

ñìåíó èíòåðíàöèîíàëèçàöèè ïðèøëà ãëîáàëèçàöèÿ, õîòÿ è ðàíüøå ìàòåìàòè÷åñêîå
çíàíèå íå èìåëî ãåîãðàôè÷åñêèõ ãðàíèö.

� Ñàìî ñëîâî «æóðíàë» ïðîèñõîäèò îò ëàòèíñêîãî diurnalis – åæåäíåâíûé, ÷òî íàïî-
ìèíàåò acta diurna Þëèÿ Öåçàðÿ.

� Ôðàíñèøêî Ãîìåø Òåéøåéðà (1851–1933) – èçâåñòíûé ïîðòóãàëüñêèé ìàòåìàòèê,
èçäàòåëü è îáùåñòâåííûé äåÿòåëü, ïðîôåññîð Óíèâåðñèòåòà Êîèìáðû (1879–1883),
Ïîëèòåõíè÷åñêîé àêàäåìèè Ïîðòó (1883–1911), ðåêòîð îòêðûòîãî â 1911 ã. Óíèâåð-
ñèòåòà Ïîðòî (1911–1929).

� Ïåðâûé ïîðòóãàëüñêèé ìàòåìàòè÷åñêèé æóðíàë «Jornal de sciencias mathematicas e
astronómicas» (1877–1902), èçâåñòíûé òàêæå êàê «Teixeira Jornal».

� Ãåðìàíñêàÿ àêàäåìèÿ åñòåñòâîèñïûòàòåëåé Ëåîïîëüäèíà («Deutsche Akademie der
Naturforscher Leopoldina») îñíîâàíà â 1652 ã. È.Ë.Áàóøåì â ãîðîäå Øâåéíôóðòå. Â
1687 ã. óòâåðæäåíà èìïåðàòîðîì Ëåîïîëüäîì I, îòêóäà îíà è ïîëó÷èëà íàçâàíèå Ëå-
îïîëüäèíà. Ñ 1878 ã. – â ãîðîäå Ãàëëå.

� Åùå èçâåñòíûé êàê «The mathematical repository: an almanac» (Ìàòåìàòè÷åñêèé ðå-
ïîçèòîðèé: àëüìàíàõ) èëè «A Collection of mathematical problems and enigmas» (Ñî-
áðàíèå ìàòåìàòè÷åñêèõ ïðîáëåì è çàãàäîê).

� Â èçäàíèÿõ Ïåòåðáóðãñêîé àêàäåìèè íàóê áûëè ïîìåùåíû 43 ðàáîòû Ä.Áåðíóëëè,
473 ðàáîòû Ë.Ýéëåðà (ïå÷àòàëèñü äî 1830 ã.), à òàêæå ðàáîòû çíàìåíèòûõ ðóññêèõ
ìàòåìàòèêîâ (Ì.Â.Îñòðîãðàäñêîãî 60 ðàáîò, Â.ß.Áóíÿêîâñêîãî 103 ðàáîòû,
Ï.Ë.×åáûøåâà 50 ðàáîò, Å.È.Çîëîòàðåâà 6 ðàáîò, À.À.Ìàðêîâà 51 ðàáîòà, À.Ì.Ëÿ-
ïóíîâà 20 ðàáîò, Â.À.Ñòåêëîâà 47 ðàáîò).

� Èîãàíí Êðèñòèàí Ïîããåíäîðô (1796–1877) – èçâåñòíûé íåìåöêèé ôèçèê, îñíîâà-
òåëü è ðåäàêòîð æóðíàëà «Annalen der Physik und Chemie» (Àííàëû ôèçèêè è õè-
ìèè) (1824–1860), èçäàâàë òàêæå (ñ 1863) ñïðàâî÷íèê, ñîäåðæàùèé áèîãðàôè÷å-
ñêèå ñâåäåíèÿ è áèáëèîãðàôèþ áîëüøîãî ÷èñëà ó÷åíûõ.

	 Äæåéìñ Äæîçåô Ñèëüâåñòð (1814–1897) – àíãëèéñêèé ìàòåìàòèê, îñíîâàë â 1878 ã.
«American Journal of Mathematics» (Àìåðèêàíñêèé æóðíàë ìàòåìàòèêè), âûõîäÿ-
ùèé äî íàøåãî âðåìåíè.

�
 Â 1864 ã. áûëî ñîçäàíî Ìîñêîâñêîå ìàòåìàòè÷åñêîå îáùåñòâî, âûïóñêàþùåå æóðíàë
«Ìàòåìàòè÷åñêèé ñáîðíèê», íà÷èíàÿ ñ 1866 ã.

�� Æóðíàë Ñîþçà ìàòåìàòèêîâ è ôèçèêîâ ×åõèè (Jednota �esk�ch matematik� a fyzik�),
îáðàçîâàí â Ïðàãå â 1869.

�� Â 1879 ã. ïî èíèöèàòèâå èçâåñòíîãî ðîññèéñêîãî ìàòåìàòèêà Â.Ã.Èìøåíåöêîãî áûëî
îñíîâàíî Õàðüêîâñêîå ìàòåìàòè÷åñêîå îáùåñòâî ïðè Õàðüêîâñêîì Óíèâåðñèòåòå.
Òîãäà æå áûëî ðåøåíî ó÷ðåäèòü æóðíàë «Ñîîáùåíèÿ Õàðüêîâñêîãî
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ìàòåìàòè÷åñêîãî îáùåñòâà» (1879–1917), ñòàâøèé â òå ãîäû îäíèì èç âåäóùèõ ìàòå-
ìàòè÷åñêèõ æóðíàëîâ Ðîññèè.

�� Ñðåäè íîâûõ æóðíàëîâ, ïîÿâèâøèõñÿ óæå â XX â.: «Transactions of the American
Mathematical Society» (ñ 1900), «Tohoku Mathematical Journal» (1911–1943 è ñ
1949), «Mathematische Zeitschrift» (ñ 1918), «Fundamenta mathematicae» (ñ 1920),
«Journal of the London Mathematical Society» (ñ 1926), «Quarterly Journal of Mathe-
matics» (ñ 1930), «Scripta mathematica» (ñ 1931), «Duke Mathematical Journal» (ñ
1935), «Óñïåõè ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê» (1936–1944, ñ 1946), «Èçâåñòèÿ ÀÍ ÑÑÑÐ.
Ñåðèÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ» (ñ 1937), «Quarterly of Applied Mathematics» (ñ 1943),
«Publications de l’Institut mathématique de Belgrade» (ñ 1947), «Journal of the Mat-
hematical Society of Japan» (ñ 1948), «Mathematische Nachrichten» (ñ 1948), «Mo-
natshefte für Mathematik» (ñ 1948), «Óêðàèíñêèé ìàòåìàòè÷åñêèé æóðíàë» (ñ
1949), «Annales de l’Institut Fourier» (ñ 1949), «Canadian Journal of Mathematics»
(ñ 1949), «Mathematikai lapok» (ñ 1949), «Studii si cercet�ri matematice» (ñ 1950),
«Proceedings of the American Mathematical Society» (ñ 1950), «Nagoya Mathematical
Journa» (ñ 1950), «Acta mathematica Academiae scientiarum hungaricae» (ñ 1950),
«�asopis pro p�stování matematiky» (ñ 1951), «Michigan Mathematical Journal» (ñ
1952), «Ricerche di matematica» (ñ 1952), «SIAM Journal on Applied Mathematics»
(ñ 1953), «Èçâåñòèÿ íà Ìàòåìàòè÷åñêèÿ èíñòèòóò (Áúëãàðñêà Àêàäåìèÿ íà íàóêè-
òå)» (ñ 1953), «Publications of the Mathematical Society of Japan» (ñ 1955), «Revue
roumaine de mathématiques pures et appliquées» (ñ 1956), «Illinois Journal of Mathe-
matics» (ñ 1957), «The Journal of the Australian Mathematical Society» (ñ 1959),
«Ñèáèðñêèé ìàòåìàòè÷åñêèé æóðíàë» (ñ 1960), «Advances in Mathematics» (ñ
1961), «Osaka Journal of Mathematics» (ñ 1964), «Ìàòåìàòè÷åñêèå çàìåòêè» (ñ
1967), «Bulletin of the London mathematical society» (ñ 1969), «Mathematica balka-
nica» (ñ 1971).

�� «Royal Statistical Society» ñóùåñòâóåò â Âåëèêîáðèòàíèè ñ 1836 ã.
�� «Sankhya. The Indian Journal of Statistics» (ñ 1933), «Acta Arithmetica» (ñ 1935),

«Journal of Symbolic Logic» (ñ 1936), «Tensor» (ñ 1938), «Bulletin of Mathematical
Statistics» (ñ 1947), «Calcutta Statistical Association Bulletin» (ñ 1947), «Operatio-
nal Research Quarterly» (ñ 1950), «Journal of the Royal Statistical Society. Series C»
(ñ 1952), «Zeitschrift für mathematische Logik und Grundlagen der Mathematik» (ñ
1955), «Òåîðèÿ âåðîÿòíîñòåé è åå ïðèìåíåíèÿ» (ñ 1956), «Metrika» (ñ 1958), «Funk-
cialaj Ekvacioj» (ñ 1958), «Æóðíàë âû÷èñëèòåëüíîé ìàòåìàòèêè è ìàòåìàòè÷åñêîé
ôèçèêè» (ñ 1961), «Zeitschrift für Wahrscheilichkeitstheorie und verwandte Gebiete»
(ñ 1962), «Topology» (ñ 1962), «Journal of Algebra» (ñ 1964), «Journal of Applied
Probability» (ñ 1964), «Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ» (ñ 1965), «Journal of Diffe-
rential Equations» (ñ 1965), «Journal of Combinatorial Theory» (ñ 1966), «Ôóíêöèî-
íàëüíûé àíàëèç è åãî ïðèëîæåíèÿ» (ñ 1967), «Journal of Differential Geometry» (ñ
1967), «Journal of Functional Analysis» (ñ 1967), «Journal of Number Theory» (ñ
1969), «Annals of Prolability» (ñ 1973), «Annals of Statistics» (ñ 1973).

�� Âî Ôðàíöèè: «Revue de mathématiques spéciales» (ñ 1890), «Education mathémati-
que» (ñ 1898), «Enseignement mathématique» (ñ 1899), «Bulletin de l’Association des
professeurs do mathématiques de l’enseignement publics» (ñ 1920); â Âåëèêîáðèòàíèè:
«The Mathematical Gazette» (ñ 1894); â ÑØÀ: «American Mathematical Monthly» (ñ
1894), «Mathematics Teacher» (ñ 1908), «Mathematics Magazine» (ñ 1947); â Ãåðìà-
íèè: «Euclides» (ñ 1925), «Archimedes» (ñ 1948), «Praxis der Mathematik» (ñ 1959),
«Mathematik in der Schule» (ñ 1963); â Ðîññèè: «Âåñòíèê îïûòíîé ôèçèêè è ýëåìåí-
òàðíîé ìàòåìàòèêè» (1886–1917), «Ìàòåìàòèêà â øêîëå (ñ 1934); â ×åõèè: «Mathe-
matika ve 	kole» (ñ 1951); â Íîðâåãèè: «Nordiskmatematisk tidskrift» (ñ 1953); â Âåí-
ãðèè: «A matematika tanítása» (ñ 1953). Íà Ïèðåíåéñêîì ïîëóîñòðîâå âûõîäèë èñ-
ïàíñêèé æóðíàë «Periodico Mensual de Ciencias Matemáticas y Físicas» (ñ 1848) è
ïîðòóãàëüñêèé æóðíàë «Jornal de Matemática Elementar» (1883), ïðîñóùåñòâîâàâ-
øèé ìåíåå îäíîãî ãîäà.

�� Ïîðòóãàëüñêàÿ èìïåðèÿ – îáùåå íàçâàíèå âñåõ çàìîðñêèõ òåððèòîðèé, çàíÿòûõ èëè
óïðàâëÿåìûõ Ïîðòóãàëèåé ñ íà÷àëà XV äî íà÷àëà XXI ââ. Òåðìèí «Ïîðòóãàëüñêàÿ
Èìïåðèÿ» íå èñïîëüçîâàëñÿ îôèöèàëüíî, äëÿ çàìîðñêèõ òåððèòîðèé
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ââîäèëîñü ïðàêòè÷åñêîå îáó÷åíèå è ðàáîòà ñòóäåíòîâ â ãîðîäñêîé áîëüíèöå, ïðèïè-
ñàííîé ê Óíèâåðñèòåòó Êîèìáðû.

�� Äëÿ ðóêîâîäñòâà êàôåäðàìè, äëÿ êîòîðûõ â Ïîðòóãàëèè íå ìîãëè íàéòè äîñòîéíûõ
ñïåöèàëèñòîâ, ïðèãëàøàëèñü çàðóáåæíûå ó÷åíûå. Â òî æå âðåìÿ ñòàðûå ïðåïîäàâà-
òåëè íå óâîëüíÿëèñü – îíè ïðîäîëæàëè ðàáîòàòü íà íîâûõ êàôåäðàõ.

�� Ýêñïîðò èç ïîðòóãàëüñêèõ êîëîíèé øåë íå íàïðÿìóþ â Ïîðòóãàëèþ, à ÷åðåç áðèòàí-
ñêèå è íåìåöêèå ïîðòû (Ãàâð è Ãàìáóðã), ÷òî ñíèæàëî ïðèáûëüíîñòü ýòîãî îñíîâíî-
ãî (è ôàêòè÷åñêè åäèíñòâåííîãî) èñòî÷íèêà äîõîäîâ Ïîðòóãàëèè. Åùå îäèí ñèëü-
íûé óäàð ïðèøëîñü èñïûòàòü ïîñëå îòêðûòèÿ Ñóýöêîãî êàíàëà â 1869 ã., êîãäà áîëü-
øàÿ ÷àñòü òîðãîâûõ ïåðåâîçîê ñòàëà ïðîõîäèòü íå ÷åðåç ïîðòóãàëüñêèå ïîðòû â Àô-
ðèêå. Îäíàêî èç ýòîãî ïðàêòè÷åñêè áåçíàäåæíîãî ïîëîæåíèÿ óäàëîñü íàéòè âûõîä:
ïîðòóãàëüñêîå ïðàâèòåëüñòâî èçìåíèëî íàëîãè è óñëîâèÿ ôèíàíñèðîâàíèÿ, áûëè ñî-
çäàíû áëàãîïðèÿòíûå óñëîâèÿ äëÿ ðàáîòû ïîðòóãàëüñêèõ ÷àñòíûõ êîìïàíèé, êîòî-
ðûå ìîãëè áû âçÿòü íà ñåáÿ òîðãîâûå ïåðåâîçêè ìåæäó ìåòðîïîëèåé è Àôðèêàíñêè-
ìè êîëîíèÿìè. Â 1877 ã. áûëà ñîçäàíà ïåðâàÿ ÷àñòíàÿ ïàðîõîäíàÿ êîìïàíèÿ «Emp-
resa Nacional de Navegação» (ENN), â ñëåäóþùèå ãîäû ïîÿâèëèñü íîâûå êîìïàíèè
«Empresa Insulana, Pinto Basto» (1883), «Mala Real Portuguesa» (1888), «Benchi-
mol» (1891). Ê 1913 ã. Ëèññàáîí ñòàë ïÿòûì ïîðòîì â ìèðå ïî ãðóçîîáîðîòó, à 90%
îáúåìà ïåðåâîçîê èç Àôðèêàíñêèõ êîëîíèé óæå îáåñïå÷èâàëîñü ïîðòóãàëüñêèìè
êîìïàíèÿìè.

�� Íà÷àëîñü ñòðîèòåëüñòâî äîðîã – æåëåçíûõ è øîññåéíûõ, ïîÿâèëñÿ òåëåãðàô, áûë
ñîçäàí òîðãîâûé ôëîò.

�� Ñðåäè òàêèõ Ïîðòóãàëüñêèõ æóðíàëîâ ìîæíî óïîìÿíóòü: «Revista de Brazil e Portu-
gal» (Æóðíàë Áðàçèëèè è Ïîðòóãàëèè) (1841–1914), «Revista Militar» (Âîåííûé
æóðíàë) (1848), «O Instituto: Revista científica e literária» (1853–1981), «Revista de
obras publicas e minas» (Æóðíàë îáùåñòâåííûõ è ãîðíîäîáûâàþùèõ ðàáîò) (ñ
1870), «Annaes do Club militar naval» (Àííàëû âîåííî-ìîðñêîãî êëóáà) (1871),
«Boletim da Sociedade de geographia de Lisboa» (Áþëëåòåíü ãåîãðàôè÷åñêîãî îáùå-
ñòâà Ëèññàáîíà) (ñ 1876), «Revista de sciencias militares» (Æóðíàë âîåííûõ íàóê)
(1885), «Revista de engenharia militar» (Âîåííî-èíæåíåðíûé æóðíàë) (ñ 1896),
«Revista Portugueza Colonial e Marítima» (Êîëîíèàëüíûé è ìîðñêîé ïîðòóãàëüñêèé
æóðíàë) (ñ 1897).

�	 Èìååòñÿ â âèäó çàìåíà àáñîëþòèçìà íà êîíñòèòóöèîííóþ ìîíàðõèþ.
�
 Â 1936 ã. Àêàäåìèÿ èñòîðèè áûëà âîññòàíîâëåíà ïîä íàçâàíèåì Academia Portuguesa

da História.
�� Èäåÿ ñîçäàíèÿ Àêàäåìèè íàóê âîçíèêëà â Óíèâåðñèòåòå Êîèìáðû è îáñóæäàëàñü

ïðè àêòèâíîé ïîääåðæêå ïîðòóãàëüñêîãî ðåôîðìàòîðà ìàðêèçà Ïîìáàëà. Îäíàêî
âåðõóøêà àðèñòîêðàòèè è ðÿä ïðåäñòàâèòåëåé èíòåëëåêòóàëüíîé ýëèòû Ïîðòóãà-
ëèè, íàõîäèâøèåñÿ â îïïîçèöèè ê ìàðêèçó Ïîìáàëó, îðãàíèçîâàëè ñîçäàíèå Àêàäå-
ìèè â Ëèññàáîíå, à íå â Êîèìáðå.

�� Ñ 1910 ã., ïîñëå ïàäåíèÿ ìîíàðõèè â Ïîðòóãàëèè, àêàäåìèÿ ñòàëà íàçûâàòüñÿ Acade-
mia das Ciências de Lisboa (Ëèññàáîíñêàÿ Àêàäåìèÿ íàóê).

�� Òèïè÷íûå ïðèìåðû ïîòåðè ïðèîðèòåòà: ïîðòóãàëüñêèé àñòðîíîì Æ.Ìîíòåéðî äà
Ðîøà (1734–1819), ñûãðàâøèé âûäàþùóþñÿ ðîëü â ðàçâèòèè ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê
â Ïîðòóãàëèè, â 1782 ã. ïðåäñòàâèë Ëèññàáîíñêîé àêàäåìèè íàóê ñâîþ ðàáîòó «Âû-
÷èñëåíèå îðáèò êîìåò», íî îïóáëèêîâàíà îíà áûëà â 1799 ã. âî âòîðîì òîìå «Memo-
rias», à íåìåöêèé àñòðîíîì Ã.Îëüáåðñ îïóáëèêîâàë ñõîäíûå âû÷èñëåíèÿ â 1787 ã.
Îáùèé ìåòîä ðåøåíèÿ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé ÷åòâåðòîé ñòåïåíè áûë îïóáëèêî-
âàí Ñ.Ìàæèîêè â ñåäüìîì òîìå «Memorias» â 1821 ã.; à â 1826 ã. ïîäîáíûé ìåòîä ðå-
øåíèÿ áûë ïîëó÷åí Ò.Îëèâåðîì è îïóáëèêîâàí (áåç ññûëîê íà îðèãèíàëüíûå ðåçó-
ëüòàòû Ìàæèîêè) â «æóðíàëå Êðåëëå» («Crelles Journal»). ×èñëåííûé ìåòîä ðåøå-
íèÿ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé ëþáîé ñòåïåíè, ïðåäñòàâëåííûé Àêàäåìèè ïîðòóãà-
ëüñêèì ìàòåìàòèêîì Äàíòåøåì Ïåðåéðîé â 1794 ã. è îïóáëèêîâàííûé íà ïîðòóãàëü-
ñêîì ÿçûêå âî âòîðîì òîìå «Memorias» â 1799 ã., áûë íåçàâèñèìî ðàçðàáîòàí
Â.Æ.Ãîðíåðîì è îïóáëèêîâàí â 1819 ã. â «Philosophical Transactions of the Royal So-
ciety». Âûäàþùèéñÿ ïîðòóãàëüñêèé ìàòåìàòèê Ä.À. äà Ñèëüâà (1814–1878) â
1851 ã. îïóáëèêîâàë (îïÿòü æå íà ïîðòóãàëüñêîì) îðèãèíàëüíûå ðåçóëüòàòû â
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ðàáîòå «Î âðàùåíèè ñèë îòíîñèòåëüíî òî÷åê ïðèëîæåíèÿ», êîòîðûå îïåðåæàëè ðå-
çóëüòàòû, ïðåäñòàâëåííûå Æ.Ã.Äàðáó â 1876 ã. Ïàðèæñêîé Àêàäåìèè íàóê. Åùå
îäíà çàìåòíàÿ ðàáîòà äà Ñèëüâû ïî òåîðèè ÷èñåë, îïóáëèêîâàííàÿ â «Memorias» â
1854 ã., îïÿòü îñòàëàñü íåèçâåñòíîé, â 1861 ã. èðëàíäåö Ã.Ä.Ñìèò îïóáëèêîâàë ñõî-
æèå ðåçóëüòàòû â «Philosophical Transactions of the Royal Society».

�� Óñëîâèåì ôèíàíñèðîâàíèÿ æóðíàëà ÿâëÿëîñü îáÿçàòåëüíîå âûäåëåíèå ïîëîâèíû
îáúåìà äëÿ ïóáëèêàöèè îò÷åòîâ Ñîâåòà íàðîäíîãî ïðîñâåùåíèÿ (Conselho Superior
de Instrução Pública) è ñïèñêîâ íàçíà÷åííûõ ó÷èòåëåé íà÷àëüíîãî, ñðåäíåãî è âû-
ñøåãî îáðàçîâàíèÿ ïî âñåé ñòðàíå.

�� Æîçå Àíàñòàñèî äà Êóíüÿ (1744–1787) – âûäàþùèéñÿ ïîðòóãàëüñêèé ìàòåìàòèê, àâ-
òîð «Ìàòåìàòè÷åñêèõ íà÷àë», âïåðâûå îïóáëèêîâàííûõ ïîñìåðòíî â 1790 ã. íà ïîð-
òóãàëüñêîì ÿçûêå.

�� Ïàòðîíàò íàä âûäàþùèìèñÿ ó÷åíûìè è äåÿòåëÿìè êóëüòóðû (ó÷åíûìè, ïèñàòåëÿìè,
õóäîæíèêàìè, àðòèñòàìè) ñî ñòîðîíû ìîíàðõîâ, âëàñòèòåëåé è âåðõóøêè àðèñòîêðà-
òèè – ïðàêòèêà, îáëàäàþùàÿ ãëóáîêèìè èñòîðè÷åñêèìè êîðíÿìè. Â åå îñíîâå ëåæèò
æåëàíèå âëàñòü èìóùèõ óêðåïèòü ñâîé àâòîðèòåò çà ñ÷åò ïðèâëå÷åíèÿ èíòåëëåêòóà-
ëîâ. Ïðèìåðîâ òîìó ìíîãî è, åñëè íå óõîäèòü ìûñëüþ ñëèøêîì äàëåêî, â ýïîõó àíòè÷-
íîñòè èëè ñðåäíåâåêîâüÿ, íàïîìíèì, íàïðèìåð, î Ã.Ãàëèëåå (ïåðååõàâøåì âî Ôëî-
ðåíöèþ êî äâîðó Ìåäè÷è), Í.Êîïåðíèêå, È.Íüþòîíå. Ýòî ïîêðîâèòåëüñòâî ó÷åíûì
áûëî îñîáåííî ðàçâèòî â ìàëåíüêèõ ñòðàíàõ, êíÿæåñòâàõ, ãðàôñòâàõ, â ãîðîäàõ-ðåñ-
ïóáëèêàõ (Âåíåöèÿ, Ãåíóÿ). Íå èìåÿ âîçìîæíîñòåé ïðîñëàâèòüñÿ çà ñ÷åò âîåííûõ
èëè ýêîíîìè÷åñêèõ ïîáåä, âëàñòèòåëè ìàëåíüêèõ ñòðàí ñòàðàëèñü âûäåëèòüñÿ çà ñ÷åò
ôàêòè÷åñêîãî íàéìà èíòåëëåêòóàëîâ. Íå ñîñòàâëÿåò â ýòîì èñêëþ÷åíèÿ è ïîðòóãàëü-
ñêàÿ êîðîëåâñêàÿ âëàñòü è àðèñòîêðàòèÿ. Ìû, ðàçóìååòñÿ, íå ñòàâèì Ãîìåøà Òåéøåé-
ðó â îäèí ðÿä ñ Íüþòîíîì, Ãàëèëååì èëè Ëåéáíèöåì, íî íåêîòîðûå ïðèçíàêè ïàòðî-
íàòà êîðîëåâñêîãî äâîðà è ïðàâèòåëüñòâà â åãî ñëó÷àå «èìåëè ìåñòî áûòü». Ìîëîäîé
àêòèâíûé ìàòåìàòèê Ãîìåø Òåéøåéðà áûë âûáðàí è ïîääåðæàí âåðõóøêîé êîðîëåâ-
ñêîãî ïðàâèòåëüñòâà Ïîðòóãàëèè, ïîðó÷èâøåãî åìó ñîçäàíèå ìåæäóíàðîäíîãî æóðíà-
ëà, ñîçäàííîãî äëÿ ïîâûøåíèÿ êóëüòóðíîãî ïðåñòèæà ñòðàíû.

�� Èïïîëèò Ïëàìåíåâñêèé (ãîäû æèçíè íåèçâåñòíû, â äîñòóïíûõ àðõèâàõ èõ íàéòè íå
óäàëîñü) – ìàòåìàòèê, ïðåïîäàâàòåëü ðåàëüíîãî ó÷èëèùà îêîëî Òèôëèñà, åäèíñò-
âåííûé àâòîð èç Ðîññèè, óïîìèâàâøèéñÿ â «æóðíàëå Òåéøåéðû».

�� Ò.Õàÿøè (1873–1935) – ìàòåìàòèê è èñòîðèê ÿïîíñêîé ìàòåìàòèêè, îñíîâàòåëü æóð-
íàëà «Tohoku Mathematical Journal» (1911–1943 è ñ 1949), èçäàâàåìîãî â Óíèâåð-
ñèòåòå Òîõîêó (ßïîíèÿ).
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ÑÒÐÀÍÈÖÛ ÈÑÒÎÐÈÈ ÔÐÀÊÒÀËÎÂ1)

Ï.Í.Àíòîíþê

Îò Ëàìáåðòà äî Ìàíäåëüáðîòà [1]. Î ôðàêòàëàõ ñòàëè ìíîãî
ãîâîðèòü â 1980-å ãã., â ïåðâóþ î÷åðåäü – ôèçèêè. Ïðîèçîøëî ýòî
áëàãîäàðÿ âûõîäó â ñâåò êíèã Á.Á.Ìàíäåëüáðîòà [2–6], â êîòîðûõ
è ïîÿâèëîñü çàãàäî÷íîå ñëîâî ôðàêòàë. Èíòåðåñ ê ôðàêòàëàì ïî-
äîãðåâàëñÿ òàêæå êðàñèâûìè êàðòèíêàìè, ïîñòðîåííûìè íà êîìïü-
þòåðàõ ïðè ïîìîùè ìàòåìàòè÷åñêèõ àëãîðèòìîâ. Ïîõîæå, ÷òî
òîëüêî ôðàêòàëû ñìîãëè îäíîâðåìåííî çàèíòåðåñîâàòü è ìàòåìàòè-
êîâ, è õóäîæíèêîâ.

Ôðàêòàë – ýòî ãåîìåòðè÷åñêîå ìíîæåñòâî òî÷åê åâêëèäîâà
ïðîñòðàíñòâà, îáëàäàþùåå ñâîéñòâîì ñàìîïîäîáèÿ è äðîáíîé ïðîñ-
òðàíñòâåííîé ðàçìåðíîñòüþ. Ñàìîïîäîáèå îçíà÷àåò, ÷òî ëþáîé
ôðàãìåíò ìíîæåñòâà ïîäîáåí âñåìó ìíîæåñòâó. Äðîáíàÿ ðàçìåð-
íîñòü îçíà÷àåò, ÷òî ìíîæåñòâî çàíèìàåò ïðîìåæóòî÷íîå ïîëîæåíèå
ìåæäó ñèñòåìîé íóëüìåðíûõ òî÷åê è îäíîìåðíîé ëèíèåé, ìåæäó
îäíîìåðíîé ëèíèåé è äâóìåðíîé ïîâåðõíîñòüþ, ìåæäó äâóìåðíîé
ïîâåðõíîñòüþ è òðåõìåðíûì òåëîì è òàê äàëåå. Äðîáíàÿ ðàçìåð-
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íîñòü ïîíèìàåòñÿ â øèðîêîì ñìûñëå: íå êàê äðîáü, à êàê íåöåëîå
äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî. Áëàãîäàðÿ ñàìîïîäîáèþ ôðàêòàë èìååò
èåðàðõè÷åñêóþ ñòðóêòóðó, òî åñòü ÿâëÿåòñÿ îáúåäèíåíèåì áåñêî-
íå÷íîãî ðÿäà ìíîæåñòâ, õàðàêòåðèçóåìûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ
ïðîñòðàíñòâåííûõ ìàñøòàáîâ, â ïðåäåëå ñòðåìÿùèõñÿ ê íóëþ.
Ñëåäîâàòåëüíî, ëþáîé ôðàãìåíò ôðàêòàëà, êàê áû ìàë îí íè áûë,
èìååò íåòðèâèàëüíîå ãåîìåòðè÷åñêîå óñòðîéñòâî. Ìíîæåñòâà-ôðàê-
òàëû, èëè ôðàêòàëüíûå ìíîæåñòâà, ðàññìàòðèâàþòñÿ è èçó÷àþòñÿ
ìàòåìàòèêàìè è ôèçèêàìè óæå áîëåå äâóõ ñòîëåòèé.

Èîãàíí Ãåíðèõ Ëàìáåðò (1728–1777) ïðåäëîæèë èåðàðõè÷åñ-
êóþ ìîäåëü ñòðîåíèÿ Âñåëåííîé. Äðóãèìè ñëîâàìè, Âñåëåííàÿ
áûëà ïðåäñòàâëåíà èì â âèäå ôðàêòàëüíîãî ìíîæåñòâà. Ëàìáåðò
ìíîãî ðàáîòàë ñ áåñêîíå÷íûìè íåïðåðûâíûìè äðîáÿìè è áåñêîíå÷-
íûìè ðÿäàìè, ÷òî ïîçâîëèëî åìó â 1766 ã. ïåðâûì äîêàçàòü èððà-
öèîíàëüíîñòü ÷èñëà π [7]. Îí òàêæå òåîðåòè÷åñêè âûâåë çàêîí ïîã-
ëîùåíèÿ ñâåòà â ïðîçðà÷íîé ñðåäå, ðàíåå ýêñïåðèìåíòàëüíî óñòà-
íîâëåííûé Ï.Áóãåðîì: èíòåíñèâíîñòü ïó÷êà ìîíîõðîìàòè÷åñêîãî
ñâåòà óáûâàåò ïî ýêñïîíåíöèàëüíîìó çàêîíó â çàâèñèìîñòè îò
ïðîéäåííîãî èì â ñðåäå ðàññòîÿíèÿ (çàêîí Áóãåðà–Ëàìáåðòà)�.
Ãëóáîêèé èíòåðåñ Ëàìáåðòà ê áåñêîíå÷íîñòè (íåïðåðûâíûå äðîáè,
ðÿäû, ÷èñëî π, ïîãëîùåíèå ñâåòà íà ñêîëü óãîäíî áîëüøèõ ðàññòî-
ÿíèÿõ) âî ìíîãîì îïðåäåëèë íàïðàâëåíèå åãî ðàçìûøëåíèé î
ñòðóêòóðå Âñåëåííîé íà áîëüøèõ ïðîñòðàíñòâåííûõ ìàñøòàáàõ. Â
ðåçóëüòàòå ðîäèëàñü èåðàðõè÷åñêàÿ èëè, êàê ñåãîäíÿ ïðèíÿòî ãîâî-
ðèòü, ôðàêòàëüíàÿ ìîäåëü Âñåëåííîé. Âîçìîæíî, ýòî áûë ïåðâûé
ôðàêòàë â íàóêå. Îáñóæäåíèþ èåðàðõè÷åñêîé ìîäåëè Âñåëåííîé
ñâîè ðàáîòû òàêæå ïîñâÿòèëè â XVIII â. – È.Êàíò, à â íà÷àëå
XX â. – Ï.Ï.Ëåâè, Ý.Ý.Ôóðíüå ä’Àëüá è Ê.Â.Ë.Øàðëüå�. Âàæíî
îòìåòèòü, ÷òî òîëüêî ôðàêòàëüíàÿ Âñåëåííàÿ ìîæåò îäíîâðåìåííî
èìåòü áåñêîíå÷íûé îáúåì, áåñêîíå÷íóþ ìàññó, íóëåâóþ ïëîòíîñòü
ìàòåðèè è ïðè ýòîì íå èìåòü òàê íàçûâàåìîãî öåíòðà. Äëÿ òàêîé
Âñåëåííîé óñòðàíÿþòñÿ ôîòîìåòðè÷åñêèé ïàðàäîêñ Øåçî–Îëüáåð-
ñà è ãðàâèòàöèîííûé ïàðàäîêñ Íåéìàíà–Çåëèãåðà.

Ïûòàÿñü íàéòè áåñêîíå÷íûå ìíîæåñòâà, ìîùíîñòü êîòîðûõ çà-
íèìàåò ïðîìåæóòî÷íîå ïîëîæåíèå ìåæäó ℵ0 (ìîùíîñòü ìíîæåñòâà
íàòóðàëüíûõ ÷èñåë) è ℵ (ìîùíîñòü êîíòèíóóìà), Ãåîðã Êàíòîð
(1845–1918) ïîñòðîèë íà ïðÿìîé ôðàêòàëüíûå ìíîæåñòâà, ïîçäíåå
ïîëó÷èâøèå íàçâàíèÿ êàíòîðîâû äèñêîíòèíóóìû è êàíòîðîâà
ïûëü. Ïðîñòåéøèì èç íèõ ÿâëÿåòñÿ òàê íàçûâàåìîå êàíòîðîâî
ìíîæåñòâî [9] – ïîäìíîæåñòâî åäèíè÷íîãî îòðåçêà ïðÿìîé, èìåþ-
ùåå ìîùíîñòü êîíòèíóóìà è íóëåâóþ äëèíó (íóëåâóþ ìåðó Ëåáå-
ãà). Íåçàâèñèìî îò Êàíòîðà ïðèìåðû êàíòîðîâîé ïûëè ïîÿâèëèñü
â ðàáîòàõ Ã.Äæ.Ñ.Ñìèòà (1875 ã.) è Â.Âîëüòåððà (1881 ã.). Ïðÿ-
ìîå ïðîèçâåäåíèå êàíòîðîâîé ïûëè íà îêðóæíîñòü õîðîøî ìîäåëè-
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ðóåò ñòðóêòóðó êîëåö Ñàòóðíà (íå óäàåòñÿ òîëüêî ñìîäåëèðîâàòü
ñïèöû – ðàäèàëüíûå îáðàçîâàíèÿ â êîëüöàõ). Àòîìíûå è ìîëåêó-
ëÿðíûå ñïåêòðû, ÷àñòî ïðåäñòàâëåíû ñîâîêóïíîñòüþ ïîëîñ, ðàñïà-
äàþùèõñÿ íà òåñíî ðàñïîëîæåííûå ñïåêòðàëüíûå ëèíèè. Ãåîìåò-
ðèÿ ñïåêòðàëüíûõ ëèíèé èìååò ìíîãî îáùåãî ñ ãåîìåòðèåé êàíòî-
ðîâîé ïûëè. Ñ êàíòîðîâîé ïûëüþ òàêæå ñâÿçàíû ëèíåéíûå
øòðèõ-êîäû, êîòîðûìè ìàðêèðóþò ðàçëè÷íóþ ïðîäóêöèþ è òîâà-
ðû. Àíàòîìèÿ øòðèõ-êîäà îïèñûâàåòñÿ äâîè÷íûì êîäîì – ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòüþ íóëåé è åäèíèö (íóëü – ïðîáåë, åäèíèöà – øòðèõ).
Â ïîñëåäíåå âðåìÿ íàìåòèëàñü òåíäåíöèÿ ïåðåõîäà ê èìåþùèì ðÿä
ïðåèìóùåñòâ äâóìåðíûì, è äàæå òðåõìåðíûì, øòðèõ-êîäàì (ìàò-
ðè÷íûì êîäàì), êîòîðûå, â ñâîþ î÷åðåäü, ñâÿçàíû ñ ôðàêòàëàìè
íà ïëîñêîñòè è â ïðîñòðàíñòâå.

Íà÷èíàÿ ñ êîíöà XIX â. ïîÿâëÿåòñÿ ìíîãî ðàçëè÷íûõ ïðèìå-
ðîâ ôðàêòàëüíûõ ìíîæåñòâ. Â 1879 ã. Àðòóð Êýëè (1821–1895)
ïðèìåíèë èòåðàöèîííûé ìåòîä Íüþòîíà (ìåòîä êàñàòåëüíûõ) äëÿ
íàõîæäåíèÿ êîìïëåêñíûõ êîðíåé ìíîãî÷ëåíîâ è èññëåäîâàë äëÿ
êàæäîãî êîðíÿ äàííîãî ìíîãî÷ëåíà ãåîìåòðè÷åñêóþ ôîðìó êîìï-
ëåêñíîé îáëàñòè ïðèòÿæåíèÿ, èëè áàññåéíà ïðèòÿæåíèÿ (îáëàñòü
ïðèòÿæåíèÿ ñîñòîèò èç âñåõ íà÷àëüíûõ ïðèáëèæåíèé ê êîðíþ,
îáåñïå÷èâàþùèõ ñõîäèìîñòü ê íåìó èòåðàöèé Íüþòîíà). Êýëè îá-
íàðóæèë, ÷òî åñëè ñòåïåíü ìíîãî÷ëåíà âûøå äâóõ, òî ãðàíèöû îá-
ëàñòåé ïðèòÿæåíèÿ èìåþò ñëîæíóþ è íåïîíÿòíóþ ñòðóêòóðó, òðå-
áóþùóþ äàëüíåéøåãî èçó÷åíèÿ. Êîìïüþòåðíûå èññëåäîâàíèÿ â
êîíöå XX â. ñðàçó ïîêàçàëè, ÷òî ýòè ãðàíèöû ÿâëÿþòñÿ ôðàêòàëà-
ìè. Êýëè ïåðâûì ðàññìîòðåë ôðàêòàëû, ïîðîæäàåìûå èòåðàöèîí-
íûìè àëãîðèòìàìè. Â 1890 ã. Äæóçåïïå Ïåàíî (1858–1932) ðèñóåò
íåïðåðûâíóþ êðèâóþ, öåëèêîì çàïîëíÿþùóþ êâàäðàò, òî åñòü
ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç âñå åãî òî÷êè. Êðèâàÿ Ïåàíî âîïðåêè îæèäà-
íèþ íå ÿâëÿåòñÿ ôðàêòàëîì, òàê êàê ñîâïàäàåò ñ íåôðàêòàëüíûì
êâàäðàòîì. Íî åñëè ðàñòÿíóòü ýòó êðèâóþ âäîëü îòðåçêà, îðòîãî-
íàëüíîãî ïëîñêîñòè êâàäðàòà, òî ïîëó÷èòñÿ ôðàêòàë â òðåõìåðíîì
ïðîñòðàíñòâå – «íåïðîíèöàåìàÿ äëÿ äîæäÿ êðûøà, äûðÿâàÿ â êàæ-
äîé òî÷êå». Èìååòñÿ ââèäó ñëåäóþùåå: åñëè êðèâàÿ Ïåàíî çàäàåòñÿ
äâóìÿ óðàâíåíèÿìè x p= ϕ( ), y p= ψ( ), òî ðàñòÿíóòàÿ êðèâàÿ õàðàê-
òåðèçóåòñÿ òðåìÿ óðàâíåíèÿìè x p= ϕ( ), y p= ψ( ), z p= . Çäåñü
0 1≤ ≤p . Âàöëàâ Ñåðïèíñêèé (1882–1969) ïîñòðîèë äâóìåðíûé
àíàëîã êàíòîðîâà ìíîæåñòâà – êîâåð Ñåðïèíñêîãî (1916 ã.). Òðåõ-
ìåðíûé àíàëîã êàíòîðîâà ìíîæåñòâà ïðèäóìàë Êàðë Ìåíãåð
(1902–1985) – ãóáêà Ìåíãåðà.

Âàæíåéøåé ÷èñëîâîé õàðàêòåðèñòèêîé ôðàêòàëà ÿâëÿåòñÿ
äðîáíàÿ ðàçìåðíîñòü, èëè ôðàêòàëüíàÿ ðàçìåðíîñòü; îíà ìîæåò
ïðèíèìàòü ðàçëè÷íûå äåéñòâèòåëüíûå çíà÷åíèÿ. Ñóùåñòâóåò áîëü-
øîå êîëè÷åñòâî îïðåäåëåíèé òàêîé ðàçìåðíîñòè. Íàèáîëåå âàæíîé
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è èíòåðåñíîé ÿâëÿåòñÿ òàê íàçûâàåìàÿ ôðàêòàëüíàÿ ðàçìåðíîñòü
Õàóñäîðôà–Áåçèêîâè÷à, âû÷èñëåíèå êîòîðîé èñïîëüçóåò ïðîöåäó-
ðó ïîêðûòèÿ ôðàêòàëüíîãî ìíîæåñòâà, ðàñïîëîæåííîãî â ìíîãî-
ìåðíîì åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå, øàðàìè äðîáíîé ðàçìåðíîñòè.
Äðóãèìè ñëîâàìè, ïðîèñõîäèò ñðàâíåíèå ôðàêòàëà è øàðîâ. Øàðû
ÿâëÿþòñÿ ïðîñòåéøèìè íåñ÷åòíûìè ìíîæåñòâàìè â åâêëèäîâîì
ïðîñòðàíñòâå, òàê êàê òîëüêî äëÿ íèõ êëàññè÷åñêîå èçîïåðèìåòðè-
÷åñêîå íåðàâåíñòâî ïðåâðàùàåòñÿ â ðàâåíñòâî. Ïî ýòîé ïðè÷èíå
øàðû èñïîëüçóþòñÿ â êà÷åñòâå ýòàëîíîâ â ïðîöåññå «èçìåðåíèÿ»
ôðàêòàëà.

Ïîêàæåì, ÷òî ñîâìåñòíîå ðàññìîòðåíèå ìíîãîìåðíûõ ñôåð è
øàðîâ (ïîâåðõíîñòè øàðîâ íàçûâàþòñÿ ñôåðàìè) åñòåñòâåííûì îá-
ðàçîì ïðèâîäèò ê äðîáíûì ðàçìåðíîñòÿì. Ïîëîæèì äëÿ îïðåäå-
ëåííîñòè ðàäèóñû âñåõ ñôåð è øàðîâ ðàâíûìè åäèíèöå. Îòîáðàæå-
íèå n S Bn n� ( , ) îäíîçíà÷íî ñîïîñòàâëÿåò ðàçìåðíîñòè n ïàðó ÷è-
ñåë: Sn – îáúåì åäèíè÷íîé n-ìåðíîé ñôåðû è Bn – îáúåì åäèíè÷-
íîãî n-ìåðíîãî øàðà. Ïóñòü n ïðîáåãàåò âñå äåéñòâèòåëüíûå çíà÷å-
íèÿ îò −∞ äî +∞, òîãäà îòîáðàæåíèå îïðåäåëÿåò ïëîñêóþ êðèâóþ
îáúåìîâ åäèíè÷íûõ ñôåð è øàðîâ. Ýòà êðèâàÿ èìååò âèä ñïèðàëè,
îáõîäÿùåé íà÷àëî êîîðäèíàò ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå. Ñíà÷àëà êðèâàÿ
ïðèáëèæàåòñÿ ê íà÷àëó êîîðäèíàò, çàòåì óäàëÿåòñÿ è, íàêîíåö,
âíîâü ïðèáëèæàåòñÿ. Ïðè n →+∞ êðèâàÿ óñòðåìëÿåòñÿ ê íà÷àëó
êîîðäèíàò. Õàðàêòåðíûìè òî÷êàìè êðèâîé ÿâëÿþòñÿ äåñÿòü òî÷åê
ñàìîïåðåñå÷åíèÿ, â êîòîðûõ ïðîèñõîäèò ñîâïàäåíèå îáúåìîâ ïðè
ðàçíûõ çíà÷åíèÿõ ðàçìåðíîñòåé. Íèæå äàíû çíà÷åíèÿ ðàçìåðíîñ-
òåé, ñîîòâåòñòâóþùèõ òî÷êàì ñàìîïåðåñå÷åíèÿ (ñëåâà óêàçûâàåòñÿ
íîìåð òî÷êè ñàìîïåðåñå÷åíèÿ).

1. –20.83188612293551836281252...
2. –20.57465823172485626444663...
3. –17.02235221173597218381817...
4. –16.48610865552757088589965...
5. –13.41842254245385177084792...
6. –12.41543453877457701679399...
7. –11.28391183054606527073455...
8. –9.204457320261308804739536...
9. –8.343044564146100214694943...
8. –5.268476422708899152479195...
10. –4.251138886697102757546850...
7. –3.468509164313190243785262...
5. –1.749214221351873402169329...
3. –1.105394210524003191002349...
1. 0.9128294203475005300924228...
2. 11.99737002263045780667881...
4. 16.94595525235431125089247...
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6. 19.91183887559101757452510...
10. 21.32326747336801871746395...
9. 21.48012850992620714647434...

Âñå ðàçìåðíîñòè íåöåëûå�. Çíà÷åíèå ÷èñëà π, âõîäÿùåãî â
ôîðìóëû îáúåìîâ ñôåð è øàðîâ, ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì� ýòèõ ôîð-
ìóë è åñòåñòâåííîãî óñëîâèÿ ìîíîòîííîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
B Sn n äëÿ íàòóðàëüíûõ çíà÷åíèé n, âêëþ÷àÿ íóëü.

Â XX â. èçó÷åíèå ôðàêòàëîâ çíà÷èòåëüíî óñêîðèëîñü, íî íèê-
òî, êðîìå Ìàíäåëüáðîòà, íå äîãàäàëñÿ ââåñòè ñïåöèàëüíûé òåðìèí
[5], îáúåäèíÿþùèé ýòè ìíîæåñòâà.

Èòåðàöèè Ôàòó è Æþëèà [10]. Òåñíàÿ ñâÿçü òåîðèè èòåðàöèé
ñ ôðàêòàëàìè áûëà çàìå÷åíà óæå áîëåå ñòà ëåò íàçàä.

Ïîÿâëåíèå â íà÷àëå XX â. òåîðèè èòåðàöèé ðàöèîíàëüíûõ îòîá-
ðàæåíèé êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè â ñåáÿ ïîçâîëèëî îïðåäåëèòü íî-
âûå ôðàêòàëüíûå ìíîæåñòâà, ïîðîæäàåìûå èòåðàöèÿìè. Îñíîâû
ýòîé òåîðèè ðàçðàáîòàëè äâà ôðàíöóçñêèõ ìàòåìàòèêà Ïüåð Æîçåô
Ëóè Ôàòó (1878–1929) è Ãàñòîí Ìîðèñ Æþëèà (1893–1978).

Â 1901 ã. Ôàòó îêîí÷èë Âûñøóþ íîðìàëüíóþ øêîëó â Ïàðè-
æå è âñþ ïîñëåäóþùóþ æèçíü ðàáîòàë â Ïàðèæñêîé îáñåðâàòîðèè.
Áóäó÷è ìàòåìàòèêîì, çàíèìàëñÿ òåîðèåé ôóíêöèé äåéñòâèòåëüíîãî
è êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî è, êðîìå òîãî, êàê àñòðîíîì ðåøàë çà-
äà÷è íåáåñíîé ìåõàíèêè. Â äåêàáðå 1917 ã. Ôàòó îïóáëèêîâàë ñâîè
èññëåäîâàíèÿ ïî òåîðèè èòåðàöèé.

Æþëèà òàêæå îêîí÷èë Âûñøóþ íîðìàëüíóþ øêîëó â Ïàðèæå
â 1914 ã. è â àâãóñòå òîãî æå ãîäà, â ñâÿçè ñ ðàçðàçèâøåéñÿ Ïåðâîé
ìèðîâîé âîéíîé, áûë ìîáèëèçîâàí â àðìèþ. Â ÿíâàðå 1915 ã. ïî-
ëó÷èë òÿæåëîå ðàíåíèå â ãîëîâó è ñ 1915 ïî 1918 ã. ëåæàë â ãîñïè-
òàëå. Äî êîíöà æèçíè åìó ïðèøëîñü íîñèòü íà ëèöå òåìíûé êîëïà-
÷îê âìåñòî óòðà÷åííîãî íîñà. Â ãîñïèòàëå Æþëèà, ÷åëîâåê âîëåâîé
è öåëåóñòðåìëåííûé, ñìîã ïîñòåïåííî ïðèéòè â ñåáÿ, ñòàë àêòèâíî
çàíèìàòüñÿ ìàòåìàòèêîé è â 1918 ã. îïóáëèêîâàë ìåìóàð îá èòåðà-
öèÿõ ðàöèîíàëüíûõ ôóíêöèé îáúåìîì 199 (!) ñòðàíèö. Ñ 1919 ã.
îí ðàáîòàë â Âûñøåé íîðìàëüíîé øêîëå, â Ñîðáîííå è â Ïîëèòåõ-
íè÷åñêîé øêîëå â Ïàðèæå. Áûë èçáðàí ÷ëåíîì Ïàðèæñêîé àêàäå-
ìèè íàóê. Åãî òðóäû ïî òåîðèè ôóíêöèé êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííî-
ãî ñîñòàâèëè øåñòü áîëüøèõ òîìîâ.

Ðåçóëüòàòû Ôàòó è Æþëèà îêàçàëèñü áëèçêèìè è ïîõîæèìè.
Âî âòîðîé ïîëîâèíå XX â. ñòàëî ÿñíî, íàñêîëüêî áîãàòûì ïî ñî-
äåðæàíèþ ÿâëÿåòñÿ âûáðàííîå èìè íàó÷íîå íàïðàâëåíèå: áûë îá-
íàðóæåí è îòêðûò öåëûé ðÿä ôóíäàìåíòàëüíûõ ñâîéñòâ èòåðàöèé
íåëèíåéíûõ îòîáðàæåíèé, îïèñûâàåìûõ â òåðìèíàõ ôðàêòàëüíîé
ãåîìåòðèè.

200 ÅÂÐÎÏÅÉÑÊÀß ÌÀÒÅÌÀÒÈÊÀ ÍÎÂÎÃÎ È ÍÎÂÅÉØÅÃÎ ÂÐÅÌÅÍÈ



Óæå èòåðàöèè ñàìûõ ïðîñòûõ íåëèíåéíûõ îòîáðàæåíèé êîìï-
ëåêñíîé ïëîñêîñòè ïðèâîäÿò ê ôðàêòàëàì. Îòîáðàæåíèå
z az bz c�

2 + + , çàäàâàåìîå ìíîãî÷ëåíîì âòîðîãî ïîðÿäêà, ïðè ïî-
ìîùè ïîäõîäÿùèõ ëèíåéíûõ çàìåí z pz q� + ìîæåò áûòü òîïîëî-
ãè÷åñêè ñîïðÿæåíî� ñ áîëåå ïðîñòûìè îòîáðàæåíèÿìè, èãðàþùèìè
ðîëü êàíîíè÷åñêèõ ôîðì äëÿ èñõîäíîãî îòîáðàæåíèÿ. Â äàííîì
ñëó÷àå èìåþò ìåñòî êàíîíè÷åñêèå ôîðìû z z�

2 − μ (ïðîñòåéøåå
êâàäðàòè÷íîå îòîáðàæåíèå) è z z z� λ ( )1− (ëîãèñòè÷åñêîå îòîáðà-
æåíèå). Çäåñü a, b, c, p, q, μ, λ – êîìïëåêñíûå ïàðàìåòðû îòîáðà-
æåíèé. Çàìåòèì, ÷òî îòîáðàæåíèå z z�

2 íå ÿâëÿåòñÿ êàíîíè÷åñ-
êîé ôîðìîé, òàê êàê îíî òîïîëîãè÷åñêè ñîïðÿæåíî ñ ëèíåéíûì
îòîáðàæåíèåì z z� 2 .

Ìíîæåñòâî êîìïëåêñíûõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðà μ, äëÿ êîòîðûõ
èòåðàöèè z z�

2 − μ òî÷êè z = 0 íå äàþò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, ñòðå-
ìÿùóþñÿ ê òî÷êå z = ∞, îáðàçóåò ôðàêòàëüíîå ìíîæåñòâî Ìàí-
äåëüáðîòà. Îáîçíà÷èì ýòî ìíîæåñòâî áóêâîé M. Ôàêòè÷åñêè ìíî-
æåñòâî M âïåðâûå îáíàðóæèë è îïðåäåëèë Ôàòó. Íî, ïîäîáíî
Õðèñòîôîðó Êîëóìáó, îòêðûâøåìó Àìåðèêó è íå çíàâøåìó, êàê
âûãëÿäèò åå êàðòà, Ôàòó, â îòñóòñòâèå êîìïüþòåðíûõ òåõíîëîãèé,
íå ìîã äàæå ãðóáî ïðåäñòàâèòü ñåáå «êàðòó» ìíîæåñòâà M. Òîëüêî
â 1980 ã. Ìàíäåëüáðîò ñìîã, íàêîíåö, âïåðâûå óâèäåòü ýòî ìíîæåñ-
òâî ñ ïîìîùüþ êîìïüþòåðà è ïî äîñòîèíñòâó îöåíèòü åãî êðàñîòó è
áåñêîíå÷íîå ìíîãîîáðàçèå ñòðóêòóðû�. Âñêîðå áûëà äîêàçàíà ñâÿç-
íîñòü ìíîæåñòâà M è íà÷àëîñü åãî ïîäðîáíîå èññëåäîâàíèå. Âûÿñ-
íèëîñü, ÷òî ìíîæåñòâî M ñîäåðæèò áåñêîíå÷íîå ÷èñëî ìàëûõ êî-
ïèé ñàìîãî ñåáÿ – òàêîé âèä íåëèíåéíîãî ñàìîïîäîáèÿ åùå òîëüêî
ïðåäñòîèò îñìûñëèòü è ñôîðìóëèðîâàòü â ìàòåìàòè÷åñêèõ òåðìè-
íàõ. Äðóãèå ìíîæåñòâà, êîòîðûå êîïèðóþò ñåáÿ â ìàëûõ ìàñøòà-
áàõ, ïîêà íåèçâåñòíû.

Æþëèà îïðåäåëèë ìíîæåñòâî J f( ), êàê ìíîæåñòâî èíâàðèàíò-
íîå (íå èçìåíÿþùååñÿ) îòíîñèòåëüíî çàäàííîãî îòîáðàæåíèÿ f
êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè â ñåáÿ: îòîáðàæåíèå «ñîõðàíÿåò» ìíîæåñò-
âî, íî ìîæåò ïåðåñòàâëÿòü ìåñòàìè åãî òî÷êè. Ìíîæåñòâî J f( ) íà-
çûâàåòñÿ ìíîæåñòâîì Æþëèà. Æþëèà è Ôàòó äîêàçàëè âàæíóþ
òåîðåìó î òîì, ÷òî ôðàêòàëüíîå ìíîæåñòâî J f( ) äëÿ îòîáðàæåíèÿ
z f z z� ( ) = −2 μ ñâÿçíî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà μ ∈ M. Èíûìè

ñëîâàìè, ìíîæåñòâî Ìàíäåëüáðîòà äëÿ îòîáðàæåíèÿ z z�
2 − μ ÿâ-

ëÿåòñÿ êàòàëîãîì âñåõ ñâÿçíûõ ìíîæåñòâ Æþëèà ýòîãî îòîáðàæå-
íèÿ: êàæäîìó ñâÿçíîìó ìíîæåñòâó Æþëèà ñòàâèòñÿ âî âçàèìíî-îä-
íîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå òî÷êà ìíîæåñòâà Ìàíäåëüáðîòà. Êàæäîå
íåñâÿçíîå ìíîæåñòâî Æþëèà (ôðàêòàëüíàÿ ïûëü èëè ïûëü Æþ-
ëèà) ñîîòâåòñòâóåò íåêîòîðîé òî÷êå, ðàñïîëîæåííîé âíå ìíîæåñòâà
Ìàíäåëüáðîòà.
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Ðàññìîòðåíèå íà êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè ìíîæåñòâà êðóãîâ ñ
öåíòðîì â íóëåâîé òî÷êå ïðèâîäèò ê âûâîäó, ÷òî ñóùåñòâóþò ìàê-
ñèìàëüíûé êðóã, ñîäåðæàùèéñÿ â ìíîæåñòâå M è ìèíèìàëüíûé
êðóã, âêëþ÷àþùèé â ñåáÿ M, à èìåííî: {| | / } {| | }z M z≤ ⊂ ⊂ ≤1 4 2 .
Ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëèâ â êðóãå ðàäèóñà 2 áîëüøîå ÷èñëî òî÷åê è
ïîäñ÷èòàâ äîëþ ýòèõ òî÷åê, ïîïàâøèõ â ìíîæåñòâî M, ìîæíî íàé-
òè ïëîùàäü S ìíîæåñòâà Ìàíäåëüáðîòà. Ìàêñèìàëüíûé è ìèíè-
ìàëüíûé êðóãè äàþò íèæíþþ è âåðõíþþ îöåíêè äëÿ ïëîùàäè:
π π/ 16 4< <S . Ñëîæíûå è ãðîìîçäêèå ðàñ÷åòû äàþò çíà÷åíèå
S = 1506, ... . Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿåòñÿ öåíòð ìàññ z∗ ìíîæåñòâà M,
ëåæàùèé íà äåéñòâèòåëüíîé îñè, è âû÷èñëÿåòñÿ åãî ïîëîæåíèå
z∗ = 02867, ... (ìíèìàÿ ÷àñòü ðàâíà íóëþ).

Ïîðÿäîê Øàðêîâñêîãî è óíèâåðñàëüíîñòü Ôåéãåíáàóìà
[13]. Ïåðèîäè÷åñêèå ðåøåíèÿ íåëèíåéíûõ ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé
îïèñûâàþòñÿ â ðàìêàõ ôðàêòàëüíîé ãåîìåòðèè.

Áåëüãèéñêèé ìàòåìàòèê Ïüåð Ôðàíñóà Ôåðõþëüñò
(1804–1849) ïðèìåíèë â 1838 ã. äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå
dx

dt
x kx= −λ ( )1 äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ ðîñòà ÷èñëåííîñòè x t( ) íàñåëå-

íèÿ â çàâèñèìîñòè îò âðåìåíè t. Çäåñü λ è k – êîíñòàíòû. Ýòî
óðàâíåíèå îí íàçâàë ëîãèñòè÷åñêèì. Ëþáîå ÷àñòíîå ðåøåíèå ëîãèñ-
òè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ ãåîìåòðè÷åñêè ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå ëîãèñòè-
÷åñêîé êðèâîé [14]. Äèñêðåòíûì àíàëîãîì óðàâíåíèÿ Ôåðõþëüñòà
ÿâëÿåòñÿ ëîãèñòè÷åñêîå ðàçíîñòíîå óðàâíåíèå x x xn n n+ = −1 1λ ( ),
k = 1. Ïîñëåäíåå óðàâíåíèå ÷àñòî èíòåðïðåòèðóåòñÿ íà ÿçûêå èòåðà-
öèé ëîãèñòè÷åñêîãî îòîáðàæåíèÿ z x x� λ ( )1− . Â øèðîêèé êðóã
íàó÷íûõ èíòåðåñîâ Ôåðõþëüñòà âõîäèëè òåîðèÿ ÷èñåë, âàðèàöèîí-
íîå èñ÷èñëåíèå, òåîðèÿ âåðîÿòíîñòåé, äèôôåðåíöèàëüíîå è èíòåã-
ðàëüíîå èñ÷èñëåíèÿ, ãåîìåòðèÿ è òðèãîíîìåòðèÿ, ýëëèïòè÷åñêèå
ôóíêöèè, àñòðîíîìèÿ è íåáåñíàÿ ìåõàíèêà. Íî ëîãèñòè÷åñêîå
óðàâíåíèå ñ÷èòàåòñÿ åãî ãëàâíûì ðåçóëüòàòîì. Â 1841 ã. Ôåð-
õþëüñò áûë èçáðàí ÷ëåíîì Áåëüãèéñêîé àêàäåìèè íàóê, à â 1848 ã.
ñòàë åå ïðåçèäåíòîì.

Ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå f ïðÿìîé â ñåáÿ. Èòåðàöèè ÷èñëà x0
ïîä äåéñòâèåì f äàþò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü x0, x1, x2, ..., êîòîðóþ
ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü êàê ÷àñòíîå ðåøåíèå ðàçíîñòíîãî óðàâíå-
íèÿ (ÐÓ) x f xn n+ =1 ( ). Åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïåðèîäè÷åñêàÿ, òî
áóäåì ãîâîðèòü î ïåðèîäè÷åñêîì ðåøåíèè ÐÓ. Ìíîæåñòâî ïîïàðíî
íåðàâíûõ ÷ëåíîâ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè x0, x1, x2, ..., xp−1 íàçîâåì
öèêëîì ïåðèîäà p. Â ñëó÷àå íåïåðèîäè÷åñêîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
áóäåì ãîâîðèòü îá àïåðèîäè÷åñêîì ðåøåíèè ÐÓ.

Â 1964 ã. óêðàèíñêèé ìàòåìàòèê Àëåêñàíäð Íèêîëàåâè÷ Øàð-
êîâñêèé äîêàçàë ñëåäóþùóþ òåîðåìó. Ñîñóùåñòâîâàíèå öèêëîâ
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íåïðåðûâíîãî îòîáðàæåíèÿ èíòåðâàëà ïðÿìîé â ñåáÿ õàðàêòåðèçó-
åòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ âñåõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, ðàñïîëîæåí-
íûõ â ñëåäóþùåì óíèâåðñàëüíîì ïîðÿäêå [15]:
1 2 4 8 16 32 64 128 256 512 1024� � � � � � � � � � �...
... ...� � � � � � � � � �19 8 17 8 15 8 13 8 11 8 9 8 7 8 5 8 3 8⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅
... ...� � � � � � � � � �19 4 17 4 15 4 13 4 11 4 9 4 7 4 5 4 3 4⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅
... ...� � � � � � � � � �19 2 17 2 15 2 13 2 11 2 9 2 7 2 5 2 3 2⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅
...� � � � � � � � � � � � �27 25 23 21 19 17 15 13 11 9 7 5 3.

Òðåóãîëüíèê � îïðåäåëÿåò ïîðÿäîê âçàèìíîãî ðàñïîëîæåíèÿ
íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, êîòîðûå îáîçíà÷àþò ïåðèîäû öèêëîâ îòîáðà-
æåíèÿ. Ïóñòü p è q ðàñïîëîæåíû â ïîðÿäêå p q� . Òîãäà èç ñóùåñò-
âîâàíèÿ öèêëà ïåðèîäà q ñëåäóåò ñóùåñòâîâàíèå öèêëà ïåðèîäà p.
Ðàññìîòðåííóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü è åå ïîðÿäîê ïðèíÿòî íàçûâàòü
ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ Øàðêîâñêîãî è ïîðÿäêîì Øàðêîâñêîãî. Ñó-
ùåñòâîâàíèå öèêëà ïåðèîäà 3 ãàðàíòèðóåò ñóùåñòâîâàíèå öèêëîâ
âñåõ íàòóðàëüíûõ ïåðèîäîâ. Ñóùåñòâîâàíèå öèêëà ïåðèîäà 1 (ñó-
ùåñòâîâàíèå íåïîäâèæíîé òî÷êè îòîáðàæåíèÿ) ñëåäóåò èç ñóùåñò-
âîâàíèÿ öèêëà ëþáîãî äðóãîãî ïåðèîäà.

Ðàññìîòðèì îäíîïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî îòîáðàæåíèé
f x a( , ) è ñâÿçàííîå ñ íèì ÐÓ x f x an n+ =1 ( , ). Ïàðà äåéñòâèòåëüíûõ
÷èñåë ( , )a x , ãäå x x= 0, çàäàåò îäíî èç ðåøåíèé ÐÓ. Ïëîñêîñòü
( , )a x , íà êîòîðîé îòìå÷åíû âñå òî÷êè, ñîîòâåòñòâóþùèå ïåðèîäè-
÷åñêèì ðåøåíèÿì ÐÓ, íàçîâåì áèôóðêàöèîííîé äèàãðàììîé. Ìíî-
æåñòâî ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèé íà äèàãðàììå ÿâëÿåòñÿ ôðàêòàëîì,
îíî ñîñòàâëåíî èç áåñêîíå÷íîãî íàáîðà êðèâûõ, âûòÿíóòûõ îäíà
âäîëü äðóãîé. Ìíîãèå ôðàãìåíòû ìíîæåñòâà íàïîìèíàþò êîëüöà
Ñàòóðíà. Ïåðåñåêàþòñÿ êðèâûå â òî÷êàõ áèôóðêàöèé. Êðèâûå äå-
ëÿòñÿ íà ïðèòÿãèâàþùèå (àòòðàêòîðû), ñîîòâåòñòâóþùèå óñòîé÷è-
âûì öèêëàì, è îòòàëêèâàþùèå (ðåïåëëåðû), ñîîòâåòñòâóþùèå íå-
óñòîé÷èâûì öèêëàì. Áèôóðêàöèîííàÿ äèàãðàììà ñòðîèòñÿ ïðè ïî-
ìîùè êîìïüþòåðà. Íàèáîëåå èíòåðåñåí êëàññ óíèìîäàëüíûõ («îä-
íîãîðáûõ») îòîáðàæåíèé ñ îòðèöàòåëüíîé ïðîèçâîäíîé Øâàðöà	,
ñîäåðæàùèé ëîãèñòè÷åñêîå îòîáðàæåíèå. Íà áèôóðêàöèîííîé äè-
àãðàììå, ïîñòðîåííîé äëÿ ýòîãî êëàññà, â ïåðâóþ î÷åðåäü áðîñàåò-
ñÿ â ãëàçà êàñêàä óäâîåíèé ïåðèîäà îäèí. Ïðèòÿãèâàþùàÿ êðèâàÿ,
ñîîòâåòñòâóþùàÿ ïåðèîäó 1, ñíà÷àëà äåëèòñÿ íà äâå ïðèòÿãèâàþ-
ùèå êðèâûå ïåðèîäà 2, êîòîðûå, â ñâîþ î÷åðåäü, ñíîâà äåëÿòñÿ è
îáðàçóþò ÷åòûðå ïðèòÿãèâàþùèõ êðèâûõ ïåðèîäà 4. Çàòåì äåëåíèå
äàåò âîñåìü ïðèòÿãèâàþùèõ êðèâûõ ïåðèîäà 8 è ò.ä. Íà êîíå÷íûé
îòðåçîê èçìåíåíèÿ ïàðàìåòðà ïðèõîäèòñÿ áåñêîíå÷íî ìíîãî äåëå-
íèé êðèâûõ è óäâîåíèé ïåðèîäà. Òî÷êè äåëåíèÿ êðèâûõ – ýòî òî÷-
êè áèôóðêàöèé. Ïðèíÿòî ãîâîðèòü î ïîñëåäîâàòåëüíîñòè áèôóðêà-
öèé óäâîåíèÿ ïåðèîäà. Áèôóðêàöèîííîå «äåðåâî» âûòÿíóòî âäîëü
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îñè ïàðàìåòðà a, åãî «êðîíà» íàïðàâëåíà â ñòîðîíó óâåëè÷åíèÿ
çíà÷åíèé ïàðàìåòðà.

Â 1976 ã. àìåðèêàíñêèé ôèçèê Ìèò÷åëë Ôåéãåíáàóì îòêðûë
óíèâåðñàëüíûé çàêîí àñèìïòîòè÷åñêîãî ïîâåäåíèÿ ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòè áèôóðêàöèé óäâîåíèÿ ïåðèîäà [16], à èìåííî: äëÿ ëþáîãî
óíèìîäàëüíîãî îòîáðàæåíèÿ ñ îòðèöàòåëüíîé ïðîèçâîäíîé Øâàðöà
ëèíåéíûå ðàçìåðû ïðèòÿãèâàþùåé êðèâîé â îêðåñòíîñòè òî÷êè áè-
ôóðêàöèè ïðè ïåðåõîäå îò ïåðèîäà p n= 2 ê ïåðèîäó p n= +2 1

óìåíüøàþòñÿ ïî çàêîíó áåñêîíå÷íî óáûâàþùåé ãåîìåòðè÷åñêîé
ïðîãðåññèè. Ïðè n →∞ îòêëîíåíèå îò çàêîíà ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîã-
ðåññèè ñòðåìèòñÿ ê íóëþ. Èçìåíåíèå ëèíåéíûõ ðàçìåðîâ âäîëü
îñè àáñöèññ (îñè a) è âäîëü îñè îðäèíàò (îñè x) õàðàêòåðèçóåòñÿ
çíàìåíàòåëÿìè δ è α. ×èñëà δ è α – äâå íîâûå ìàòåìàòè÷åñêèå êîí-
ñòàíòû, âðîäå ÷èñåë π èëè e. Óêàæåì ïåðâûå 65 äåñÿòè÷íûõ çíàêîâ
ýòèõ êîíñòàíò:
δ = 46692016091029906718532038204662016172581855774, 757686327456513430... ,

α = 2 5029078750958928222839028732182157863812713767, 271499773361920567... .

Äëÿ êîíñòàíòû α Ôåéãåíáàóì âûâåë ôóíêöèîíàëüíîå óðàâíå-
íèå

g g x
g x

( ( ))
( )

= −
α
α

,

ñ äîïîëíèòåëüíûìè óñëîâèÿìè g( )0 1= , ′ =g ( )0 0, ′′ <g ( )0 0,
g x g x( ) ( )− = .Ðåøåíèå ôóíêöèîíàëüíîãî óðàâíåíèÿ äàåò êîíñòàíòó α
è ôóíêöèþ g x( ),îïèñûâàþùóþ áèôóðêàöèè óäâîåíèÿ ïåðèîäà.Ýòî
æå óðàâíåíèå ïîçâîëÿåò íàéòè êîíñòàíòó δ.

Âàæíåéøèìè ïðåäñòàâèòåëÿìè êëàññà óíèìîäàëüíûõ îòîáðà-
æåíèé ñ îòðèöàòåëüíîé ïðîèçâîäíîé Øâàðöà ÿâëÿþòñÿ ëîãèñòè÷åñ-
êîå îòîáðàæåíèå x x x� λ ( )1− è êâàäðàòè÷íîå îòîáðàæåíèå
x x�

2 − μ [17–19]. Èì ñîîòâåòñòâóþò ÐÓ x x xn n n+ = −1 1λ ( ) è

x xn n+ = −1
2 μ. Ïðè óâåëè÷åíèè çíà÷åíèé λ è μ â ïðåäåëàõ îòðåçêîâ

1 4≤ ≤λ è − ≤ ≤
1

4
2μ ïîñëåäîâàòåëüíî ïîÿâëÿþòñÿ âñå ïåðèîäè÷åñ-

êèå ðåøåíèÿ ÐÓ. Ïîÿâëÿþòñÿ â òî÷íîì ñîîòâåòñòâèè ñ ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòüþ Øàðêîâñêîãî: ïåðâûì ïîÿâëÿåòñÿ ïåðèîä 1, ïîñëåäíèì
– ïåðèîä 3. Ïðè λ = 4 è μ = 2 îêîí÷àòåëüíî ðîæäàþòñÿ âñå ïåðèîäè-
÷åñêèå ðåøåíèÿ, êîòîðûå ïðîäîëæàþò ñóùåñòâîâàòü ïðè äàëüíåé-
øåì óâåëè÷åíèè çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ. Ãðàíè÷íûå çíà÷åíèÿ μ íà

îòðåçêå − ≤ ≤
1

4
2μ îäíîçíà÷íî ñâÿçàíû ñ ðàäèóñàìè ìàêñèìàëüíîãî

è ìèíèìàëüíîãî êðóãîâ ìíîæåñòâà Ìàíäåëüáðîòà.
Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, çàäàâàåìàÿ ëîãèñòè÷åñêèì îòîáðàæåíèåì

ïðè λ = 4, âïåðâûå ðàññìàòðèâàëàñü áîëåå äâóõ òûñÿ÷ ëåò íàçàä â
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ðàáîòå Àðõèìåäà [7]. Êâàäðàòû ïîëîâèí ñòîðîí, âïèñàííûõ â åäè-
íè÷íóþ îêðóæíîñòü ïðàâèëüíûõ n-óãîëüíèêà è 2n-óãîëüíèêà, ñâÿ-
çàíû óðàâíåíèåì s s sn n n= −4 12 2( ). Ñëåäîâàòåëüíî, èòåðàöèÿ Àðõè-
ìåäà s sn n� 2 îçíà÷àåò îáðàùåíèå ëîãèñòè÷åñêîãî îòîáðàæåíèÿ
.

Ôðàêòàëüíûìè ñâîéñòâàìè ìîãóò îáëàäàòü íåêîòîðûå îäíîìåð-
íûå àïåðèîäè÷åñêèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Ïðèâåäåì äâà ïðèìåðà
òàêèõ ôðàêòàëüíûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé. Ïåðâàÿ ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü ñòðîèòñÿ èç íóëåé è åäèíèö, ïóòåì óäâîåíèÿ èõ ÷èñëà, çà
ñ÷åò ïðèïèñûâàíèÿ äîïîëíåíèÿ:

0 01 0110 01101001 0110100110010110⇒ ⇒ ⇒ ⇒ ⇒... .
Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Òóý–Ìîðñà

0110100110010110100101100110100110010110011010010110100110010110... .
Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåçàâèñèìî ïîëó÷èëè À.Òóý (1906 ã.) è

Õ.Ê.Ì.Ìîðñ (1921 ã.). Îíà îáëàäàåò ðÿäîì çàìå÷àòåëüíûõ
ñâîéñòâ. Íàïðèìåð, åñëè îòáðîñèòü âñå ÷ëåíû ïîñëåäîâàòåëüíîñòè,
èìåþùèå ÷åòíûå íîìåðà, òî îñòàâøèåñÿ ÷ëåíû ñ íå÷åòíûìè íîìå-
ðàìè ñíîâà îáðàçóþò òó æå ïîñëåäîâàòåëüíîñòü. Òàê ïðîÿâëÿåò
ñåáÿ ñâîéñòâî ñàìîïîäîáèÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Âòîðóþ ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü íàøåë Ê.Êèìáåðëèíã (1995 ã.):

1 1 2 1 3 2 4 1 5 3 6 2 7 4 8 1 9 5 10... .
Çäåñü ñâîéñòâî ñàìîïîäîáèÿ çàêëþ÷àåòñÿ â ñóùåñòâîâàíèè ïîä-

ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, «ðàñòÿíóòûõ» â 2, 4, 8,
16 è ò.ä. ðàç.

Ôðàêòàëû â ãåîìåòðèè ïðèðîäû [20]. Ñóùåñòâóåò äâà èñòî÷-
íèêà ôðàêòàëîâ: ìàòåìàòè÷åñêèå àëãîðèòìû è ïðèðîäà.

Ðåäêî óäàåòñÿ ïîëó÷èòü ïðèðîäíûé ôðàêòàë â ðåçóëüòàòå ìà-
òåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ. Íî ýòî óäàëîñü ñäåëàòü äëÿ ìîðñ-
êèõ ðàêîâèí. Îêàçàëîñü, ÷òî ðàçëè÷íûå âàðèàíòû îêðàñêè ìíîãèõ
ðàêîâèí ïðåêðàñíî ìîäåëèðóþòñÿ àëãîðèòìàìè òðåóãîëüíèêà Ïàñ-
êàëÿ (òàáëèöû áèíîìèàëüíûõ êîýôôèöèåíòîâ). Íàïðèìåð, åñëè
÷åòíûå è íå÷åòíûå ÷èñëà ýòîãî òðåóãîëüíèêà çàìåíèòü íóëåì è åäè-
íèöåé, òî ïîëó÷èì èåðàðõè÷åñêóþ ñèñòåìó âëîæåííûõ äðóã â äðó-
ãà è ñîñòàâëåííûõ èç íóëåé òðåóãîëüíèêîâ. Èìåííî òàêàÿ ôðàê-
òàëüíàÿ ñèñòåìà òðåóãîëüíèêîâ ëåæèò â îñíîâå îêðàñêè ðàêîâèí, à
äàëåêîå îáîáùåíèå ìåõàíèçìà åå ïîñòðîåíèÿ ïðèâîäèò ê âàæíîìó
êëàññó àëãîðèòìîâ, îòêðûòîìó Äæîíîì ôîí Íåéìàíîì è íàçâàííî-
ìó èì êëåòî÷íûìè àâòîìàòàìè. Ðàçíîñòíûå óðàâíåíèÿ ïîìîãàþò
ïîíÿòü ñìûñë è äåéñòâèÿ êëåòî÷íûõ àâòîìàòîâ, îïèñûâàþùèõ ýâî-
ëþöèîííûå ïðîöåññû â äèñêðåòíîì ïðîñòðàíñòâå-âðåìåíè. Èãðà
«Æèçíü» Äæîíà Êîíâåÿ – ïðîñòåéøèé ïðèìåð òàêîãî àâòîìàòà. Â
ðåçóëüòàòå äåéñòâèÿ êëåòî÷íîãî àâòîìàòà ÷àñòî ïîëó÷àåòñÿ ôðàê-
òàë.
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Ê êîíöó XX â. ñïèñîê îáúåêòîâ ïðèðîäû, ñòðóêòóðà êîòîðûõ
áûëà ïðèçíàíà ôðàêòàëüíîé, ñòàë íåâåðîÿòíî øèðîêèì è ïðîäîë-
æàåò áûñòðî ðàñòè. Ðàññìîòðèì çäåñü ëèøü íåáîëüøîå ÷èñëî ïðè-
ðîäíûõ ôðàêòàëîâ èç ýòîãî ñïèñêà.

1. Êîëüöà ïëàíåò. Â XVII â. áûëè îòêðûòû êîëüöà Ñàòóðíà.
Â 1977, 1979 è 1989 ãã. áûëè îòêðûòû ñîîòâåòñòâåííî êîëüöà Óðà-
íà, Þïèòåðà è Íåïòóíà. Òàêèì îáðàçîì, âñå ÷åòûðå ïëàíåòû-ãè-
ãàíòà îêðóæåíû êîëüöàìè. Êîëüöà ïëàíåò ðàñïàäàþòñÿ íà òîíêèå
êîëüöà, èìåþùèå âèä îêðóæíîñòåé. Ó Ñàòóðíà íåñêîëüêî òûñÿ÷
òîíêèõ êîëåö. Ãåîìåòðèÿ âçàèìíîãî ðàñïîëîæåíèÿ òîíêèõ êîëåö
õàðàêòåðèçóåòñÿ ôðàêòàëüíûìè ñâîéñòâàìè, íàïðèìåð, ñàìîïîäî-
áèåì.

2. Êðóãè íà ïîëÿõ – ýòî íàçâàíèå çàãàäî÷íûõ ðèñóíêîâ, ïîÿâ-
ëÿþùèõñÿ íà ïøåíè÷íûõ (è íå òîëüêî ïøåíè÷íûõ) ïîëÿõ Àíãëèè,
Êàíàäû, ÑØÀ, ßïîíèè, Àâñòðàëèè, Íîâîé Çåëàíäèè, Ðîññèè è
äðóãèõ ñòðàí. Ðàçìåðû êðóãîâ â ïîïåðå÷íèêå ñîñòàâëÿþò äåñÿòêè è
ñîòíè ìåòðîâ. Åñòü ìíîãî âåðñèé âîçíèêíîâåíèÿ êðóãîâ íà ïîëÿõ,
íî íè îäíà èç íèõ íå äîêàçàíà. Ó÷àñòèå ëþäåé â ïîÿâëåíèè êðóãîâ
ìàëîâåðîÿòíî, òàê êàê êîëîñüÿ ïøåíèöû íå ñëîìàíû, à ëèøü èçîã-
íóòû ïî÷òè ïîä ïðÿìûì óãëîì íà íåáîëüøîì ðàññòîÿíèè îò çåìëè.
Ãåîìåòðè÷åñêèå ôèãóðû, îáðàçóåìûå êðóãàìè íà ïîëÿõ, ÷àñòî íåò-
ðèâèàëüíû ïî ñâîåé ñòðóêòóðå, à ïðèìåðíî ïÿòàÿ ÷àñòü òàêèõ ôè-
ãóð ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ôðàêòàëû èëè, â êðàéíåì ñëó÷àå, ñîäåðæèò
ôðàêòàëîïîäîáíûå ýëåìåíòû.

3. Ïîâåðõíîñòü Çåìëè, íàáëþäàåìàÿ èç êîñìîñà, ñîäåðæèò
áîëüøîå ìíîæåñòâî ôðàêòàëüíûõ ñòðóêòóð. Âîò íåêîòîðûå èç íèõ.

à) Áåðåãîâûå ëèíèè (ïîáåðåæüå Íîðâåãèè; çàïàäíûå ïîáå-
ðåæüÿ Êàíàäû è ÑØÀ, ðàñïîëîæåííûå âäîëü Ñêàëèñòûõ ãîð; ïî-
áåðåæüå þæíîé ÷àñòè ×èëè, ðàñïîëîæåííîå âäîëü Àíä; Ôîëêëåíä-
ñêèå îñòðîâà; ïîáåðåæüÿ Ãðåöèè è Òóðöèè âìåñòå ñ ìíîãî÷èñëåí-
íûìè îñòðîâàìè, îáðàçóþùèå «ãðàíèöó» Ýãåéñêîãî ìîðÿ).

á) Ðåêè – íàïðèìåð, Ìèññèñèïè ñ ïðèòîêîì Ìèññóðè, Àìàçîí-
êà, Âîëãà.

Äëèíà áåðåãîâîé ëèíèè è äëèíà ðåêè íåîãðàíè÷åííî âîçðàñòà-
þò ïðè óìåíüøåíèè ýòàëîíà äëèíû, ïðè ïîìîùè êîòîðîãî ïðîèçâî-
äèòñÿ èõ èçìåðåíèå. Ïîýòîìó äëÿ õàðàêòåðèñòèêè ýòèõ äëèí âìåñ-
òî îáû÷íîãî ïîíÿòèÿ «äëèíà êðèâîé» íåîáõîäèìî èñïîëüçîâàòü ïî-
íÿòèå «ôðàêòàëüíàÿ ðàçìåðíîñòü». Áåðåãîâûå ëèíèè è ðåêè õîðî-
øî ìîäåëèðóþòñÿ ïðè ïîìîùè îòêðûòûõ â XIX â. íåïðåðûâíûõ,
íî íèãäå íå äèôôåðåíöèðóåìûõ, ôóíêöèé Áîëüöàíî–Âåéåðøòðàñ-
ñà, òî åñòü èìåþò âèä íåïðåðûâíûõ íåäèôôåðåíöèðóåìûõ êðèâûõ.

â) Äåëüòû ðåê (Ëåíà, Þêîí íà Àëÿñêå, Áåöèáóêà íà Ìàäàãàñ-
êàðå), à òàêæå ðåêè, ðàññìîòðåííûå âìåñòå ñî âñåìè ñâîèìè ïðèòî-
êàìè, ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé äðåâîâèäíûå ôðàêòàëû.
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ã) Ñíåæíûé ïîêðîâ â ãîðíûõ ðàéîíàõ (Ñêàíäèíàâñêèå ãîðû
Íîðâåãèè, Ñêàëèñòûå ãîðû, Àíäû, ãîðíàÿ ñèñòåìà Áîëüøîé Êàâ-
êàç) íàïîìèíàåò óçîðû, êîòîðûå ðèñóåò ìîðîç íà îêíàõ.

5. Ôðàêòàëû â àíàòîìèè: àðòåðèè è âåíû, áðîíõè, ìîçãîâûå
èçâèëèíû. Äðåâîâèäíàÿ ñòðóêòóðà àðòåðèé è âåí, îáðàçóþùèõ êðî-
âåíîñíóþ ñèñòåìó, ïîçâîëÿåò ïîäâîäèòü (è îòâîäèòü) êðîâü ê ëþ-
áîé òî÷êå æèâîãî òåëà, à òàêæå – ýêîíîìèòü êðîâü, òàê êàê ïîë-
íûé îáúåì âñåõ àðòåðèé è âåí äîñòàòî÷íî ìàë. Äðåâîâèäíàÿ ñòðóê-
òóðà áðîíõîâ îïòèìèçèðóåò ðàáîòó ëåãêèõ. Ìîçãîâûå èçâèëèíû
(ôðàêòàëüíûå ñêëàäêè êîðû ãîëîâíîãî ìîçãà) óâåëè÷èâàþò îáúåì
ñåðîãî âåùåñòâà ïî îòíîøåíèþ ê áåëîìó.

6. Ëèíåéíûå ìîëíèè îòíîñÿòñÿ ê òîìó æå âèäó ôðàêòàëîâ, ÷òî
è ðåêè, òàê êàê ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé íèòåâèäíûå ôðàêòàëüíûå äå-
ðåâüÿ�, ñîñòàâëåííûå èç íåïðåðûâíûõ íåäèôôåðåíöèðóåìûõ êðè-
âûõ. Î øàðîâûõ è ÷åòî÷íûõ ìîëíèÿõ èçâåñòíî ñëèøêîì ìàëî, ÷òî-
áû ðàññóæäàòü îá èõ ôðàêòàëüíîñòè.

7. Ðàçðóøåíèå è ðàñïàä ñïëîøíîé ñðåäû. Ðàññìîòðèì òåïåðü
ôðàêòàëû, ñîñòîÿùèå èç áåñêîíå÷íîãî êîëè÷åñòâà íåïåðåñåêàþùèõ-
ñÿ ôðàãìåíòîâ, êàæäûé èç êîòîðûõ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñâÿçíîå
ìíîæåñòâî.

Òàêèå ôðàêòàëû ïîÿâëÿþòñÿ â çàäà÷å î áûñòðîì ðàñïàäå òðåõ-
ìåðíîé ñïëîøíîé ñðåäû íà áîëüøîå ÷èñëî îñêîëêîâ. Ðàñïàä ìîæåò
áûòü ðåçóëüòàòîì âçðûâà òâåðäîãî òåëà, ëèáî ðåçóëüòàòîì ðàñïû-
ëèâàíèÿ æèäêîñòè ôîðñóíêîé. Ñîâîêóïíîñòü îñêîëêîâ è åñòü
ôðàêòàë. Îñêîëêè æèäêîñòè – ýòî êàïëè. Îïðåäåëèì ðàäèóñ-âåê-
òîð r = ( , , )x y z ìîëåêóëû â îñêîëêå, ïîìåñòèâ íà÷àëî âåêòîðà â
öåíòð ìàññ îñêîëêà, à êîíåö âåêòîðà – â ñàìó ìîëåêóëó. Ïëîòíîñòü
h x y z( , , ) ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé ðàäèóñ-âåêòîðîâ ìîëåêóë ïðî-
ïîðöèîíàëüíà ÷èñëó ìîëåêóë ñ äàííûì r. Ìîäóëü R ðàäèóñ-âåêòî-
ðà r íàçîâåì ñìåùåíèåì ìîëåêóëû. Ïëîòíîñòü g R( ) ðàñïðåäåëåíèÿ
âåðîÿòíîñòåé ñìåùåíèé ìîëåêóë ïðîïîðöèîíàëüíà ÷èñëó ìîëåêóë
ñî ñìåùåíèåì R. Ðàäèóñ øàðà, òîãî æå îáúåìà, ÷òî è îñêîëîê, òàê-
æå îáîçíà÷èì áóêâîé R. Ðàññìîòðèì òàêæå ïëîòíîñòü f R( ) ðàñïðå-
äåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé ðàäèóñîâ îñêîëêîâ. Âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî
ðàäèóñ îñêîëêîâ ëåæèò ìåæäó R è R dR+ , ïðîïîðöèîíàëüíà ÷èñëó
ìîëåêóë, îáðàçóþùèõ òàêèå îñêîëêè, è ðàâíà f R dR( ) . Èç óïðîùà-
þùåãî ïðåäïîëîæåíèÿ î øàðîîáðàçíîñòè îñêîëêîâ ñëåäóåò ñîîòíî-
øåíèå

f R g R g R R( ) [ ( ) ( ) ]= − ′ ⋅
1

3
2 ,

ñâÿçûâàþùåå ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèé.
Åñëè ïëîòíîñòü h x y z( , , ) îïðåäåëÿåò òðåõìåðíîå íîðìàëüíîå

ðàñïðåäåëåíèå, ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå êîòîðîãî ðàâíî íóëåâîìó
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ðàäèóñ-âåêòîðó, òî ñìåùåíèÿ ìîëåêóë ïîä÷èíÿþòñÿ ðàñïðåäåëåíèþ
Ìàêñâåëëà (õè-ðàñïðåäåëåíèþ ñ òðåìÿ ñòåïåíÿìè ñâîáîäû)

g R R e R( ) /= −4
3

2 � �

πα
α ,

à ðàäèóñû îñêîëêîâ ïîä÷èíÿþòñÿ õè-ðàñïðåäåëåíèþ ñ ïÿòüþ ñòåïå-
íÿìè ñâîáîäû��

f R R e R( ) /= −8

3 5
4 � �

πα
α .

Çäåñü α – õàðàêòåðíûé ðàçìåð îñêîëêà. Ñðåäíèé ðàäèóñ (ìàòå-
ìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ðàäèóñà) è ìîäà ðàäèóñà (àáñöèññà ìàêñèìó-

ìà ïëîòíîñòè) ñîîòâåòñòâåííî ðàâíû
8

3 π
α è 2α, ïðè÷åì ìîäà

ìåíüøå ñðåäíåãî ðàäèóñà.
Åñëè ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòåé ðàäèóñ-âåêòîðîâ ìîëåêóë íå

ÿâëÿåòñÿ íîðìàëüíûì, òî ïëîòíîñòè g R( ) è f R( ) ìîãóò èìåòü äðó-
ãîé âèä.

Ïðîñòóþ ýìïèðè÷åñêóþ ôîðìóëó

F R R a b( ) [ ( / ) ]= − −1 exp

äëÿ ôóíêöèè F R( ) ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé ðàäèóñîâ îñêîëêîâ
ïðåäëîæèëè â 1933 ã. íåìåöêèå èíæåíåðû Ïàóëü Îòòî Ðîçèí
(1890–1967) è Ýðèõ Ðàììëåð (1901–1986).Çäåñü a è b – ïàðàìåò-
ðû ðàñïðåäåëåíèÿ.Î÷åâèäíî,÷òî F R f R′ =( ) ( ).

Àíàëîãè÷íàÿ ýìïèðè÷åñêàÿ ôîðìóëà��

Φ Λ( ) [ ( / ) ]m m= − −1 exp μ
îïèñûâàåò ðàñïðåäåëåíèå îñêîëêîâ ïî ìàññàì.Âåðîÿòíîñòü òîãî,÷òî
ìàññà îñêîëêîâ ëåæèò ìåæäó m è m dm+ , ïðîïîðöèîíàëüíà ÷èñëó
òàêèõ îñêîëêîâ è ðàâíà ϕ( )m dm,ãäå ϕ( ) ( )m m= ′Φ .Ýòà ôîðìóëà ïî-
ÿâèëàñü â ðåçóëüòàòå èññëåäîâàíèé ïðî÷íîñòè ìàòåðèàëîâ,êîòîðûå
ïðîâåë è ïîäûòîæèë â 1939 ã. øâåäñêèé èíæåíåð Ýðíñò ßëüìàð
Âàëîääè Âåéáóëë (1887–1979).

Íåñêîëüêî ñëîâ î Ìàíäåëüáðîòå. Êîãäà ýòà ñòàòüÿ áûëà óæå
íàïèñàíà, ïðèøëà ïå÷àëüíàÿ âåñòü: 14 îêòÿáðÿ 2010 ã. â âîçðàñòå 85
ëåò óøåë èç æèçíè Áåíóà Á.Ìàíäåëüáðîò, èìÿ êîòîðîãî â èñòîðèè
åñòåñòâîçíàíèÿ âñåãäà áóäåò ñâÿçàíî ñ ôðàêòàëàìè. Ìàíäåëüáðîò
ïåðâûì ñòàë óïîòðåáëÿòü òåðìèíû ôðàêòàë, ôðàêòàëüíîå ìíîæåñ-
òâî è ïðèðîäíûé ôðàêòàë äëÿ îáîçíà÷åíèÿ îáúåêòîâ è ìíîæåñòâ,
èçâåñòíûõ â ìàòåìàòèêå è ôèçèêå áîëåå äâóõ ñòîëåòèé. Âíåäðåíèå
ýòèõ òåðìèíîâ â íàóêó íå áûëî ãëàäêèì. Íàïðèìåð, ïåðâîå âðåìÿ
èñïîëüçîâàëè ïàðàëëåëüíî òàêîé òåðìèí, êàê äèñêîíòèíóóì Êàí-
òîðà, è äðóãèå ïîäîáíûå òåðìèíû.
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Ðîäèëñÿ Ìàíäåëüáðîò 20 íîÿáðÿ 1924 ã. â Âàðøàâå, à ÷åðåç
íåñêîëüêî ëåò åãî ñåìüÿ ïåðååõàëà âî Ôðàíöèþ. Îáðàçîâàíèå ïî-
ëó÷èë â Ïîëèòåõíè÷åñêîé øêîëå â Ïàðèæå è â Êàëèôîðíèéñêîì
òåõíîëîãè÷åñêîì èíñòèòóòå. Æèë è ðàáîòàë ñíà÷àëà âî Ôðàíöèè,
çàòåì – â ÑØÀ.

Î ñâîåé êíèãå [5], ïîñâÿùåííîé ôðàêòàëàì, Ìàíäåëüáðîò ïè-
øåò, ÷òî îíà «íå ÿâëÿåòñÿ íè ó÷åáíèêîì, íè ìàòåìàòè÷åñêèì òðàê-
òàòîì», è îí «ñêëîíåí îïðåäåëèòü åå æàíð êàê íàó÷íîå ýññå��».

Òåðìèí ôðàêòàë îáðàçîâàí îò ëàòèíñêîãî ñëîâà fractus (ôðàã-
ìåíòèðîâàííûé, ðàçáèòûé íà îñêîëêè). Nomen est omen. Â ïåðåâî-
äå ñ ëàòèíñêîãî ýòà ïîãîâîðêà îçíà÷àåò, ÷òî ñàìî èìÿ èëè íàçâàíèå
óæå õàðàêòåðèçóåò åãî íîñèòåëÿ, çàñòàâëÿåò äîãàäûâàòüñÿ î åãî
ñâîéñòâàõ è êà÷åñòâàõ.

Ìàíäåëüáðîò âñåãäà èçáåãàë îêîí÷àòåëüíûõ ôîðìóëèðîâîê,
ñâÿçàííûõ ñî ñëîâîì ôðàêòàë: «Â 1975 ã. ÿ ïðèäóìàë òåðìèí
ôðàêòàë, ÷òîáû äàòü íàçâàíèå ìîåé ïåðâîé ðàáîòå â ýòîé îáëàñòè.
Îäíàêî ÿ íå ñòàë ïðèâîäèòü ìàòåìàòè÷åñêîå îïðåäåëåíèå, ÷óâñò-
âóÿ, ÷òî ýòî ïîíÿòèå, êàê è õîðîøåå âèíî, òðåáóåò âûäåðæêè,
ïðåæäå ÷åì îíî áóäåò «ðàçëèòî ïî áóòûëêàì». Âñå ôèãóðû, êîòî-
ðûå ÿ èññëåäîâàë è íàçûâàë ôðàêòàëàìè, â ìîåì ïðåäñòàâëåíèè
îáëàäàëè ñâîéñòâîì áûòü «íåðåãóëÿðíûìè, íî ñàìîïîäîáíûìè».
Ñëîâî «ïîäîáíûé» íå âñåãäà èìååò êëàññè÷åñêèé ñìûñë «ëèíåéíî
óâåëè÷åííûé èëè óìåíüøåííûé», íî âñåãäà íàõîäèòñÿ â ñîãëàñèè ñ
óäîáíûì è øèðîêèì òîëêîâàíèåì ñëîâà «ïîõîæèé» [23]. Â ïàðàã-
ðàôå «Ôðàêòàëû (îïðåäåëåíèå)» Ìàíäåëüáðîò ïèøåò, ÷òî «...ëó÷-
øå âñåãî îáîéòèñü ñîâñåì áåç îïðåäåëåíèÿ... Ñàìûé ïðîñòîé äîâîä
â ïîëüçó òàêîãî íåæåëàíèÿ ñîñòîèò â òîì, ÷òî íàñòîÿùåå îïðåäåëå-
íèå ...èñêëþ÷àåò èç ñåìåéñòâà ôðàêòàëîâ êîå-êàêèå ìíîæåñòâà, êî-
òîðûå íàì íå õîòåëîñü áû òåðÿòü» [5].

Ýðóäèöèÿ è ýíöèêëîïåäè÷åñêèå ïîçíàíèÿ Ìàíäåëüáðîòà ïî-
ìîãëè åìó ñèñòåìàòèçèðîâàòü îãðîìíîå ÷èñëî èçâåñòíûõ ðàíåå è
âíîâü îòêðûòûõ ôðàêòàëîâ, à òàêæå ñîáðàòü âìåñòå ñîîòâåòñòâóþ-
ùèå èñòîðè÷åñêèå ôàêòû. Åãî ãëàâíàÿ êíèãà î ôðàêòàëàõ ñîäåðæèò
670 ëèòåðàòóðíûõ ññûëîê [5]. Ñåãîäíÿ ôðàêòàëû ñîñòàâëÿþò âàæ-
íûé ðàçäåë ñîâðåìåííîé íàóêè. Â ýòîì è çàêëþ÷àåòñÿ ãëàâíàÿ çàñ-
ëóãà Ìàíäåëüáðîòà.

Ïðèìå÷àíèÿ
� Çàêîí ïîãëîùåíèÿ ñâåòà âûâåñòè òåîðåòè÷åñêè ìîæíî äâóìÿ ïóòÿìè. Ëèáî ðåøàÿ

äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå (òàê ïîñòóïèë Ëàìáåðò), ëèáî ðåøàÿ ôóíêöèîíàëü-
íîå óðàâíåíèå Êîøè f x f y f x y( ) ( ) ( )⋅ = + , ÷òî ïðèâîäèò ê ïîêàçàòåëüíîé ôóíêöèè
f x a�( ) = . Çäåñü f x( )– êîýôôèöèåíò óáûâàíèÿ èíòåíñèâíîñòè íà ðàññòîÿíèè x. Ðàñ-
ñóæäåíèÿ Áóãåðà áëèçêè ê ïîñëåäíåìó âàðèàíòó, à ïîòîìó ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî îí
îáîñíîâàë çàêîí íå òîëüêî ýêñïåðèìåíòàëüíî, íî è òåîðåòè÷åñêè.
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� Â XX â. ìíîãèå àâòîðû ðàññóæäàëè îá èåðàðõè÷åñêîé ìîäåëè Âñåëåííîé. Â Ðîññèè –
ýòî Êèðèëë Ïåòðîâè÷ Ñòàíþêîâè÷ (1916–1989) è Ãðèãîðèé Ìîèñååâè÷ Èäëèñ
(1928–2010). Îäíà èç òàêèõ ðàáîò ïðèíàäëåæèò àâòîðó ýòèõ ñòðîê [8].

� Óêàæåì åùå òðè íåöåëûå ðàçìåðíîñòè. Îáúåìû B� è S� äîñòèãàþò ñâîèõ ìàêñèìàëü-
íûõ çíà÷åíèé íà ìíîæåñòâå íåîòðèöàòåëüíûõ n, êîãäà ñîîòâåòñòâåííî
n = 5 256946404860576780132838, ... è n = 6 256946404860576780132838, .... Ñ ýòèìè
ðàçìåðíîñòÿìè ñâÿçàíà ýêñòðåìàëüíàÿ ðàçìåðíîñòü
n = 5763500529529150747108328, ..., çàäàâàåìàÿ óðàâíåíèÿìè B B� �− =� , S S� �= +�,
2πB S� �= . Ýòè óðàâíåíèÿ ïîïàðíî ýêâèâàëåíòíû è êàæäîå èç íèõ îïðåäåëÿåò äàí-
íóþ ðàçìåðíîñòü.
Èíòåðåñíî, ÷òî äðîáíàÿ ðàçìåðíîñòü ïîÿâèëàñü çà äâå òûñÿ÷è ëåò äî Ïèôàãîðà â
ãåîìåòðè÷åñêîé çàäà÷å î «ïèôàãîðîâûõ òðîéêàõ». Óðàâíåíèÿ ýòîé çàäà÷è
x y z� � �+ = , x m n= −� �, y mn= 2 , z m n= +� � îïðåäåëÿþò çàâèñèìîñòü ñòîðîí x, y,
z ïðÿìîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà îò ïàðàìåòðîâ m, n, èìåþùèõ ðàçìåðíîñòü êîðíÿ
êâàäðàòíîãî èç äëèíû, ò.å. èçìåðÿåìûõ â ìåòðàõ â ñòåïåíè 1/2.

� Ôîðìóëû, îïðåäåëÿþùèå çàâèñèìîñòü S� è B� îò n, ïîçâîëÿþò çàïèñàòü óñëîâèå ìî-
íîòîííîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè B S� �/ â âèäå áåñêîíå÷íîãî ðÿäà íåðàâåíñòâ
1

2

1 1

4

2

3

3

16

8

15

5

32
≥ ≥ ≥ ≥ ≥ ≥ ≥
π π π

... ,

îòêóäà ïîëó÷àåì äëÿ π ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íèæíèõ è âåðõíèõ îöåíîê

π ≥ 2, π ≤ ⋅2
2

1
, π ≥ ⋅ ⋅2

2

1

2

3
, π ≤ ⋅ ⋅ ⋅2

2

1

2

3

4

3
, π ≥ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅2

2

1

2

3

4

3

4

5
,

π ≤ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅2
2

1

2

3

4

3

4

5

6

5
, ... .

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ÷èñëî π ìîæåò ïðèíèìàòü îäíî è òîëüêî îäíî çíà÷åíèå:

π = ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅2
2

1

2

3

4

3

4

5

6

5

6

7

8

7

8

9

10

9

10

11

12

11

12

13
... .

Ñîãëàñíî èçâåñòíîé ôîðìóëå Äæ.Âàëëèñà (1655 ã.) ýòî è åñòü ñòàíäàðòíîå çíà÷åíèå
π, ðàâíîå 3,14... . Ìû äîêàçàëè, ÷òî äåéñòâèòåëüíàÿ êîíñòàíòàπ, âõîäÿùàÿ â ôîðìó-
ëû îáúåìîâ ñôåð è øàðîâ, ðàâíà îòíîøåíèþ äëèíû îêðóæíîñòè ê äèàìåòðó. Ïðè÷åì
ýòî ðàâåíñòâî âîçìîæíî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü B S� �/ ìî-
íîòîííà. Çàìåòèì òàêæå, ÷òî èç ìîíîòîííîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè B S� �/ ñëåäóåò
åå ñòðîãàÿ ìîíîòîííîñòü.

� Îòîáðàæåíèÿ f è g íàçûâàþòñÿ òîïîëîãè÷åñêè ñîïðÿæåííûìè, åñëè ñóùåñòâóåò ãî-
ìåîìîðôèçì h, òàêîé ÷òî f h g h= −�

� � . Ãîìåîìîðôèçì – ýòî âçàèìíî îäíîçíà÷íîå
è âçàèìíî íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå.

� Ôèçèê Ì.Áåððè ñôîðìóëèðîâàë ïðèíöèï Àðíîëüäà: åñëè êàêîé-ëèáî îáúåêò èìååò
ñîáñòâåííîå èìÿ (íàïðèìåð, «Àìåðèêà»), òî ýòî – íå èìÿ ïåðâîîòêðûâàòåëÿ
[11]. Ìíîæåñòâî Ìàíäåëüáðîòà è åãî «êàðòà» óäîâëåòâîðÿþò ïðèíöèïó Àðíîëüäà.
Ïåðâîå êîìïüþòåðíîå èçîáðàæåíèå ìíîæåñòâà Ìàíäåëüáðîòà, íå îòëè÷àþùååñÿ âû-
ñîêèì êà÷åñòâîì, ïîëó÷èëè â 1978 ã. Ð.Â.Áðóêñ è Äæ.Ï.Ìàòåëüñêèé [12].

� Ïðîèçâîäíàÿ Øâàðöà îòîáðàæåíèÿ f çàäàåòñÿ ôîðìóëîé: S f( ) = − ⋅
⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟

f

f

3

2

f

f

���

�

��

�

�

.

Ïðîèçâîäíàÿ èíâàðèàíòíà îòíîñèòåëüíî äðîáíî-ëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâàíèé îòîáðà-
æåíèÿ:

S
af b

cf d
S f

+
+

⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟ = ( ).

� Íàñòîÿùåå óòâåðæäåíèå î ñâÿçè ëîãèñòè÷åñêîãî îòîáðàæåíèÿ ñ ðàáîòîé Àðõèìåäà,
ïî-âèäèìîìó, äåëàåòñÿ âïåðâûå.

	 Ôðàêòàëüíûå äåðåâüÿ ïîÿâèëèñü â êîíöå XIX â. â ñâÿçè ñ àêòèâíûì îáñóæäåíèåì
ôèçèêàìè è ìàòåìàòèêàìè H-òåîðåìû Áîëüöìàíà. Ãåîìåòðèÿ òåîðåìû îïèñûâàåòñÿ
H-êðèâîé. Ïðîöèòèðóåì ïîäðîáíî âûñêàçûâàíèÿ îá ýòîé êðèâîé. Ý.Ï.Êàëâåðóýëë:
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«Â êà÷åñòâå èëëþñòðàöèè... ìû ìîæåì âçÿòü ïåðåâåðíóòîå âíèç âåðøèíîé äåðåâî ñ
áåñêîíå÷íûì ÷èñëîì âåòîê, ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç êàæäóþ òî÷êó âî âñåõ íàïðàâëåíèÿõ,
òîãäà â êàæäîé òî÷êå áóäåò áîëüøå âåòîê, íàïðàâëåííûõ âíèç, ÷åì ââåðõ..., è êàæ-
äàÿ âåòêà, íàïðàâëåííàÿ ââåðõ, â êîíöå êîíöîâ, ïîâåðíåòñÿ âíèç è áóäåò ñòðåìèòüñÿ
ñòàòü ïî÷òè ãîðèçîíòàëüíîé...». Ë.Ý.Áîëüöìàí: «Ýòà... ôîðìà î÷åíü õîðîøî èëëþ-
ñòðèðóåòñÿ ïðèìåðîì Êàëâåðóýëëà ñ ïåðåâåðíóòûì äåðåâîì. H-êðèâàÿ îáðàçóåòñÿ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ òàêèõ äåðåâüåâ. Ïî÷òè âñå òàêèå äåðåâüÿ î÷åíü íèçêè, è âñå èõ
âåòêè áëèçêè ê ãîðèçîíòàëüíûì...Òðóäíîñòü çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òîáû âîîáðàçèòü
âñå ýòè âåòêè áåñêîíå÷íî êîðîòêèìè». Áîëüöìàí: «...êðèâàÿ ...íà ëþáîì êîíå÷íîì
îòðåçêå èìååò î÷åíü ìíîãî ìàêñèìóìîâ è ìèíèìóìîâ è ïîýòîìó íå ìîæåò áûòü èçîá-
ðàæåíà ñ ïîìîùüþ ëèíèè, íåïðåðûâíî èçìåíÿþùåé íàïðàâëåíèå. Åå ëó÷øå íàçâàòü
àãðåãàòîì, ìíîæåñòâîì î÷åíü áëèçêèõ òî÷åê èëè ìàëûõ ãîðèçîíòàëüíûõ îòðåçêîâ».
Áîëüöìàí: «Ìíå õîòåëîñü áû, ÷òîáû ìåíÿ ïðàâèëüíî ïîíÿëè, òàê êàê ÿ ïîëàãàþ, ÷òî
ïðîôåññèîíàëüíûé ãåîìåòð ñ èðîíèåé âîñïðèíèìàåò H-êðèâóþ. ß ìîãó òîëüêî íà-
ïîìíèòü, ÷òî êðèâûå çàïèñåé ìåòåîðîëîãè÷åñêèõ, áàðîìåòðè÷åñêèõ, òåðìîìåòðè÷å-
ñêèõ è ïð. ïîêàçàíèé, îáíàðóæèâàþò âíåøíèå ÷åðòû, êîòîðûå íàïîìèíàþò ñâîéñòâà
H-êðèâîé». Öèòàòû äàíû ïî êíèãå [21, ñ.423, 424, 463, 472].

�
 Ðàñïàä îäíîìåðíîé è äâóìåðíîé ñïëîøíûõ ñðåä ïîä÷èíÿåòñÿ õè-ðàñïðåäåëåíèþ ñî-
îòâåòñòâåííî ñ òðåìÿ è ÷åòûðüìÿ ñòåïåíÿìè ñâîáîäû:

f R
a

R e �( ) �= −4
�

� � �

π
α (äëÿ îäíîìåðíîé ñðåäû),

f R R e �( ) �= −2
�

� � �

α
α (äëÿ äâóìåðíîé ñðåäû).

Èíòåðåñíî, ÷òî òðè ôîðìóëû õè-ðàñïðåäåëåíèÿ äëÿ f R( ), ðàññìîòðåííûå çäåñü,
âïåðâûå ïîÿâèëèñü ó ëîðäà Ðýëåÿ â ñîâñåì äðóãîé çàäà÷å – î ðàñïðåäåëåíèè ôàç êî-
ëåáàíèé è èõ èíòåíñèâíîñòåé â îäíîìåðíîì, äâóìåðíîì è òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñò-
âàõ [22]. Îäèíàêîâûå ôîðìóëû äëÿ f R( ) (îäíîìåðíàÿ ñðåäà) è g R( ) (òðåõìåðíàÿ
ñðåäà) ïîÿâèëèñü åùå ðàíüøå, òàêæå â äðóãîé çàäà÷å – î ðàñïðåäåëåíèè ìîëåêóë ïî
ñêîðîñòÿì. Ðå÷ü èäåò î ôîðìóëå, èçâåñòíîé â ôèçèêå êàê ðàñïðåäåëåíèå Ìàêñâåëëà.

�� Õè-ðàñïðåäåëåíèå ñ ïÿòüþ ñòåïåíÿìè ñâîáîäû ýêâèâàëåíòíî ðàñïðåäåëåíèþ Âåéáóë-
ëà ñ ïàðàìåòðîìΛ = 2 3/ , êîòîðîå, â ñâîþ î÷åðåäü, ïîäòâåðæäàåòñÿ ýêñïåðèìåíòà-
ëüíî ïðè ðàñïàäå õðóïêèõ òâåðäûõ òåë.
Ðàññìîòðåííûå ðàñïðåäåëåíèÿ îñêîëêîâ ÿâëÿþòñÿ óíèìîäàëüíûìè («îäíîãîðáû-
ìè»), òàê êàê èõ ôóíêöèè ïëîòíîñòè èìåþò îäèí ìàêñèìóì. Â ñëó÷àå ñëîæíûõ ïðî-
öåññîâ ðàñïàäà ñïëîøíîé ñðåäû íà îñêîëêè ïîëåçíî èìåòü ââèäó áèìîäàëüíîå
(«äâóãîðáîå») ðàñïðåäåëåíèå Îäèíöîâà–Ãðýäè.

�� Ýññå – î÷åðê íàó÷íîãî èëè ïóáëèöèñòè÷åñêîãî õàðàêòåðà (ôðàíö. essai; àíãë. essay).
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ÅÂÐÎÏÅÉÑÊÈÉ ÍÀÓ×ÍÛÉ ÌÈÐ ÃËÀÇÀÌÈ
ÌÀÃÈÑÒÐÀ ×ÈÑÒÎÉ ÌÀÒÅÌÀÒÈÊÈ Í.Â.ÁÓÃÀÅÂÀ

Î.À.Ñàââèíà

«Â ÷óæèå êðàè». Çàãðàíè÷íûå êîìàíäèðîâêè «äëÿ ïðèãîòîâ-
ëåíèÿ ê ïðîôåññîðñêîìó çâàíèþ» ïîëó÷èëè ðàñïðîñòðàíåíèå â
Ðîññèè â XIX â. è áûëè âûçâàíû, î÷åâèäíî, ðàçâèòèåì îòå÷åñòâåí-
íîé óíèâåðñèòåòñêîé ñèñòåìû. Îòêðûòèå íîâûõ óíèâåðñèòåòîâ ïîñ-
òàâèëî ïðîáëåìó èõ êàäðîâîãî îáåñïå÷åíèÿ «ïðèðîäíûìè ðîññèÿ-
íàìè». Òàê, åùå â 1808 ã. «â ÷óæèå êðàè» îòïðàâèëèñü 12 «îòëè÷-
íûõ äàðîâàíèÿìè, çíàíèåì íàóê è èíîñòðàííûõ ÿçûêîâ» ñòóäåíòîâ
Ñàíêò-Ïåòåðáóðãñêîãî ó÷èòåëüñêîãî èíñòèòóòà, êîòîðûå ïîñëå âîç-
âðàùåíèÿ äîëæíû áûëè «çàíÿòü ìåñòà àäúþíêòîâ è ïðîôåññîðîâ»
áóäóùåãî ñòîëè÷íîãî óíèâåðñèòåòà [1]. Ñòàæåðû âåðíóëèñü â
1811 ã., íî îòêðûòèå óíèâåðñèòåòà â ñòîëèöå çàòÿíóëîñü. Òåì íå
ìåíåå, îíè ïîäâåðãëèñü èñïûòàíèþ, ïî-âèäèìîìó, íà ñòåïåíü ìà-
ãèñòðà è äîêòîðà â «ñîâîêóïíîì çàñåäàíèè êîíôåðåíöèè Àêàäåìèè
è Ïåäàãîãè÷åñêîãî èíñòèòóòà» [2, ñ.337].

Â 1816 ã. ïî Âûñî÷àéøåìó ïîâåëåíèþ â Àíãëèþ áûëè îòïðàâ-
ëåíû 4 ñòóäåíòà âñå òîãî æå ó÷èòåëüñêîãî èíñòèòóòà. Õîòÿ öåëü èõ
ïîåçäêè ñîñòîÿëà â èçó÷åíèè «ìåòóäû Ëàíêàñòåðà è Áýëà»�, ïîïå-
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÷èòåëü ñòîëè÷íîãî îêðóãà Ñ.Ñ.Óâàðîâ (1786–1855) ïðåäïèñàë êî-
ìàíäèðîâàííûì «íå òåðÿòü èç âèäó òåõ íàóê, êîòîðûìè êàæäûé èç
íèõ çàíèìàëñÿ» [2, ñ.335].

Ñëåäóþùåå óïîìèíàíèå î çàãðàíè÷íûõ ñòàæèðîâêàõ äàòèðîâàíî
1829 ã. Â ýòî âðåìÿ â Áåðëèíñêèé óíèâåðñèòåò áûëè êîìàíäèðîâàíû
5 âûïóñêíèêîâ Ñ.-Ïåòåðáóðãñêîé è Ìîñêîâñêîé äóõîâíûõ àêàäåìèé
(äëÿ ïîäãîòîâêè èç íèõ áóäóùèõ ïðîôåññîðîâ ïðàâîâåäåíèÿ).

Ïðàêòèêà íàó÷íûõ ñòàæèðîâîê, õîòÿ è ñ ïåðåðûâàìè, ïðîäîë-
æèëàñü â Ðîññèè è äàëüøå. Íàèáîëåå ìàññîâûìè èç íèõ, ïîæàëóé,
áûëè êîìàíäèðîâêè â 1836 ã., êîãäà 11 âûïóñêíèêîâ Ïåäàãîãè÷åñ-
êîãî èíñòèòóòà áûëè íàïðàâëåíû â Áåðëèí, è â 1858 ã., êîãäà 9
ïðîôåññîðîâ è àäúþíêòîâ Õàðüêîâñêîãî è Êèåâñêîãî� óíèâåðñèòå-
òîâ è àäúþíêò Ðèøåëüåâñêîãî ëèöåÿ èç Îäåññû óåõàëè çà ãðàíèöó
«äëÿ óñîâåðøåíñòâîâàíèÿ» â ðàçíûõ íàóêàõ. Èòàê, â ñåðåäèíå
XIX â. ïîÿâèëñÿ åùå îäèí òèï ñòàæèðîâêè – íàó÷íûå êîìàíäèðîâ-
êè ïðîôåññîðîâ.

Ïðèìå÷àòåëüíî, ÷òî ñðåäè ïåðâûõ ñòàæåðîâ ðåäêî âñòðå÷àþòñÿ
ìàòåìàòèêè. Ìèíèñòåðñòâî ïðîÿâëÿåò áóëüøóþ çàèíòåðåñîâàííîñòü
â âîñïðîèçâîäñòâå óíèâåðñèòåòñêèõ êàäðîâ ïî ìåäèöèíñêèì è þðè-
äè÷åñêèì íàóêàì, íåæåëè ïî ìàòåìàòè÷åñêèì. Òàê, ñðåäè êîìàíäè-
ðîâàííûõ ñ 1808 ïî 1860 ãã. âñòðå÷àåì âñåãî íåñêîëüêî ìàòåìàòè-
êîâ: Ä.Ñ.×èæîâà�, Ô.È.Áóññå�, Ï.È.Êîòåëüíèêîâà�, Âîñêðåñåíñêî-
ãî�, Ì.Ô.Ñïàññêîãî	, È.Ä.Ñîêîëîâà
, À.Í.Òèõîìàíäðèöêîãî�.
Îñîáíÿêîì â ýòîì ðÿäó ñòîèò «óâîëüíåíèå çà ãðàíèöó» ìîñêîâñêîãî
ïðîôåññîðà Í.Ä.Áðàøìàíà (1786–1855) â óíèâåðñèòåòû Ãåðìàíèè,
Ôðàíöèè è Àíãëèè ñ öåëüþ îçíàêîìëåíèÿ èõ óñòðîéñòâà [3]. Íà
ïðîôåññîðà áîëüøîå âïå÷àòëåíèå òîãäà ïðîèçâåëè èìåííî àíãëèéñ-
êèå óíèâåðñèòåòû. Åãî ïðèâîäèëî â èçóìëåíèå òî îáñòîÿòåëüñòâî,
÷òî àíãëèéñêèå óíèâåðñèòåòû, â îòëè÷èå îò ôðàíöóçñêèõ è íåìåö-
êèõ, «íå äîñòàâëÿþò» íè þðèñòîâ, íè ìåäèêîâ, íè áîòàíèêîâ, íè èñ-
òîðèêîâ, ñòàâÿ îñíîâíîé çàäà÷åé âîñïèòàíèå «äæåíòëüìåíà» [4].

Êàê âèäèì, â ïåðâîé ïîëîâèíå XIX â. íàó÷íûå ñòàæèðîâêè íî-
ñèëè ýïèçîäè÷åñêèé õàðàêòåð. Íå ñóùåñòâîâàëî íè åäèíîãî ïëàíà
èõ îðãàíèçàöèè, íè îáùèõ ðåãóëèðóþùèõ íîðì è ïðàâèë. Êàæäàÿ
èç êîìàíäèðîâîê ñîçäàâàëà ñîáîé íîâûé ïðåöåäåíò, äëÿ êàæäîãî
ñëó÷àÿ îáãîâàðèâàëèñü ñâîè óñëîâèÿ, êîòîðûå îáû÷íî îêîí÷àòåëü-
íî çàêðåïëÿëèñü Âûñî÷àéøèì ïîâåëåíèåì.

Íàïðèìåð, â «Íà÷åðòàíèè îá îòïðàâëåíèè ñòóäåíòîâ Ñ.-Ïåòåð-
áóðãñêîãî ïåäàãîãè÷åñêîãî èíñòèòóòà â ÷óæèå êðàè» ñòàæåðó, ñîâåð-
øåíñòâóþùåìóñÿ â ÷èñòîé ìàòåìàòèêå, ïðåäïèñûâàëîñü: «Íå â ïóá-
ëè÷íûõ, âñåãäà âåñüìà ïîâåðõíîñòíûõ è ñîäåðæàùèõ òîêìî ïåðâûå
îñíîâàíèÿ íàóê, êóðñàõ ïðîôåññîðîâ â óíèâåðñèòåòå, äàæå óñòðîåí-
íûì íàèëó÷øèì îáðàçîì, íàø ñòóäåíò ìîæåò íàäåÿòüñÿ ïðîéòè ñ óñ-
ïåõîì ìàòåìàòèêó, â ÷àñòíûõ æå óðîêàõ, ïðåïîäàâàåìûõ è ñëóøàå-
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ìûõ òàêèì îáðàçîì, îí â êîðîòêîå âðåìÿ óñïååò óìíîæèòü ñâîè
ïîçíàíèÿ. Ïôàôô â Ãåëüìøòåòå, Êëþãåëü â Ãàëëå, Ãàóññ â Ãåòòèí-
ãåíå íàèáîëåå çàñëóæèâàþò äîâåðåííîñòü ïî ÷àñòè Ãåîìåòðèè êàê
èìåþùèå ïî ñåé ÷àñòè ãëóáî÷àéøèå ïîçíàíèÿ èçî âñåõ ó÷åíûõ Ãåð-
ìàíèè. Â Ïàðèæå èçîáèëèå çàòðóäíÿåò âûáîð. Íå ãîâîðÿ î Ëàãðàí-
æå è Ëàïëàñå (êîè íå çàíèìàþòñÿ ÷àñòíûìè óðîêàìè, íî, âåðíî,
ñîãëàñÿòñÿ äàâàòü ñîâåòû êàñàòåëüíî çàòðóäíèòåëüíûõ ñëó÷àåâ,
äîñòîéíûõ èõ âíèìàíèÿ), òàì íàõîäÿòñÿ Áîññþ, Ëåæàíäð, Ëàêðóà,
Áèî, Ôðàíêåð, êîòîðûå èçâåñòíû ïî ñâîèì ñî÷èíåíèÿì è ïî óñïå-
õàì èõ ó÷åíèêîâ» [1, ñòá.468–469]. Òàêèì îáðàçîì, ïåðâûå íàó÷-
íûå ñòàæèðîâêè ïðåäïîëàãàëè òîëüêî èíäèâèäóàëüíûå (÷àñòíûå)
çàíÿòèÿ ðóññêèõ ñòàæåðîâ ó íàó÷íûõ ñâåòèë Åâðîïû.

Ëèøü â 1860-õ ãã. çàãðàíè÷íûå íàó÷íûå ñòàæèðîâêè ïîëó÷èëè
ìàññîâûé õàðàêòåð è îêîí÷àòåëüíîå çàêîíîäàòåëüíîå îôîðìëåíèå.
Â 1863 ã. âîïðîñ «îá îòïðàâëåíèè ìîëîäûõ ëþäåé çà ãðàíèöó äëÿ
ïðèãîòîâëåíèÿ çàíÿòèÿ êàôåäð» áûë óçàêîíåí Óñòàâîì óíèâåðñè-
òåòîâ [5]. Â Ìîñêîâñêîì óíèâåðñèòåòå áûëè ïðèíÿòû ïðàâèëà «î
ñòèïåíäèàòàõ, îñòàâëÿåìûõ ïðè óíèâåðñèòåòå ïî îêîí÷àíèè óíè-
âåðñèòåòñêîãî êóðñà è îòïðàâëÿåìûõ çà ãðàíèöó äëÿ äàëüíåéøåãî
óñîâåðøåíñòâîâàíèÿ â íàóêàõ», â êîòîðûõ ãîâîðèëîñü: «Ôàêóëüòåò
õîäàòàéñòâóåò ïåðåä ñîâåòîì îá îòïðàâëåíèè çà ãðàíèöó äëÿ äàëü-
íåéøåãî óñîâåðøåíñòâîâàíèÿ â íàóêàõ òåõ ñòèïåíäèàòîâ, êîòîðûå
âïîëíå îïðàâäàëè äîâåðèå ñîâåòà è ïðèîáðåëè ñòåïåíü ìàãèñòðà
èëè äîêòîðà ìåäèöèíû. Ñîâåò, ïî îáñóæäåíèè äîñòîèíñòâ ïðåäëî-
æåííûõ êàíäèäàòîâ, ïîäâåðãàåò èõ áàëëîòèðîâàíèþ» [6, c.34].
Ïîñëå áàëëîòèðîâêè (ïðè óñëîâèè åå ïîëîæèòåëüíîãî ðåçóëüòàòà)
êàíäèäàò «÷åðåç ïîïå÷èòåëÿ» óòâåðæäàëñÿ ìèíèñòðîì.

Áîëåå òîãî, âîïðîñ î íàó÷íûõ ñòàæèðîâêàõ áûë ðåøåí êàðäè-
íàëüíî åùå äî ïðèíÿòèÿ Óñòàâà óíèâåðñèòåòîâ, íà ýòàïå ïîäãîòîâ-
êè åãî ïðîåêòà. Ñîãëàñíî ïðîåêòó, ïëàíèðîâàëîñü îáíîâëåíèå ïå-
ðå÷íÿ è êîëè÷åñòâåííîãî ñîñòàâà êàôåäð, «äëÿ çàíÿòèÿ» êîòîðûõ
áûë ïîäãîòîâëåí ñïèñîê êàíäèäàòîâ, êîìàíäèðîâàííûõ çà ãðàíèöó
åùå â 1862 ã. [7]. Ñðåäíÿÿ ïðîäîëæèòåëüíîñòü êîìàíäèðîâîê êàí-
äèäàòîâ «íà çàíÿòèå êàôåäð» òîãäà ñîñòàâëÿëà 2–2,5 ãîäà.

Ñ ýòîãî âðåìåíè êîìàíäèðîâêè äëÿ «óñîâåðøåíñòâîâàíèÿ» â
ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóêàõ îðãàíèçóþòñÿ ñèñòåìàòè÷åñêè. Ñðåäè ñòà-
æåðîâ 1863–1865 ãã. âñòðå÷àåì èìåíà ìàòåìàòèêîâ À.Í.Êîðêèíà
(1837–1908), À.À.Èëüèíà (1839–1879), À.Â.Áåññåëÿ (1837–1870),
Ä.Ì.Äåëàðþ (1839–1905), Â.Ã.Èìøåíåöêîãî (1832–1892),
Ä.Í.Ëåáåäåâà (1840–1880), Í.Â.Áóãàåâà (1837–1903) [7],
1871–1872 ãã. – Å.È.Çîëîòàðåâà (1847–1878), Â.Ï.Åðìàêîâà
(1845–1922) [8] è Í.ß.Ñîíèíà (1849–1915) [9], â 1879 ã. –
À.Â.Âàñèëüåâà (1853–1929) [10], 1882–1884 ãã. – Ä.Ô.Ñåëèâàíîâà
(1855–1932) è Ì.À.Òèõîìàíäðèöêîãî (1844–1921); 1889–1890 ãã.
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– Ï.Ì.Ïîêðîâñêîãî (1857–1901) [8] è Â.À.Àíèñèìîâà (1860–1907)
[11] è äð.

Ìåíÿåòñÿ è õàðàêòåð ïðîâåäåíèÿ ñòàæèðîâîê. Â îòëè÷èå îò êî-
ìàíäèðîâîê íà÷àëà XIX â., áîëüøóþ ÷àñòü âðåìåíè ðóññêèå ñòàæå-
ðû ïîñâÿùàþò ñëóøàíèþ ëåêöèé â óíèâåðñèòåòàõ è ðàáîòå â áèá-
ëèîòåêàõ. Èíîãäà, î÷åâèäíî, èìåëè ìåñòî è ÷àñòíûå çàíÿòèÿ ñòà-
æåðîâ ó åâðîïåéñêèõ ó÷åíûõ, íî òàêèå ôàêòû áûëè ðåäêèìè.

Ïîä êîíòðîëåì ó ãîñóäàðñòâà. Ïåðâîíà÷àëüíî ïåðåä ìîëîäû-
ìè ñòàæåðàìè-ó÷åíûìè ñòîÿëè òîëüêî äâå çàäà÷è: 1) ïîâûñèòü óðî-
âåíü ñâîèõ çíàíèé; 2) ïðèîáðåñòè ó÷åíóþ ñòåïåíü è çàíÿòü ìåñòî
íà êàôåäðå. Çàòåì â çàäà÷è êîìàíäèðîâîê äîáàâèëàñü åùå îäíà –
óñòàíîâëåíèå ñâÿçåé ìåæäó ðóññêîé è åâðîïåéñêîé íàóêîé. Ðàñõî-
äû íà êîìàíäèðîâêè áðàëî íà ñåáÿ îáû÷íî ãîñóäàðñòâî, ïðåèìó-
ùåñòâåííî Ìèíèñòåðñòâî íàðîäíîãî ïðîñâåùåíèÿ. Íåðåäêî â ôè-
íàíñèðîâàíèè ïðèíèìàë ó÷àñòèå Ìîñêîâñêèé óíèâåðñèòåò. Ñóììà,
âûäåëÿåìàÿ íà êîìàíäèðîâî÷íûå ðàñõîäû, íå ÿâëÿëàñü ñòàáèëü-
íîé. Â 1808 ã. «íà ñîäåðæàíèå è ïóòåâûå èçäåðæêè» áûëî âûäåëå-
íî êàæäîìó ñòàæåðó 1500 ðóáëåé íà ãîä��, â 1816 ã. – 1200 ðóáëåé
íà 4 ìåñÿöà, â 1836 ã. – 3 550 ðóáëåé íà ãîä, ïî «Ïðàâèëàì Ìîñ-
êîâñêîãî óíèâåðñèòåòà» îò 1864 ã. êàæäîìó êàíäèäàòó âûäåëÿëîñü
1200 ðóáëåé â ãîä [6, c.34].

Ãîñóäàðñòâåííàÿ ïîëèòèêà îðãàíèçàöèè êîìàíäèðîâîê áûëà
äîâîëüíî ìóäðîé. Âî-ïåðâûõ, ñòàæåðû ïîëó÷àëè, ïî ñóòè, àâàíñ,
êîòîðûé â áóäóùåì äîëæíû áûëè âåðíóòü â âèäå ñëóæáû íà íèâå
ðóññêîé íàóêè è ïðîñâåùåíèÿ. Ñ 1844 ã. Ñåíàò îáÿçàë ëèö, «îòï-
ðàâëÿþùèõñÿ â ÷óæèå êðàè», ïîñëå âîçâðàùåíèÿ íà Ðîäèíó âûñ-
ëóæèòü â óíèâåðñèòåòå íå ìåíåå 12 ëåò! Çàòåì ïðîäîëæèòåëüíîñòü
«âûñëóãè» îïðåäåëÿëàñü äëÿ êàæäîãî ñòàæåðà, ìîæíî ñêàçàòü, èí-
äèâèäóàëüíî. Íàïðèìåð, ïðîôåññîðà è àäúþíêòû Õàðüêîâñêîãî
óíèâåðñèòåòà áûëè îáÿçàíû âûñëóæèòü ïî 2 ãîäà «çà êàæäûé ãîä
ïðåáûâàíèÿ çà ãðàíèöåé», à Êèåâñêîãî, îòïðàâëåííûå âñåãî íà 1,5
ãîäà, äîëæíû áûëè â ñîâîêóïíîñòè âûñëóæèòü 6 ëåò [2, c.353].

Âî-âòîðûõ, ðàñõîäû ãîñóäàðñòâåííûõ äåíåã ñòðîãî êîíòðîëè-
ðîâàëèñü: î õîäå ñâîèõ íàó÷íûõ çàíÿòèé è î ðàñõîäàõ ñòàæåðû
äîëæíû áûëè îò÷èòûâàòüñÿ. Ïåðèîäè÷íîñòü òàêèõ îò÷åòîâ âàðüè-
ðîâàëàñü îò 1 ðàçà â 2–3 ìåñÿöà äî 1 ðàçà â ïîëóãîäèå (â 1808 ã. –
1 ðàç â 4 ìåñÿöà, çàòåì – 1 ðàç â ñåìåñòð, âî âòîðîé ïîëîâèíå XIX
â. – 1 ðàç â 3 ìåñÿöà). Â 1862–1867 ãã. îò÷åòû ïóáëèêîâàëèñü â ïå-
ðèîäè÷åñêîì èçäàíèè ÌÍÏ – «Æóðíàëå Ìèíèñòåðñòâà íàðîäíîãî
ïðîñâåùåíèÿ» (ÆÌÍÏ). Â îôèöèàëüíîì ïèñüìå îò 5 ìàðòà
1863 ã. ìèíèñòðà ïðîñâåùåíèÿ À.Â.Ãîëîâíèíà (1821–1886), àäðåñî-
âàííîì óïðàâëÿþùåìó Ìîñêîâñêèì ó÷åáíûì îêðóãîì, ðàçúÿñíÿåò-
ñÿ öåëü ïóáëèêàöèè îò÷åòîâ: «Ïðåïðîâîæäàÿ ïðè ñåì ê Âàøåìó
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Ïðåâîñõîäèòåëüñòâó ñïèñîê ëèö, êîìàíäèðîâàííûõ çà ãðàíèöó äëÿ
ïðèãîòîâëåíèÿ ê çâàíèþ ïðîôåññîðîâ è ïðåïîäàâàòåëåé, à òàêæå
íåñêîëüêî ýêçåìïëÿðîâ ñòàòüè îá îò÷åòàõ èõ, ÿ ïðîøó Âàñ îáðà-
òèòü âíèìàíèå Ãã. ïðîôåññîðîâ íà ýòè îò÷åòû, ïå÷àòàåìûå â Æóð-
íàëå Ìèíèñòåðñòâà íàðîäíîãî ïðîñâåùåíèÿ ñ òåì, ÷òîáû äîñòàâèòü
óíèâåðñèòåòàì âîçìîæíîñòü ïîñòåïåííî îçíàêîìèòüñÿ ñ ëèöàìè, èç
÷èñëà êîèõ óíèâåðñèòåòàì ìîæíî âïîñëåäñòâèè èçáèðàòü ïðîôåññî-
ðîâ äëÿ çàìåùåíèÿ âàêàíòíûõ êàôåäð» [13]. Èòàê, â 1862 ã. â
ÆÌÍÏ áûëà îòêðûòà ñïåöèàëüíàÿ ðóáðèêà – «Îòäåë III. Îò÷åòû
ëèö, îòïðàâëåííûõ Ìèíèñòåðñòâîì íàðîäíîãî ïðîñâåùåíèÿ çà ãðà-
íèöó äëÿ ïðèãîòîâëåíèÿ ê ïðîôåññîðñêîìó çâàíèþ»��, â êîòîðîé â
1863–1865 ãã. è áûëè îïóáëèêîâàíû óíèêàëüíûå îò÷åòû ìàãèñòðà
÷èñòîé ìàòåìàòèêè Íèêîëàÿ Âàñèëüåâè÷à Áóãàåâà. Âñåãî çäåñü ðàç-
ìåùåíî 8 åãî îò÷åòîâ:

ïåðâûé – 29 èþíÿ–11 èþëÿ 1863 ã. (Áåðëèí),
âòîðîé – 1 îêòÿáðÿ 1863 ã. (Áåðëèí),
òðåòèé – 23 äåêàáðÿ–4 ÿíâàðÿ 1863/64 ã. (Ïàðèæ),
÷åòâåðòûé – 3/15 ìàðòà 1864 ã. (Ïàðèæ),
ïÿòûé – 10/22 èþíÿ 1864 ã. (Ïàðèæ),
øåñòîé – 21 äåêàáðÿ–2 ÿíâàðÿ 1864/65 ã. (Ïàðèæ),
ñåäüìîé – 26 ìàðòà–7àïðåëÿ 1865 ã. (Ïàðèæ),
âîñüìîé – 16/18 èþíÿ 1865 ã. (Áåðëèí).
Ãåîãðàôèÿ íàó÷íîãî ïóòåøåñòâèÿ ìàãèñòðà Í.Â.Áóãàåâà.

Âåñíîé 1863 ã. Íèêîëàé Âàñèëüåâè÷ Áóãàåâ çàùèòèë ìàãèñòåðñêóþ
äèññåðòàöèþ ïî ìàòåìàòèêå. Îäíàêî íà ýòîì ìîëîäîé ó÷åíûé îñòà-
íàâëèâàòüñÿ íå íàìåðåâàëñÿ. Çàäîëãî äî çàùèòû îí ïðèíÿë ðåøå-
íèå ïðîäîëæèòü ñâîå íàó÷íîå îáðàçîâàíèå â Åâðîïå. È, î÷åâèäíî,
ïîëó÷èâ áëàãîñëîâëåíèå ôàêóëüòåòà è ìèíèñòðà, îòïðàâèëñÿ â íà-
ó÷íîå ïóòåøåñòâèå.

Äëÿ íà÷àëà ñâîèõ íàó÷íûõ çàíÿòèé, «ðóêîâîäñòâóÿñü ñîâåòàìè
ïðîôåññîðîâ Ìîñêîâñêîãî è Ïåòåðáóðãñêîãî óíèâåðñèòåòîâ», íîâî-
èñïå÷åííûé ìàãèñòð âûáðàë Áåðëèíñêèé óíèâåðñèòåò. È ýòîò âûáîð
áûë íå ñëó÷àåí. Áåðëèí ÿâëÿëñÿ òîãäà íàñòîÿùåé Ìåêêîé äëÿ ìàòå-
ìàòèêîâ âñåãî ìèðà [8, c.73]. Â Áåðëèíñêîì óíèâåðñèòåòå â òî âðå-
ìÿ òðóäèëèñü ß.Øòåéíåð (1796–1863), Ë.Êðîíåêåð (1823–1891),
Ý.Êóììåð (1910–1893), Ê.Âåéåðøòðàññ (1815–1897), Ë.Ôóêñ
(1833–1902).

Âèäèìî, èç-çà õëîïîò, ñâÿçàííûõ ñ çàùèòîé ìàãèñòåðñêîé äèñ-
ñåðòàöèè, Í.Â.Áóãàåâ îïîçäàë ê íà÷àëó ñåìåñòðà (ïðèáûë, î÷åâèä-
íî, ëåòîì 1863 ã.), íî îí òóò æå âêëþ÷èëñÿ â àêòèâíóþ ðàáîòó ïî
ñâîåìó ñàìîîáðàçîâàíèþ.

Ïåðâûìè ëåêòîðàìè, êîòîðûõ óñëûøàë Í.Â.Áóãàåâ, áûëè èç-
âåñòíûå ìàòåìàòèêè Ý.Êóììåð è Ê.Âåéåðøòðàññ. Î êóðñàõ ïîñëåä-

216 ÅÂÐÎÏÅÉÑÊÀß ÌÀÒÅÌÀÒÈÊÀ ÍÎÂÎÃÎ È ÍÎÂÅÉØÅÃÎ ÂÐÅÌÅÍÈ



íåãî ñëåäóåò ðàññêàçàòü îñîáî. Îíè áûëè óíèêàëüíû òåì, ÷òî
Ê.Âåéåðøòðàññ çíàêîìèë ñëóøàòåëåé íå òîëüêî ñ èçâåñòíûìè íàó÷-
íûìè ôàêòàìè, íî è ñ òåìè íîâûìè ðåçóëüòàòàìè è èäåÿìè, íàä
êîòîðûìè îí ðàçìûøëÿë â òî âðåìÿ��. Ñàì æå íåìåöêèé ïðîôåñ-
ñîð, ïî ñëîâàì Ô.Êëåéíà, ïèòàë «ïðèíöèïèàëüíîå îòâðàùåíèå ê
òèïîãðàôñêîé êðàñêå» [16, c.313] è íå òîëüêî íå ëþáèë ïóáëèêî-
âàòü ñâîè ðàññóæäåíèÿ, íî äàæå çàïðåùàë ëèòîãðàôèðîâàòü ñâîè
ëåêöèè, òðåáóÿ îò ñëóøàòåëåé, ÷òîáû ïåðåïèñûâàëè èõ îò ðóêè.
Áîëüøàÿ ÷àñòü ðåçóëüòàòîâ Ê.Âåéåðøòðàññà ïîñòåïåííî ïóáëèêîâà-
ëàñü èìåííî ñëóøàòåëÿìè åãî ëåêöèé, ðàñïðîñòðàíèâøèìè âåéåðø-
òðàññîâñêóþ ðåôîðìó â ìàòåìàòèêå Åâðîïû. Âåñü öèêë ëåêöèé
Ê.Âåéåðøòðàññà îáû÷íî äëèëñÿ 2 ãîäà è âêëþ÷àë ÷åòûðå òåìû: òå-
îðèþ àíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé, òåîðèþ ýëëèïòè÷åñêèõ ôóíêöèé,
ïðèëîæåíèÿ ýëëèïòè÷åñêèõ ôóíêöèé��, òåîðèþ àáåëåâûõ ôóíê-
öèé��. Ïîìèìî òîãî, Âåéåðøòðàññ èíîãäà ÷èòàë è äðóãèå êóðñû.
Íàïðèìåð, â ïîñëåäíèå ãîäû îí íåîäíîêðàòíî ÷èòàë âàðèàöèîííîå
èñ÷èñëåíèå. Ñòàæèðîâêà Í.Â.Áóãàåâà âêëèíèëàñü âíóòðü îäíîãî èç
öèêëîâ ëåêöèé Ê.Âåéåðøòðàññà, ïðîäîëæàâøåãî ÷òåíèå êóðñà ïî
ýëëèïòè÷åñêèì ôóíêöèÿì, íà÷àòîãî åùå îñåíüþ 1863 ã. Ïîýòîìó
Í.Â.Áóãàåâ âûíóæäåí áûë ñïåøíî ñàìîñòîÿòåëüíî èçó÷èòü ïðåäû-
äóùèé ìàòåðèàë, â ÷åì åìó ïîìîãëè êîíñïåêòû ñîîòå÷åñòâåííèêà –
Àëåêñàíäðà Âàñèëüåâè÷à Áåññåëÿ (1839–1870)��. Î÷åâèäíî, ìåæäó
ðóññêèìè ñòàæåðàìè ñóùåñòâîâàëè äðóæåñêàÿ ñîëèäàðíîñòü è âçà-
èìîïîìîùü. Ñëåäóåò îáðàòèòü âíèìàíèå íà òîò âûñîêèé óðîâåíü
ìàòåìàòè÷åñêîé ïîäãîòîâêè, ñ êîòîðûì ïðèåõàë íà÷èíàþùèé ñòà-
æåð èç Ðîññèè. Íè ÿçûêîâîé áàðüåð, íè «ïîäàâëÿþùèé» ñòèëü
ëåêöèé íåìåöêîãî ïðîôåññîðà íå ñìóòèëè Íèêîëàÿ Âàñèëüåâè÷à. À
ëåêöèè Ê.Âåéåðøòðàññà, ïî ñâèäåòåëüñòâó åãî ñîîòå÷åñòâåííèêà
Ô.Êëåéíà, áûëè ïîíÿòíû äàëåêî íå âñåì [16, c.320]. Èçâåñòíî,
÷òî Ô.Êëåéí òàê è íå ðåøèëñÿ ïîñåùàòü ýòè ëåêöèè, õîòÿ îá ýòîì
ïîòîì ñîæàëåë. Í.Â.Áóãàåâ, ïîìèìî ëåêöèé ïî ýëëèïòè÷åñêèì
ôóíêöèÿì è èõ ïðèëîæåíèÿì, ïðîñëóøàë ââîäíûé êóðñ Ê.Âåéåðø-
òðàññà ïî òåîðèè àáåëåâûõ ôóíêöèé è âàðèàöèîííîìó èñ÷èñëåíèþ.
Êàê ðàç âûñîêèé íàó÷íûé óðîâåíü èçëîæåíèÿ ìàòåðèàëà è ïðèâëå-
êàë Í.Â.Áóãàåâà. Âûñîêî îöåíèâàÿ ìåìóàð Ê.Âåéåðøòðàññà
«Theorie der abelschen Functionen», îïóáëèêîâàííûé â æóðíàëå
Êðåëëÿ, Í.Â.Áóãàåâ ïèñàë: «Ìåìóàð ýòîò ñîñòàâëÿåò ñàìóþ ëó÷-
øóþ çàñëóãó Âåéåðøòðàññà â íàóêå ïî õàðàêòåðó îáîáùåíèÿ è íå-
êîòîðûì çàìå÷àòåëüíûì âûâîäàì, ê êîòîðûì åãî ïðèâåëî ðàçâèòèå
òàêîãî ñëîæíîãî âîïðîñà. Íî â íåì îí êàñàåòñÿ ýëëèïòè÷åñêèõ
ôóíêöèé òîëüêî â îáùèõ ÷åðòàõ. Íà ëåêöèÿõ æå îí ñòàðàëñÿ ïðè-
äàòü ïîëíîå è âñåñòîðîííåå ðàçâèòèå èñõîäíîé òî÷êå, è ïîòîìó èç-
ëîæåíèå åãî ýëëèïòè÷åñêèõ ôóíêöèé â âûñøåé ñòåïåíè ñâîåîáðàç-
íî» [19, ñ.309].
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Íå îñòàâèë áåç âíèìàíèÿ Í.Â.Áóãàåâ è çàìå÷àíèå Ê.Âåéåðøò-
ðàññà î íåîáõîäèìîñòè ðàñøèðåíèÿ êóðñà ñðåäíåé øêîëû íîâûìè
ìàòåìàòè÷åñêèìè ôàêòàìè: ýëåìåíòàìè àíàëèòè÷åñêîé ãåîìåòðèè,
ó÷åíèåì î ôóíêöèè, âêëþ÷àÿ ýëåìåíòû äèôôåðåíöèàëüíîãî èñ÷èñ-
ëåíèÿ [20]. Ïåäàãîãè÷åñêèå çàìåòêè Ê.Âåéåðøòðàññà, êîòîðûå îí
äåëàë âî âðåìÿ ëåêöèé, îêàçàëè íåñîìíåííîå âëèÿíèå íà ñòàíîâëå-
íèå ïåäàãîãè÷åñêèõ âçãëÿäîâ ìîëîäîãî ðóññêîãî ó÷åíîãî. Íåñêîëü-
êî ïîçæå, â 1869 ã., Í.Â.Áóãàåâ â ðå÷è «Ìàòåìàòèêà êàê îðóäèå
íàó÷íîå è ïåäàãîãè÷åñêîå» ðàçîâüåò èäåè ñâîåãî íåìåöêîãî ó÷èòå-
ëÿ: «Ìåæäó íàñòîÿùèìè ñðåäíåó÷åáíûìè çàâåäåíèÿìè è ôèçè-
êî-ìàòåìàòè÷åñêèìè ôàêóëüòåòàìè íåò òàêîé îðãàíè÷åñêîé ñâÿçè,
÷òîáû ìîæíî áûëî âïîëíå ñîçíàòåëüíî âûáèðàòü ôèçèêî-ìàòåìàòè-
÷åñêèé ôàêóëüòåò äëÿ äàëüíåéøåãî îáðàçîâàíèÿ. Âîñïèòûâàþùèé-
ñÿ â ãèìíàçèè íå èìååò ÿñíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ î õàðàêòåðå ýòèõ
âîïðîñîâ, êîòîðûìè çàíèìàþòñÿ â óíèâåðñèòåòå íà ôèçèêî-ìàòåìà-
òè÷åñêîì ôàêóëüòåòå. Îáùåå îáðàçîâàíèå íå äîëæíî áûòü íàñòîëü-
êî íåäîñòàòî÷íî, ÷òîáû â âûáîðå ôàêóëüòåòà íå îáíàðóæèëîñü
âïîëíå ñîçíàòåëüíîé âîëè; òàêîé âàæíûé øàã íå äîëæåí áûòü ïðå-
äîñòàâëåí ñëó÷àéíîñòè. Ýòè ìûñëè áûëè âûñêàçàíû åùå áåðëèíñ-
êèì ïðîôåññîðîì Âåéåðøòðàññîì, è òðóäíî îòêàçàòü èì â ñïðàâåä-
ëèâîñòè» [21]. ×åðåç 30 ëåò èäåè Ê.Âåéåðøòðàññà è Í.Â.Áóãàåâà
áûëè ïîäõâà÷åíû Ô.Êëåéíîì (1849–1925), êîòîðûé àêòèâíî ïðî-
äîëæèë èõ äåÿòåëüíîå âîïëîùåíèå â íà÷àëå XX â.��.

Ó÷åíèêè Ê.Âåéåðøòðàññà ñîñòàâëÿëè îñîáîå ìåæäóíàðîäíîå
ñîäðóæåñòâî, ëèäåðîì êîòîðîãî áûëà Ñ.Â.Êîâàëåâñêàÿ (1850–
1891), îòïðàâèâøàÿñÿ â Ãåðìàíèþ â 1869 ã. Í.Â.Áóãàåâ áûë ó÷àñò-
íèêîì ýòîãî ñîäðóæåñòâà�	, õîòÿ è íå èçáðàë äëÿ ñåáÿ ñòåçþ ïîïó-
ëÿðèçàöèè è ïðîäîëæåíèÿ âåéåðøòðàññîâñêîé òåîðèè ôóíêöèé.

Áîëüøîå âëèÿíèå íà ôîðìèðîâàíèå íàó÷íûõ èíòåðåñîâ Íèêî-
ëàÿ Âàñèëüåâè÷à âî âðåìÿ ñòàæèðîâêè îêàçàëè íåìåöêèå è ôðàí-
öóçñêèå ëåêòîðû, ÷èòàþùèå êóðñû òåîðèè ÷èñåë. Ñ âîñòîðãîì îò-
çûâàëñÿ îí î ëåêöèÿõ Ý.Êóììåðà, â êîòîðûõ, ïîìèìî òåîðèè ÷è-
ñåë (ó÷åíèå îá èäåàëüíûõ è êîìïëåêñíûõ ÷èñëàõ), áûëà èçëîæåíà
òåîðèÿ êðèâûõ ëèíèé äâîÿêîé êðèâèçíû è êðèâûõ ïîâåðõíîñòåé.
Ý.Êóììåð, ïî ìíåíèþ Í.Â.Áóãàåâà, áûë ïðîñòî «îáðàçöîâûì ïðå-
ïîäàâàòåëåì». «Ëåêöèè Êóììåðà, – ïèñàë îí â îò÷åòå, – îòëè÷àþò-
ñÿ ïîëíîòîþ, ÿñíîñòüþ è èçÿùåñòâîì èçëîæåíèÿ, îáèëèåì èñòîðè-
÷åñêèõ çàìåòîê è âàæíûìè óêàçàíèÿìè íà õîä è ðàçâèòèå ýòîãî îò-
äåëà ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà» [23, ñ.408].

Ñëåäóþùèé ñåìåñòð Í.Â.Áóãàåâ çàïëàíèðîâàë ïðîâåñòè âî
Ôðàíöèè. Âûÿñíèâ, ÷òî çàíÿòèÿ â Ïàðèæå íà÷èíàþòñÿ ïîçäíåå,
÷åì â Áåðëèíå, îí ðåøàåò âîñïîëüçîâàòüñÿ ýòèì îáñòîÿòåëüñòâîì è
çàäåðæèâàåòñÿ â Áåðëèíå íà îêòÿáðü è íîÿáðü, æåëàÿ ïðîñëóøàòü
íåñêîëüêî íà÷àëüíûõ ëåêöèé Êóììåðà, Âåéåðøòðàññà è Êðîíåêå-
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ðà. Ó Ý.Êóììåðà îí íà÷èíàåò ïîñåùàòü êóðñû àíàëèòè÷åñêîé ìåõà-
íèêè è òåîðèè ãèïåðãåîìåòðè÷åñêîãî ðÿäà, ó Ê.Âåéåðøòðàññà – îá-
ùåé òåîðèè ãèïåðãåîìåòðè÷åñêîãî ðÿäà, ó Ë.Êðîíåêåðà – òåîðèè
÷èñåë. È îïÿòü ëåêöèè ïî òåîðèè ÷èñåë – ëåêöèè Ë.Êðîíåêåðà –
ïðèâëåêàþò åãî áîëåå îñòàëüíûõ. Åìó èìïîíèðóåò íå òîëüêî òåìà-
òèêà ëåêöèé, íî è ìàíåðà ÷òåíèÿ ëåêòîðà. Îí îòìå÷àåò: «Ñæàòîñòü
è ÿñíîñòü èçëîæåíèÿ – îòëè÷èòåëüíûå äîñòîèíñòâà ÷òåíèé Êðîíå-
êåðà» [20, c.271].

Îäíàêî ïðèáëèæàëîñü íà÷àëî ñåìåñòðà âî Ôðàíöèè, è
Í.Â.Áóãàåâ âûíóæäåí ïîêèíóòü Áåðëèí, òàê è íå äîñëóøàâ çäåø-
íèõ êóðñîâ. Ïðèáûâ â Ïàðèæ, îí ñíà÷àëà ñëóøàåò â Ñîðáîííå
ëåêöèè Æ.Ëèóâèëëÿ (1809–1882) ïî ìåõàíèêå è Æ.Ì.Ê.Äþàìåëÿ
(1797–1872) ïî äèôôåðåíöèàëüíîìó èñ÷èñëåíèþ�
. Â îò÷åòå çà
çèìíèé ñåìåñòð 1863/64 ãã. Í.Â.Áóãàåâ ïðèâîäèò ñâîè âïå÷àòëå-
íèÿ îá ýòèõ ëåêöèÿõ: «×òåíèÿ Ëèóâèëëÿ, íå äàâàÿ çíàêîìñòâà ñ
êàêèì-íèáóäü íîâûì íàó÷íûì ôàêòîì, èíòåðåñíû ïî îáèëèþ äîêà-
çàòåëüñòâ, ïðåäëàãàåìûõ èì äëÿ êàæäîé òåîðåìû, è òåì êðèòè÷åñ-
êèì çàìåòêàì, êîòîðûìè îí ñîïðîâîæäàë ýòè äîêàçàòåëüñòâà, ïîêà-
çûâàÿ êàê âçàèìíóþ ñâÿçü, òàê è çíà÷åíèå èõ ïî îòíîøåíèþ ê èñ-
òîðè÷åñêîìó ðàçâèòèþ íàóêè.

Èç ÷òåíèé Äþàìåëÿ ìîæíî âûíåñòè äîâîëüíî ÿñíîå ïðåäñòàâ-
ëåíèå î òîì, êàêîé ðÿä âîïðîñîâ äîëæåí èìåòüñÿ â âèäó è â êàêîì
âèäå äîëæíî áûòü ïðåïîäàâàåìî ââåäåíèå â äèôôåðåíöèàëüíîå èñ-
÷èñëåíèå. Äþàìåëü èñòîðè÷åñêè ðàçáèðàë íà ñâîèõ ëåêöèÿõ ñïîñî-
áû, êîòîðûå áûëè óïîòðåáëÿåìû äðåâíèìè ãåîìåòðàìè è ìàòåìàòè-
êàìè, ïðåäøåñòâîâàâøèìè ýïîõå ââåäåíèÿ áåñêîíå÷íî ìàëûõ, äëÿ
ðåøåíèÿ çàäà÷, âõîäÿùèõ òåïåðü â äèôôåðåíöèàëüíîå èñ÷èñëåíèå.
Îí èçëîæèë ìåòîäû Ôåðìà, Äåêàðòà, Ðîáåðâàëÿ äëÿ îïðåäåëåíèÿ
êàñàòåëüíûõ ê êðèâûì, maxima è minima, óêàçàë íà ïóòè, áûâøèå
ïðåäìåòîì ïîëåìèêè ìåæäó ýòèìè ó÷åíûìè, è ñòàðàëñÿ äîèñêàòüñÿ
äî âíóòðåííåé ïðè÷èíû è ñóùíîñòè èõ ðàçíîãëàñèÿ» [20, c.271].

Ñ îòêðûòèåì çàíÿòèé â Collège de France (Êîëëéæ äå Ôðàíñ)
ðóññêèé ñòàæåð îòäàåò ïðåäïî÷òåíèå ýòîìó ó÷åáíîìó çàâåäåíèþ,
âèäèìî, â ñèëó èìåþùåãîñÿ â íåì áîëåå âûñîêîãî óðîâíÿ ïðåïîäà-
âàíèÿ. Äåëî â òîì, ÷òî Collège de France áûëî íå ïðîñòûì âûñ-
øèì ó÷åáíûì çàâåäåíèåì, à ïðåäñòàâëÿëî ñîáîé ëåêòîðèé��, â êî-
òîðîì, êàê ïèøåò Í.Â.Áóãàåâ, «íå ñòåñíÿåìûå òåìè ïåäàãîãè÷åñêè-
ìè ñîîáðàæåíèÿìè, êîòîðûå âñå-òàêè âëèÿþò äî èçâåñòíîé ñòåïåíè
íà ïðåïîäàâàíèå â Ñîðáîííå, ëó÷øèå ó÷åíûå âûáèðàþò ïî ñâîåìó
ïðîèçâîëó êàêîé-íèáóäü íàó÷íûé âîïðîñ è ñòàðàþòñÿ ...ðàçâèòü
åãî ïåðåä ñëóøàòåëÿìè ñ ïîëíîòîþ è ãëóáèíîþ, ñîîòâåòñòâóþùåþ
ñîâðåìåííîìó ñîñòîÿíèþ íàóêè» [20, c.272]. Âìåñòå ñ òåì îí ïðî-
äîëæàåò ïîñåùàòü â Ñîðáîííå ëåêöèè Ã.Ëàìå (1795–1870) ïî òåî-
ðèè óïðóãîñòè.
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Â Collège de France Í.Â.Áóãàåâà ïðèâëåêàþò ëåêöèè
Æ.Ë.Ô.Áåðòðàíà (1822–1900) î «ðàñïðåäåëåíèè ýëåêòðè÷åñòâà íà
ïîâåðõíîñòè ïðîâîäíèêîâ â ñâÿçè ñ âîïðîñàìè àíàëèçà» è, îñîáåí-
íî, ëåêöèè Æ.Ëèóâèëëÿ ïî òåîðèè ÷èñåë. Ó Í.Â.Áóãàåâà åùå ñâå-
æè âïå÷àòëåíèÿ îò êóðñîâ ïî òåîðèè ÷èñåë, ïðîñëóøàííûõ â Áåð-
ëèíå. Îí âíèìàòåëüíî àíàëèçèðóåò ëåêöèè Æ.Ëèóâèëëÿ, ñðàâíèâà-
åò íåìåöêóþ è ôðàíöóçñêóþ øêîëû, îòìå÷àÿ, ÷òî ôðàíöóçñêèé ìà-
òåìàòèê ñòàðàåòñÿ ïîêàçàòü íåïîñðåäñòâåííóþ ñâÿçü òåîðèè ÷èñåë ñ
âîïðîñàìè «÷èñòîãî» àíàëèçà. Ïðèìå÷àòåëüíî, ÷òî, êîãäà ïîñëå äî-
âîëüíî ïîäðîáíîãî ââåäåíèÿ, Æ.Ëèóâèëëü ïðèñòóïèë ê èçëîæåíèþ
ñî÷èíåíèÿ ïî òåîðèè ÷èñåë Ê.Ô.Ãàóññà, Í.Â.Áóãàåâ íà÷àë ñëóøàòü
ëåêöèè ñ «äâîéíûì èíòåðåñîì», ïîñêîëüêó ýòî ñî÷èíåíèå Ê.Ô.Ãà-
óññà îí èçó÷èë ðàíüøå, åùå íàõîäÿñü â Áåðëèíå.

Äâà ñëåäóþùèõ ñåìåñòðà (ëåòíèé è çèìíèé) Í.Â.Áóãàåâ æèâåò
â Ïàðèæå. Ëåòîì 1864 ã. îí ïðîäîëæàåò â Collège de France ñëó-
øàòü äîïîëíèòåëüíûå ëåêöèè Æ.Áåðòðàíà ïî òåîðèè ñòàòè÷åñêîãî
ýëåêòðè÷åñòâà è ëåêöèè Æ.Ëèóâèëëÿ ïî òåîðèè ÷èñåë. Ëåòî
1864 ã. ìîæíî íàçâàòü ðóáåæíûì â åãî íàó÷íîé êîìàíäèðîâêå. Â
ýòî âðåìÿ îí, î÷åâèäíî, îêîí÷àòåëüíî óòâåðæäàåòñÿ â ñâîèõ èññëå-
äîâàòåëüñêèõ ïðåäïî÷òåíèÿõ. Îí ìíîãî ñàìîñòîÿòåëüíî çàíèìàåòñÿ
òåîðèåé ÷èñåë è ñîñðåäîòà÷èâàåò ñâîè óñèëèÿ íà ïîëó÷åíèè ñîáñò-
âåííûõ íàó÷íûõ ðåçóëüòàòîâ â ýòîé îáëàñòè, «çàíèìàÿñü óïðîùå-
íèåì ïðèåìîâ, ïðåäëîæåííûõ Ãàóññîì» [23, c.80].

Íà÷àëî çèìíåãî ñåìåñòðà îí ñíîâà âñòðå÷àåò â Ñîðáîííå, ñëó-
øàÿ ëåêöèè Ì.Øàëÿ (1793–1880) ïî âûñøåé ãåîìåòðèè è Ì.Âåðäå
(1824–1866) ïî ìåõàíè÷åñêîé òåîðèè òåïëîòû, íî ñ îòêðûòèåì çà-
íÿòèé â Collège de France ïðåðûâàåò ïîñåùåíèå êóðñà Ì.Âåðäå,
ïîñêîëüêó îí ñîâïàë ïî âðåìåíè ñ çàíÿòèÿìè ó Æ.Ñåððå
(1819–1885). Îäíîâðåìåííî â Collège de France îí àêòèâíûé ñëó-
øàòåëü ëåêöèé Æ.Áåðòðàíà ïî èíòåãðàëüíîìó èñ÷èñëåíèþ, Æ.Ñåð-
ðå – ïî îáùåé òåîðèè èíòåãðèðîâàíèÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíå-
íèé äâèæåíèÿ, Æ.Ëèóâèëëÿ – ïî èçáðàííûì âîïðîñàì àíàëèçà è
òåîðèè ÷èñåë. Ñóäÿ ïî îò÷åòàì, â ëåêöèÿõ Æ.Ñåððå è Æ.Ëèóâèëëÿ
Í.Â.Áóãàåâà ïðèâëåêàåò îáñòîÿòåëüíîñòü, ñ êîòîðîé îíè ðàññìàò-
ðèâàþò ìåòîäû ðåøåíèÿ óðàâíåíèé ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè.

Ñâîå íàó÷íîå ïóòåøåñòâèå Í.Â.Áóãàåâ ðåøàåò çàâåðøèòü â
Áåðëèíå. Çäåñü îí íàäååòñÿ ïðîäîëæèòü ñâîè çàíÿòèÿ ó Ë.Êðîíå-
êåðà è Ý.Êóììåðà. Ïðèáûâ â Ãåðìàíèþ, îí ñ ñîæàëåíèåì îáíàðó-
æèâàåò, ÷òî Êðîíåêåð âîâñå íå ÷èòàåò â íàñòîÿùèé ñåìåñòð, Êóì-
ìåð æå ÷èòàåò òîò ñàìûé ðàçäåë î ïðèëîæåíèè äèôôåðåíöèàëüíîãî
èñ÷èñëåíèÿ ê ïîâåðõíîñòÿì, êîòîðûé Íèêîëàé Âàñèëüåâè÷ âûñëó-
øàë âî âðåìÿ ñâîåãî ïåðâîãî ïðåáûâàíèÿ â Áåðëèíå [24, c.175].
Ïîýòîìó Í.Â.Áóãàåâ îãðàíè÷èâàåòñÿ òîëüêî ïîñåùåíèåì ëåêöèé
Ê.Âåéåðøòðàññà ïî âàðèàöèîííîìó èñ÷èñëåíèþ. Îí òùàòåëüíî
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èçó÷àåò íîâóþ íàó÷íóþ ëèòåðàòóðó â áèáëèîòåêå è íàïðàâëÿåò âñå
ñèëû äëÿ «ïðèãîòîâëåíèÿ ê ïå÷àòè» ñâîèõ èññëåäîâàíèé «î íåêî-
òîðûõ ÷èñëîâûõ òîæäåñòâàõ».

Âî âðåìÿ íàó÷íîé ñòàæèðîâêè 1863–1865 ãã., ïîõîæèå ôóíê-
öèè êîòîðîé ñåãîäíÿ âûïîëíÿþò àñïèðàíòóðà è äîêòîðàíòóðà,
Í.Â.Áóãàåâ çàíèìàëñÿ ìàòåìàòèêîé ñ íåîáûêíîâåííûì óñåðäèåì.
Åãî îò÷åòû ñâèäåòåëüñòâóþò î òîì, ÷òî îí ñ áîëüøîé òùàòåëüíî-
ñòüþ ïîñåùàë ëåêöèè, êîíñïåêòèðîâàë è ãëóáîêî îñìûñëèâàë óñ-
ëûøàííîå íà íèõ [25]. Ìíîãî Í.Â.Áóãàåâ çàíèìàëñÿ ñàìîñòîÿòåëü-
íî, èñïîëüçóÿ ñâîé ñêðîìíûé äîñóã èñêëþ÷èòåëüíî íà èçó÷åíèå
ñåðüåçíîé ìàòåìàòè÷åñêîé ëèòåðàòóðû, øòóäèðóÿ â îðèãèíàëå ñî-
÷èíåíèÿ Ê.Ô.Ãàóññà ïî òåîðèè ÷èñåë è âûñøåé àëãåáðå, Ã.Ìîíæà
ïî âàðèàöèîííîìó èñ÷èñëåíèþ, Ø.Ýðìèòà ïî òåîðèè ýëëèïòè÷åñ-
êèõ ôóíêöèé, Æ.Áåðòðàíà ïî èíòåãðèðîâàíèþ óðàâíåíèé ñ ÷àñò-
íûìè ïðîèçâîäíûìè è ìíîãèå äðóãèå.

Ñëóøàÿ ëåêöèè íåìåöêèõ è ôðàíöóçñêèõ ìàòåìàòèêîâ,
Í.Â.Áóãàåâ âñåãäà îáðàùàë îñîáîå âíèìàíèå íà ïåäàãîãè÷åñêîå
îôîðìëåíèå ýòèõ ëåêöèé: òåìï ÷òåíèÿ, íàó÷íóþ ñòðîãîñòü, äîñòóï-
íîñòü è ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èçëîæåíèÿ, èñïîëüçîâàíèå èñòîðè÷åñ-
êèõ ñâåäåíèé, ïåäàãîãè÷åñêèå íàõîäêè ëåêòîðîâ.

Ó èñòîêîâ àðèòìîëîãèè. Èç âîñüìè îò÷åòîâ Í.Â.Áóãàåâà îñî-
áûé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿåò ïîñëåäíèé, âîñüìîé. Îí áûë ñîñòàâëåí
ëåòîì 1865 ã. â Áåðëèíå è âêëþ÷àë â ñåáÿ ôðàãìåíò åãî áóäóùåé
äîêòîðñêîé äèññåðòàöèè «×èñëîâûå òîæäåñòâà, íàõîäÿùèåñÿ â ñâÿ-
çè ñî ñâîéñòâàìè ñèìâîëà E»�� [27].

Äåéñòâèòåëüíî, âî ââåäåíèè ê äèññåðòàöèè Í.Â.Áóãàåâ ïðàêòè-
÷åñêè ïîâòîðÿåò òåêñò îò÷åòà. Íàïðèìåð, îí ïèøåò: «Ñîâîêóïíîñòü
ìàòåìàòè÷åñêèõ èñòèí, èçâåñòíûõ â íàñòîÿùåå âðåìÿ ïîä îáùèì
èìåíåì òåîðèè ÷èñåë, ñóùåñòâåííî ðàñïàäàåòñÿ íà äâà îãðîìíûõ
îòäåëà. Â îäíîì ðàññìàòðèâàþòñÿ ñâîéñòâà íåîïðåäåëåííûõ óðàâ-
íåíèé; ñþäà ïðèíàäëåæèò òåîðèÿ ñðàâíåíèé è ðàçëè÷íûõ ôîðì. Â
äðóãîì èññëåäóþòñÿ ñâîéñòâà ÷èñëîâûõ ôóíêöèé, êàê ïî îòíîøå-
íèþ èõ ìåæäó ñîáîþ, òàê è ïî îòíîøåíèþ èõ ê ôóíêöèÿì àíàëè-
òè÷åñêèì, è ïî ñâÿçè èõ ñ ðàçëè÷íûìè âîïðîñàìè àíàëèçà» [27,
ñ.I]. Ñâîè èññëåäîâàíèÿ, íàðÿäó ñ Ãàóññîì, Äèðèõëå, Êðîíåêåðîì
è Ëèóâèëëåì, îí îòíîñèò êî âòîðîìó îòäåëó, êîòîðûé íàçûâàåò
«÷èñëîâûì èñ÷èñëåíèåì» (calcul numérique), èëè «÷èñëîâûì àíà-
ëèçîì».

Îäíèì èç ãëàâíûõ ïîíÿòèé, ïðîíèçûâàþùèõ âñå «÷èñëîâîå
èñ÷èñëåíèå», áûë «ñèìâîë» E x( ). Â îò÷åòå Í.Â.Áóãàåâ ðàçëè÷àåò
òðè ñïîñîáà èçó÷åíèÿ ñâîéñòâ ñèìâîëà E: 1) ñïîñîá íåðàâåíñòâ,
çàêëþ÷àþùèéñÿ â âûÿñíåíèè òîãî, ñêîëüêî ðàç íåðàâåíñòâî
f x y z n( , , ) < ìîæåò áûòü óäîâëåòâîðåíî ïðè èçâåñòíûõ óñëîâèÿõ
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âîçðàñòàíèÿ ïåðåìåííûõ; 2) ãåîìåòðè÷åñêèé ñïîñîá; 3) ñïîñîá ÷èñ-
ëîâûõ òîæäåñòâ, «â êîòîðîì ñâîéñòâà ñèìâîëà E âûâîäÿòñÿ íà îñ-
íîâàíèè ñïîñîáíîñòè âûðàæåíèé, çàâèñÿùèõ îò E, óäîâëåòâîðÿòü
îïðåäåëåííûì òîæäåñòâàì» (ñì.: Ïðèëîæåíèå). Åñëè îïèñàíèå
ïåðâûõ äâóõ ñïîñîáîâ íå ïðåòåðïåëî â äàëüíåéøèõ èññëåäîâàíèÿõ
Í.Â.Áóãàåâà èçìåíåíèé, òî îáúÿñíåíèå ïîñëåäíåãî èìåëî îïðåäå-
ëåííóþ òðàíñôîðìàöèþ. Â äèññåðòàöèè ó÷åíûé íàçâàë òðåòèé ñïî-
ñîá èíà÷å – «ñïîñîáîì íåîïðåäåëåííûõ óðàâíåíèé» è åãî ñóòü îáú-
ÿñíÿë êàê «âûâîä ñâîéñòâ ñèìâîëà E íà îñíîâàíèè ñïîñîáíîñòè âû-
ðàæåíèé, çàâèñÿùèõ îò E, âûðàæàòü ðàçëè÷íûå ñâîéñòâà ïî îòíî-
øåíèþ ê íåîïðåäåëåííûì óðàâíåíèÿì» [27, ñ.III]. Ñòðåìëåíèå
Í.Â.Áóãàåâà ê áîëåå òî÷íîìó òåðìèíîëîãè÷åñêîìó îïèñàíèþ òðåòü-
åãî ñïîñîáà ïîíÿòíî. Èìåííî ýòèì ñïîñîáîì îí è ïîëüçóåòñÿ â ñâî-
åé äèññåðòàöèè. Èòàê, ñóäÿ ïî ýòîìó îò÷åòó, ïðàêòè÷åñêè çàâåðøèâ
ñâîå äîêòîðñêîå èññëåäîâàíèå, Í.Â.Áóãàåâ âîçâðàùàåòñÿ â Ðîññèþ
(î÷åâèäíî, â êîíöå 1865 ã.) è âñêîðå, â ôåâðàëå 1866 ã., çàùèùàåò
äèññåðòàöèþ.

Ïîñëåäíèé îò÷åò Í.Â.Áóãàåâà òàêæå ïîêàçûâàåò, êàê òðàåêòî-
ðèÿ åãî íàó÷íûõ èíòåðåñîâ ñìåùàåòñÿ â ñòîðîíó áóäóùåé àðèòìî-
ëîãèè. Êàê çàìå÷àåò Ñ.Ñ.Äåìèäîâ, «â îñíîâå òåîðåòèêî-÷èñëîâûõ
ïîñòðîåíèé Áóãàåâà ëåæàëà ìûñëü îá àíàëîãèè ìåæäó íåêîòîðûìè
îïåðàöèÿìè ýëåìåíòàðíîé òåîðèè ÷èñåë (ñóììèðîâàíèå ïî äåëèòå-
ëÿì è äð.) è îïåðàöèÿìè ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà. Îïèðàÿñü íà
ýòó àíàëîãèþ, Áóãàåâ õîòåë ïîñòðîèòü íàóêó î «ïðåðûâíûõ» ôóíê-
öèÿõ. Ýòîò îòäåë ìàòåìàòèêè îí íàçûâàë àðèòìîëîãèåé» [28,
ñ.116]. Îäíà èç ïîïûòîê ïîñòðîåíèÿ òàêîé àíàëîãèè ïðîñìàòðèâà-
åòñÿ â îò÷åòå. Òàê, Í.Â.Áóãàåâ ïèøåò: «Â íàøåì èññëåäîâàíèè ìû
âûâåëè äâà îáùèõ çàêîíà ÷èñëîâûõ òîæäåñòâ. Âòîðîé èç íèõ ìî-
æåò âûðàæàòüñÿ ñ îäíîé è ñ äâóìÿ ïðîèçâîëüíûìè ôóíêöèÿìè.
Ôîðìóëàìè ýòèõ ÷èñëîâûõ òîæäåñòâ êàê áû óêàçûâàåòñÿ íà âçàèì-
íóþ ñâÿçü ýòîãî ìåòîäà ñ èíòåãðàöèåé ïî êîíå÷íûì ðàçíîñòÿì.
Äåéñòâèòåëüíî, â ÷àñòíîì ñëó÷àå âòîðîé çàêîí ÷èñëîâîãî òîæäåñò-
âà äàåò îáùèå ôîðìóëû ïî êîíå÷íûì ðàçíîñòÿì, ìîãóùèì ïîñëó-
æèòü è äëÿ ðåøåíèÿ ðàçëè÷íûõ âîïðîñîâ ÷èñëîâîãî àíàëèçà» (ñì.:
Ïðèëîæåíèå). Íåñêîëüêî ïîçæå Í.Â.Áóãàåâ áóäåò ñâÿçûâàòü áóäó-
ùåå ðàçâèòèå ìàòåìàòèêè èìåííî ñ àðèòìîëîãèåé, èëè òåîðèåé ïðå-
ðûâíûõ ôóíêöèé (èçó÷åíèåì îäíîé èç òàêèõ ïðåðûâíûõ ôóíêöèé
– E x( ) – îí ñåðüåçíî çàíèìàëñÿ âî âðåìÿ ñòàæèðîâêè), êîòîðàÿ, ïî
åãî ìíåíèþ, âûäâèíóëàñü èç òåîðèè ÷èñåë [29, ñ.5]. Îòñþäà íàïðà-
øèâàåòñÿ âûâîä, ÷òî èñòîêè àðèòìîëîãè÷åñêèõ âîççðåíèé ó÷åíîãî
çàðîäèëèñü âî âðåìÿ åãî íàó÷íîé ñòàæèðîâêè.

Âïå÷àòëåíèÿ Í.Â.Áóãàåâà î çàïàäíîåâðîïåéñêîì ìàòåìàòè÷åñ-
êîì ìèðå èìåëè ïðîäîëæåíèå. Ìàãíåòè÷åñêèå ëåêöèè Ë.Êðîíåêåðà
è Ý.Êóììåðà íå äàâàëè ïîêîÿ Íèêîëàþ Âàñèëüåâè÷ó, åãî ñíîâà òÿ-
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íóëî â Ãåðìàíèþ. Â îêòÿáðå 1871 ã. – ÿíâàðå 1872 ã. óæå ñîñòîÿâ-
øèéñÿ ïðîôåññîð Í.Â.Áóãàåâ ñíîâà ñîâåðøèë êîìàíäèðîâêó â
Áåðëèí «ñ ó÷åíîé öåëüþ», ïðè÷åì çàäåðæàëñÿ çäåñü áîëüøå çàïëà-
íèðîâàííîãî âðåìåíè, î ÷åì ñâèäåòåëüñòâóåò çàïèñü â Æóðíàëå çà-
ñåäàíèé ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêîãî ôàêóëüòåòà îò 29 ôåâðàëÿ
1872 ã.: «Îïðåäåëåíî: äîâåñòè äî ñâåäåíèÿ Ñîâåòà, ÷òî ïðîôåññîð
Áóãàåâ âîçâðàòèëñÿ èç êîìàíäèðîâêè äâóìÿ íåäåëÿìè ïîçäíåå ñðî-
êà, ïîòîìó ÷òî áûë çàäåðæàí â Áåðëèíå ó÷åíûìè çàíÿòèÿìè, èìåâ-
øèìè ïðÿìîå îòíîøåíèå ê öåëè åãî ïóòåøåñòâèÿ» [30].

Íà ðóáåæå XIX–ÕÕ ââ. Í.Â.Áóãàåâ ñòàíåò àêòèâíûì ó÷àñòíè-
êîì åâðîïåéñêîé íàó÷íîé æèçíè. Åãî ìåæäóíàðîäíûå êîíòàêòû áó-
äóò ÷ðåçâû÷àéíî ìíîãîîáðàçíûìè. Íà Ïåðâîì Ìåæäóíàðîäíîì
êîíãðåññå ìàòåìàòèêîâ 1897 ã. â Öþðèõå îí áóäåò èçáðàí îäíèì èç
åãî âèöå-ïðåçèäåíòîâ. Øâåéöàðñêèå ìàòåìàòèêè âñòðåòÿò Í.Â.Áó-
ãàåâà, ïî åãî ñëîâàì, íå ïðèâåòëèâî, íî åãî çíàìåíàòåëüíàÿ ðå÷ü
«Ìàòåìàòèêà è íàó÷íî-ôèëîñîôñêîå ìèðîñîçåðöàíèå», ïðîèçíåñåí-
íàÿ íà ïëåíàðíîì çàñåäàíèè ïî-ôðàíöóçñêè, ïîëó÷èò îãðîìíûé óñ-
ïåõ ó ó÷àñòíèêîâ êîíãðåññà��. Îäíàêî ýòî óæå äðóãàÿ èñòîðèÿ.

Ïðèëîæåíèå
Èçâëå÷åíèÿ èç îò÷åòîâ ëèö, îòïðàâëåííûõ

çà ãðàíèöó äëÿ ïðèãîòîâëåíèÿ ê ïðîôåññîðñêîìó çâàíèþ
(Îò÷åò Í.Â.Áóãàåâà)22

Îñòàëüíóþ ÷àñòü âðåìåíè ìîåãî ïðåáûâàíèÿ çà ãðàíèöåþ ÿ ðå-
øèëñÿ ïðîâåñòè â Áåðëèíå. Ê ñîæàëåíèþ, ÿ çàñòàë âåñüìà ìàëî
ìàòåìàòè÷åñêèõ ëåêöèé, ñïîñîáíûõ âîçáóäèòü îñîáåííûé èíòåðåñ,
èáî Êðîíåêåð âîâñå íå ÷èòàåò â íàñòîÿùèé ñåìåñòð, Êóììåð æå ÷è-
òàåò òó ñàìóþ ñòàòüþ î ïðèëîæåíèè äèôôåðåíöèàëüíîãî èñ÷èñëå-
íèÿ ê ïîâåðõíîñòÿì, êîòîðóþ ÿ ó íåãî âûñëóøàë âî âðåìÿ ìîåãî
ïåðâîãî ïðåáûâàíèÿ â Áåðëèíå, ïîýòîìó ÿ ñ÷åë ïîëåçíûì ñëóøàòü
òîëüêî ëåêöèè Âåéåðøòðàññà î âàðèàöèîííîì èñ÷èñëåíèè. Ãëàâíûå
æå ìîè çàíÿòèÿ ñîñðåäîòî÷èëèñü íà èçó÷åíèè â áèáëèîòåêå íåêîòî-
ðûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ ñòàòåé æóðíàëîâ Crelle’ÿ è Liouville’ÿ è ïðåè-
ìóùåñòâåííî íà ïðèãîòîâëåíèè ê ïå÷àòè ìîèõ èññëåäîâàíèé î íå-
êîòîðûõ ÷èñëîâûõ òîæäåñòâàõ. Äëÿ áîëåå òî÷íîãî óÿñíåíèÿ òîãî
êðóãà èñòèí, êîòîðûé ñîñòàâëÿåò ïðåäìåò ìîèõ èçûñêàíèé, ÿ ñ÷è-
òàþ ïîëåçíûì âûñêàçàòü íåñêîëüêî îáùèõ âîççðåíèé.

Ñîâîêóïíîñòü ìàòåìàòè÷åñêèõ èñòèí, èçâåñòíûõ â íàñòîÿùåå
âðåìÿ ïîä îáùèì èìåíåì òåîðèè ÷èñåë, ñóùåñòâåííî ðàñïàäàåòñÿ
íà äâà îãðîìíûõ îòäåëà. Â îäíîì ðàññìàòðèâàþòñÿ ñâîéñòâà íåîï-
ðåäåëåííûõ óðàâíåíèé; ñþäà ïðèíàäëåæèò òåîðèÿ ñðàâíåíèé è
ðàçëè÷íûõ ôîðì. Â äðóãîì èññëåäóþòñÿ ñâîéñòâà ÷èñëîâûõ ôóíê-
öèé, êàê ïî îòíîøåíèþ èõ ìåæäó ñîáîþ, òàê è ïî îòíîøåíèþ èõ ê
ôóíêöèÿì àíàëèòè÷åñêèì, è ïî ñâÿçè èõ ñ ðàçëè÷íûìè âîïðîñàìè
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àíàëèçà. Ê ýòîìó îòäåëó îòíîñÿòñÿ èçÿùíûå èññëåäîâàíèÿ ×åáû-
øåâà î ïåðâûõ ÷èñëàõ Ãàóññà è Äèðèõëå î ÷èñëå ðîäîâ è êëàññîâ
êâàäðàòè÷íûõ ôîðì äëÿ ðàçëè÷íûõ îïðåäåëèòåëåé, èññëåäîâàíèÿ
Äèðèõëå îá àñèìïòîòè÷åñêèõ âûðàæåíèÿõ, Ëèóâèëëÿ î ðàçëè÷íûõ
÷èñëîâûõ òîæäåñòâàõ è âñå èçûñêàíèÿ î âçàèìíîé çàâèñèìîñòè
ìåæäó ñâîéñòâàìè ÷èñëîâûõ ôóíêöèé è êîýôôèöèåíòàìè áåñêîíå÷-
íûõ ðÿäîâ.

Õîòÿ åùå íå ñóùåñòâóåò äî ñèõ ïîð îáùèõ ìåòîäîâ äëÿ ðåøå-
íèÿ ðàçëè÷íûõ âîïðîñîâ âòîðîãî îòäåëà, õîòÿ ÷àñòíûå èçûñêàíèÿ,
îòíîñÿùèåñÿ ñþäà, ñòîÿò íåçàâèñèìî äðóã îò äðóãà, îäíàêî íåëüçÿ
íå âèäåòü, ÷òî âîïðîñû è ïðèåìû, óïîòðåáëÿåìûå âî âòîðîì îòäå-
ëå, îòëè÷àþòñÿ îò ìåòîäîâ ïåðâîãî îòäåëà ñâîèì àíàëèòèêî-÷èñëî-
âûì õàðàêòåðîì. Íà ýòîì îñíîâàíèè ìû ñ÷èòàåì ïîëåçíûì óñâîèòü
è òåðìèíîëîãèþ, ñîîòâåòñòâóþùóþ ýòèì äâóì îòäåëàì. Ñîâîêóï-
íîñòü èñòèí, îòíîñÿùèõñÿ ê ïåðâîìó îòäåëó, ìû áóäåì íàçûâàòü
ñîáñòâåííî òåîðèåé ÷èñåë, èëè ïðîñòî òåîðèåé ÷èñåë (çäåñü è äà-
ëåå êóðñèâ ñîõðàíåí â ñîîòâåòñòâèè ñ îðèãèíàëîì. – Î.Ñ.). Ñîâî-
êóïíîñòü èñòèí, îòíîñÿùèõñÿ êî âòîðîìó îòäåëó, áóäåì íàçûâàòü
÷èñëîâûì èñ÷èñëåíèåì (calcul numérique). Òå ñëó÷àè, â êîòîðûõ
ñâîéñòâà ÷èñëîâûõ ôóíêöèé áóäóò çàâèñåòü îò ñâîéñòâà íåîïðåäå-
ëåííûõ óðàâíåíèé, íèñêîëüêî íå ïðîòèâîðå÷àò ýòîìó ðàçäåëåíèþ.

Ñîâîêóïíîñòü çàêîíîâ, ñîñòàâëÿþùèõ ïðåäìåò íàøåãî èññëåäî-
âàíèÿ, ïðèíàäëåæèò ê òîé îãðîìíîé ãðóïïå èñòèí, êîòîðóþ ìû áó-
äåì íàçûâàòü ÷èñëîâûì èñ÷èñëåíèåì, èáî, õîòÿ íåîïðåäåëåííûå
óðàâíåíèÿ ñëóæàò òî÷êîé îòïðàâëåíèÿ ïðè âûâîäå ðàçëè÷íûõ ÷èñ-
ëîâûõ òîæäåñòâ â íàøåì èññëåäîâàíèè, îäíàêî òî âîççðåíèå íà
öåëü, ñ êîòîðîþ ðàññìàòðèâàþòñÿ ýòè óðàâíåíèÿ, íîñèò íà ñåáå õà-
ðàêòåð, íå ïîäëåæàùèé âïîëíå òåîðèè ÷èñåë â ñìûñëå âûøåóïîìÿ-
íóòîãî îïðåäåëåíèÿ. Â âûðàæåíèå ÷èñëîâûõ çàêîíîâ, âûâîäèìûõ ó
íàñ, âõîäèò ôóíêöèÿ E u( ) ñ ñèìâîëîì E, îçíà÷àþùèì íàèáîëüøåå
öåëîå ÷èñëî, ñîäåðæàùååñÿ â ïîëîæèòåëüíîì êîëè÷åñòâå u. Äî ñèõ
ïîð ýòîò ñèìâîë óïîòðåáëÿëñÿ êàê âñïîìîãàòåëüíîå îðóäèå äëÿ îá-
ëåã÷åíèÿ äîêàçàòåëüñòâà ðàçëè÷íûõ òåîðåì òåîðèè ÷èñåë è ÷èñëî-
âîãî èñ÷èñëåíèÿ (çàêîí âçàèìíîñòè äâóõ ïðîñòûõ ÷èñåë, òåîðåìà
×åáûøåâà), íî íå áûë ïðåäìåòîì ñàìîñòîÿòåëüíîãî èññëåäîâàíèÿ,
è ñâîéñòâà ôóíêöèè E u( ) íå èìåëèñü ãëàâíûì îáðàçîì â âèäó.

Ëó÷øåå èññëåäîâàíèå, â êîòîðîì ðàçáèðàþòñÿ íåêîòîðûå ñâîé-
ñòâà âûðàæåíèé, çàâèñÿùèõ îò ñèìâîëà E, ïðèíàäëåæàò Äèðèõëå.
Íî â ñâîåé ñòàòüå «Sur la détermination des valeurs moyennes dans la
théorie des nombres, Liouvill, 1856» îí ïðåèìóùåñòâåííî èìååò â
âèäó ïðîâåñòè ìûñëü îá àñèìïòîòè÷åñêèõ ôîðìóëàõ, ê êîòîðûì
ñòðåìÿòñÿ â ïðåäåëå ðåøåíèÿ ðàçëè÷íûõ ÷èñëîâûõ âîïðîñîâ, ïîýòî-
ìó è ïðåîáðàçîâàíèÿ, óïîòðåáëÿåìûå ó íåãî, è ìåòîäû íîñÿò èíîãäà
÷àñòíûé õàðàêòåð, ñîîòâåòñòâóþùèé äðóãîé îñíîâíîé ìûñëè.
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Äëÿ èññëåäîâàíèÿ ñâîéñòâ ñèìâîëà E ìîæíî ïîëüçîâàòüñÿ ëþ-
áûì èç òðåõ ïðèåìîâ, èëè 1) ìîæíî óïîòðåáëÿòü ñïîñîá íåðà-
âåíñòâ, â êîòîðîì îáùåé çàäà÷åé áûëî áû îïðåäåëèòü, ñêîëüêî ðàç
íåðàâåíñòâî f x y z n( , , ) < ìîæåò áûòü óäîâëåòâîðåíî ïðè èçâåñòíûõ
óñëîâèÿõ âîçðàñòàíèÿ ïåðåìåííûõ, èëè 2) ñïîñîá ãåîìåòðè÷åñêèé,
ïðè êîòîðîì ìû ìîãëè áû ðåøàòü ðàçëè÷íûå âîïðîñû äëÿ òî÷åê,
ðàñïðåäåëåííûõ íà ïëîñêîñòè èëè â ïðîñòðàíñòâå èçâåñòíûì îáðà-
çîì, è âûâîäèòü âñå, ÷òî âîçìîæíî âûâåñòè èç ïîäîáíîãî âîççðå-
íèÿ, èëè 3) ñïîñîá ÷èñëîâûõ òîæäåñòâ, â êîòîðîì ñâîéñòâà ñèìâî-
ëà E âûâîäÿòñÿ íà îñíîâàíèè ñïîñîáíîñòè âûðàæåíèé, çàâèñÿùèõ
îò E, óäîâëåòâîðÿòü îïðåäåëåííûì òîæäåñòâàì. Õîòÿ êàæäûé èç
ýòèõ ïðèåìîâ èìååò ñâîåîáðàçíûé õàðàêòåð è ñïîñîáåí âíîñèòü â
èññëåäîâàíèå ñâîéñòâåííûå åìó îñîáåííîñòè, îäíàêî íå òðóäíî âè-
äåòü ïðè áëèæàéøåì ðàçáîðå, ÷òî âñå ýòè ìåòîäû, ðàâíî êàê è ìå-
òîä ïðåîáðàçîâàíèÿ ÷èñëîâûõ âûðàæåíèé, ñâîäÿòñÿ â ñóùíîñòè ê
îäíîé îñíîâíîé èäåå. Ìû ìîãëè áû äàòü íàøèì èçûñêàíèÿì íàçâà-
íèå òåîðèè ñèìâîëà E, åñëè áû âîñïîëüçîâàëèñü âñåìè âûøåóïîìÿ-
íóòûìè ñïîñîáàìè è ðàçîáðàëè âñå çàêëþ÷åíèÿ, ê êîòîðûì ìîæåò
ïîâåñòè êàæäûé èç ìåòîäîâ èññëåäîâàíèÿ; íî òàê êàê íàìè âûáðàí
îäèí èç ïðèåìîâ è ìû ðàçáèðàëè âñå çàêîíû, ê êîòîðûì ìîæåò ïî-
âåñòè îí äëÿ îïðåäåëåííûõ ñëó÷àåâ, íåçàâèñèìî îò òîãî, áóäåò ëè,
èëè íå áóäåò âõîäèòü â âûðàæåíèå èõ ñèìâîë E, òî ìû è ñ÷èòàåì
íåîáõîäèìûì óäåðæàòü â íàçâàíèè íàøåãî èññëåäîâàíèÿ ñîîòâåòñò-
âóþùóþ îáùóþ èäåþ. Â íàøåì èññëåäîâàíèè ìû âûâåëè äâà îá-
ùèõ çàêîíà ÷èñëîâûõ òîæäåñòâ. Âòîðîé èç íèõ ìîæåò âûðàæàòüñÿ
ñ îäíîé è ñ äâóìÿ ïðîèçâîëüíûìè ôóíêöèÿìè. Ôîðìóëàìè ýòèõ
÷èñëîâûõ òîæäåñòâ êàê áû óêàçûâàåòñÿ íà âçàèìíóþ ñâÿçü ýòîãî
ìåòîäà ñ èíòåãðàöèåé ïî êîíå÷íûì ðàçíîñòÿì. Äåéñòâèòåëüíî, â
÷àñòíîì ñëó÷àå âòîðîé çàêîí ÷èñëîâîãî òîæäåñòâà äàåò îáùèå ôîð-
ìóëû ïî êîíå÷íûì ðàçíîñòÿì, ìîãóùèì ïîñëóæèòü è äëÿ ðåøåíèÿ
ðàçëè÷íûõ âîïðîñîâ ÷èñëîâîãî àíàëèçà.

×òîáû èìåòü ïîíÿòèå î òåõ ÷èñëîâûõ çàêîíàõ, ê êîòîðûì ïðè-
âîäÿòñÿ îáùèå ÷èñëîâûå òîæäåñòâà â ÷àñòíûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ, ÿ
ïðèâåäó íåêîòîðûå èç íèõ.

Ïóñòü ôóíêöèÿ ξ( )u îçíà÷àåò ÷èñëî äåëèòåëåé öåëîãî ÷èñëà p,
íå ïðåâîñõîäÿùèõ u, du âåëè÷èíó äåëèòåëÿ, ñòîÿùåãî íà ìåñòå u â
ðÿäå äåëèòåëåé ÷èñëà p, ðàñïðåäåëåííûõ ïî èõ âåëè÷èíå, òîãäà
äëÿ âñÿêèõ äâóõ öåëûõ ÷èñåë k è n òàêèõ, ÷òîáû n d pk+ ≤ èìååò
ôîðìóëó:

ξ ξ ξ θ
ξ

ξ

( ) ( ) ( )
( )

( )

n d d n k n dn
u

n k

n k
n

n d�
+ + − = + +

=

=

+

+

∑ ∑
1 1

,
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ãäå θ – ÷èñëî,îçíà÷àþùåå,ñêîëüêî â ðÿäå d nn1+ −ξ( ) ,d nn2+ −ξ( ) , ...,
d nn d�ξ( )+ − íàõîäèòñÿ äåëèòåëåé ÷èñëà p.

Ïîëàãàÿ p = 36, èìååì åãî äåëèòåëåé 1, 2, 3, 4, 6, 9, 12, 18, 36.
Ôîðìóëà íàøà äàåò k = 7 è n = 7:

ξ ξ θ( ) ( )7 7 7 8
1

7

6

8

+ + − = ⋅ +
=

=

∑ ∑d dn
u

n

n ,

θ ïîêàçûâàåò,ñêîëüêî â ðÿäå d6 7 2− = ,d7 5 5− = ,d8 7 11− = çàêëþ÷à-
åòñÿ äåëèòåëåé ÷èñëà 36.Â íàøåì ñëó÷àå θ = 1 è ôîðìóëà äàåò

ξ ξ ξ ξ ξ ξ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )8 9 10 11 13 16+ + + + + +
+ + + + =ξ ξ ξ ξ( ) ( ) ( ) ( )19 2 5 11 57.

Â ïðèìåð çàäà÷è, ðåøàåìîé îäíîþ èç ôîðìóë, ÿ ïðèâåäó ñëå-
äóþùóþ: äàí êîíå÷íûé ðÿä öåëûõ ÷èñåë:

( )1 2+ −E n n, ( )2 2+ −E n n, ... ( )E n k n+ −2 , ïîëó÷àåìûé
îò ïîäñòàíîâêè â âûðàæåíèè u n2 − âìåñòî u ðÿäà íàòóðàëüíûõ ÷è-
ñåë îò 1+ E n äî E n k+ , íàéòè N ÷èñëî ïåðâûõ ÷èñåë, ñîäåðæà-
ùèõñÿ â ýòîì ðÿäå. Ýòî ÷èñëî N âûðàæàåòñÿ ôîðìóëîé:

N E n u n E n k ku
u

u k

E n

E n k

= + + − − +
=

=
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+

∑ ∑θ ψ ψ
ψ

1

2

1
( ) ( ),

ãäå ψ( )u âûðàæàåò ÷èñëî ïåðâûõ ÷èñåë,íå ïðåâîñõîäÿùèõ u,è θu –
âåëè÷èíó ïåðâîãî ÷èñëà,ñòîÿùåãî â òàáëèöå íà ìåñòå u.

Ñîõðàíÿÿ òå æå ñàìûå îáîçíà÷åíèÿ äëÿ ξ( )u , du , ψ( )u , θu , ìû
èìååì ñëåäóþùèé ÷èñëîâîé çàêîí:
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Äëÿ p n= = 36 ôîðìóëà äàåò:
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Θ Θ Θ Θ31 2 4
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⎤
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= − = = + + +40 23 17 2 3 5 7.
Ýòèõ ïðèìåðîâ ìû ñ÷èòàåì äîñòàòî÷íûì äëÿ óÿñíåíèÿ îáùåãî

õàðàêòåðà òåõ ÷èñëîâûõ çàêîíîâ, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ ïðîñòûì ñëåä-
ñòâèåì îáùèõ ÷èñëîâûõ òîæäåñòâ.

Áåðëèí, 16/18 èþíÿ 1865 ãîäà.

Ïðèìå÷àíèÿ
� Ëàíêàñòåð Äæîçåô (1778–1838) è Áýë (Áåëë) Ýíäðþ (1753–1832) – àíãëèéñêèå ïå-

äàãîãè, ñîçäàòåëè ñèñòåìû âçàèìíîãî îáó÷åíèÿ, ãäå ñòàðøèå (áîëåå ïîäãîòîâëåí-
íûå) ó÷åíèêè îáó÷àþò ìëàäøèõ.

� Óíèâåðñèòåòà Ñâ.Âëàäèìèðà.
� ×èæîâ Ä.Ñ. (1785–1853) – ïåðâûé äåêàí ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêîãî îòäåëåíèÿ

Ñàíêò-Ïåòåðáóðãñêîãî óíèâåðñèòåòà. Â 1808–1811 ãã. ñòàæèðîâàëñÿ â Ãåëüìøòåòå,
Ãàëëå, Ãåòòèíãåíå è Ïàðèæå.

� Áóññå Ô.È. (1794–1859) – ïåäàãîã-ìàòåìàòèê, â 1816–1819 ãã. íàõîäèëñÿ â íàó÷íîé
êîìàíäèðîâêå â Àíãëèè, Ôðàíöèè, Øâåéöàðèè è Ãåðìàíèè.

� Êîòåëüíèêîâ Ï.È. (1809–1879) – â 1833–1835 ãã. ñëóøàë ëåêöèè Øòåéíåðà è Äè-
ðèõëå â Áåðëèíå.

� Ê ñîæàëåíèþ, î íåì íå óäàëîñü óñòàíîâèòü íèêàêèõ áèîãðàôè÷åñêèõ ñâåäåíèé. Âîñ-
êðåñåíñêèé (êàê âîñïèòàííèê Ïåäàãîãè÷åñêîãî èíñòèòóòà) â 1836 ã. áûë êîìàíäèðî-
âàí â Êåíèãñáåðã íà 2 ãîäà äëÿ íàó÷íûõ çàíÿòèé ïîä ðóêîâîäñòâîì ßêîáè.

� Ñïàññêèé Ì.Ô. (1809–1859) – ïðîôåññîð Ìîñêîâñêîãî óíèâåðñèòåòà, â 1836 ã. áûë
êîìàíäèðîâàí â Êåíèãñáåðã íà 2 ãîäà äëÿ íàó÷íûõ çàíÿòèé ïîä ðóêîâîäñòâîì ßêî-
áè.

� Ñîêîëîâ È.Ä. (1812–1873) – ïðîôåññîð Õàðüêîâñêîãî óíèâåðñèòåòà, â 1836 ã. áûë
êîìàíäèðîâàí â Êåíèãñáåðã íà 2 ãîäà äëÿ íàó÷íûõ çàíÿòèé ïîä ðóêîâîäñòâîì ßêî-
áè.

	 Òèõîìàíäðèöêèé À.Í. (1800–1888) – äîêòîð ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê, ïðîôåññîð óíè-
âåðñèòåòà Ñâ.Âëàäèìèðà, â 1836 ã. áûë êîìàíäèðîâàí â Êåíèãñáåðã íà 2 ãîäà äëÿ íà-
ó÷íûõ çàíÿòèé ïîä ðóêîâîäñòâîì ßêîáè.

�
 ×òîáû ó ÷èòàòåëÿ áûëà âîçìîæíîñòü îöåíèòü ðåàëüíûé óðîâåíü îáåñïå÷èâàåìîãî
ýòîé ñóììîé áëàãîñîñòîÿíèÿ, ïðèâåäåì ñëåäóþùèå äàííûå. Ïî óíèâåðñèòåòñêîìó
óñòàâó 1804 ã., ïðîôåññîð ïîëó÷àë æàëîâàíüå â 2000 ðóá. (àññèãíàöèÿìè) â ãîä. Íà
íà÷àëî XIX â. öåíû â ñòîëèöå áûëè ïðèìåðíî òàêèìè: ïóä ìóêè ïøåíè÷íîé ñòîèë îò
2 ðóá. 40 êîï. äî 2 ðóá. 80 êîï., êðóïû ãðå÷íåâîé – 1 ðóá. 10 êîï., ðèñà – 3 ðóá. 20
êîï., ìÿñà – îò 4 ðóá. äî 4 ðóá. 40 êîï. [12].

�� Íàðÿäó ñ ýòèìè ïóáëèêàöèÿìè, ìîæíî íàçâàòü äðóãèå èñòî÷íèêè: [14; 15].
�� Ïî ñïðàâåäëèâîìó çàìå÷àíèþ Ñ.Ñ.Äåìèäîâà, ýòè ðàçìûøëåíèÿ Ê.Âåéåðøòðàññà ñî-

ñòàâèëè åãî çíàìåíèòóþ ðåôîðìó àíàëèçà («ε – δ èäåîëîãèÿ» è ò.ä.).
�� Ïî ñâèäåòåëüñòâó Í.Â.Áóãàåâà – ïðèëîæåíèÿ ýëëèïòè÷åñêèõ ôóíêöèé (ñì.: Ïðèëî-

æåíèå), ïî ñâèäåòåëüñòâó Ô.Êëåéíà – ïðèëîæåíèÿ àíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé [16,
ñ.313].

�� Ê.Âåéåðøòðàññ ïðîñëóæèë â Áåðëèíñêîì óíèâåðñèòåòå 30 ëåò, à öèêë áûë äâóõëåò-
íèì. Îòñþäà ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî ýòîò öèêë îí ïîâòîðÿë 15 ðàç, íà÷èíàÿ ñ 1857 ã. è äî
ëåòíåãî ñåìåñòðà 1887 ã., âíîñÿ â íåãî êàæäûé ðàç èçìåíåíèÿ. Ýòî ëþáîïûòíîå çàìå-
÷àíèå ïðèíàäëåæèò Ñ.Ñ.Äåìèäîâó.

�� À.Â.Áåññåëü áûë îòïðàâëåí çà ãðàíèöó ðàíüøå Í.Â.Áóãàåâà, åùå â ìàå 1862 ã. [17,
ñ.179]. Èç åãî îò÷åòîâ ñëåäóåò, ÷òî îí ïîëíîñòüþ ïðîñëóøàë ëåêöèè Ê.Âåéåðøòðàñ-
ñà ïî ýëëèïòè÷åñêèì ôóíêöèÿì [18, ñ.50–51].

�� Î òîì, êàê ýòè èäåè «ïðèæèâàëèñü» íà ðóññêîé ïî÷âå, ñì. ïîäðîáíåå: [22].
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�� Ïî ñâèäåòåëüñòâó Ñ.Ñ.Äåìèäîâà, ïîäïèñü Í.Â.Áóãàåâà èìååòñÿ â àäðåñå ðóññêèõ
ó÷åíèêîâ Ê.Âåéåðøòðàññà ïî ñëó÷àþ 80-ëåòèÿ ó÷èòåëÿ.

�� Ñîðáîííà – íàçâàíèå êîëëåæà, îñíîâàííîãî åùå â ñåðåäèíå XIII â. Êàïåëëàíîì Ðî-
áåðòîì äå Ñîðáîíîì. Ïîñëå îáúåäèíåíèÿ â XVII â. êîëëåæà ñ Ïàðèæñêèì óíèâåðñè-
òåòîì èõ íàçâàíèÿ ñòàëè îòîæäåñòâëÿòü.

�	 Ñ.Ñ.Äåìèäîâ ïðåäëîæèë ñëåäóþùåå ïîëåçíîå ðàçúÿñíåíèå ïî ïîâîäó ñïåöèôèêè
Collège de France: ýòî áûë ëåêòîðèé, ïðèòîì ëåêòîðèé î÷åíü âûñîêîãî óðîâíÿ. Ïðî-
ôåññîðà ñàìè îïðåäåëÿþò òåìàòèêó êóðñîâ, ïðîãðàììó è ÷èñëî ëåêöèé. Çà÷àñòóþ
ýòî áûëè òå æå ïðîôåññîðà, ÷òî è â Ñîðáîííå (íåìíîãèå ïðîôåññîðà Ñîðáîííû èìå-
ëè ÷åñòü áûòü èçáðàííûìè ïðîôåññîðàìè â Collège de France). Â Collège de France
îòêðûò äîñòóï âñåì æåëàþùèì, íå ñóùåñòâóåò ýêçàìåíîâ, íå ôèêñèðóåòñÿ ïðèñóòñò-
âèå èëè îòñóòñòâèå ñëóøàòåëÿ, íå âûäàþò äèïëîìîâ. Îòñþäà è ðàçíèöà â óðîâíå –
êóðñû â Collège de France è â óíèâåðñèòåòå îðèåíòèðîâàíû íà ðàçíûé êîíòèíãåíò
ñëóøàòåëåé.

�
 Íà ýòî îáðàòèëà âíèìàíèå Å.Ï.Îæèãîâà [26, ñ.220–245].
�� Ïîäðîáíåå î âûñòóïëåíèè Í.Â.Áóãàåâà â Öþðèõå ñì.: [25, ñ.103–104].
�� Âçÿòî èç: [31].
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ÑÒÀÒÜÈ ÐÀÇËÈ×ÍÎÃÎ
ÑÎÄÅÐÆÀÍÈß

ÈÑÒÎÐÈß ÌÀÒÅÌÀÒÈÊÈ Ñ ÒÎ×ÊÈ ÇÐÅÍÈß
ÄÅÉÑÒÂÓÞÙÅÃÎ ÌÀÒÅÌÀÒÈÊÀ1)

Ì.È.Ìîíàñòûðñêèé

Ââåäåíèå. Â ïîñëåäíèå ãîäû â íåêîòîðûõ ðàçäåëàõ ìàòåìàòè-
êè, òàêèõ êàê îáûêíîâåííûå äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ, äèíà-
ìè÷åñêèå ñèñòåìû, òîïîëîãèÿ è ìàòåìàòè÷åñêàÿ ôèçèêà, áûëè ïî-
ëó÷åíû ïåðâîêëàññíûå ðåçóëüòàòû. Ýòè ðåçóëüòàòû, êîíå÷íî, ïðè-
íàäëåæàò èñòîðèè ìàòåìàòèêè è ñóùåñòâåííî åå îáîãàùàþò. Íî ÿâ-
ëÿåòñÿ ëè çíàíèå èñòîðèè ìàòåìàòèêè íåîáõîäèìûì äëÿ ðàçâèòèÿ
ñàìîé ìàòåìàòèêè? Ïî÷åìó ìû íàáëþäàåì ðàñòóùèé èíòåðåñ ê èñ-
òîðèè ìàòåìàòèêè ó àêòèâíî ðàáîòàþùèõ ìàòåìàòèêîâ? ß õî÷ó îá-
ñóäèòü ýòè âîïðîñû, èññëåäóÿ íåñêîëüêî êîíêðåòíûõ ïðèìåðîâ. ß
áóäó ñëåäîâàòü ìóäðîìó ñîâåòó Ôðèìåíà Äàéñîíà. Â 1972 ã. â ñâî-
åé Ãèááñîâñêîé ëåêöèè «Missed opportunities» [1] îí ñêàçàë: «Ó
Ãèëüáåðòà è Ìèíêîâñêîãî ÿ íàó÷èëñÿ ïî êðàéíåé ìåðå îäíîìó –
ëþäåé íåëüçÿ óáåäèòü îáùèìè ðàññóæäåíèÿìè. Ãèëüáåðò è Ìèí-
êîâñêèé íàìåòèëè êîíêðåòíûå çàäà÷è, íàä êîòîðûìè ìàòåìàòèêè è
ôèçèêè ìîãëè ñ ïîëüçîé ðàçìûøëÿòü. ß ïîïûòàþñü, äåéñòâóÿ â èõ
ñòèëå è ðàññìàòðèâàÿ ñîîòâåòñòâóþùèå ñëó÷àè, óáåäèòü âàñ, ÷òî
ïðîãðåññ êàê ìàòåìàòèêè, òàê è ôèçèêè â ïðîøëîì áûë çíà÷èòåëü-
íî çàìåäëåí èç-çà íåæåëàíèÿ ïðèñëóøèâàòüñÿ ê ìíåíèþ äðóã äðó-
ãà» (ñì. ïåðåâîä: [1, c.171–173]).

ß íà÷íó ñ íåñêîëüêèõ îáùèõ çàìå÷àíèé. Èñòîðèê ìàòåìàòèêè
è ïðîôåññèîíàëüíûé ìàòåìàòèê èìåþò ðàçíûé âçãëÿä íà ïðåäìåò –
èñòîðèþ ìàòåìàòèêè. Õîðîøàÿ èñòîðè÷åñêàÿ ðàáîòà ìîæåò ñîñòî-
ÿòü â èññëåäîâàíèè ïðîèñõîæäåíèÿ ïîíÿòèÿ íóëÿ. Äëÿ äåéñòâóþ-

1)Ýòà ðàáîòà áûëà ÷àñòè÷íî ïîääåðæàíà ãðàíòîì ÐÔÔÈ (ãðàíò 13-01-00314à).



ùåãî ìàòåìàòèêà ýòà ïðîáëåìà èíòåðåñíà ëèøü ñ îáùåêóëüòóðíîé
òî÷êè çðåíèÿ, îíà äëÿ íåãî íè÷åì íå ïðèâëåêàòåëüíåå, ÷åì, ñêà-
æåì, èñòîðèÿ ñòðîèòåëüñòâà åãèïåòñêèõ ïèðàìèä. Ìàòåìàòèêè, íå
î÷åíü îçàáî÷åííûå êóëüòóðíûìè öåííîñòÿìè, èíòåðåñóþòñÿ íå òåì,
êòî ïåðâûì îòêðûë òî èëè ýòî, à, ãëàâíûì îáðàçîì, ñàìèì ðåçóëü-
òàòîì, â ÷àñòíîñòè, â ñâÿçè ñ èõ ñîáñòâåííîé ðàáîòîé. Òàêîé ìàòå-
ìàòèê ñ÷èòàåò, ÷òî âñå èçâåñòíîå ðàíåå è çàñëóæèâàþùåå âíèìà-
íèÿ, èçëîæåíî â ó÷åáíèêàõ, è ÷òåíèå îðèãèíàëüíûõ ðàáîò êëàññè-
êîâ (òåì áîëåå, íåêëàññèêîâ) ïðîñòî ëèøíÿÿ òðàòà âðåìåíè.

Ñîâðåìåííàÿ òåíäåíöèÿ ÷òåíèÿ ïðåïðèíòîâ â arXive ïðèâîäèò
ê òîìó, ÷òî íîâûå ãåíåðàöèè ìàòåìàòèêîâ íå çíàþò íå òîëüêî ðàáî-
òû ïðåäøåñòâåííèêîâ, íî ÷àñòî è ðåçóëüòàòû ïîñëåäíèõ äåñÿòè
ëåò. Íåðåäêî ìîëîäîé ìàòåìàòèê, ïîëó÷èâ ñâåæèé ðåçóëüòàò, áûâà-
åò íåïðèÿòíî ïîðàæåí, óçíàâ îò ðåöåíçåíòà ñâîåé ñòàòüè, ÷òî åãî
òåîðåìà áûëà äàâíî äîêàçàíà, èíîãäà ïÿòüäåñÿò è áîëåå ëåò òîìó
íàçàä.

Ìàòåìàòèêà – ñ÷àñòëèâàÿ íàóêà. Ïðàâèëüíûé ðåçóëüòàò îñòà-
åòñÿ íàâñåãäà. Äðóãîå äåëî, ÷òî ìîæåò áûòü íàéäåíî ïðèíöèïèàëü-
íî èíîå äîêàçàòåëüñòâî, èëè çíà÷åíèå òåîðåìû ìîæåò èçìåíèòüñÿ.
Íî èíîãäà îêàçûâàåòñÿ, ÷òî â òåîðåìå, êîòîðàÿ ñ÷èòàëàñü äîêàçàí-
íîé, íàõîäÿòñÿ ïðîáåëû èëè äàæå ñåðüåçíûå îøèáêè. Áûâàåò, ÷òî
ýòî âûÿñíÿåòñÿ ñïóñòÿ ìíîãî ëåò. Îñîáåííî èíòåðåñíû ïðèìåðû
îøèáî÷íûõ òåîðåì.

Îäíèì èç òàêèõ ïðèìåðîâ ÿâëÿåòñÿ èñòîðèÿ ïðîáëåìû Ðèìà-
íà–Ãèëüáåðòà.

1. Ïðîáëåìà Ðèìàíà–Ãèëüáåðòà. Íà÷àëî èñòîðèè ýòîé ïðîá-
ëåìû åñòåñòâåííî äàòèðîâàòü ñ ðàáîòû Á.Ðèìàíà «Zwei algemeine
Lehrsatze über lineare Differential-gleichungen mit algebraische
Coefficienten». Îíà áûëà íàïèñàíà â 1857–1858 ãã., íî îïóáëèêîâà-
íà ïîñìåðòíî (ïîäðîáíåå ñì.: [2; 3]).

Â ýòîé ñòàòüå Ðèìàí ôîðìóëèðóåò ñëåäóþùóþ ïðîáëåìó. Ðàñ-
ñìîòðèì ñèñòåìó îäíîðîäíûõ ëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâ-
íåíèé, çàäàííûõ â êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè �:

dy dz A z yi ij j/ ( )= ∑ , (1)

ãäå A zij ( ) – ðàöèîíàëüíûå ôóíêöèè ïî z. Ðåøåíèÿ ýòîé ñèñòåìû
áóäóò ìíîãîçíà÷íûìè ôóíêöèÿìè.

Îñîáåííîñòè êàæäîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (1) îïðåäåëÿþòñÿ
ïîëþñàìè a1, ..., ak , a0 = ∞ ìàòðèöû A z( ). Ðåøåíèå, åñòåñòâåííî,
èçìåíÿåòñÿ ïðè îáõîäå âîêðóã îñîáåííîñòè. Ðèìàí íàøåë óñëîâèÿ
ãàðàíòèðóþùèå, ÷òî ðåøåíèå ïîñëå îáõîäà ñèíãóëÿðíîñòè áóäåò
îòëè÷àòüñÿ îò ïåðâîíà÷àëüíîãî òîëüêî íà ïîñòîÿííóþ ìàòðèöó.
Åñëè ïîñëå îáõîäà âîêðóã òî÷êè a1 ðåøåíèå γ1 11= ( ( )y z , ...,
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y zn1( )) ïåðåõîäèò â âåêòîð bij j
( )1 η∑ , à ðåøåíèå γ i ïåðåõîäèò â

bij
m

j
( )η∑ ïîñëå îáõîäà òî÷êè am , òîãäà ìàòðèöû B( )0 , ..., B m( ) áó-

äóò íåâûðîæäåííûìè è áóäóò óäîâëåòâîðÿòü óñëîâèþ Ðèìàíà:

B B B Em( ) ( ) ( )...0 1× × × = , (2)

ãäå E – åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà.
Â ñîâðåìåííîé òåðìèíîëîãèè óñëîâèÿ (2) îïðåäåëÿþò ìîíîä-

ðîìíîå îòîáðàæåíèå, òî åñòü îòîáðàæåíèå

π1 1( � \ ,..., }) ( , )� �{a a GL nm → , (3)

ãäå ïîðÿäîê n ãðóïïû GL n( , )� îïðåäåëÿåòñÿ ðàçìåðíîñòüþ ôóíäà-
ìåíòàëüíîé ìàòðèöû ðåøåíèé ñèñòåìû (1).Çäåñü �� – ñôåðà Ðèìà-
íà (êîìïëåêñíàÿ ïëîñêîñòü �,ïîïîëíåííàÿ a0 = ∞),à π1( )X – ôóí-
äàìåíòàëüíàÿ ãðóïïà ìíîæåñòâà X.

Ìàòðèöû B i( ) íàçûâàþòñÿ ìàòðèöàìè ìîíîäðîìèè è ïîðîæäà-
þòñÿ ïðîñòûìè îáõîäàìè âîêðóã òî÷åê ai, òî åñòü ïåòëÿìè, íå ñî-
äåðæàùèìè äðóãèõ ñèíãóëÿðíîñòåé.

Â òîé æå ðàáîòå Ðèìàí ñôîðìóëèðîâàë îáðàòíóþ ïðîáëåìó.
Ïóñòü çàäàíà ñèñòåìà òî÷åê a0, ..., am ; âñåãäà ëè ñóùåñòâóåò ñèñòå-
ìà óðàâíåíèé âèäà (1), èìåþùàÿ çàäàííûå ñèíãóëÿðíîñòè è ìàòðè-
öû ïðåîáðàçîâàíèé, óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèÿì (2)? Ðèìàí âûä-
âèíóë ãèïîòåçó, êàñàþùóþñÿ âèäà ñîîòâåòñòâóþùèõ óðàâíåíèé, íî
íå äàë îáùåãî äîêàçàòåëüñòâà.

Â ñâîèõ ëåêöèÿõ î ãèïåðãåîìåòðè÷åñêèõ ôóíêöèÿõ îí ðàññìîò-
ðåë ñëó÷àé n m= = 2. Ðåøåíèÿ óðàâíåíèé òèïà (1) îáðàçóþò âåñüìà
øèðîêèé êëàññ ôóíêöèé, â ÷àñòíîñòè, ôóíêöèè Áåññåëÿ, ãèïåðãåî-
ìåòðè÷åñêèå ôóíêöèè è ò.ï. Ðàáîòà Ðèìàíà îñòàâàëàñü íåîïóáëè-
êîâàííîé ïî÷òè äâàäöàòü ëåò. Íå çíàÿ î ðàáîòå Ðèìàíà, äðóãîé íå-
ìåöêèé ìàòåìàòèê Ë.Ôóêñ (1833–1902), îïóáëèêîâàë â 1865 ã. ñå-
ðèþ ðàáîò íà ýòó òåìó. Îí äàë äåòàëüíóþ êëàññèôèêàöèþ îñîáûõ
òî÷åê óðàâíåíèé òèïà (1). Íàèáîëåå âàæíûé êëàññ òàêèõ óðàâíå-
íèé ñ ìàòðèöàìè A zij ( ), èìåþùèõ òîëüêî ïðîñòûå ïîëþñà, â äàëü-
íåéøåì ñòàëè íàçûâàòüñÿ ôóêñîâûìè óðàâíåíèÿìè. Ýòîò òåðìèí
ââåë À.Ïóàíêàðå. Íî îñíîâíàÿ ïðîáëåìà Ðèìàíà – äîêàçàòåëüñòâî
ñóùåñòâîâàíèÿ óðàâíåíèé ñ çàäàííûìè ìàòðèöàìè ìîíîäðîìèè è
îñîáûìè òî÷êàìè – îñòàâàëàñü íåðåøåííîé. Ýòà ïðîáëåìà ñ÷èòà-
ëàñü ñòîëü òðóäíîé è âàæíîé, ÷òî Ä.Ãèëüáåðò âêëþ÷èë åå â ñïèñîê
ñâîèõ çíàìåíèòûõ «Mathematische probleme». Â ñâîåì äîêëàäå,
ïðåäñòàâëåííîì íà Âòîðîì ìàòåìàòè÷åñêîì êîíãðåññå â Ïàðèæå â
1900 ã., Ãèëüáåðò ïîñòàâèë 23 ïðîáëåìû, ðåøåíèå êîòîðûõ îí ñ÷è-
òàë æèçíåííî âàæíûì äëÿ äàëüíåéøåãî ïðîãðåññà ìàòåìàòèêè.
Ïðîáëåìà, êîòîðóþ ìû îáñóæäàåì, èìåëà íîìåð 21. Â äàëüíåéøåì
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åå ñòàëè íàçûâàòü ïðîáëåìîé Ðèìàíà–Ãèëüáåðòà. Èñòîðèÿ åå ðå-
øåíèÿ âåñüìà èíòðèãóþùàÿ.

Äî íåäàâíåãî âðåìåíè ñ÷èòàëîñü, ÷òî ïðîáëåìà Ðèìàíà–Ãèëü-
áåðòà áûëà ðåøåíà â 1908 ã. ñëîâåíñêèì ìàòåìàòèêîì È.Ïëåìåëåì
(1873–1967). Òàê êàê íèêàêèõ ñîìíåíèé â äîêàçàòåëüñòâå Ïëåìåëÿ
íå âîçíèêàëî, óñèëèÿ ìàòåìàòèêîâ áûëè íàïðàâëåíû íà íàõîæäåíèÿ
ýôôåêòèâíûõ ìåòîäîâ ïîñòðîåíèÿ óðàâíåíèé ñ äàííîé ãðóïïîé ìî-
íîäðîìèè. Â ÷àñòíîñòè, äåòàëüíîå èññëåäîâàíèå òî÷åê âåòâëåíèÿ
áûëî ïðîâåäåíî ðóññêèì ìàòåìàòèêîì È.À.Ëàïïî-Äàíèëåâñêèì
(1896–1931). Äëÿ ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è îí ðàçðàáîòàë ñïåöèàëüíûé
àïïàðàò – òåîðèþ àíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé îò ìàòðèö. Â 1957 ã.
ïðîáëåìà Ðèìàíà–Ãèëüáåðòà áûëà ïåðåíåñåíà íà ïðîèçâîëüíûå ðè-
ìàíîâû ïîâåðõíîñòè íåìåöêèì ìàòåìàòèêîì Õ.Ðåðëåì. Îäíàêî â íà-
÷àëå 1980-õ ãã. ïîÿâèëèñü íåêîòîðûå ñîìíåíèÿ â êîððåêòíîñòè äîêà-
çàòåëüñòâà Ïëåìåëÿ. Ïîíà÷àëó êàçàëîñü, ÷òî ïðîáåë â åãî äîêàçà-
òåëüñòâå íå î÷åíü ñåðüåçåí. Íî íàèáîëåå äðàìàòè÷åñêèå ñîáûòèÿ
ñëó÷èëèñü â 1989 ã., êîãäà ìîñêîâñêèé ìàòåìàòèê À.À.Áîëèáðóõ
(1950–2003) ïîñòðîèë êîíòðïðèìåð ê òåîðåìå Ïëåìåëÿ [4; 5]1.

Îêàçàëîñü, ÷òî äëÿ ëþáîãî n ≥ 3 è ëþáûõ m òî÷åê a1, ..., am ,
m > 3, ñóùåñòâóåò ïðåäñòàâëåíèå (3), êîòîðîå íå ðåàëèçóåòñÿ íèêà-
êîé ôóêñîâîé ñèñòåìîé. Ýòîò çàìå÷àòåëüíûé ðåçóëüòàò ïîëíîñòüþ
èçìåíèë íàïðàâëåíèå èññëåäîâàíèé â ýòîé îáëàñòè äèôôåðåíöè-
àëüíûõ óðàâíåíèé.

2. Òåîðåìà Ïóàíêàðå î êîíå÷íîñòè ïðåäåëüíûõ öèêëîâ. Âòî-
ðîé ïðèìåð, ê êîòîðîìó ìíå õîòåëîñü áû îáðàòèòüñÿ, êàñàåòñÿ äðó-
ãîé çíàìåíèòîé òåîðåìû. À.Ïóàíêàðå â ìåìóàðå «Sur les courbes
définis par une équation différentielle» (1881) ïîñòàâèë ñëåäóþùóþ
ïðîáëåìó. Ðàññìîòðèì ñèñòåìó äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé:

x P x y= ( , ),y Q x y= ( , ),ãäå P,Q – ìíîãî÷ëåíû îò x,y ∈ �. (4)
Âåðíî ëè, ÷òî:
1. ×èñëî ïðåäåëüíûõ öèêëîâ óðàâíåíèÿ (4) êîíå÷íî?
2. ×èñëî ïðåäåëüíûõ öèêëîâ ïîëèíîìèàëüíîãî âåêòîðíîãî

ïîëÿ ñòåïåíè n çàâèñèò òîëüêî îò n?
Îáå ïðîáëåìû îêàçàëèñü î÷åíü ñëîæíûìè. Íàñêîëüêî ìíå èç-

âåñòíî, âòîðàÿ ïðîáëåìà âñå åùå íå ðåøåíà. Íî êàêîâà ñèòóàöèÿ ñ
ïåðâîé ïðîáëåìîé?

À.Äþëàê (1870–1955), ó÷åíèê Ïóàíêàðå, â 1909–1923 ãã. ðàç-
âèë òàê íàçûâàåìóþ ëîêàëüíóþ òåîðèþ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâ-
íåíèé. Â 1923 ã. îí îïóáëèêîâàë áîëüøóþ ñòàòüþ [6] (áîëüøå ñîò-
íè ñòðàíèö), ãäå äàë ïîëîæèòåëüíûé îòâåò íà âîïðîñ Ïóàíêàðå.
Äîêàçàòåëüñòâî Äþëàêà ïðîñóùåñòâîâàëî áîëåå 60 ëåò. Îäíàêî â
íà÷àëå 1980-õ ãã. â íåì áûë îáíàðóæåí ñåðüåçíûé ïðîáåë. Äåñÿòü
ëåò ñïóñòÿ äâà ìàòåìàòèêà, Þ.Ñ.Èëüÿøåíêî â Ðîññèè è Æ.Ýêàëü
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âî Ôðàíöèè, íåçàâèñèìî îïóáëèêîâàëè ïîëíîå äîêàçàòåëüñòâî òåî-
ðåìû Äþëàêà [7; 8]. Îáå ðàáîòû áîëüøèå è î÷åíü òðóäíûå. Ñëîæ-
íîñòü äîêàçàòåëüñòâà ñâÿçàíà ñ äåòàëüíûì àíàëèçîì ïîâåäåíèÿ èí-
òåãðàëüíûõ êðèâûõ â îêðåñòíîñòè ñèíãóëÿðíûõ òî÷åê. Òî, ÷òî ýòè
äîêàçàòåëüñòâà ïîëó÷åíû íåçàâèñèìî è ñóùåñòâåííî îòëè÷àþòñÿ,
ïîçâîëÿåò íàäåÿòüñÿ, ÷òî äëèííàÿ èñòîðèÿ äîêàçàòåëüñòâà ãèïîòåçû
Ïóàíêàðå çàêàí÷èâàåòñÿ2. Íî ÷òî áû íè ñëó÷èëîñü, ýòè êîíêðåòíûå
è òðóäíûå âîïðîñû ñòèìóëèðîâàëè ðàçâèòèå òåîðèè äèôôåðåíöè-
àëüíûõ óðàâíåíèé.

3. Óðàâíåíèå Ë¸âíåðà è Áðîóíîâñêîå äâèæåíèå. Ìîé òðåòèé
ïðèìåð èëëþñòðèðóåò òåçèñ, ÷òî êðàñèâûé ìàòåìàòè÷åñêèé ðåçóëü-
òàò, â òå÷åíèå îïðåäåëåííîãî âðåìåíè ñ÷èòàâøèéñÿ íåçíà÷èòåëü-
íûì èëè ëåæàùèì âíå îñíîâíîãî íàïðàâëåíèÿ ðàçâèòèÿ ìàòåìàòè-
êè, ìîæåò îêàçàòüñÿ âåñüìà ñóùåñòâåííûì ìíîãî ëåò ñïóñòÿ.

Â 1923 ã. Ê.Ë¸âíåð (1893–1968), â òî âðåìÿ ÷åøñêèé ìàòåìà-
òèê, èçó÷àë ñëåäóþùóþ ïðîáëåìó [9]3. Ðàññìîòðèì äèñê D ⊂ �

ïàðó òî÷åê a, b, ëåæàùèõ íà ãðàíèöå ∂D. Ë¸âíåð èíòåðåñîâàëñÿ
îïèñàíèåì ìíîæåñòâà êðèâûõ, ñîåäèíÿþùèõ òî÷êè a è b è ëåæà-
ùèõ â D. Îí äàë òàêîå îïèñàíèå â òåðìèíàõ óðàâíåíèÿ, âêëþ÷àþ-
ùóþ òàê íàçûâàåìóþ âûíóæäàþùóþ ôóíêöèþ gt . Óðàâíåíèå (ýâî-
ëþöèîííîå óðàâíåíèå Ë¸âíåðà):

∂ =
−t t

t
g z

g z u t
( )

( ) ( )

2
, (1),

ãäå gt – ýòî êîíôîðìíîå îòîáðàæåíèå D t D\ [ , ]γ 0 → è
u t g tt( ) ( ( ))= γ .

Èíîãäà óäîáíî çàìåíèòü D íà âåðõíþþ ïîëóïëîñêîñòü H ⊂ �.
Ýòî óðàâíåíèå ñ÷èòàëîñü âåñüìà ñïåöèàëüíûì è ïðåáûâàëî â

çàáâåíèè ìíîãèå ãîäû4.
Îäíàêî â 2000 ã. èçðàèëüñêèì ìàòåìàòèêîì Î.Øðàììîì

(1961–2008) óðàâíåíèå Ë¸âíåðà áûëî ïðèìåíåíî ê ïðîáëåìå ôàçî-
âûõ ïåðåõîäîâ â ñòîõàñòè÷åñêèõ ñèñòåìàõ [10]. Øðàìì ïðåäëîæèë
èçó÷àòü êðèâûå γ( )t , ãäå u t( ) – òðàåêòîðèè áðîóíîâñêîãî äâèæåíèÿ
âäîëü ∂D (èëè ∂H) ñ êîýôôèöèåíòîì äèôôóçèè κ: u t B t( ) ( )= κ .

Ðàññìàòðèâàÿ ñëó÷àéíóþ ôóíêöèþ u t( ), ìû ïîëó÷àåì ñëó÷àé-
íóþ êðèâóþ èç a â b âíóòðè D. Èçó÷åíèå âåðîÿòíîñòíîãî ðàñïðåäå-
ëåíèÿ òàêîé êðèâîé ïðåäñòàâëÿåò îãðîìíûé èíòåðåñ. Ñîîòâåòñòâó-
þùåå óðàâíåíèå Øðàìì ïðåäëîæèë íàçâàòü ñòîõàñòè÷åñêèì óðàâ-
íåíèåì Ë¸âíåðà, äëÿ êðàòêîñòè – SLEκ

5. Çàìå÷àòåëüíî, ÷òî ýòè
óðàâíåíèÿ ïðè ðàçëè÷íûõ κ ñâÿçàíû â ñêýéëèíãîâîì ïðåäåëå ñ õî-
ðîøî èçâåñòíûìè äâóìåðíûìè ðåøåòî÷íûìè ìîäåëÿìè ñòàòèñòè-
÷åñêîé ôèçèêè, âêëþ÷àÿ ìîäåëü Èçèíãà, ðåøåòî÷íûå ïåðêîëÿöèè
è ðÿä äðóãèõ ñèñòåì.
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Â íàøè äíè òåîðèÿ ñòîõàñòè÷åñêèì óðàâíåíèåì Ë¸âíåðà –
îäíà èç àêòèâíî ðàçâèâàþùèõñÿ ìåæäèñöèïëèíàðíûõ îáëàñòåé,
âêëþ÷àþùèõ òåîðèþ âåðîÿòíîñòåé, êîìïëåêñíûé àíàëèç, ñòàòèñòè-
÷åñêóþ ôèçèêó è êîíôîðìíóþ òåîðèþ ïîëÿ.

4. Äâîéñòâåííîñòü â íåàáåëåâûõ ãðóïïàõ è ñòàòèñòè÷åñêàÿ
ôèçèêà. Â ýòîì ðàçäåëå ÿ ïðåäñòàâëþ ïîñëåäíèé ïðèìåð èç ìîåé
êîëëåêöèè. Îí èëëþñòðèðóåò ñëîæíûå âçàèìîîòíîøåíèÿ ìåæäó
ìàòåìàòèêîé è ôèçèêîé è áëèçîê ê ìîèì ñîáñòâåííûì èññëåäîâà-
íèÿì. Íà÷íåì ñ ìàòåìàòèêè.

Â íà÷àëå 1930-õ ãã. Ë.Ñ.Ïîíòðÿãèí (1908–1988) è Ý.Ð. âàí
Êàìïåí (1908–1942) ïîñòðîèëè òåîðèþ äâîéñòâåííîñòè äëÿ àáåëå-
âûõ ãðóïï. Îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì èõ òåîðèè áûëà ñëåäóþùàÿ òåî-
ðåìà.

Ïóñòü G – ëîêàëüíî êîìïàêòíàÿ àáåëåâà ãðóïïà, à �G – ìíî-
æåñòâî îòîáðàæåíèé: χ( )G → � è îïåðàöèåé óìíîæåíèÿ:

χ χ χ( ) ( ) ( )g g g g1 2 1 2× = × .
Ìíîæåñòâî îòîáðàæåíèé îáðàçóåò ãðóïïó �G (íàçûâàåìóþ

ãðóïïîé õàðàêòåðîâ èëè äâîéñòâåííîé ãðóïïîé ãðóïïû G). Òîãäà
�
�
G – ãðóïïà, äâîéñòâåííàÿ ê �G, – ñîâïàäàåò ñ G.

Äëÿ ìàòåìàòèêîâ åñòåñòâåííî îáîáùèòü ýòó òåîðåìó íà íåàáå-
ëåâ ñëó÷àé. Ýòî íåòðèâèàëüíàÿ çàäà÷à, òàê êàê â íåêîììóòàòèâíîì
ñëó÷àå ïðîèçâåäåíèå äâóõ íåïðèâîäèìûõ ïðåäñòàâëåíèé íå ÿâëÿåò-
ñÿ íåïðèâîäèìûì è ïîýòîìó ìíîæåñòâî �G íå îáðàçóåò ãðóïïó. Òåì
íå ìåíåå, ýòà ïðîáëåìà â íåêîòîðîì ñìûñëå áûëà ðåøåíà â 1938 ã.
ÿïîíñêèì ìàòåìàòèêîì Ò.Òàííàêîé (1908–1986). Íåçàâèñèìî îíà
áûëà òàêæå ðåøåíà â 1941 ã. Ì.Ã.Êðåéíîì (1907–1989), êîòîðûé
íå çíàë î ðàáîòå Òàííàêè. Ñòàòüÿ Òàííàêè ïðèâëåêëà âíèìàíèå
Äæ. ôîí Íåéìàíà (1903–1957), êîòîðûé óêàçàë íà óïîìÿíóòûå
òðóäíîñòè è îòìåòèë íåñêîëüêî âàæíûõ ñâîéñòâ �G. Äóàëüíûé îáú-
åêò ê íåêîììóòàòèâíîé ãðóïïå ÿâëÿåòñÿ íå ãðóïïîé, à êîììóòàòèâ-
íûì ïðîñòðàíñòâîì, ñíàáæåííûì ìóëüòèïëèêàòèâíîé îïåðàöèåé.
Ñòàòüè Òàííàêè è Êðåéíà áûëè â çàáâåíèè ïî÷òè 30 ëåò – äî ïîÿâ-
ëåíèÿ ïåðâûõ ðàáîò ïî íåêîììóòàòèâíîìó èíòåãðèðîâàíèþ è êîëü-
öåâûì ãðóïïàì. Íî íàñòîÿùàÿ öåííîñòü ýòèõ ðàáîò ñòàëà ÿñíà ïîç-
äíåå, â 1980-õ ãã., ïîñëå ñîçäàíèÿ òåîðèè êâàíòîâûõ ãðóïï. Êâàí-
òîâûå ãðóïïû òåñíî ñâÿçàíû ñ èíòåãðèðóåìûìè êâàíòîâûìè ñèñòå-
ìàìè. Òàêèå ñèñòåìû íåçàäîëãî äî ýòîãî ïîÿâèëèñü â ôèçèêå.

Òåïåðü ïåðåéäåì ê ôèçèêå. Â ñòàòèñòè÷åñêîé ôèçèêå, à èìåííî
â òåîðèè ôàçîâûõ ïåðåõîäîâ, ñ äàâíèõ ïîð èññëåäóþòñÿ ðåøåòî÷-
íûå ìîäåëè, ÿâëÿþùèåñÿ äèñêðåòíûìè àïïðîêñèìàöèÿìè ðàçëè÷-
íûõ ôèçè÷åñêèõ ñèñòåì. Îäíîé èç ïåðâûõ òàêèõ ìîäåëåé áûëà îä-
íîìåðíàÿ ìîäåëü Èçèíãà (1925). Ý.Èçèíã (1900–1998), ó÷åíèê
Â.Ëåíöà (1888–1957), âû÷èñëèë ñâîáîäíóþ ýíåðãèþ â ñâîåé ìîäå-
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ëè. Îáîáùåíèå åãî ðåçóëüòàòà íà äâóìåðíûå ðåøåòêè ñîïðÿæåíî ñ
áîëüøèìè òðóäíîñòÿìè. Òî÷íîå ðåøåíèå äëÿ ñâîáîäíîé ýíåðãèè â
äâóìåðíîé ìîäåëè Èçèíãà áûëî ïîëó÷åíî òîëüêî â 1944 ã. Ë.Îíñà-
ãåðîì (1903–1976) è äî ñèõ ïîð ïðèíàäëåæèò ê ÷èñëó íåìíîãî÷èñ-
ëåííûõ òî÷íûõ ðåøåíèé â ðåøåòî÷íûõ ìîäåëÿõ.

Ñòîëêíóâøèñü ñ òðóäíîñòÿìè íàõîæäåíèÿ òî÷íûõ ðåøåíèé, ôè-
çèêè ïûòàëèñü ðàçðàáàòûâàòü ïðèáëèæåííûå ìåòîäû äëÿ íàõîæäåíèÿ
òî÷åê ôàçîâûõ ïåðåõîäîâ. Â 1941 ã. äâà ôèçèêà, ãîëëàíäåö X.Êðà-
ìåðñ (1894–1952) è øâåéöàðåö Ã.Âàííüå (1911–1983), ïðåäëîæèëè
êðàñèâûé ìåòîä íàõîæäåíèÿ òî÷êè ôàçîâîãî ïåðåõîäà â äâóìåðíîé
ìîäåëè Èçèíãà. Îíè ïîñòðîèëè ïðåîáðàçîâàíèå, ïåðåâîäÿùåå íèçêî-
òåìïåðàòóðíóþ ôàçó â âûñîêîòåìïåðàòóðíóþ ôàçó. Ïîçäíåå îíî ñòà-
ëî íàçûâàòüñÿ äâîéñòâåííîñòüþ Êðàìåðñà–Âàííüå.

Ñ ìàòåìàòè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ, ýòî î÷åíü èíòåðåñíûé îáúåêò:
áåñêîíå÷íîìåðíîå ðàññëîåíèå ñî ñòðóêòóðíîé ãðóïïîé G Z= 2.
Äâîéñòâåííîñòü Êðàìåðñà–Âàííüå çàêëþ÷àåòñÿ â ïåðåõîäå ê äâîéñ-
òâåííîé ïî Ïóàíêàðå ðåøåòêå è ê çàìåíå ãðóïïû G – äóàëüíîé �G;
â äàííîì ñëó÷àå ñîâïàäàþùåé ñ G Z= 2.

Ïîçäíåå ôèçèêè îáîáùèëè KW-äâîéñòâåííîñòü íà ìîäåëè Ïîò-
òñà ñ Zn -ñèììåòðèåé.

Â êîíöå 1970-õ ãã., â ñâÿçè ñ ïðîáëåìàìè êâàíòîâîé òåîðèè
ïîëÿ (êîíôàéìåíò êâàðêîâ), ôèçèêè ñòàëè èíòåðåñîâàòüñÿ îáîáùå-
íèÿìè KW-äâîéñòâåííîñòè íà íåàáåëåâû ãðóïïû.

Â ýòî âðåìÿ ïîÿâèëîñü íåñêîëüêî ñòàòåé îòíîñÿùèõñÿ ê ïîñò-
ðîåíèþ KW-äâîéñòâåííîñòè äëÿ íåêîòîðûõ íåàáåëåâûõ ãðóïï. ß
òàêæå èíòåðåñîâàëñÿ ýòîé ïðîáëåìîé [11]. Â ýòî âðåìÿ íè À.Á.Çà-
ìîëîä÷èêîâ, íè ÿ, íè äðóãèå ôèçèêè íå èìåëè ïðåäñòàâëåíèÿ î ðà-
áîòàõ Òàííàêè è Êðåéíà.

Ñïóñòÿ 25 ëåò Â.Ì.Áóõøòàáåð è ÿ ïîñòðîèëè ÊW-äâîéñòâåí-
íîñòü äëÿ êîíå÷íûõ è êîìïàêòíûõ íåêîììóòàòèâíûõ ãðóïï, îñíî-
âûâàÿñü íà èäåÿõ, ïîÿâèâøèõñÿ íåçàäîëãî äî ýòîãî êâàíòîâûõ
ãðóïï [12; 13]. Íî òîëüêî ïîçäíåå ìû óçíàëè î ðàáîòàõ Òàííàêè è
Êðåéíà.

Õîòÿ íàøè ðåçóëüòàòû íå ïîêðûâàþòñÿ ðàáîòàìè Òàííàêè è
Êðåéíà, î÷åâèäíî, ÷òî ðàííÿÿ îñâåäîìëåííîñòü ñ èõ èäåÿìè ïîçâî-
ëèëà áû çàêîí÷èòü íàøó ðàáîòó íàìíîãî ðàíüøå.

Âûïîëíÿÿ íàøó ðàáîòó, ìû îáíàðóæèëè èíòåðåñíûå ñâÿçè ñî
ñòàðîé è òîæå ïðàêòè÷åñêè çàáûòîé ðàáîòîé Ôðîáåíèóñà [14].
Ô.Ã.Ôðîáåíèóñ (1849–1917) – îäèí èç ñîçäàòåëåé òåîðèè ïðåäñ-
òàâëåíèé ãðóïï (â îñíîâíîì êîíå÷íûõ ãðóïï). Åãî çíàìåíèòûå òåî-
ðåìû î íåïðèâîäèìûõ ïðåäñòàâëåíèÿõ ãðóïï èçëîæåíû âî âñåõ
ó÷åáíèêàõ ïî òåîðèè ïðåäñòàâëåíèé. Íî îäíà èç åãî ðàáîò, ñîäåð-
æàùàÿ ìàññó èíòåðåñíåéøèõ èäåé, îêàçàëàñü çàáûòîé íà äåñÿòèëå-
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òèÿ. Íàïðèìåð, Ôðîáåíèóñ ââåë äëÿ íåêîììóòàòèâíûõ ãðóïï ïîíÿ-
òèå îáîáùåííûõ õàðàêòåðîâ, ïîçâîëÿþùèõ îïðåäåëèòü ãðóïïó, òàê
æå, êàê è â êîììóòàòèâíîì ñëó÷àå. Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî ñóùåñò-
âóþò íåêîììóòàòèâíûå ãðóïïû ñ îäíîé è òîé æå ãðóïïîé õàðàêòå-
ðîâ, íàïðèìåð, ãðóïïà åäèíè÷íûõ êâàòåðíèîíîâ Q è äèýäðàëüíàÿ
ãðóïïà D2, îáå ïîðÿäêà 8. Äðóãîå èíòåðåñíîå ïîíÿòèå, ââåäåííîå â
òîé æå ñòàòüå, – íåêîììóòàòèâíûé äåòåðìèíàíò, îáîáùåíèå êîììó-
òàòèâíîãî äåòåðìèíàíòà, îïðåäåëåííîå ðàíåå Ð.Äåäåêèíäîì
(1831–1916). Ýòîò ðåçóëüòàò Ôðîáåíèóñà áûë íåäàâíî ïðèìåíåí â
òåîðèè ãðàôîâ [15].

Îäíî èç âîçìîæíûõ îáúÿñíåíèé ñóäüáû, ïîñòèãøåé ðàáîòó
Ôðîáåíèóñà, ñîñòîèò â òîì, ÷òî åãî ïîñëåäîâàòåëè È.Øóð
(1875–1941), Â.Áåðíñàéä (1852–1927) è Ý.Í¸òåð (1882–1935),
íàøëè íîâûé è áîëåå óäîáíûé ìåòîä ðàçâèòèÿ òåîðèè ïðåäñòàâëå-
íèé. Ïîýòîìó áîëåå ñëîæíûé è èñêóññòâåííûé ìåòîä, ïðåäëîæåí-
íûé â ðàáîòå Ôðîáåíèóñà, îêàçàëñÿ ïðåäàííûì çàáâåíèþ íà ìíî-
ãèå ãîäû.

Äðóãèå ðåäêî öèòèðóåìûå ðàáîòû Ôðîáåíèóñà [16; 17], ïîñâÿ-
ùåííûå ïðåäñòàâëåíèÿì ñèììåòðè÷åñêèõ ãðóïï (ñì., íàïðèìåð:
[18]), òàêæå çàñëóæèâàþò òùàòåëüíîãî èçó÷åíèÿ. Â ýòèõ ðàáîòàõ
îí ðàçâèë ìåòîä, ïàðàëëåëüíûé õîðîøî èçâåñòíûì òàáëèöàì
Þíãà. Åãî ìåòîä áûë íåäàâíî ïåðåîòêðûò è ïðèìåíåí â òåîðèè
ïðåäñòàâëåíèé áåñêîíå÷íûõ ñèììåòðè÷åñêèõ ãðóïï S( )∞ è â òåîðèè
ñëó÷àéíûõ ïîâåðõíîñòåé.

Ïîäîáíûå ïðèìåðû ìîæíî íàéòè â èñòîðèè ñîâðåìåííûõ èññëå-
äîâàíèé òåîðèè óçëîâ, ãîëîìîðôíîé äèíàìèêè, â òàê íàçûâàåìîé
ôàçå Áåððè â êâàíòîâîé ìåõàíèêå [19] è ðÿäå äðóãèõ îáëàñòåé.

Ìíå õîòåëîñü ïîêàçàòü, ÷òî ìàòåìàòèêà è åå èñòîðèÿ îáðàçóåò
åäèíûé ïðåäìåò, êàê ðàñòóùåå äåðåâî ñî ìíîãèìè âåòâÿìè. Íåêî-
òîðûå èç íèõ âðåìåííî èãíîðèðóþòñÿ èëè çàáûâàþòñÿ, íî îêàçûâà-
þòñÿ âîñòðåáîâàííûìè ñïóñòÿ ìíîãèå ãîäû.

Áëàãîäàðíîñòè. Ýòà ñòàòüÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñóùåñòâåííî
ðàñøèðåííûé âàðèàíò äîêëàäà, ïðî÷èòàííîãî íà Êîíãðåññå ïî èñ-
òîðèè íàóêè (Áóäàïåøò, èþíü 2009 ã.). ß áëàãîäàðåí ß.Âàíäóëà-
êèñó, îðãàíèçîâàâøåìó ñïåöèàëüíóþ ñåññèþ íà Êîíãðåññå è ïðåä-
ëîæèâøåìó íàïèñàòü ñòàòüþ. Â îêîí÷àòåëüíîì âèäå ðàáîòà áûëà
çàêîí÷åíà âî âðåìÿ ìîåãî âèçèòà â Institut des Hautes Étude
Scientifiques (Áþð-ñþð-Èâåòò, Ôðàíöèÿ). ß áëàãîäàðåí Èíñòèòóòó
çà ïîääåðæêó. Ñîâåòû è çàìå÷àíèÿ Ï.Êàðòüå, Ì.Ë.Ãðîìîâà è
Ð.Êåðíåðà áûëè î÷åíü ïîëåçíû ïðè ðàáîòå íàä ñòàòüåé.

Ïðèìå÷àíèÿ
� Ëþáîïûòíî, ÷òî ýòîò ïîðàçèòåëüíûé ðåçóëüòàò áûë íàïå÷àòàí â æóðíàëå «Ìàòåìà-

òè÷åñêèå çàìåòêè» [4], â ðàçäåëå «Êðàòêèå ñîîáùåíèÿ» è çàíÿë âñåãî äâå ñòðàíèöû.
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� Ëó÷øèé ñïîñîá óáåäèòüñÿ, ÷òî ìû èìååì îêîí÷àòåëüíîå ðåøåíèå ïðîáëåìû Äþëàêà,
– ïîïðîñèòü àâòîðîâ ýòèõ äîêàçàòåëüñòâ ïðîâåðèòü äîêàçàòåëüñòâî êîëëåãè, òî åñòü
îñóùåñòâèòü «ïåðåêðåñòíîå îïûëåíèå».

� Ïîçäíåå, áåæàâ îò íàöèñòîâ è ñòàâ ïðîôåññîðîì Ñòåíôîðäñêîãî óíèâåðñèòåòà, îí
ïðåâðàòèëñÿ â Charles Loewner.

� Èñòîðèÿ, ñâÿçàííàÿ ñ ñóäüáîé ðàáîòû Ë¸âíåðà íå ñòîëü ïðîñòà. Åãî ðàáîòà [9] îêàçà-
ëàñü âàæíîé äëÿ òåîðèè àíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé. Ë¸âíåð ïðèìåíèë ñâîå óðàâíåíèå
äëÿ ðåøåíèÿ îäíîãî ÷àñòíîãî ñëó÷àÿ èçâåñòíîé ïðîáëåìû Ë.Áèáåðáàõà
(1886–1982).
Â îáùåì âèäå ïðîáëåìà Áèáåðáàõà áûëà ðåøåíà òîëüêî â 1985 ã. Ë. äå Áðàíæåì èñ-
ïîëüçîâàâøèì ñîâåðøåííî äðóãîé ïîäõîä. Íî ñïóñòÿ íåñêîëüêî ëåò Ê.Ôèöäæå-
ðàëüä è Ê.Ïîìåðàíêå íàøëè ïðèíöèïèàëüíî íîâîå äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû äå
Áðàíæà, ïðèìåíèâ óðàâíåíèå Ë¸âíåðà. Òåì íå ìåíåå, ðàáîòà Ë¸âíåðà áûëà èçâåñòíà
ëèøü ñïåöèàëèñòàì â êëàññè÷åñêèõ ðàçäåëàõ êîìïëåêñíîãî àíàëèçà.

� Òåïåðü àááðåâèàòóðà SLE îçíà÷àåò Schramm–Löwner equation èëè Schramm–
Löwner evolution. Ýòî ñîêðàùåíèå ñòàëî îáùåóïîòðåáèòåëüíûì, â ïàìÿòü î Øðàì-
ìå, òðàãè÷åñêè ïîãèáøåì â Ñêàëèñòûõ ãîðàõ íà ïèêå ñâîåé áëåñòÿùåé êàðüåðû.
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ÀÐÈÑÒÎÒÅËÅÂÎ ÍÅÎÁÕÎÄÈÌÎÅ ÑËÅÄÎÂÀÍÈÅ
Í.Ï.Áðóñåíöîâ

Ïàðàäîêñàëüíîñòü ìàòåðèàëüíîé èìïëèêàöèè, îáðåòåííàÿ â óñ-
ëîâèÿõ äâóçíà÷íîñòè îòíîøåíèåì íåîáõîäèìîãî ñëåäîâàíèÿ, è
òùåòíîñòü âñåõ ïîïûòîê èñïðàâèòü ïîëîæåíèå èçîáðåòåíèåì ñòðî-
ãèõ, ñèëüíûõ, ðåëåâàíòíûõ, ïàðàíåïðîòèâîðå÷èâûõ è ïðî÷èõ èìï-
ëèêàöèé íåîïðîâåðæèìî ñâèäåòåëüñòâóþò î íåàäåêâàòíîñòè äâóç-
íà÷íîé ëîãèêè. Òðåõçíà÷íîñòü ïðèñóùà ñëåäîâàíèþ, îïðåäåëåííî-
ìó â ñèëëîãèñòèêå Àðèñòîòåëÿ, ïðîòèâ êîòîðîãî ïðåäíàçíà÷àëñÿ
âûìûøëåííûé ñòîèêàìè «çàêîí» èñêëþ÷åííîãî òðåòüåãî. Âîò îíî,
ýòî îïðåäåëåíèå: «...êîãäà äâà [îáúåêòà] îòíîñÿòñÿ äðóã ê äðóãó
òàê, ÷òî åñëè åñòü îäèí, íåîáõîäèìî åñòü è âòîðîé, òîãäà, åñëè íåò
âòîðîãî, íå áóäåò è ïåðâîãî, îäíàêî åñëè âòîðîé åñòü, òî íå íåîá-
õîäèìî, ÷òîáû áûë ïåðâûé. Íî íåâîçìîæíî, ÷òîáû îäíî è òî æå
áûëî íåîáõîäèìî è êîãäà äðóãîå åñòü, è êîãäà åãî íåò» [1, ñ.215].

Îáîçíà÷èâ «ïåðâûé» òåðìèíîì x, «âòîðîé» – òåðìèíîì y,
íåëüçÿ íå óñìîòðåòü â îïðåäåëÿåìîì êîíòðàïîçèòèâíîãî îòíîøåíèÿ
ñëåäîâàíèÿ y èç x:

Axy x y y x= ⇒ ′⇒ ′( )( ).
Íà òðåõçíà÷íîñòü ýòîãî îòíîøåíèÿ óêàçûâàþò ñëîâà «îäíàêî

åñëè âòîðîé åñòü, òî íå íåîáõîäèìî, ÷òîáû áûë ïåðâûé», òî åñòü
ïðè ñîáëþäåííîñòè Axy îáðàòíîå îòíîøåíèå Ayx âîçìîæíî (íå èñ-
êëþ÷åíî), íî íå íåîáõîäèìî. Îíî íåîáõîäèìî óäîâëåòâîðÿåòñÿ
ëèøü ïðè ñîáëþäåííîñòè òîæäåñòâà x y≡ , òî åñòü íå íåâîçìîæíî,
íî è íå íåîáõîäèìî, à òîëüêî âîçìîæíî.

Ñ ó÷åòîì òðåõçíà÷íîñòè ñëåäîâàíèÿ ìàòåðèàëüíàÿ èìïëèêàöèÿ
åñòåñòâåííî èçáàâëÿåòñÿ îò ïàðàäîêñîâ. Çíà÷åíèå «1», ïðèïèñàííîå
åé ïðè x = 0, y = 1 èç-çà îòñóòñòâèÿ â äâóçíà÷íîé ëîãèêå òðåòüåãî,
íàäî çàìåíèòü ñèìâîëèçèðóþùèì âîçìîæíîñòü, òî åñòü íå 0 è íå 1.
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Íà äèàãðàììå Êýððîëà [2] êëåòêà ñ òàêèì çíà÷åíèåì îñòàåòñÿ ïó-
ñòîé – ìîæåò áûòü 0, ìîæåò áûòü 1. Ïîëíîöåííîå îòîáðàæåíèå íà
íåé òðåõçíà÷íîãî íåïàðàäîêñàëüíîãî îòíîøåíèÿ ñëåäîâàíèÿ Axy
ïîëó÷àåòñÿ èç îòîáðàæåíèÿ ìàòåðèàëüíîé èìïëèêàöèè îïóñòîøåíè-
åì ñîäåðæàùåé «1» êëåòêè ′x y.

Àëãåáðàè÷åñêè îòíîøåíèå ñëåäîâàíèÿ x y⇒ ïðåäñòàâèìî íå-
÷åòêèì ìíîæåñòâîì äâóõòåðìèííûõ äèçúþíêöèé V V Vxy xy x y′ ′ ′ ′
ëèáî ñîîòâåòñòâóþùèì íå÷åòêèì êëàññîì xy xy x y∨ − ′ ∨ ′ ′, òîãäà
êàê â Óíèâåðñóìå Àðèñòîòåëÿ (ÓÀ), ïðåäïîëàãàþùåì ñîñóùåñòâî-
âàíèå V V V Vx x y y′ ′ âñåõ ðàññìàòðèâàåìûõ òåðìèíîâ è èõ àíòèïîäîâ
[3], ñëåäîâàíèå x y⇒ ñâîäèòñÿ ê íåñóùåñòâîâàíèþ xy′, òî åñòü ê
′ ′V xy , ìåòîäîì èíäåêñîâ Êýððîëà âûðàçèìîìó êàê xy′0.

Â ëîãèêå Êýððîëà ñëåäîâàíèå x y⇒ ïðåäñòàâëåíî êîíúþíêöè-
åé x xy1 0∧ ′ , â êîòîðîé íåäîñòàåò ÷ëåíà ′y1, ïðåäîòâðàùàþùåãî îá-
ùåçíà÷èìîñòü y. Òàêèì îáðàçîì, óñòðàíåí òîëüêî îäèí èç ïàðàäîê-
ñîâ ìàòåðèàëüíîé èìïëèêàöèè. Íåïàðàäîêñàëüíà æå òðåõçíà÷íàÿ
êîíúþíêöèÿ x xy y1 0 1∧ ′ ∧ ′ . ×åðíàÿ ôèøêà â êëåòêå xy′ êýððîëîâîé
äèàãðàììû «ñòàëêèâàåò» íå îäíó, à îáå «ñèäÿùèå» íà ñòåíêàõ x è
′y êðàñíûå ôèøêè â ñîñåäíèå êëåòêè xy è ′ ′x y , ïîðîæäàÿ

xy xy x y1 0 1∧ ′ ∧ ′ ′ . ×åòâåðòàÿ ′x y-êëåòêà äèàãðàììû îñòàåòñÿ ïðè
ýòîì ïóñòîé.

Êàòåãîðè÷åñêè èçâðàòèë àðèñòîòåëåâî ñëåäîâàíèå Ñ.Ê.Êëèíè,
èñòîëêîâàâ îòíîøåíèå «Âñå x ñóòü y» êàê óäîâëåòâîðÿþùååñÿ ïðè
íåñóùåñòâîâàíèè x, èáî «ñìûñë ýòîò ïðîùå è ïîòîìó ïîëåçíåå» [4,
ñ.169]. Â ðåçóëüòàòå åãî ñëåäîâàíèå îáðåëî ïàðàäîêñû ìàòåðèàëü-
íîé èìïëèêàöèè. Êýððîë ñêàçàë áû: «Òðåõçíà÷íàÿ ðåàëüíîñòü ñòà-
ëà äâóçíà÷íîé õèìåðîé». Ãäå æå ïîëåçíîñòü?

Â óñëîâèÿõ äâóçíà÷íîñòè íåîñóùåñòâèìî óìîçàêëþ÷åíèå. Îáó-
÷åííûå äâóçíà÷íîé ëîãèêå, ìû ïðàêòè÷åñêè ïîëüçóåìñÿ ñèëëîãèñ-
òèêîé Àðèñòîòåëÿ ñ åå «âñå», «íåêîòîðûå», «âñå íå», òî åñòü «íå-
îáõîäèìî», «âîçìîæíî», «íåâîçìîæíî». Âîçìîæíîñòü (íè
«äà»/íè «íåò», ìîæåò áûòü «äà»/ìîæåò áûòü «íåò») – êàê ðàç òî
äèàëåêòè÷åñêîå òðåòüå, êîòîðîãî íåäîñòàåò äâóçíà÷íîé ëîãèêå.
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ÒÐÅÕÇÍÀ×ÍÎÅ ÎÁÎÁÙÅÍÈÅ ÀËÃÅÁÐÛ ËÎÃÈÊÈ.
ÏÐÅÎÄÎËÅÍÈÅ ÍÅÑÎÂÅÐØÅÍÍÎÑÒÈ ÄÍÔ

ÒÐÅÕÇÍÀ×ÍÛÌ ÎÁÎÁÙÅÍÈÅÌ ËÎÃÈÊÈ
Í.Ï.Áðóñåíöîâ

Äâóçíà÷íàÿ áóëåâà àëãåáðà íåäîñòàòî÷íà äëÿ îòîáðàæåíèÿ íå-
îáõîäèìîãî ñëåäîâàíèÿ x y⇒ – âàæíåéøåãî ëîãè÷åñêîãî îòíîøå-
íèÿ, ïðåäñòàâëåííîãî â åñòåñòâåííîì ÿçûêå ñëîâîñî÷åòàíèÿìè:
«Âñå x ñóòü y», «Âñåì x íåîáõîäèìî ïðèñóùå y», «Ñóùíîñòü y öå-
ëèêîì ñîäåðæèòñÿ â ñóùíîñòè x», «Êëàññ x ÿâëÿåòñÿ ïîäêëàññîì
êëàññà y, êëàññ y′ – ïîäêëàññîì êëàññà x′». Ïîñðåäñòâîì ñèìâîëà
ýêâèâàëåíòíîñòè «=» ýòî îòíîøåíèå ïðåäñòàâèìî ðåêóðñèåé x xy= .
Îäíàêî â äèçúþíêòèâíîé íîðìàëüíîé ôîðìå (ÄÍÔ) ïðåäñòàâëå-
íèå åãî íåèçáåæíî âûðîæäàåòñÿ ëèáî â ýêâèâàëåíòíîñòü
( )x y xy x y= ≡ ∨ ′ ′, ëèáî â ïàðàäîêñàëüíóþ «ìàòåðèàëüíóþ èìïëè-
êàöèþ» ( )x y xy x y x y⊃ ≡ ∨ ′ ∨ ′ ′.

Íåàäåêâàòíîñòü áóëåâîé àëãåáðû îáóñëîâëåíà òåì, ÷òî óìàë÷è-
âàíèå ÷ëåíîâ ÄÍÔ îçíà÷àåò â íåé èñêëþ÷åííîñòü (íåñóùåñòâîâà-
íèå) èõ, òîãäà êàê â äåéñòâèòåëüíîñòè íàðÿäó ñ èñêëþ÷åííîñòüþ
èìååò ìåñòî íåñóùåñòâåííîñòü ÷ëåíà äëÿ îòîáðàæàåìîãî îòíîøå-
íèÿ. Òàê, â ÄÍÔ-âûðàæåíèè îòíîøåíèÿ ñëåäîâàíèÿ x y⇒ ÷ëåí
xy′ íåîáõîäèìî èñêëþ÷åí, à ÷ëåí ′x y èãíîðèðóåòñÿ êàê íåñóùåñò-
âåííûé. Åñëè åãî èñêëþ÷èòü, âîçíèêíåò òîæäåñòâî ( )x y= , à åñëè
ñîõðàíèòü, òî ñëåäîâàíèå ïðåâðàòèòñÿ â «ìàòåðèàëüíóþ èìïëèêà-
öèþ» ( )x y⊃ .

ßñíî, ÷òî íåñóùåñòâåííîñòü íàäî îòëè÷àòü îò íåñóùåñòâîâà-
íèÿ-èñêëþ÷åííîñòè. Êñòàòè, â ýëåìåíòàðíûõ êîíúþíêöèÿõ ýòî ðàç-
ëè÷èå âîïëîùåíî. Íàïðèìåð, òåðìèí y â êîíúþíêöèè xyz óòâåðæ-
äàåì, â xy z′ – îòðèöàåì, à â xz – óìàë÷èâàåì êàê íåñóùåñòâåííûé,
íå èñêëþ÷åí, íî è íå íåîáõîäèì (âîçìîæåí).

Àíàëîãè÷íî, â ÄÍÔ óìàë÷èâàòüñÿ äîëæíû òîëüêî íåñóùåñòâåí-
íûå ÷ëåíû, à èñêëþ÷åííîñòü íàäî îáîçíà÷àòü ñïåöèàëüíûì ñèìâîëîì,
íàïðèìåð, êýððîëîâûì èíäåêñîì íåñóùåñòâîâàíèÿ «0» [1, ñ.255].

Îòíîøåíèå íåîáõîäèìîãî ñëåäîâàíèÿ ( )x y⇒ â îáîáùåííîé òà-
êèì îáðàçîì áóëåâîé àëãåáðå ïðåäñòàâèìî â òðåõçíà÷íîé ÄÍÔ,
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âûðàæåíèåì xy xy x y∨ ′ ∨ ′ ′0 , â êîòîðîì ÷ëåí ′x y óìàë÷èâàåòñÿ êàê
íåñóùåñòâåííûé.

Ìàòåðèàëüíàÿ èìïëèêàöèÿ ( )x y⊃ âûðàæàåòñÿ ýòîé æå ÄÍÔ,
íî áåç óìîë÷àíèÿ ÷ëåíà ′x y:

( ) ( )x y xy xy x y x y xy x y x y x y⊃ ≡ ∨ ′ ∨ ′ ∨ ′ ′ ≡ ¬ ′ ≡ ′ ∨ ≡ ⇒ ∨ ′0 .
Â êýððîëîâîì îïðåäåëåíèè ñëåäîâàíèÿ ( )x y x xy⇒ ≡ ∧ ′1 0 íå-

äîñòàåò ÷ëåíà ′y1, áåç êîòîðîãî îòíîøåíèå îêàçûâàåòñÿ ñîáëþäåí-
íûì ïðè îáùåçíà÷èìîì y íåçàâèñèìî îò x, ïîñêîëüêó xy′0 ó Êýððî-
ëà îçíà÷àåò íåñóùåñòâîâàíèå xy′ [1, ñ.256]. Ïîëíîöåííûì âûðàæå-
íèåì áóäåò ( )x y x xy y⇒ ≡ ∧ ′ ∧ ′1 0 1.

Íî äëÿ ðåàëüíûõ, ñîñóùåñòâóþùèõ ñ èõ ïðîòèâîïîëîæíîñòÿ-
ìè òåðìèíîâ x, x′, y, y′ êýððîëîâî íåñóùåñòâîâàíèå (nullity) xy′0
ðàâíîçíà÷íî íåñîâìåñòèìîñòè x ñ y′, îáóñëîâëåííîé òåì, ÷òî â x ñî-
äåðæèòñÿ y, à â y′ ñîäåðæèòñÿ x′, òî åñòü x xy= , ′ = ′ ′y x y . Òàêèì
îáðàçîì, â ðåàëüíîì óíèâåðñóìå Àðèñòîòåëÿ êýððîëîâî xy′0 âû-
íóæäàåò ñëåäîâàíèå ( ) ( )x y y x⇒ ′⇒ ′ .

Âçàèìîñâÿçàííîñòü òåðìèíîâ ïîðîæäàåòñÿ òåì, ÷òî â ñóùíîñòè
îäíîãî ñîäåðæèòñÿ ñóùíîñòü äðóãîãî ëèáî åå ïðîòèâîïîëîæíîñòü.
Åñëè x xy= , òî åñòü â x ñîäåðæèòñÿ y, òî ñîáëþäåíà xy′0 – íåñîâ-
ìåñòèìîñòü x ñ y′, îçíà÷àþùàÿ òàêæå ′ = ′ ′y x y . Ïîýòîìó
xy x y y x′ ≡ ⇒ ′⇒ ′0 ( ) ( ) – «Âñå x ñóòü y», «Âñå y′ ñóòü x′», èç x íå-
îáõîäèìî ñëåäóåò y, èç y′ íåîáõîäèìî ñëåäóåò x′, òîãäà êàê
¬ ′≡ ′∨ ≡ ⊃ ′ ⊃ ′xy x y x y y x( ) ( ) – «ìàòåðèàëüíàÿ èìïëèêàöèÿ», ñîá-
ëþäåííàÿ ïðè ñóùåñòâîâàíèè y íåçàâèñèìî îò x è ïðè íåñóùåñòâî-
âàíèè x íåçàâèñèìî îò y.

Íàãëÿäíûì ïðèìåðîì ÿâëÿåòñÿ âçàèìîñâÿçàííîñòü êâàäðàòíî-
ñòè ñ ïðÿìîóãîëüíîñòüþ è ðàâíîñòîðîííîñòüþ ÷åòûðåõóãîëüíèêà.
Âñå êâàäðàòû ñóòü ïðÿìîóãîëüíèêè è ðîìáû, íî íè ïðÿìîóãîëü-
íèê, íè ðîìá åùå íå åñòü êâàäðàò. Ïðÿìîóãîëüíîñòü è ðàâíîñòî-
ðîííîñòü öåëèêîì ñîäåðæàòñÿ â êâàäðàòíîñòè. Íî íå âñå ïðÿìîó-
ãîëüíèêè è ðîìáû êâàäðàòíû, êâàäðàòíîñòü íå ñêàçûâàåòñÿ î íèõ.
Íàîáîðîò, ïðÿìîóãîëüíîñòü è ðàâíîñòîðîííîñòü íåîáõîäèìî ïðèñó-
ùè êâàäðàòàì, ñêàçûâàþòñÿ îáî âñåõ íèõ.

Àðèñòîòåëü îøèáñÿ, ïîëàãàÿ ÷òî «îäíî öåëèêîì ñîäåðæèòñÿ â
äðóãîì» îçíà÷àåò òî æå, ÷òî «äðóãîå ñêàçûâàåòñÿ îáî âñåì ïåðâîì»
(Ïåðâàÿ àíàëèòèêà, 24b26) [2, ñ.120]. Íî äèàëåêòè÷åñêàÿ òðåõç-
íà÷íîñòü åãî ñèëëîãèñòèêè âîïðåêè îáùåïðèíÿòîé äîãìå èñêëþ÷åí-
íîãî òðåòüåãî áåçóïðå÷íà.
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ÄÅÉÑÒÂÈß ÐÅÍÒÃÅÍÎÊÎÍÒÐÀÑÒÍÛÕ ÂÅÙÅÑÒÂ
Â.Í.Òóòóáàëèí, Þ.Ì.Áàðàáàøåâà,

Ã.Í.Äåâÿòêîâà, Å.Ã.Óãåð

Ââåäåíèå: òåîëîãè÷åñêèé ïîäõîä. Ê ÕÕ â. äîñòèæåíèÿ íàóêè
ñòàëè ñòîëü çíà÷èìû, à âëèÿíèå íàóêè íàñòîëüêî âñåîáùèì, ÷òî îñ-
ìûñëåíèå ôåíîìåíà íàóêè, êðèòè÷åñêèé àíàëèç íàó÷íîãî çíàíèÿ
ïðåâðàòèëèñü â ìîùíîå èíòåëëåêòóàëüíîå òå÷åíèå. Ýòî òå÷åíèå óñ-
ëîâíî ìîæíî ðàçäåëèòü íà äâà ïîòîêà – èñòîðèþ íàóêè è ôèëîñî-
ôèþ íàóêè. Èñòîðèêè íàóêè ñîñðåäîòî÷èëèñü íà èçó÷åíèè ýòàïîâ è
îñîáåííîñòåé ðàçâèòèÿ íàóêè, àíàëèçå âîçíèêíîâåíèÿ íàó÷íîãî
çíàíèÿ, íà ôàêòàõ. Ïðåäñòàâèòåëè ôèëîñîôèè íàóêè çàíÿëèñü ïîñ-
òðîåíèåì îáîñíîâàíèÿ íàó÷íîãî çíàíèÿ, êàê íà óðîâíå òåîðèè, òàê
è ýêñïåðèìåíòà. Ðàáîòà èñòîðèêîâ è ôèëîñîôîâ íàóêè âçàèìîñâÿ-
çàíà: èçìåíåíèÿ â ôèëîñîôèè íàóêè îáóñëàâëèâàþò òðàíñôîðìà-
öèþ ïîäõîäîâ, èñïîëüçóåìûõ â îáëàñòè èñòîðèè íàóêè, è íàîáî-
ðîò, ñìåíà àêöåíòîâ â èñòîðèêî-íàó÷íûõ èññëåäîâàíèÿõ íå ìîæåò
íå âûçûâàòü êîíöåïòóàëüíûõ ñäâèãîâ â ôèëîñîôèè íàóêè.

Çàêàò êëàññè÷åñêîãî ïîçèòèâèçìà, êàê åãî ôèëîñîôñêîé, òàê è
èñòîðèêî-íàó÷íîé ÷àñòåé, çàêëþ÷àëñÿ â òîì, ÷òî íà ìíîãèõ îñòðî-
óìíî ïîäîáðàííûõ è áëåñòÿùå îïèñàííûõ ïðèìåðàõ ôèëîñîôû íà-
óêè ïîêàçàëè, ÷òî îïîðà íà ýêñïåðèìåíò ñðîäíè îïîðå íà áåçíà-
äåæíî õðîìóþ íîãó. Ó Ôåéåðàáåíäà [1] ìîæíî ïðî÷èòàòü, êàê Ãà-
ëèëåé ñ äðóçüÿìè, èíòåðåñóþùèìèñÿ íàóêîé, ñîáðàëèñü âå÷åðîì,
÷òîáû íî÷ü ïîñâÿòèòü íàáëþäåíèÿì íåáà ñ ïîìîùüþ ãàëèëååâà òå-
ëåñêîïà. Òàê âîò: ýòè äðóçüÿ íå âèäåëè â òåëåñêîï òîãî, ÷òî âèäåë
Ãàëèëåé: íè ãîð íà Ëóíå, íè ñïóòíèêîâ Þïèòåðà, íè êîëåö Ñàòóð-
íà... Íàó÷íûé ýêñïåðèìåíò, îêàçûâàåòñÿ, íå èìååò è òåíè îáúåê-
òèâíîñòè. ×òî æå êàñàåòñÿ òåîðèè, òî èñòîðèÿ ïîíÿòèé òèïà ôëî-
ãèñòîíà, ýôèðà è ò.ï., êîòîðûå âîîáùå èñ÷åçëè èç íàóêè ñ òå÷åíè-
åì âðåìåíè, íåóòåøèòåëüíî ãîâîðèò è î òåîðåòè÷åñêîé íîãå íàóêè,
òîæå îêàçàâøåéñÿ «õðîìîé». Â èòîãå, áûë ïîñòàâëåí âîïðîñ î òîì,
êàêîå îáîñíîâàíèå íàóêè ìîæåò çàìåíèòü êëàññè÷åñêîå «ñâåäåíèå»
òåîðèè ê ýêñïåðèìåíòàëüíûì äàííûì, è ÷òî â íàóêå ñïîñîáíî çà-
íÿòü ìåñòî ýêñïåðèìåíòà â êà÷åñòâå îáîñíîâàíèÿ èñòèííîñòè íàó÷-
íîãî çíàíèÿ (â òîì ÷èñëå, âîçíèêëè ñîìíåíèÿ, ìîæíî ëè âîîáùå ê
íàó÷íîìó çíàíèþ ïðèìåíèòü ïîíÿòèå èñòèíû [2]). Â îáùåì, ôèëî-
ñîôû è èñòîðèêè íàóêè ïîêàçàëè, ÷òî íàóêà â öåëîì íåñîñòîÿòåëü-
íà, åñëè îñíîâû íàóêè àíàëèçèðîâàòü ñ òî÷êè çðåíèÿ ëîãè÷åñêîé è
ðàöèîíàëüíîé.

Ðàöèîíàëèçì â ôèëîñîôèè íàóêè ñäàåò ñâîè ïîçèöèè. Íî ïðè
ýòîì, ÷òî óäèâèòåëüíî, íå óìåíüøàåòñÿ âåðà â íàóêó è íåïðåëîæ-
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íîñòü åå ðåçóëüòàòîâ. Âåäü ñïîðèòü ñ òåì, ÷òî íàóêà êîå-÷òî óçíà-
ëà, êàê-òî íåóäîáíî, ñèäÿ ïåðåä ìîíèòîðîì ïðîñòåéøåãî ñîâðåìåí-
íîãî êîìïüþòåðà, âîçìîæíîñòè êîòîðîãî (ñêàæåì, â ñìûñëå áûñò-
ðîäåéñòâèÿ è ïàìÿòè) íåñðàâíèìî âûøå, ÷åì ó ÁÝÑÌ-6, êîòîðàÿ â
ñâîå âðåìÿ òðåáîâàëà äëÿ ñâîåãî ðàçìåùåíèÿ è îõëàæäåíèÿ öåëîãî
ìàøèííîãî çàëà.

Â êàêèõ èñòîðè÷åñêèõ äàííûõ íóæäàåòñÿ íîâîå îáîñíîâàíèå
íàóêè? Ïðåæíÿÿ ôèëîñîôèÿ íàóêè èñïîëüçîâàëà äàííûå èç êëàñ-
ñè÷åñêîé èñòîðèè íàóêè, ãîâîðÿùåé î çíàíèÿõ ìèíóâøèõ âðåìåí.
Îíà ïûòàëàñü ðàöèîíàëüíî èíòåðïðåòèðîâàòü êëàññè÷åñêóþ èñòî-
ðèþ, âûÿâèòü â íåé ýêñïåðèìåíòàëüíûå ôàêòû, ðàíåå ïîëó÷åííûå
ðåçóëüòàòû. Îäíàêî âåðà â íåïðåëîæíîñòü íàó÷íûõ çíàíèé íóæäà-
åòñÿ â ñîâðåìåííûõ ðåçóëüòàòàõ, â òîì, ÷òî ïðîèñõîäèò â íàóêå
«çäåñü-ñåé÷àñ». Òàêàÿ ñìåíà ïðåäìåòà èññëåäîâàíèÿ, ïåðåõîä îò
êëàññè÷åñêîé èñòîðèè íàóêè ê ñîâðåìåííîé èñòîðèè íàóêè, ê «ñâå-
æèì èññëåäîâàíèÿì», îáóñëîâëåíà òåì, ÷òî óâåðåííîñòü ó÷åíîãî â
òîì, ÷òî îí ñïîñîáåí ñäåëàòü íå÷òî íîâîå è íåïðåëîæíîå, îáÿçà-
òåëüíî ñâÿçàíà ñ òåìè ðåçóëüòàòàìè, êîòîðûå òîëüêî ÷òî ïîëó÷åíû
èëè êîòîðûå ïðåäñòîèò ïîëó÷èòü, êîòîðûå åùå íå ïîòåðÿëè íàëåòà
óáåæäåííîñòè ó÷åíîãî-òâîðöà â òîì, ÷òó áûëî èì ïîëó÷åíî â íåêî-
òîðîì èíòåëëåêòóàëüíîì ïðîçðåíèè (îòêðîâåíèè).

Îáîñíîâàíèå íàóêè äâèæåòñÿ â ñòîðîíó íå èððàöèîíàëèçìà
(êàê ñëåäîâàëî áû îæèäàòü), à ÷åãî-òî áîëåå çíà÷èòåëüíîãî, áîëü-
øåãî. Èìÿ ýòîãî áîëüøåãî óæå äàâíî ñóùåñòâóåò, ñî ñðåäíèõ âåêîâ
óáåæèùåì îò èððàöèîíàëèçìà â óñëîâèÿõ òùåòû ïîïûòîê ðàöèîíà-
ëèçìà îáúÿñíèòü ñóùåñòâóþùåå áûëà òåîëîãèÿ. Äëÿ ñîâðåìåííîé
íàóêè íåîáõîäèìà ñâîÿ òåîëîãèÿ (ñõåìà ðåàëèçàöèè ñïîñîáíîñòè
óñìàòðèâàòü è êîíòðîëèðîâàòü èñòèíó íà îñíîâå îçàðåíèÿ), êîòî-
ðóþ ìîæíî íàçâàòü «òåîëîãèåé ðàçóìà». Òàêàÿ òåîëîãèÿ ñïîñîáíà
âîçðîäèòü óâåðåííîñòü â íåïðåëîæíîñòè íàó÷íûõ ðåçóëüòàòîâ, íå
îïèðàÿñü íà ðåäóêöèîíèçì (òåîðèè ê ýêñïåðèìåíòó), îíà àïåëëè-
ðóåò ê ñîâðåìåííîé íàóêå, ðàñøèðÿÿ ãîðèçîíò èñòîðèè íàóêè, äî-
âîäÿ èñòîðèþ äî ñîâðåìåííîñòè.

Òåì ñàìûì, ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî â èñòîðèè è ôèëîñîôèè íàó-
êè ñòàíîâèòñÿ íåîáõîäèìûì ôîðìèðîâàíèå «òåîëîãè÷åñêîãî íàï-
ðàâëåíèÿ» (ñîîòâåòñòâóþùåãî ïîäõîäà â ôèëîñîôèè è èñòîðèè íà-
óêè), àáðèñ êîòîðîãî íà íåêîòîðûõ ïðèìåðàõ ìû ïðåäñòàâèì â íàñ-
òîÿùåé ñòàòüå.

Îñîáåííîñòü òåîëîãè÷åñêîãî ïîäõîäà ñîñòîèò â òîì, ÷òî îí
äîëæåí íà÷èíàòüñÿ ñî âñåîáúåìëþùåé êàðòèíû ìèðà. Íî äàííàÿ
ñòàòüÿ ïîñâÿùåíà íåêîòîðûì êîíêðåòíûì âîïðîñàì èñòîðèè è ôè-
ëîñîôèè íàóêè. Â íåé íåò ìåñòà äëÿ âñåîáúåìëþùåé êàðòèíû, è
ïîòîìó ìû îòñûëàåì çàèíòåðåñîâàííîãî ÷èòàòåëÿ ê èíòåðíåò-ïóá-
ëèêàöèè [3]. Çäåñü æå çàìåòèì êðàòêî, ÷òî ïðè ðàññìîòðåíèè êîí-
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êðåòíûõ íàó÷íî-èñòîðè÷åñêèõ âîïðîñîâ òåîëîãè÷åñêèé ïîäõîä ñâî-
äèòñÿ ê ñëåäóþùåìó.

Ïîçíàíèå íà÷èíàåòñÿ ñ òîãî, ÷òî îòäåëüíûé ÷åëîâåê, â ÷àñòíî-
ñòè ó÷åíûé, îáëàäàåò ãëóïîñòüþ, êîòîðóþ ìîæíî âåæëèâî íàçû-
âàòü «íåäîñòàòî÷íîé îñâåäîìëåííîñòüþ». Ýòîò íåäîñòàòîê ïðèñóù
âñåì, ýòî íàø ïåðâîðîäíûé ãðåõ, â ÷åì-òî íàïîìèíàþùèé ïåðâî-
ðîäíûé ãðåõ â òåîëîãèè õðèñòèàíñòâà. Îí âûÿâëÿåòñÿ, êîíå÷íî, íå
ïðè ñðàâíåíèè ðàçóìà è ïîíèìàíèÿ îòäåëüíîãî ó÷åíîãî ñ òåì, ÷òî
èçâåñòíî Âûñøåìó Ðàçóìó (ïîíÿòíî, ÷òî òàêîå ñðàâíåíèå íàì íå-
äîñòóïíî), íî õîòÿ áû ïðè ñðàâíåíèè òîãî, ÷òî çíàåò è äóìàåò ýòîò
îòäåëüíûé ó÷åíûé ñ òåì, ÷òî âîîáùå ïî ðàññìàòðèâàåìîìó ïîâîäó
èçâåñòíî â íàóêå. Èñòîðè÷åñêèå ïðèìåðû ïîêàçûâàþò, ÷òî íåò ó÷å-
íîãî, êîòîðûé áû çàðàíåå çíàë âñå è íå äåëàë îøèáîê. Ïîýòîìó íå-
èçáåæíîñòü «íåäîñòàòî÷íîé îñâåäîìëåííîñòè» èññëåäîâàòåëÿ ñëå-
äóåò ïîëîæèòü â îñíîâó òåîëîãè÷åñêîãî ïîäõîäà.

Íåäîñòàòî÷íàÿ îñâåäîìëåííîñòü ìîæåò áûòü îò÷àñòè èñêóïëåíà
îçàðåíèåì, â êîòîðîì ïîëîæåíèå âåùåé îòêðûâàåòñÿ èññëåäîâàòå-
ëþ êàê áû â îòêðîâåíèè, àêòå âûñîêîãî ïðîñâåòëåíèÿ. Òàêîå ïðîñ-
âåòëåíèå ìîæíî îáúÿñíÿòü ðàçíûìè ñïîñîáàìè, â òîì ÷èñëå êàê
âìåøàòåëüñòâî íåêîåãî Âûñøåãî Ðàçóìà, êîòîðûé èíîãäà ïîçâîëÿ-
åò íàì ÷òî-íèáóäü ïðàâèëüíî óçíàòü.

Íî íàì õî÷åòñÿ åùå è óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî ìû ÷òî-òî äåéñòâè-
òåëüíî ïðàâèëüíî óçíàëè, ìû õîòèì îòëè÷èòü ïðîñâåòëåíèå îò ñà-
ìîîáìàíà. Òàêîå îòëè÷èå âîçìîæíî òîãäà, êîãäà ïîÿâëÿåòñÿ õîðî-
øåå èëè äàæå î÷åíü õîðîøåå ñîîòâåòñòâèå ðåçóëüòàòîâ ýêñïåðèìåí-
òà ñ òåìè òåîðåòè÷åñêèìè ïðåäâèäåíèÿìè, êîòîðûå íèñïîñëàíû íàì
â êà÷åñòâå îòêðîâåíèÿ. Ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî Âûñøèé Ðàçóì ïîñûëà-
åò íàì ÷óäî (åñëè, êîíå÷íî, çàõî÷åò): ýêñïåðèìåíò ïîäòâåðæäàåò
òåîðèþ.

Íàïðèìåð, ðåçóëüòàòû ýêñïåðèìåíòîâ Ã.Ìåíäåëÿ ïî ðàñùåïëå-
íèþ ïðèçíàêîâ íàõîäÿòñÿ â ñëèøêîì õîðîøåì ñîîòâåòñòâèè ñ ïðåä-
ñòàâëåíèåì î ÷èñòî ñëó÷àéíîì ñî÷åòàíèè ãàìåò, íåñóùèõ äîìèíàíò-
íûå èëè ðåöåññèâíûå àëëåëè êàêèõ-òî ãåíîâ (ïî ýòîìó ïîâîäó ñì.,
íàïðèìåð: [4])1. Ñëèøêîì õîðîøåå ñîãëàñèå ñ ýêñïåðèìåíòàìè
Ìåíäåëÿ áûëî çàìå÷åíî â ñàìîì íà÷àëå ÕÕ â. (êîãäà èç çàáâåíèÿ
áûëà èçâëå÷åíà ðàáîòà Ìåíäåëÿ) è íåîäíîêðàòíî ïîäòâåðæäåíî. Ñ
äðóãîé ñòîðîíû, çà âåñü ÕÕ â. íàóêà íå ïðèäóìàëà êàêîãî-ëèáî ìå-
õàíèçìà ñî÷åòàíèÿ ãàìåò, îòëè÷íîãî îò ÷èñòî ñëó÷àéíîãî, êîòîðûé
ïîçâîëèë áû ïðèëè÷íûì îáðàçîì îáúÿñíèòü ñëèøêîì õîðîøåå ñîâ-
ïàäåíèå òåîðèè è ýêñïåðèìåíòà ó Ìåíäåëÿ. Ñ òî÷êè çðåíèÿ ïîçèòè-
âèçìà, íàïðàøèâàåòñÿ âûâîä: ñåé òðóäîëþáèâûé ìîíàõ ÷àñòè÷íî
îòáðàñûâàë ýêñïåðèìåíòàëüíûå ðåçóëüòàòû, êîòîðûå õóæå äðóãèõ
ñîãëàñîâûâàëèñü ñ òåîðèåé. Îäíàêî â òåêñòå ñâîåé ðàáîòû Ìåíäåëü
íà÷èíàåò ñ òîãî, ÷òî çàïðåùàåò ïîäîáíóþ ëîæü, ïîä÷åðêèâàÿ, ÷òî
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ðåçóëüòàòû âñåõ ýêñïåðèìåíòîâ äîëæíû ïðèâîäèòüñÿ ïîëíîñòüþ.
Òàê ìîæåò áûòü, íå Ìåíäåëü ëãàë, à ìû â äàííîì ñëó÷àå èìååì
÷óäî ïîäòâåðæäåíèÿ òåîðèè?

Â ïðèìåíåíèè ê èñòîðèêî-íàó÷íûì èññëåäîâàíèÿì îòñþäà âû-
òåêàåò, ÷òî ïðåäìåòîì êàæäîãî òàêîãî èññëåäîâàíèÿ äîëæåí áûòü
êîíêðåòíûé ïðèìåð âçàèìîäåéñòâèÿ ìåæäó èñõîäíûì íåçíàíèåì
(íåîñâåäîìëåííîñòüþ), îçàðåíèåì (îòêðîâåíèåì) è ÷óäåñíûì íèñ-
ïîñëàíèåì èññëåäîâàòåëþ èíñòðóìåíòà, ïîìîãàþùåãî îòëè÷èòü îòê-
ðîâåíèå îò ñàìîîáìàíà.

Äàííàÿ ðàáîòà íàïèñàíà ïî ñëåäóþùåìó ïëàíó. Ñíà÷àëà íà íà-
ó÷íî-ïîïóëÿðíîì óðîâíå îïèñûâàåòñÿ êîíêðåòíàÿ ìåäèöèíñêàÿ
ïðîáëåìà. Äëÿ åå íàèëó÷øåãî âîçìîæíîãî ðåøåíèÿ èñïîëüçóþòñÿ
ðàçëè÷íûå ìåòîäû, â òîì ÷èñëå, ìåòîäû ìàòåìàòè÷åñêîé ñòàòèñòè-
êè. Â ïðîöåññå èõ ïðèìåíåíèÿ â øèðîêîì ìàñøòàáå ïðîÿâëÿåòñÿ
ãðåõ íåîñâåäîìëåííîñòè, ÷òî è èçëàãàåòñÿ (ñ íåêîòîðûì óäèâëåíè-
åì ïî ïîâîäó ÿâíîãî ðåãðåññà â ïîíèìàíèè ñòàòèñòè÷åñêèõ ìåòî-
äîâ, êîòîðûé íàáëþäàåòñÿ ñåé÷àñ â àìåðèêàíñêîé ìåäèöèíñêîé
ñòàòèñòèêå, â ñðàâíåíèè ñ òåì, ÷òî áûëî ëåò 50–60 íàçàä). Íî çà-
òåì âñå-òàêè ñëåäóåò ÷àñòè÷íîå «èñêóïëåíèå», êîòîðîå âûÿâëÿåòñÿ
ïðè ñîïîñòàâëåíèè ñ íåçàâèñèìûìè ôàêòè÷åñêèìè äàííûìè.

Ïîñòàíîâêà çàäà÷è: ðåíòãåíîêîíòðàñòíûå âåùåñòâà è
âåðîÿòíîñòíî-ñòàòèñòè÷åñêèå ìåòîäû. Ó æèâûõ ñóùåñòâ, â ÷àñò-
íîñòè, ÷åëîâåêà, íå âñå íåîáõîäèìûå äëÿ æèçíè ôóíêöèè âîïëîùå-
íû ñàìûì ñîâåðøåííûì îáðàçîì. Ñêëàäûâàåòñÿ âïå÷àòëåíèå, ÷òî
Âûñøèé Ðàçóì íå äîáèâàëñÿ îïòèìàëüíîãî âûïîëíåíèÿ êàæäîé
ôóíêöèè. Îòñþäà îãðîìíîå ìíîæåñòâî íàðóøåíèé, êîòîðûå ìû íà-
çûâàåì áîëåçíÿìè.

Ïîñêîëüêó ìåäèöèíñêèé äèàãíîç – ïîíÿòèå ñàêðàëüíîå (â òåð-
ìèíàõ òåîëîãè÷åñêîãî ïîäõîäà), òî äîñòàòî÷íî î÷åâèäíî, ÷òî íåâîç-
ìîæíà ïîëíàÿ çàìåíà âðà÷à-äèàãíîñòà âû÷èñëèòåëüíîé ìàøèíîé.
Îäíàêî äëÿ âñïîìîãàòåëüíûõ äèàãíîñòè÷åñêèõ èññëåäîâàíèé (íàï-
ðèìåð, ðåíòãåíîâñêîé êîìïüþòåðíîé òîìîãðàôèè) âû÷èñëèòåëüíûå
ìàøèíû îêàçûâàþòñÿ âåñüìà ïîëåçíû. Èç ìíîãèõ ðåíòãåíîâñêèõ
ñíèìêîâ â ðàçíûõ ïðîåêöèÿõ òîìîãðàôè÷åñêîå èçîáðàæåíèå ïîëó-
÷àåòñÿ òîëüêî ïîñëå êîìïüþòåðíîé îáðàáîòêè. Íî ìíîãèå òêàíè è
îðãàíû ÷åëîâå÷åñêîãî òåëà èìåþò ïðèìåðíî ðàâíûé êîýôôèöèåíò
ïîãëîùåíèÿ ðåíòãåíîâñêèõ ëó÷åé, òàê ÷òî íà òîìîãðàôè÷åñêèõ ñðå-
çàõ íóæíûå ïîäðîáíîñòè âèäíû ïëîõî è òðåáóåòñÿ ïðèìåíåíèå äî-
ïîëíèòåëüíîãî êîíòðàñòèðîâàíèÿ ïóòåì ââåäåíèÿ ñïåöèàëüíûõ ðàñ-
òâîðîâ. Â òåõ ñëó÷àÿõ, êîãäà ðå÷ü èäåò î çàáîëåâàíèÿõ êðîâåíîñ-
íûõ ñîñóäîâ, âîîáùå ìîæíî îáîéòèñü áåç êîìïüþòåðíîé òîìîãðà-
ôèè, åñëè ââåñòè â ýòè ñîñóäû ðåíòãåíîêîíòðàñòíûå âåùåñòâà
(ÐÊÂ) è ñäåëàòü ðåíòãåíîâñêèå ñíèìêè â íåáîëüøîì êîëè÷åñòâå
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ïðîåêöèé. Òàêîå èññëåäîâàíèå íàçûâàåòñÿ àíãèîãðàôèåé, à ñîîòâåò-
ñòâóþùåå èññëåäîâàíèå êîðîíàðíûõ ñîñóäîâ ñåðäöà íàçûâàåòñÿ êî-
ðîíàðîãðàôèåé.

Ðåíòãåíîêîíòðàñòíûå âåùåñòâà ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ñïåöèàëüíî
ïîäîáðàííûå â ðåçóëüòàòå ìíîãîëåòíèõ íàó÷íûõ óñèëèé îðãàíè÷åñ-
êèå ìîëåêóëû, ê êîòîðûì ïðèñîåäèíåíû àòîìû éîäà. Ýòè àòîìû è
îñóùåñòâëÿþò äîïîëíèòåëüíîå ïîãëîùåíèå ðåíòãåíîâñêèõ ëó÷åé.
Áåç ïðåäâàðèòåëüíîé êîðîíàðîãðàôèè íåâîçìîæíû, íàïðèìåð, îïå-
ðàöèè íà ñåðäöå òèïà àîðòîêîðîíàðíîãî øóíòèðîâàíèÿ, êîòîðîå
ïîçâîëÿåò îáîéòè ïîðàæåííûé ñêëåðîçîì ó÷àñòîê êîðîíàðíîé àðòå-
ðèè. Íà÷èíàÿ ñ 1979 ã., â ïðàêòèêó îïåðàöèé íà ñåðäå÷íûõ ñîñó-
äàõ âîøëà íåñðàâíåííî ìåíåå òðàâìàòè÷íàÿ îïåðàöèÿ, êîòîðàÿ íî-
ñèò íàçâàíèå àíãèîïëàñòèêè. ×åðåç áåäðåííóþ àðòåðèþ â ñîñóäû
ñåðäöà ââîäÿòñÿ ñïåöèàëüíûå êàòåòåðû è äðóãèå èíñòðóìåíòû, êî-
òîðûìè ìîæíî ðàñøèðèòü ñóæåííûå àðòåðèè è äàæå óñòàíîâèòü â
ìåñòà ñóæåíèé ñïåöèàëüíûå ïðèñïîñîáëåíèÿ – ñòåíòû. (Ïîëíîå
íàçâàíèå òàêîé îïåðàöèè – àíãèîïëàñòèêà ñî ñòåíòèðîâàíèåì.)
Ýòó îïåðàöèþ ìîæíî äåëàòü òîëüêî ïîä ðåíòãåíîâñêèì êîíòðîëåì,
ìíîãîêðàòíî è ïîíåìíîãó ââîäÿ â ñîñóäû ñåðäöà ðåíòãåíîêîíòðàñò-
íîå âåùåñòâî. Ïðè ýòîì îáùåå êîëè÷åñòâî ââåäåííîãî ÐÊÂ ìîæåò
áûòü äîâîëüíî áîëüøèì – â îòäåëüíûõ ñëîæíûõ ñëó÷àÿõ ïîðÿäêà
ëèòðà (îáùåå êîëè÷åñòâî éîäà â âèäå îòíîñèòåëüíî íåòîêñè÷íîãî
ñîåäèíåíèÿ ïðè ýòîì ñîñòàâèò îêîëî 300 ã).

Îäíà èç ïðîáëåì ñîñòîèò â òîì, ÷òî ýòà íåòîêñè÷íîñòü, äåéñò-
âèòåëüíî, ëèøü îòíîñèòåëüíàÿ. ÐÊÂ âûâîäÿòñÿ èç êðîâåíîñíîé
ñèñòåìû ïóòåì ôèëüòðàöèè â ïî÷å÷íûõ êàíàëüöàõ. Èíîãäà íàãðóç-
êà íà ïî÷êè îêàçûâàåòñÿ ÷ðåçìåðíîé, ÷òî ïðèâîäèò ê èõ ïîâðåæäå-
íèþ â òîé èëè èíîé ñòåïåíè. Íàïðèìåð, â ðàáîòå [5] ïðèâîäÿòñÿ
ñëåäóþùèå äàííûå. Â 2000 ã. â ÑØÀ áûëî âûïîëíåíî 1 790 000
êàòåòåðèçàöèé ñåðäöà (ñ öåëüþ àíãèîãðàôèè è/èëè àíãèîïëàñòè-
êè). Èç íèõ îêîëî 59 000 ðàñöåíèâàþòñÿ êàê íå âïîëíå áëàãîïî-
ëó÷íûå äëÿ ïî÷åê (ïî êðèòåðèþ, êîòîðûé áóäåò îïèñàí íèæå); â
4 600 ñëó÷àÿõ ïîòðåáîâàëàñü íà êàêîå-òî âðåìÿ çàìåñòèòåëüíàÿ òå-
ðàïèÿ (ãåìîäèàëèç). Ïîñëåäíåå îçíà÷àåò, ÷òî â ðåçóëüòàòå íåôðî-
òîêñè÷åñêîãî äåéñòâèÿ ÐÊÂ ïî÷êè ïàöèåíòà ñòàëè (ïîñòîÿííî èëè
âðåìåííî) íåðàáîòîñïîñîáíûìè. ×èñëî ñìåðòíûõ ñëó÷àåâ, ïðèïè-
ñûâàåìûõ òîêñè÷åñêîìó äåéñòâèþ êîíòðàñòà íà ïî÷êè (êîòîðûå
ïðîèçîøëè çà âðåìÿ â òå÷åíèå ãîäà ïîñëå ââåäåíèÿ ÐÊÂ), îöåíèâà-
åòñÿ â 7 000. Ïðèâåäåííûå äàííûå åùå ðàç ïîäòâåðæäàþò, íàñ-
êîëüêî âàæíà ïðîáëåìà îòáîðà íàèáîëåå ïîäõîäÿùåãî ÐÊÂ èç èìå-
þùåãîñÿ àññîðòèìåíòà âåùåñòâ.

Ëþáîå ïðèìåíåíèå äàæå êëàññè÷åñêîãî ôàðìàöåâòè÷åñêîãî
ñðåäñòâà òàèò íåêîòîðóþ îïàñíîñòü àëëåðãè÷åñêîé ðåàêöèè, à êðî-
ìå òîãî, âïîëíå ìîæåò îêàçàòüñÿ íåýôôåêòèâíûì. Ïðàâèëüíî áóäåò
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ñêàçàòü, ÷òî ëþáîå îáðàùåíèå çà ìåäèöèíñêîé ïîìîùüþ ïðåäñòàâ-
ëÿåò ñîáîé ýêñïåðèìåíò ñ çàðàíåå íå âïîëíå ÿñíûì èñõîäîì. È ýòî
äåéñòâèòåëüíî òàê, ïîêà ìû ãîâîðèì îá îòðàáîòàííûõ ìåäèöèíñêèõ
ìåòîäèêàõ. À êàê áûòü ïðè ðàçðàáîòêå íîâûõ ìåòîäèê – êàê, â ÷àñ-
òíîñòè, âûáðàòü íàèëó÷øèé âàðèàíò ìåòîäèêè èç íåñêîëüêèõ ïðåä-
ëîæåííûõ? Êîíå÷íî, ðå÷ü ìîæåò èäòè òîëüêî îá ýêñïåðèìåíòå (òî
åñòü êëèíè÷åñêèõ èñïûòàíèÿõ íà ëþäÿõ).

Â ïëàíèðîâàíèè òàêèõ ýêñïåðèìåíòîâ âîçíèêàåò àíàëîãèÿ ñî
ñðåäíåâåêîâîé êîíöåïöèåé «ñóäà Áîæüåãî», êîãäà ñïîð ìåæäó äâóìÿ
ðûöàðÿìè, íàïðèìåð èç-çà íåäâèæèìîñòè, ðàçðåøàëñÿ ïîåäèíêîì. Â
ïîåäèíêå äâóõ ïðèìåðíî ðàâíûõ áîéöîâ äîñòàòî÷íî áûëî, ÷òîáû
êòî-íèáóäü èç íèõ ñäåëàë ìàëåíüêóþ îøèáêó, è òîãäà îí ïîãèá.

Çäåñü, î÷åâèäíî, âàæíåéøóþ ðîëü èãðàþò ïðåäñòàâëåíèÿ î
ñëó÷àéíîñòè è ïîíÿòèå âåðîÿòíîñòè.

Äâà ôàðìàöåâòè÷åñêèõ ïðåïàðàòà îáû÷íî ñðàâíèâàþò ïî äâóì
ïîêàçàòåëÿì – ïî ýôôåêòèâíîñòè è áåçîïàñíîñòè. Ïîñêîëüêó ýô-
ôåêòèâíîñòü ÐÊÂ îïðåäåëÿåòñÿ ñîäåðæàíèåì éîäà, òî çà ñ÷åò âû-
áîðà ñîîòâåòñòâóþùèì îáðàçîì ñêîððåêòèðîâàííûõ äîç ýôôåêòèâ-
íîñòü ïðåïàðàòîâ ìîæíî ñäåëàòü îäèíàêîâîé; îñòàåòñÿ òîëüêî ïîêà-
çàòåëü áåçîïàñíîñòè. Êàê ïîêàçûâàåò ìåäèöèíñêàÿ ïðàêòèêà, ñ ïðå-
ïàðàòàìè íå áûâàåò òàê, ÷òî îäèí âñåãäà (òî åñòü ó âñåõ áîëüíûõ)
âûçûâàåò íåêîå îïðåäåëåííîå îñëîæíåíèå, à äðóãîé – íèêîãäà.
Ðèñê ïðè ïðèìåíåíèè êàæäîãî ïðåïàðàòà èçìåðÿåòñÿ âåðîÿòíîñ-
òüþ îñëîæíåíèÿ. Ñîãëàñèìñÿ, ÷òî ýòî ïîõîæå íà ñèòóàöèþ ñ ñó-
äåáíûì ïîåäèíêîì ðûöàðåé.

Â ðàìêàõ ôèëîñîôèè íàóêè (ïîçèòèâèñòñêèé ïîäõîä) âåðîÿò-
íîñòü ñîáûòèÿ ñâÿçûâàåòñÿ ñ åãî ÷àñòîòíîé ïîâòîðÿåìîñòüþ â ýêñ-
ïåðèìåíòå. Îäíàêî êîãäà ìû íà÷èíàåì îáúÿñíÿòü, ÷òî íóæíî ïðåä-
ñòàâèòü ñåáå äëèííûé ðÿä ýêñïåðèìåíòîâ, â êàæäîì èç êîòîðûõ
ìîæåò íàñòóïèòü èëè íå íàñòóïèòü ñîîòâåòñòâóþùåå ñîáûòèå, ìû
íåèçáåæíî äîëæíû ñêàçàòü, ÷òî óñëîâèÿ ýêñïåðèìåíòîâ íå ìåíÿ-
þòñÿ. Íî åñëè ìû êîíòðîëèðóåì è ñîõðàíÿåì íåèçìåííûìè âñå óñ-
ëîâèÿ ýêñïåðèìåíòà, òî âñå ýêñïåðèìåíòû äîëæíû êîí÷èòüñÿ îäè-
íàêîâî (òî åñòü ñîáûòèå äîëæíî ëèáî íàñòóïèòü âî âñåõ ýêñïåðè-
ìåíòàõ, ëèáî íå íàñòóïèòü íè â îäíîì èç íèõ). Åñëè æå ìû êîíò-
ðîëèðóåì íå âñå óñëîâèÿ ýêñïåðèìåíòà, òî êàê ìû ìîæåì íàäåÿòü-
ñÿ íà òî, ÷òî îíè îñòàþòñÿ îäèíàêîâûìè?

Â ðàìêàõ æå ðàññìàòðèâàåìîãî òåîëîãè÷åñêîãî ïîäõîäà âåðî-
ÿòíîñòü – ýòî ïîíÿòèå ñàêðàëüíîå. Ëþäÿì ïðèñóùà ñïîñîáíîñòü
íàäåëÿòü ðåàëüíî ñóùåñòâóþùèå ÿâëåíèÿ íåêîé èäåàëüíîé ñóùíî-
ñòüþ, êîòîðóþ ìîæíî íàçâàòü, íàïðèìåð, «äóøîé». Òîãäà åñòåñò-
âåííî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî âåðîÿòíîñòü îñëîæíåíèÿ ïðè ïðèìåíå-
íèè ïðåïàðàòà ÿâëÿåòñÿ «äóøîé» åãî ñïîñîáíîñòè âûçûâàòü ðå-
àëüíûå îñëîæíåíèÿ. Îíà ïðèíàäëåæèò íåêîåìó èäåàëüíîìó ìèðó è
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ñàìà ïî ñåáå íå íàáëþäàåòñÿ (êàê è âñå ñóùíîñòè èäåàëüíîãî
ìèðà). Âìåñòî âåðîÿòíîñòè íàáëþäàåòñÿ ÷àñòîòà íàñòóïëåíèÿ ñîáû-
òèÿ â íåêîòîðîì (æåëàòåëüíî – â áîëüøîì) êîëè÷åñòâå îïûòîâ.
Òàê êàê æå ñðàâíèòü âåðîÿòíîñòè îñëîæíåíèÿ äëÿ äâóõ (èëè íåñ-
êîëüêèõ) ðàçëè÷íûõ ïðåïàðàòîâ? Íóæíî ñîçäàòü äâå (èëè, ñîîò-
âåòñòâåííî, íåñêîëüêî) äîñòàòî÷íî áîëüøèõ ãðóïï ïàöèåíòîâ è íà
êàæäîé ãðóïïå èñïûòûâàòü îäèí èç ïðåïàðàòîâ. Ïðè ýòîì ãðóïïû
äîëæíû áûòü â êàêîì-òî ñìûñëå îäèíàêîâûìè: íåëüçÿ îäèí ïðåïà-
ðàò èñïûòûâàòü íà ãðóïïå áîëåå òÿæåëûõ áîëüíûõ, à äðóãîé – íà
ãðóïïå áîëåå ëåãêèõ. Äëÿ ñîçäàíèÿ òàêèõ ãðóïï óïîòðåáëÿåòñÿ âà-
ðèàíò «ñóäà Áîæüåãî», êîòîðûé íàçûâàåòñÿ äâîéíûì ñëåïûì ðàí-
äîìèçèðîâàííûì ìåòîäîì («äîêàçàòåëüíàÿ» ìåäèöèíà ïðèåìëåò
òîëüêî ýòîò ìåòîä). Â ñëó÷àå äâóõ ïðåïàðàòîâ (â ÷àñòíîñòè, ñðàâ-
íåíèÿ èññëåäóåìîãî ïðåïàðàòà ñ ïëàöåáî) ìåòîä ñîñòîèò â òîì, ÷òî
âñå èñïûòóåìûå ñëó÷àéíûì îáðàçîì äåëÿòñÿ íà äâå ãðóïïû («ðàí-
äîìèçàöèÿ»). Îäíà ãðóïïà ïîëó÷àåò îäèí ïðåïàðàò, äðóãàÿ – äðó-
ãîé, íî «äâîéíîé ñëåïîé» ìåòîä òðåáóåò, ÷òîáû äî îêîí÷àíèÿ ýêñïå-
ðèìåíòà íè ïàöèåíòû, íè ëå÷àùèå èõ âðà÷è íå çíàëè, êàêîé èìåííî
ïðåïàðàò ïîëó÷àåò êàæäûé áîëüíîé. Ýòî äîëæíî ñíÿòü ñóáúåêòèâ-
íóþ îöåíêó ïðåïàðàòà ñî ñòîðîíû âðà÷à è, âîçìîæíî, ïàöèåíòà.

Ïîñëå îêîí÷àíèÿ ýêñïåðèìåíòà ñòàíîâÿòñÿ èçâåñòíûìè ÷àñòîòû
ñîáûòèé, ñêàæåì, ÷àñòîòû îñëîæíåíèé â êàæäîé ãðóïïå. Íà îñíî-
âàíèè ýòèõ ðåàëüíûõ ÷àñòîò è ïðåäñòîèò ñäåëàòü âûâîä î âåðîÿò-
íîñòÿõ, òî åñòü î ñàêðàëüíûõ ñâîéñòâàõ ðåàëüíûõ îáúåêòîâ. Òàêè-
ìè âûâîäàìè çàíèìàåòñÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ ñòàòèñòèêà, âñåãäà îñíî-
âàííàÿ íà äîïîëíèòåëüíûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ îá èñõîäíûõ ñâîéñò-
âàõ òàêèõ îáúåêòîâ. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè áû â êàæäîé èç äâóõ
ãðóïï áûë âñåãî îäèí èñïûòóåìûé, òî íè÷åãî íå íàäî áûëî áû
ïðåäïîëàãàòü î âåðîÿòíîñòÿõ íàñòóïëåíèÿ îñëîæíåíèÿ. Íî, ñ äðó-
ãîé ñòîðîíû, ïîíÿòíî, ÷òî ïðè òàêîì îáúåìå ýêñïåðèìåíòàëüíîãî
ìàòåðèàëà (âñåãî äâîå èñïûòóåìûõ) íèêàêèõ çàñëóæèâàþùèõ âíè-
ìàíèÿ âûâîäîâ ïîëó÷èòü íåëüçÿ. Åñëè æå èñïûòóåìûõ â êàæäîé
ãðóïïå ìíîãî, òî íàäî ÷òî-òî ïðåäïîëîæèòü î òîì, êàê êîìáèíèðó-
þòñÿ ðåçóëüòàòû äëÿ ðàçíûõ èñïûòóåìûõ. Ïðàêòè÷åñêè åäèíñòâåí-
íûì âàðèàíòîì ÿâëÿåòñÿ ïðåäïîëîæåíèå î òîì, ÷òî äëÿ âñåõ èñïû-
òóåìûõ êàæäîé ãðóïïû âåðîÿòíîñòü îñëîæíåíèÿ îäíà è òà æå, à
ðåçóëüòàòû äëÿ ðàçëè÷íûõ èñïûòóåìûõ ïîëó÷àþòñÿ íåçàâèñèìî.

Ýòî ïðåäïîëîæåíèå âñåãäà è äåëàåòñÿ ïî óìîë÷àíèþ. Çàìåòèì,
÷òî èñõîäíûå ïðåäïîëîæåíèÿ íè â êàêîé íàóêå íåïîñðåäñòâåííîé
ïðîâåðêè íå äîïóñêàþò: ìîãóò ïðîâåðÿòüñÿ ëèøü êàêèå-òî âûâîäû
èç íèõ.

Íàïðèìåð, ïóñòü ïîñëå îêîí÷àíèÿ ýêñïåðèìåíòà îêàçàëîñü, ÷òî
÷àñòîòà îñëîæíåíèÿ â ïåðâîé ãðóïïå h1 îêàçàëàñü áîëüøå, ÷åì âî
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âòîðîé ãðóïïå h2. Ìîæíî ëè ñäåëàòü âûâîä, ÷òî è äëÿ èäåàëüíûõ
ñóùíîñòåé – âåðîÿòíîñòåé p1 è p2 – òîæå âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøå-
íèå p p1 2> , à ãëàâíîå – íàñêîëüêî íàäåæåí áóäåò òàêîé âûâîä?
Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ñòàòèñòèêà â êàêîì-òî ñìûñëå îòâå÷àåò íà ýòîò
âîïðîñ: ýòî òàê íàçûâàåìàÿ «çàäà÷à î ïðîâåðêå ãèïîòåçû p p1 2= »,
íî îöåíêó íàäåæíîñòè îòâåòà ïðîèçâîäèò íå ïðèìåíèòåëüíî ê äàí-
íûì ðåàëüíî ïðîèçâåäåííîãî åäèíñòâåííîãî ýêñïåðèìåíòà (ïî ñðàâ-
íåíèþ ÷àñòîò îñëîæíåíèé â äâóõ ãðóïïàõ), à â òåðìèíàõ ìíîæåñò-
âà (àíñàìáëÿ) òàêèõ ýêñïåðèìåíòîâ, èìåþùèõ òå æå ñòàòèñòè÷åñ-
êèå ñâîéñòâà, ÷òî è ïðîâåäåííûé åäèíñòâåííûé ýêñïåðèìåíò. Ïðè-
ìûñëèâàíèå ê åäèíñòâåííîìó ïðîâåäåííîìó ýêñïåðèìåíòó ñàêðàëüíî-
ãî àíñàìáëÿ ïîõîæèõ ýêñïåðèìåíòîâ ñîâåðøåííî íåèçáåæíî: èíà÷å
íåëüçÿ îáúÿñíèòü îñíîâíûå ïîíÿòèÿ ìàòåìàòè÷åñêîé ñòàòèñòèêè.

Íå ïðàâäà ëè, ýòè ïðîöåäóðû íàïîìèíàþò ïðîöåäóðû ïòèöåãà-
äàíèÿ â Äðåâíåì Ðèìå? Ñàêðàëüíûå ïðåäñòàâëåíèÿ î ïòèöåãàäàíèè
â Äðåâíåì Ðèìå è ñîâðåìåííûå ñàêðàëüíûå ïðåäñòàâëåíèÿ î âåðî-
ÿòíîñòÿõ è äîâåðèòåëüíûõ èíòåðâàëàõ òðåáóþò â êàæäîì ñëó÷àå
ñâîèõ ñïåöèàëèñòîâ. «Ïåðâîðîäíûé ãðåõ» – îãðàíè÷åííîñòü ÷åëî-
âå÷åñêèõ ñïîñîáíîñòåé – íå ïîçâîëèò íè âðà÷ó òîëêîì ðàçîáðàòüñÿ
â ìàòåìàòè÷åñêîé ñòàòèñòèêå, íè ìàòåìàòèêó ââåñòè êàòåòåð â ñåðä-
öå áîëüíîãî. Íåëüçÿ âëàäåòü âñåìè ìåòîäàìè ñðàçó.

Íî ñàìîå èíòåðåñíîå (êàê áóäåò ïîêàçàíî íèæå) çàêëþ÷àåòñÿ â
òîì, ÷òî âñÿ ýòà äâîéíàÿ ñëåïàÿ ðàíäîìèçàöèÿ âìåñòå ñ ìàòåìàòè÷åñ-
êîé ñòàòèñòèêîé âñå æå íå ïîçâîëÿåò â ðÿäå âàæíûõ ñëó÷àåâ ïîëó-
÷èòü äîñòàòî÷íî íàäåæíûé îòâåò íà íåêîòîðûå ñóùåñòâåííûå âîïðî-
ñû. Ïîïðîñòó ãîâîðÿ, â îäíèõ èññëåäîâàíèÿõ ïîëîæèòåëüíîå âëèÿ-
íèå îïðåäåëåííîãî ïðåïàðàòà îêàçûâàåòñÿ ñòàòèñòè÷åñêè çíà÷èìûì,
à â äðóãèõ íå òîëüêî íå çíà÷èìî, íî è îòñóòñòâóåò ñîâåðøåííî.

Ïîíÿòèå êîíòðàñòèíäóöèðîâàííîé íåôðîïàòèè (ÊÈÍ). Ïîñ-
êîëüêó ñðàâíåíèå ðèñêîâ ïðèìåíåíèÿ ðàçëè÷íûõ êîíòðàñòíûõ âå-
ùåñòâ ìîæåò ïðîèñõîäèòü òîëüêî â âåðîÿòíîñòíîì êîíòåêñòå, íåîá-
õîäèì ôîðìàëüíûé êðèòåðèé, ïî êîòîðîìó ìîæíî áûëî áû ñóäèòü,
èìåëî ìåñòî èëè íåò òîêñè÷åñêîå âîçäåéñòâèå êîíòðàñòà íà ïî÷êè
äàííîãî áîëüíîãî. Îòíîñèòåëüíî äîñòóïíîé ÿâëÿåòñÿ îöåíêà ôèëü-
òðóþùåé ñïîñîáíîñòè ïî÷å÷íûõ êàíàëüöåâ. Â ïðîöåññå ìåòàáîëèç-
ìà áåëêîâ â îðãàíèçìå îáðàçóåòñÿ âåùåñòâî, íàçûâàåìîå êðåàòèíè-
íîì, êîòîðîå ôèëüòðóåòñÿ â ïî÷å÷íûõ êàíàëüöàõ áåç åãî ïîñëåäóþ-
ùåé ðåàáñîðáöèè. Íå ïðåäñòàâëÿåò ñëîæíîñòè ëàáîðàòîðíîå îïðå-
äåëåíèå êîíöåíòðàöèè êðåàòèíèíà â ïëàçìå êðîâè (îáîçíà÷àåòñÿ
SCr). Ñêîðîñòü ôèëüòðàöèè êðåàòèíèíà ïðè íåèçìåííûõ êàíàëü-
öàõ ïðîïîðöèîíàëüíà SCr. Åñëè äîïóñòèòü, ÷òî åãî ïðîäóêöèÿ â
îðãàíèçìå îñòàåòñÿ ïîñòîÿííîé äî è ïîñëå ïðèìåíåíèÿ ÐÊÂ, òî ïî-
âûøåíèå êîíöåíòðàöèè êðåàòèíèíà â ñûâîðîòêå êðîâè (îáîçíà÷àåò-
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ñÿ ΔSCr) ýêâèâàëåíòíî ñîîòâåòñòâóþùåìó ñîêðàùåíèþ ïëîùàäè
ìåìáðàí ïî÷å÷íûõ êàíàëüöåâ. Âîïðîñ î òîì, ïîñòðàäàëè èëè íåò
ïî÷êè áîëüíîãî â ðåçóëüòàòå ïðèìåíåíèÿ ÐÊÂ ñâîäÿò ê ïîâûøå-
íèþ SCr ÷åðåç äâîå–òðîå ñóòîê ïîñëå âìåøàòåëüñòâà ïî îòíîøåíèþ
ê òîìó çíà÷åíèþ, êîòîðîå áûëî äî âìåøàòåëüñòâà. Íà ïðàêòèêå
âûðàáîòàëèñü îáùåïðèíÿòûå ÷èñëîâûå ãðàíèöû. À èìåííî, ïðè
ôîðìàëèçàöèè ïîíÿòèÿ êîíòðàñòèíäóöèðîâàííîé íåôðîïàòèè
(ÊÈÍ) ñ÷èòàþò, ÷òî ýòî îñëîæíåíèå íàñòóïèëî, åñëè ΔSCr îêàçà-
ëîñü áîëåå 25% îò áàçîâîãî çíà÷åíèÿ (äî âìåøàòåëüñòâà) è/èëè
ñàìà âåëè÷èíà ΔSCr îêàçàëàñü áîëüøå, ÷åì 44,2 ìêÌîëü/ë. Âîç-
íèêàåò ïðîòèâîðå÷èå ìåæäó ñàêðàëüíûì è ôîðìàëüíûì ïîíèìàíè-
åì ÊÈÍ. Âðà÷ îáû÷íî èìååò â âèäó ñàêðàëüíûé ñìûñë: íåôðîïà-
òèÿ – ýòî ñåðüåçíîå îñëîæíåíèå, óãðîæàþùåå æèçíè áîëüíîãî. À
ôîðìàëüíîå ïîâûøåíèå êîíöåíòðàöèè êðåàòèíèíà âûøå óêàçàííûõ
ïðåäåëîâ â áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ ÿâëÿåòñÿ ïðåõîäÿùèì è íå ïðåäñ-
òàâëÿåò ñåðüåçíîé îïàñíîñòè. Äåëî â òîì, ÷òî ñåðüåçíûå ñëó÷àè
êîíòðàñòèíäóöèðîâàííîé íåôðîïàòèè âñòðå÷àþòñÿ ñ ìàëîé âåðîÿò-
íîñòüþ, êîòîðóþ î÷åíü òðóäíî îöåíèâàòü êîëè÷åñòâåííî (òðåáóåòñÿ
áîëüøîé îáúåì âûáîðêè). Ïîýòîìó äëÿ âîçìîæíîñòè ñòàòèñòè÷åñêèõ
èññëåäîâàíèé ïîëüçóþòñÿ ôàêòè÷åñêè ñóððîãàòîì ñåðüåçíîãî îñëîæ-
íåíèÿ, êîòîðûé âñòðå÷àåòñÿ çíà÷èòåëüíî ÷àùå. Íàïðèìåð, âûáîð
ÐÊÂ èç èìåþùåãîñÿ àññîðòèìåíòà ïðîèçâîäèòñÿ ñ ó÷åòîì òîãî, êà-
êèå âåùåñòâà ðåæå âûçûâàþò ÊÈÍ â ôîðìàëüíîì ïîíèìàíèè.

Íîâåéøèé Îðãàíîí. Â XVII â., íà çàðå ðàçâèòèÿ íàóêè Íîâî-
ãî âðåìåíè, áûëè íàïèñàíû «Íîâûé Îðãàíîí» Ô.Áýêîíà è «Ðàñ-
ñóæäåíèå î ìåòîäå» Ð.Äåêàðòà. Àâòîðû ýòèõ òðóäîâ ñòðåìèëèñü
äàòü ñâîä ïðàâèë, ïðèäåðæèâàÿñü êîòîðûõ èññëåäîâàòåëü ìîã áû
ãàðàíòèðîâàòü âåðíîñòü ñâîèõ íàó÷íûõ âûâîäîâ. Ñîâðåìåííîå îá-
ðàçîâàíèå ñòàâèò ïðèìåðíî òàêóþ æå çàäà÷ó.

Êàê ðèìñêèõ ïàòðèöèåâ ïîëàãàëîñü ñ äåòñòâà îáó÷àòü èñêóññò-
âó ïòèöåãàäàíèÿ, òàê è áóäóùèõ íàó÷íûõ ðàáîòíèêîâ ïîëàãàåòñÿ
îáó÷àòü ïîíÿòèÿì âåðîÿòíîñòè, óðîâíåé çíà÷èìîñòè, p-çíà÷åíèé è
äîâåðèòåëüíûõ èíòåðâàëîâ åñëè íå ñ äåòñêèõ, òî, âî âñÿêîì ñëó-
÷àå, ñî ñòóäåí÷åñêèõ ëåò. Â îáðàçîâàíèå, òàêèì îáðàçîì, âõîäèò
ìàòåìàòèêà ñ åå ñàêðàëüíûì ñîäåðæàíèåì. Íàäî ñêàçàòü, ÷òî ìàòå-
ìàòèêà ñàêðàëüíà â öåëîì: â íåé íåò íèêàêèõ ðåàëüíûõ ÿâëåíèé;
ðåàëüíîñòü áûâàåò òîëüêî â ïðèëîæåíèÿõ ìàòåìàòèêè. Ýòî íåñåò ñ
ñîáîé áîëüøóþ îïàñíîñòü äëÿ íàóêè ïåðåéòè íà ÷èñòî ñõîëàñòè÷åñ-
êèé ïóòü ðàçâèòèÿ. ×òî èìååòñÿ â âèäó?

Â ñðåäíèå âåêà â ìîíàñòûðñêèõ ñêðèïòîðèÿõ ìîíàõè ïåðåïè-
ñûâàëè êíèãè, â òîì ÷èñëå, áåñòèàðèè, òî åñòü ýíöèêëîïåäèè æè-
âîòíîãî ìèðà. Â ýòèõ áåñòèàðèÿõ áûëè îïèñàíû, â ÷àñòíîñòè,
ñòðàøíûå çâåðè åäèíîðîãè è âàñèëèñêè è óêàçàíû ýôôåêòèâíûå
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ñïîñîáû áîðüáû ñ íèìè. Åäèíñòâåííûé íåäîñòàòîê çàêëþ÷àëñÿ â
òîì, ÷òî óêàçàííûõ çâåðåé, êàê ìû çíàåì, íå ñóùåñòâóåò.

Ìíîãèå íàóêè, èñïîëüçóþùèå ìàòåìàòèêó, êàê íàïðèìåð, ìà-
òåìàòè÷åñêàÿ ýêîíîìèêà èëè ìàòåìàòè÷åñêàÿ ýêîëîãèÿ, â íàñòîÿùåå
âðåìÿ ïî÷òè ïîëíîñòüþ ïåðåøëè íà ñõîëàñòè÷åñêèé ïóòü ðàçâèòèÿ,
çà÷àñòóþ íèêàê íå ñîïîñòàâëÿÿ ñâîè ìåòîäû, ìîäåëè è òåîðåìû ñ
êàêîé-ëèáî ðåàëüíîñòüþ. È ýòè ìåòîäû, ìîäåëè è òåîðåìû áëóæäà-
þò ïî íàó÷íûì æóðíàëàì òàê æå, êàê âàñèëèñêè è åäèíîðîãè
áëóæäàëè ïî ìîíàñòûðñêèì áèáëèîòåêàì.

Ê ìåäèöèíå ýòî íå äîëæíî îòíîñèòüñÿ. Ïîñòóïàòü, êàê îòåö
Ôàóñòà (àëõèìèê): «ëþäåé ëå÷èëè ýòîé àìàëüãàìîé, íå ïðîâåðÿÿ,
âûëå÷èëñÿ ëü òîò, êòî îáðàùàëñÿ ê íàøåìó áàëüçàìó» – íåëüçÿ.
Èñõîäÿ èç êëÿòâû Ãèïïîêðàòà, âðà÷ îáÿçóåòñÿ ïðåäîñòàâèòü áîëü-
íîìó íàèëó÷øèé âîçìîæíûé ñïîñîá ëå÷åíèÿ. Ôîðìàëüíî êëÿòâà
êàñàåòñÿ òîëüêî âðà÷åé, íî â íàñòîÿùåå âðåìÿ ìåäèöèíà ÿâëÿåòñÿ
îáëàñòüþ çíàíèÿ, âîçìîæíî, íàèáîëåå íàñûùåííîé ðàçëè÷íûìè
äîñòèæåíèÿìè âûñîêèõ òåõíîëîãèé – â òîì ÷èñëå, íàèáîëåå ïðîä-
âèíóòûìè ìåòîäàìè ìàòåìàòè÷åñêîé ñòàòèñòèêè. Â íåé, êðîìå âðà-
÷åé, íåïîñðåäñòâåííî èìåþùèõ äåëî ñ áîëüíûìè, ðàáîòàþò ìàòåìà-
òèêè, ôèçèêè, õèìèêè è ò.ä. È êàæäûé, êòî ïðÿìî èëè êîñâåííî
ïðè÷àñòåí ìåäèöèíå, äîëæåí ÷óâñòâîâàòü ñåáÿ â êàêîé-òî ìåðå ñâÿ-
çàííûì êëÿòâîé Ãèïïîêðàòà.

Ïîñòóïêè ëþäåé çàâèñÿò îò ïðèíÿòûõ â ñîîòâåòñòâóþùóþ ýïî-
õó ïðåäñòàâëåíèé î ñàêðàëüíîì ìèðå. Â íàøå âðåìÿ âñåíåïðåìåííî
â ýòè ïðåäñòàâëåíèÿ âõîäèò è ìàòåìàòè÷åñêàÿ ñòàòèñòèêà, êîòîðîé,
â ÷àñòíîñòè, îáó÷àþò áóäóùèõ íàó÷íûõ ñîòðóäíèêîâ. Îíè óñâàèâà-
þò, ÷òî äâîéíîé ñëåïîé ðàíäîìèçèðîâàííûé ïëàí ýêñïåðèìåíòà
åñòü ñïàñåíèå îò âîçìîæíûõ íàó÷íûõ îøèáîê.

À ÷òî ïîëó÷àåòñÿ íà ïðàêòèêå? Èç ìíîãèõ ïðèìåðîâ èñïîëüçî-
âàíèÿ ýòîãî ìåòîäà â íàó÷íûõ èññëåäîâàíèÿõ îñòàíîâèìñÿ íà ñëå-
äóþùèõ.

Ñóùåñòâóåò ãèïîòåçà, ÷òî òîêñè÷åñêîå âëèÿíèå êîíòðàñòà íà
ïî÷êè â êàêîé-òî ìåðå îáóñëîâëèâàåòñÿ êèñëîðîäñîäåðæàùèìè ñâî-
áîäíûìè ðàäèêàëàìè. Ñîâðåìåííàÿ ôàðìàêîëîãèÿ îáëàäàåò ìíîãè-
ìè àíòèîêñèäàíòàìè, ñðåäè êîòîðûõ èìååòñÿ òàêîé äåøåâûé, áåçâ-
ðåäíûé è óäîáíûé, êàê àöåòèëöèñòåèí (ÀÖÖ). Â ðàáîòå [6] ïðèâî-
äÿòñÿ ðåçóëüòàòû êëèíè÷åñêèõ èñïûòàíèé ýòîãî ñðåäñòâà. Âûäâè-
íóòàÿ ãèïîòåçà ïîäòâåðæäàåòñÿ.

Àíàëîãè÷íûå êëèíè÷åñêèå èñïûòàíèÿ îïèñàíû â ðàáîòå [7].
Âîò íåçàäà÷à: â ýòîì èññëåäîâàíèè ïðîâåðÿòü çíà÷èìîñòü ýôôåêòà
àöåòèëöèñòåèíà âîîáùå íå íóæíî, ïîòîìó ÷òî ÷àñòîòà ÊÈÍ (â åå
ôîðìàëüíîì ïîíèìàíèè) â ãðóïïå áîëüíûõ, ïîëó÷àâøèõ ýòîò ïðå-
ïàðàò, äàæå íåñêîëüêî âûøå, ÷åì â ãðóïïå ïëàöåáî. (Íåñêîëüêî
íåëîâêî ýòî îáñòîÿòåëüñòâî îòîáðàæàåòñÿ òàêèì ñòðàííûì óòâåðæ-
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äåíèåì: ñîîòâåòñòâóþùåå p-çíà÷åíèå â òî÷íîñòè ðàâíî åäèíèöå, òî
åñòü íàñòîëüêî áîëüøîå, íàñêîëüêî ýòî âîîáùå âîçìîæíî. Íàïîì-
íèì, ÷òî áîëüøîå p-çíà÷åíèå ãîâîðèò î òîì, ÷òî èñêîìûé ýôôåêò
íå ïîäòâåðæäåí.)

Ïîíÿòíî, ÷òî ïðè òàêîé ïðîòèâîðå÷èâîñòè âûâîäîâ èññëåäîâà-
íèÿ ýôôåêòèâíîñòè ÀÖÖ ïðîäîëæàþòñÿ. Â ðàáîòå [8] ïðèâîäèòñÿ
ñâîäêà ðåçóëüòàòîâ 25 ïðîñïåêòèâíûõ ðàíäîìèçèðîâàííûõ èññëå-
äîâàíèé ýôôåêòèâíîñòè ÀÖÖ. Ìû âçÿëè èç òàáëèöû ðåçóëüòàòîâ
ëèøü p-çíà÷åíèÿ, ïîëó÷åííûå â ðàçíûõ èññëåäîâàíèÿõ. (Íóëåâàÿ
ãèïîòåçà: îäèíàêîâàÿ âåðîÿòíîñòü ÊÈÍ â ñëó÷àå ïðèìåíåíèÿ ÀÖÖ
è â ñëó÷àå ïëàöåáî.)

Äëÿ íàãëÿäíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ýòèõ ÷èñåë ìû ïðèìåíèì õîðî-
øî èçâåñòíûé â ìàòåìàòè÷åñêîé ñòàòèñòèêå ïðèåì, íå èñïîëüçóå-
ìûé îäíàêî â ìåäèöèíñêèõ èññëåäîâàíèÿõ. (Ýòî íåâíèìàíèå ê ïî-
ëåçíîìó ïðèåìó, êîíå÷íî, î÷åðåäíîå ïðîÿâëåíèå ïåðâîðîäíîãî ãðå-
õà ãëóïîñòè2). À èìåííî, èçîáðàçèì ýìïèðè÷åñêóþ ôóíêöèþ ðàñï-
ðåäåëåíèÿ (ñì.: ðèñ.1).

Òåîðåòè÷åñêè èçâåñòíî, ÷òî åñëè â ðÿäå íåçàâèñèìûõ ýêñïåðè-
ìåíòîâ ïðîâåðÿåòñÿ îäíà è òà æå ãèïîòåçà, êîòîðàÿ íà ñàìîì äåëå
âåðíà, òî ïîëó÷àåìûå p-çíà÷åíèÿ îáÿçàíû îáðàçîâûâàòü âûáîðêó èç
ðàâíîìåðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ íà îòðåçêå [0;1]. Â äàííîì ñëó÷àå ïðî-
âåðÿåìàÿ ãèïîòåçà ñîñòîèò â òîì, ÷òî ïðèìåíåíèå ÀÖÖ íå èçìåíÿåò
âåðîÿòíîñòè ÊÈÍ: èññëåäîâàòåëè õîòÿò òàêóþ ãèïîòåçó îòâåðãíóòü
(â ïîëüçó ãèïîòåçû î òîì, ÷òî ÀÖÖ ñíèæàåò âåðîÿòíîñòü ÊÈÍ), íî
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èùóò ïîäòâåðæäåíèÿ ïðàâà íà ýòî â ñàêðàëüíûõ ïðèåìàõ ìàòåìàòè-
÷åñêîé ñòàòèñòèêè. Íà ðèñ.1 âìåñòå ñ ýìïèðè÷åñêîé ôóíêöèåé ïî-
êàçàíà òåîðåòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ðàâíîìåðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ – ýòî
îòðåçîê ïðÿìîé. Âèäíî, ÷òî ýìïèðè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ çíà÷èòåëüíî
îòëè÷àåòñÿ îò òåîðåòè÷åñêîé: ÷òî ïîäòâåðæäàåòñÿ è êðèòåðèåì
Êîëìîãîðîâà (ïîñ÷èòàííîå íàìè çíà÷åíèå ñòàòèñòèêè Êîëìîãîðîâà
ðàâíî 2,0, ÷òî âûñîêî çíà÷èìî). Íó ÷òî òóò ñêàçàòü? Â ñîâðåìåí-
íîé íàóêå ãàäàíèå ïî ïîëåòó ïòèö, ëèáî ïî âíóòðåííîñòÿì æåðò-
âåííûõ æèâîòíûõ çàìåíÿåòñÿ íà ñðàâíåíèå ñ ýêñïåðèìåíòîì. Íî
ðåçóëüòàò ãàäàíèÿ, êàê ïðåæäå, òàê è òåïåðü, íóæíî åùå óìåòü
ïðàâèëüíî èñòîëêîâàòü. Ôîðìàëüíî ðàâíîìåðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ
äëÿ p-çíà÷åíèé íåò: ãèïîòåçà îá îòñóòñòâèè âëèÿíèÿ ÀÖÖ ìîæåò
áûòü îòâåðãíóòà. Îäíàêî íà ðèñ.1 ÿâíî çàìåòíî, ÷òî âñå 25 íàáëþ-
äåíèé ðàñïàäàþòñÿ íà äâå ãðóïïû: «ëåâóþ» (ïðèìåðíî 11 íàáëþ-
äåíèé), îòâå÷àþùóþ òåì èññëåäîâàíèÿì, êîãäà ïîëîæèòåëüíûé ýô-
ôåêò ÀÖÖ íàáëþäàëñÿ (p-çíà÷åíèÿ < 01, ), è «ïðàâóþ» (òîæå ïðèìåð-
íî 11 íàáëþäåíèé), êîãäà íèêàêîãî ýôôåêòà íå íàáëþäàëîñü (p-çíà-
÷åíèÿ > 05, ). Òî åñòü ôàêòè÷åñêèé ìàòåðèàë, ê êîòîðîìó ïðèìåíÿåòñÿ
ìàòåìàòè÷åñêàÿ ñòàòèñòèêà, ñòàòèñòè÷åñêè íåîäíîðîäåí.

Ñëåäóåò ñêàçàòü, ÷òî àâòîðû ðàáîòû [8] íà îñíîâàíèè ïîëíîãî
àíàëèçà ðåçóëüòàòîâ èññëåäîâàíèé ýôôåêòà ÀÖÖ ïðèøëè ê òàêîìó
æå âûâîäó î íåîäíîðîäíîñòè ôàêòè÷åñêîãî ìàòåðèàëà. Ê ýòîìó îíè
äîáàâèëè ñëåäóþùåå ñîîáðàæåíèå. Èñïûòàíèÿ ÀÖÖ íà çäîðîâûõ
äîáðîâîëüöàõ (áåç ââåäåíèÿ ÐÊÂ) ïîêàçàëè, ÷òî ââåäåíèå ÀÖÖ
ñíèæàåò óðîâåíü êðåàòèíèíà (è äðóãèõ ìàðêåðîâ ôèëüòðàöèîííîé
ñïîñîáíîñòè ïî÷åê). Ýòî ìîæåò îçíà÷àòü, ÷òî ÀÖÖ âëèÿåò íà ìåòà-
áîëè÷åñêèå ïðîöåññû, â ðåçóëüòàòå êîòîðûõ â êðîâè îêàçûâàåòñÿ
òà èëè èíàÿ êîíöåíòðàöèÿ êðåàòèíèíà (â òî âðåìÿ êàê ïðè ôîð-
ìàëüíîé òðàêòîâêå ïîíÿòèÿ ÊÈÍ ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ïðîäóêöèÿ
êðåàòèíèíà â îðãàíèçìå íå ìåíÿåòñÿ).

Ïîäîáíàÿ ñèòóàöèÿ ïîâòîðÿåòñÿ è ñ äðóãèìè ïðîñïåêòèâíûìè
ðàíäîìèçèðîâàííûìè èññëåäîâàíèÿìè. Èçâåñòíî, íàïðèìåð, ÷òî
ïîëåçíûì ìåòîäîì äëÿ ïðåäóïðåæäåíèÿ ÊÈÍ ÿâëÿåòñÿ ãèäðàòàöèÿ
ïàöèåíòà (ïåðåëèâàíèå åìó ðàñòâîðîâ õëîðèäà íàòðèÿ – ïîâàðåí-
íîé ñîëè èëè áèêàðáîíàòà íàòðèÿ – ïèòüåâîé ñîäû) çà íåñêîëüêî
÷àñîâ äî è â òå÷åíèå íåñêîëüêèõ ÷àñîâ ïîñëå ââåäåíèÿ ÐÊÂ. Ñïðà-
øèâàåòñÿ, êàêîé ðàñòâîð ëó÷øå ïåðåëèâàòü? Â ðàáîòå [10] ïðîèç-
âîäèòñÿ ìåòà-àíàëèç, òî åñòü ñðàâíèâàþòñÿ ðåçóëüòàòû ïðîñïåê-
òèâíûõ ðàíäîìèçèðîâàííûõ èññëåäîâàíèé, ïðèâåäåííûõ â ðàçëè÷-
íûõ ïóáëèêàöèÿõ. Êàê è â ñëó÷àå èññëåäîâàíèé âëèÿíèÿ ÀÖÖ ðå-
çóëüòàòû ïðîòèâîðå÷èâû, è îïðåäåëåííîãî âûâîäà ñäåëàòü íåëüçÿ.

×òî æå ïîëó÷àåòñÿ? Ìû âåðóåì (è ó÷èì ñòóäåíòîâ), ÷òî ðàí-
äîìèçàöèÿ ÿâëÿåòñÿ ýôôåêòèâíûì ñðåäñòâîì äëÿ òîãî, ÷òîáû ñäå-
ëàòü ìåäèöèíó äîêàçàòåëüíîé. Ïîêà ðàíäîìèçèðîâàííîå èññëåäîâà-
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íèå (íàïðèìåð, ñðàâíåíèå äâóõ ïðåïàðàòîâ) ðîâíî îäíî, ìû çíàåì,
÷òî ëèáî ÷òî-òî äîêàçàëè (åñëè p-çíà÷åíèå ìàëåíüêîå), ëèáî ÷òî-òî
îïðîâåðãëè (åñëè p-çíà÷åíèå áîëüøîå). Êîãäà òàêèõ èññëåäîâàíèé
íåñêîëüêî, ìîæåò âîçíèêíóòü ïðîáëåìà ïðîòèâîðå÷èâîñòè ïîëó÷åí-
íûõ ðåçóëüòàòîâ.

Ïðîñïåêòèâíûå èññëåäîâàíèÿ è ðåàëüíûå (ðåòðîñïåêòèâ-
íûå) êëèíè÷åñêèå äàííûå. Ðàññìîòðèì åùå îäèí ïðèìåð ïðîòèâî-
ðå÷èâûõ âûâîäîâ, ïîëó÷åííûõ ïðè íåäîñòàòêå ìàòåðèàëà äëÿ èñ-
ñëåäîâàíèÿ.

Â ñâÿçè ñ âûáîðîì íàèáîëåå áåçîïàñíûõ ÐÊÂ â ñòàòüå [8] ðàñ-
ñìàòðèâàåòñÿ âîïðîñ î ñâÿçè èõ íåôðîòîêñè÷íîñòè ñ îñìîëÿðíîñ-
òüþ è âÿçêîñòüþ. Êîíòðàñòíûå âåùåñòâà äåëÿòñÿ íà âûñîêîîñìî-
ëÿðíûå (1 000–2 000 ìÎñì/êã), íèçêîîñìîëÿðíûå (500–1 000
ìÎñì/êã) è èçîîñìîëÿðíûå (290–300 ìÎñì/êã, ÷òî ïðèìåðíî
ñîâïàäàåò ñ îñìîëÿðíîñòüþ ïëàçìû êðîâè, îòñþäà ïðèñòàâêà
«èçî»). Íàïîìíèì, ÷òî â ýòîé ðàáîòå ðàññìàòðèâàþòñÿ ïðîñïåêòèâ-
íûå èññëåäîâàíèÿ, ÷èñëî áîëüíûõ â êîòîðûõ íå ïðåâûøàåò íåñ-
êîëüêèõ ñîòåí, è ïîòîìó òîêñè÷íîñòü òåõ èëè èíûõ ÐÊÂ îöåíèâà-
ëàñü ïî ÷àñòîòå ÊÈÍ, à íå ïî ÷àñòîòå ñåðüåçíûõ îñëîæíåíèé. Áûë
ñäåëàí âûâîä, ÷òî äëÿ áîëüíûõ âûñîêîãî ðèñêà ÊÈÍ (ýòî, â ÷àñò-
íîñòè, áîëüíûå ñ ïðåäøåñòâóþùåé ïî÷å÷íîé ïàòîëîãèåé è/èëè äè-
àáåòîì) ïðåäïî÷òèòåëüíûìè ÿâëÿþòñÿ íèçêî- èëè èçîîñìîëÿðíûå
âåùåñòâà. À â ðàáîòå [11] (íà äàííûõ äðóãèõ ïðîñïåêòèâíûõ èññ-
ëåäîâàíèé) óñòàíîâëåíî, ÷òî çàìåòíîé ðàçíèöû ìåæäó íåôðîòîê-
ñè÷íîñòüþ íèçêî- è èçîîñìîëÿðíûõ ÐÊÂ íå íàáëþäàåòñÿ.

Îäíàêî âûâîäû, ïîëó÷åííûå íà íåñêîëüêèõ ñîòíÿõ áîëüíûõ,
âñåãäà æåëàòåëüíî ñîïîñòàâèòü ñ áîëåå îáøèðíûìè äàííûìè, êîòî-
ðûå ìîæíî áûëî áû ñîáðàòü â ðåòðîñïåêòèâå íà îñíîâå ðåàëüíîãî
êëèíè÷åñêîãî îïûòà. (Íàïîìíèì: â îäíîì 2000 ã. ñäåëàíî ïî÷òè
äâà ìèëëèîíà êàòåòåðèçàöèé ñåðäöà òîëüêî â ÑØÀ). Ïî äâóì ìèë-
ëèîíàì ñëó÷àåâ äîñòóïíûõ äàííûõ íåò, íî â 2006 ã. áûëà îïóáëè-
êîâàíà ðàáîòà øâåäñêèõ èññëåäîâàòåëåé [12], òàêæå ïîñâÿùåííàÿ
èçó÷åíèþ íåôðîòîêñè÷íîñòè âåùåñòâ â ñâÿçè ñ èõ ðàçëè÷íîé îñìî-
ëÿðíîñòüþ, ãäå ðàññìàòðèâàëñÿ îïûò äåñÿòêîâ òûñÿ÷ ñëó÷àåâ ïðè-
ìåíåíèÿ ÐÊÂ. Â ïðîâåäåííîì èññëåäîâàíèè ñðàâíèâàëèñü â îñíîâ-
íîì òðè ÐÊÂ: èçîîñìîëÿðíûé éîäèêñàíîë (îáîçíà÷èì J1), íèçêî-
îñìîëÿðíûé éîêñàãëàò (J2) è íèçêîîñìîëÿðíûé éîãåêñîë (J3), îñ-
ìîëÿðíîñòü êîòîðîãî íåñêîëüêî âûøå, ÷åì J2. Àâòîðû ýòîé ðàáîòû
íå èíòåðåñîâàëèñü ÷àñòîòîé ÊÈÍ â åå ôîðìàëüíîì ïîíèìàíèè, òàê
êàê áîëüøîé îáúåì âûáîðêè ïàöèåíòîâ ïîçâîëèë èì ðàññìàòðèâàòü
ãîðàçäî áîëåå ðåäêîå ñîáûòèå – âîçíèêíîâåíèå ïî÷å÷íîé íåäîñòà-
òî÷íîñòè â òàêîé ñòåïåíè, ÷òî ïîòðåáîâàëàñü ðåãîñïèòàëèçàöèÿ èëè
äèàëèç.
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Âåùåñòâà J1 è J2 ïðèìåíÿëèñü â Øâåöèè â 2000–2003 ãã. (ïåð-
âîå áûëî èñïîëüçîâàíî äëÿ 45 485 ïàöèåíòîâ, âòîðîå – äëÿ 12 440
ïàöèåíòîâ, âñåãî ïàöèåíòîâ 57 925); à J3 – â 1990-õ ãã. (äëÿ 86 334
ïàöèåíòîâ). Ñóùåñòâîâàëà òåíäåíöèÿ ê çàìåíå êîíòðàñòíûõ âå-
ùåñòâ íà âåùåñòâà ñ áîëåå íèçêîé îñìîëÿðíîñòüþ (òàê ÷òî J3, èìå-
þùèé íàèâûñøóþ îñìîëÿðíîñòü èç òðåõ, ñ 2000 ã. áîëüøå íå ïðè-
ìåíÿëñÿ, à J2 ïîñòåïåííî çàìåíÿëñÿ íà J1). Â ðàáîòå [12] áûëî ïî-
êàçàíî, ÷òî ýòà òåîðåòè÷åñêè ïðåäïîëàãàâøàÿñÿ òåíäåíöèÿ èìåëà
êðàéíå âðåäíûå ïîñëåäñòâèÿ. ×àñòîòà ðåãîñïèòàëèçàöèè ïðè ïðè-
ìåíåíèè J1 îêàçàëàñü áîëåå ÷åì âäâîå âûøå ïî ñðàâíåíèþ ñ J2.
×òî êàñàåòñÿ ñíÿòîãî ñ óïîòðåáëåíèÿ J3, òî åãî âîçäåéñòâèå íà ïà-
öèåíòîâ ñõîäíî ñ J2 (òî åñòü íàìíîãî ëó÷øå, ÷åì ó âîøåäøåãî â
óïîòðåáëåíèå J1).

Â êà÷åñòâå îáúÿñíåíèÿ íàáëþäåííîãî îòðèöàòåëüíîãî ýôôåêòà
àâòîðû ïðåäëàãàþò ìåõàíèçì, ñâÿçàííûé ñ îòíîñèòåëüíî âûñîêîé
âÿçêîñòüþ J1. Îäíàêî âûâîä àâòîðîâ îòíîñèòåëüíî J3 íå ñîãëàñóåò-
ñÿ ñ âûâîäîì ðàáîòû [11], â êîòîðîé ñ ïîìîùüþ ìíîãîìåðíîé ëî-
ãèñòè÷åñêîé ìîäåëè áûëî ïîêàçàíî, ÷òî ÷àñòîòà îñëîæíåíèé ïðè
ïðèìåíåíèè J1 çíà÷èìî íèæå, ÷åì äëÿ J3 (íî â äàííîé ðàáîòå ÷à-
ñòîòà îñëîæíåíèé îïðåäåëÿëàñü ïî ÷àñòîòå ðàçâèòèÿ ÊÈÍ). Òàêèì
îáðàçîì, íàáëþäàåòñÿ ïðîòèâîðå÷èå ìåæäó ðåçóëüòàòàìè, ïîëó÷åí-
íûìè íà îñíîâàíèè äàííûõ î ðåãîñïèòàëèçàöèè è äàííûõ î ÷àñòîòå
ÊÈÍ. Ïàðàäèãìà ïðîñïåêòèâíîãî ðàíäîìèçèðîâàííîãî èññëåäîâà-
íèÿ ñíîâà ñêîìïðîìåòèðîâàíà – íà ýòîò ðàç â ðåçóëüòàòå èñïîëüçî-
âàíèÿ âìåñòî ñåðüåçíûõ êëèíè÷åñêèõ îñëîæíåíèé èõ ñóððîãàòà â
âèäå ôîðìàëüíî îïðåäåëÿåìîé ÊÈÍ. À ýòî íàâÿçûâàåòñÿ íåèçáåæ-
íûìè îãðàíè÷åíèÿìè íà îáúåì è ïðîäîëæèòåëüíîñòü ïðîñïåêòèâíî-
ãî èññëåäîâàíèÿ, â ðåçóëüòàòå êîòîðûõ íå ìîãóò áûòü ñêîëüêî-íè-
áóäü íàäåæíî îöåíåíû âåñüìà ìàëûå âåðîÿòíîñòè ñåðüåçíûõ êëè-
íè÷åñêèõ îñëîæíåíèé.

Ïîïûòêè ìíîãîìåðíîãî ñòàòèñòè÷åñêîãî àíàëèçà. Äëÿ ñðàâ-
íåíèÿ îïàñíîñòè ïðèìåíåíèÿ ðàçëè÷íûõ ÐÊÂ â ðåàëüíûõ êëèíè-
÷åñêèõ óñëîâèÿõ ÷ðåçâû÷àéíî æåëàòåëüíî èìåòü ìàòåìàòè÷åñêóþ
ôîðìóëó, âûðàæàþùóþ âåðîÿòíîñòü îñëîæíåíèÿ ÷åðåç êàêèå-òî
ïàðàìåòðû, õàðàêòåðèçóþùèå ïàöèåíòà è õîä ýíäîâàñêóëÿðíîãî
âìåøàòåëüñòâà.

Ïîäîáíàÿ ôîðìóëà äëÿ âåðîÿòíîñòè âîçíèêíîâåíèÿ ÈÁÑ â
âèäå ìíîãîìåðíîãî ëîãèñòè÷åñêîãî çàêîíà áûëà îïóáëèêîâàíà â ðà-
áîòå [13] (Ôðýìèíãåìñêîå èññëåäîâàíèå). Ñ ýòîé ðàáîòîé ñâÿçàíî
ïîëó÷åíèå ïåðâûõ ÿðêèõ ðåçóëüòàòîâ ìíîãîìåðíîãî àíàëèçà ñòà-
òèñòè÷åñêèõ äàííûõ â ìåäèöèíå â 1960-õ ãã.

Öåëüþ ýòîãî èññëåäîâàíèÿ áûëî âûÿñíåíèå ôàêòîðîâ, âëèÿþ-
ùèõ íà ðàçâèòèå èøåìè÷åñêîé áîëåçíè ñåðäöà (ÈÁÑ). Ñíà÷àëà îï-
ðåäåëÿëèñü îòäåëüíûå ôàêòîðû ðèñêà – âîçðàñò, óðîâåíü
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õîëåñòåðèíà, ãåìîãëîáèí, êóðåíèå è ò.ä. Ýòî äåëàëîñü ïóòåì ðàçáè-
åíèÿ èññëåäóåìîé ñîâîêóïíîñòè íà òå èëè èíûå ÷àñòè (â çàâèñè-
ìîñòè îò âåëè÷èíû êàêîãî-òî îòäåëüíîãî ôàêòîðà) è ñðàâíåíèÿ ÷à-
ñòîò âîçíèêíîâåíèÿ ÈÁÑ â îòäåëüíûõ ãðóïïàõ â òå÷åíèå îïðåäå-
ëåííîãî ñðîêà (à èìåííî 12 ëåò), â íà÷àëå êîòîðîãî ó ïàöèåíòà íå
áûëî ÈÁÑ, à ïî ïðîøåñòâèè åãî îíà ìîãëà âîçíèêíóòü. Çàòåì
âñòàë âîïðîñ – êàê ó÷åñòü ñîâìåñòíîå âëèÿíèå íåñêîëüêèõ ôàêòî-
ðîâ ðèñêà.

Îäíîìó èç àâòîðîâ ðàáîòû – Êîðíôèëäó – Âûñøèé Ðàçóì
íèñïîñëàë ñëåäóþùåå ìàòåìàòè÷åñêîå îòêðîâåíèå. Ïóñòü ñîâìåñò-
íîå ðàñïðåäåëåíèå k ôàêòîðîâ x1, x2, ..., xk îáëàäàåò ñëåäóþùèìè
ñâîéñòâàìè. Äëÿ ñâîáîäíûõ îò ÈÁÑ (â òå÷åíèå 12 ëåò) ïàöèåíòîâ
ýòî ðàñïðåäåëåíèå èìååò ïëîòíîñòü f x0 1( , ..., xk ), à äëÿ òåõ, êòî
çàáîëååò â òå÷åíèå ýòîãî ñðîêà – ïëîòíîñòü f x1 1( , ..., xk ). Òîãäà,
êàê èçâåñòíî, êëàññèôèêàöèÿ íà áîëüíûõ è çäîðîâûõ (â òå÷åíèå
áóäóùèõ 12 ëåò) îïðåäåëÿåòñÿ îòíîøåíèåì f f1 0/ . Åñëè ïðåäïîëî-
æèòü äîïîëíèòåëüíî, ÷òî ðàñïðåäåëåíèÿ f1 è f0 – ìíîãîìåðíûå
íîðìàëüíûå ñ îäíîé è òîé æå ìàòðèöåé êîâàðèàöèé, òî ëîãàðèôì
îòíîøåíèÿ ïëîòíîñòåé áóäåò ëèíåéíîé ôóíêöèåé îò ôàêòîðîâ x1,
x2, ..., xk . Ïîñëå íåñëîæíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ ïîëó÷àåì, ÷òî âåðî-
ÿòíîñòü çàáîëåòü âûðàçèòñÿ íåêîòîðîé äðîáüþ îò âûðàæåíèÿ
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1
. Ïðè ýòîì ïîñòîÿííûå êîýôôèöèåíòû a è bi âûðà-

æàþòñÿ ÷åðåç ìàòåìàòè÷åñêèå îæèäàíèÿ è (îáùóþ) ìàòðèöó êîâà-
ðèàöèé óêàçàííûõ ìíîãîìåðíûõ íîðìàëüíûõ ðàñïðåäåëåíèé. Ñëå-
äîâàòåëüíî, èõ ìîæíî îöåíèâàòü ïî ñîîòâåòñòâóþùèì ìíîãîìåð-
íûì âûáîðêàì (êîãäà ïî èñòå÷åíèè 12-ëåòíåãî ñðîêà âûÿñíèòñÿ,
êòî çàáîëåë ÈÁÑ è êòî íåò; çíà÷åíèÿ ôàêòîðîâ x1, x2, ..., xk ñîîò-
âåòñòâóþò íà÷àëó ýòîãî ñðîêà).

×òî ñàêðàëüíîãî â ýòîì îòêðîâåíèè? Âî-ïåðâûõ, ýòî ïðåäïîëî-
æåíèå î ñóùåñòâîâàíèè êàêèõ-òî ðàñïðåäåëåíèé âåðîÿòíîñòåé, íî ê
ýòîìó ìû íàñòîëüêî ïðèâûêëè, ÷òî íå âîñïðèíèìàåì òàêîå ïðåäïî-
ëîæåíèå êàê íå÷òî ñàêðàëüíîå. À â ïðèíöèïå, ìíîãîìåðíîãî íîð-
ìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ çäåñü áûòü íå ìîæåò ïî òîé ïðîñòîé ïðè-
÷èíå, ÷òî íåêîòîðûå ôàêòîðû èìåþò äèñêðåòíûå çíà÷åíèÿ. À èìåí-
íî, «êóðåíèå» êîäèðóåòñÿ: 0 – íåêóðÿùèå; 1 – ëèöà, âûêóðèâàþ-
ùèõ ìåíüøå ïà÷êè ñèãàðåò â äåíü; 2 – îäíó ïà÷êó; 3 – áîëüøå îä-
íîé ïà÷êè. «Êàðäèîãðàììà» êîäèðóåòñÿ êàê 0, åñëè îíà íîðìàëü-
íà, è êàê 1 ïðè äîñòàòî÷íî âûðàæåííîé ïàòîëîãèè (ïîäðîáíåå ñì.:
[13]). Èíûìè ñëîâàìè, «äóøà», êîòîðîé ñíàáæàþòñÿ ôàêòè÷åñêèå
äàííûå, çàâåäîìî íåàäåêâàòíà, è ëèøü ýêñïåðèìåíòàëüíàÿ ïðîâåð-
êà ìîæåò ïîäòâåðäèòü (â ïîðÿäêå ÷óäà), ÷òî ìîäåëü âîîáùå ÷å-
ãî-íèáóäü ñòîèò.
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Âïðî÷åì, ýòó èäåàëüíóþ ñóùíîñòü (äóøó) ìîæíî çàìåíèòü
äðóãîé, íå ñîäåðæàùåé ÿâíûõ ëîãè÷åñêèõ íåñîîáðàçíîñòåé. Ñêà-
æåì òàê: â ìíîãîìåðíîì àíàëèçå ñòðàøíîâàòî èìåòü äåëî ñ ôóíê-
öèÿìè, áîëåå ñëîæíûìè, ÷åì ëèíåéíàÿ. Õîðîøî áû ñäåëàòü òàê,
÷òîáû âåðîÿòíîñòü p ñîáûòèÿ (â äàííîì ñëó÷àå – âîçíèêíîâåíèÿ
ÈÁÑ â òå÷åíèå 12 ëåò) áûëà ëèíåéíîé ôóíêöèåé îò èñõîäíûõ ôàê-
òîðîâ x1, x2, ..., xk . Îäíàêî ïðÿìî ýòî íåâîçìîæíî, ïîòîìó ÷òî
ëþáàÿ âåðîÿòíîñòü ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ ìåæäó 0 è 1, â òî âðåìÿ
êàê ëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ íå îãðàíè÷åíà. Ïîýòîìó áûëî ñäåëàíî íåñ-
ëîæíîå ôóíêöèîíàëüíîå ïðåîáðàçîâàíèå: âìåñòî âåðîÿòíîñòè p
ðàññìàòðèâàëàñü âåëè÷èíà y, ðàâíàÿ ëîãàðèôìó îòíîøåíèÿ ðèñ-
êîâ, òî åñòü

y
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−
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1
.

Ýòà âåëè÷èíà ìåíÿåòñÿ íà âñåé âåùåñòâåííîé ïðÿìîé è ïîòîìó
âïîëíå âîçìîæíî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî y ëèíåéíî çàâèñèò îò ôàêòîðîâ:
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Âåðîÿòíîñòü p âûðàæåíà â âèäå ôóíêöèè îò ôàêòîðîâ, êîòîðàÿ
íîñèò íàçâàíèå ìíîãîìåðíîé ëîãèñòè÷åñêîé ôóíêöèè.

Íî ïî÷åìó èìåííî òàêîå ôóíêöèîíàëüíîå ïðåîáðàçîâàíèå?
Ýòî è áûëî îçàðåíèåì, ïîñåòèâøèì Êîðíôèëäà, îòêðîâåíèåì ñî
ñòîðîíû Âûñøåãî Ðàçóìà.

Ïåðâîíà÷àëüíàÿ ìîäåëü ñ ìíîãîìåðíûìè íîðìàëüíûìè ðàñïðå-
äåëåíèÿìè èìïëèöèðîâàëà îäèí ñïîñîá îöåíêè ïàðàìåòðîâ: ÷åðåç
âûáîðî÷íûå ñðåäíèå è êîâàðèàöèè. Åñëè æå íà÷èíàòü ðàññóæäåíèÿ
ñ âåëè÷èíû y, òî ïàðàìåòðû åñòåñòâåííî îöåíèâàòü ìåòîäîì ìàêñè-
ìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ, ÷òî ïðè íàëè÷èè êîìïüþòåðà íå ïðåäñ-
òàâëÿåò òðóäíîñòè.

È ãäå æå ÷óäî? Äëÿ êàæäîãî îáñëåäîâàííîãî ïàöèåíòà ìîæíî
âû÷èñëèòü (èìåÿ îöåíêè ïàðàìåòðîâ) ñâîå çíà÷åíèå y, óïîðÿäî÷èòü
ýòè çíà÷åíèÿ ïî âîçðàñòàíèþ è íàéòè ýìïèðè÷åñêèå äåöèëè (òî
åñòü ãðàíèöû äåöèëüíûõ ãðóïï, êàæäàÿ èç êîòîðûõ ñîäåðæèò 10%
íàáëþäåíèé). Äëÿ êàæäîé òàêîé ãðóïïû ìîæíî îïðåäåëèòü ôàêòè-
÷åñêóþ ÷àñòîòó âîçíèêíîâåíèÿ ÈÁÑ â òå÷åíèå 12 ëåò. Ïðîöèòèðó-
åì çàêëþ÷åíèå ðàáîòû:

«Ñîâìåñòíûé ýôôåêò âñåõ ôàêòîðîâ ðèñêà ïîðàçèòåëåí. Ðàç-
íèöà â ÷àñòîòå âîçíèêíîâåíèÿ ÈÁÑ ìåæäó âåðõíåé è íèæíåé äå-
öèëüíîé ãðóïïîé ÿâëÿåòñÿ òðèäöàòèêðàòíîé äëÿ ìóæ÷èí è ñåìèäå-
ñÿòèêðàòíîé äëÿ æåíùèí» [13, ñ.523].
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Òàêèì îáðàçîì, ìíîãîìåðíàÿ ëîãèñòè÷åñêàÿ ìîäåëü îêàçàëàñü
ñïîñîáíîé ðàçäåëèòü îáñëåäîâàííóþ ïîïóëÿöèþ ïî ñòåïåíè ðèñêà
âîçíèêíîâåíèÿ ÈÁÑ ñ ýôôåêòèâíîñòüþ, äî òåõ ïîð íåâèäàííîé â
ìåäèöèíå (èñïîëüçóÿ ïðè ýòîì ñàìûå ïðîñòûå ôàêòîðû ðèñêà).
Ïîíÿòíî, íàïðèìåð, ÷òî äëÿ îöåíêè ýôôåêòèâíîñòè òîãî èëè èíîãî
ìåòîäà ñíèæåíèÿ ðèñêà ÈÁÑ íóæíî ñðàâíèòü ÷èñëî ñëó÷àåâ âîç-
íèêíîâåíèÿ ÈÁÑ â ãðóïïå, äëÿ êîòîðîé ïðèìåíÿëñÿ ýòîò ìåòîä, ñ
ìàòåìàòè÷åñêèì îæèäàíèåì, âû÷èñëåííûì ñîãëàñíî ðàáîòå [13].
Äëÿ òàêîãî âû÷èñëåíèÿ äîñòàòî÷íî çíàòü ïðèâîäèìûå â ýòîé ðàáî-
òå îöåíêè êîýôôèöèåíòîâ a è bi. Âîçìîæíû è îòíîñèòåëüíûå îöåí-
êè âëèÿíèÿ îòäåëüíûõ ôàêòîðîâ. Íàïðèìåð, äëÿ ôàêòîðà êóðåíèÿ
ó ìóæ÷èí óêàçàíà îöåíêà êîýôôèöèåíòà 0,3610, à äëÿ ôàêòîðà
âîçðàñòà 0,0708 íà 1 ãîä. Ñëåäîâàòåëüíî, òîò, êòî âûêóðèâàåò ìå-
íåå îäíîé ïà÷êè ñèãàðåò â äåíü (çíà÷åíèå ôàêòîðà êóðåíèÿ ðàâíî
1), óñêîðÿåò íàñòóïëåíèå ÈÁÑ íà 0 3610 00708 51, / , ,= ãîäà.

Çàìåòèì, ÷òî êàæäîìó îòäåëüíîìó ñïåöèàëèñòó äîñòóïíî îâëà-
äåíèå ëèøü äîñòàòî÷íî óçêîé îáëàñòüþ çíàíèÿ, êîòîðîé îí è çàíè-
ìàåòñÿ, à, ñëåäîâàòåëüíî, â êîìïëåêñíûõ èññëåäîâàíèÿõ ñïåöèà-
ëèñòîâ äîëæíî áûòü ìíîãî, ïîýòîìó ñïëîøü è ðÿäîì âîçíèêàåò òî,
÷òî ïî-àíãëèéñêè íàçûâàåòñÿ misunderstanding. Èíòåðíåò ñäåëàë
äîñòóïíûìè äëÿ íàñ ìíîãèå íàó÷íûå æóðíàëû. Òàê âîò, ïðè ÷òå-
íèè ñòàòåé â àìåðèêàíñêèõ æóðíàëàõ ïî âîïðîñó î íåôðîòîêñè÷-
íîñòè ÐÊÂ âîçíèêàåò îò÷åòëèâîå âïå÷àòëåíèå, ÷òî ïðèêëàäíàÿ (ê
ìåäèöèíå) àìåðèêàíñêàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ ñòàòèñòèêà ðàäèêàëüíî
ïîãëóïåëà ñî âðåìåí Ôðýìèíãåìñêîãî èññëåäîâàíèÿ.

Èç ìíîãèõ ïðèìåðîâ ýòîãî ïðîöåññà ïîãëóïåíèÿ îñòàíîâèìñÿ
íà ñëåäóþùèõ.

Îáðàòèìñÿ ê îöåíêå ðèñêà ïðèìåíåíèÿ ÐÊÂ ñîãëàñíî ðàáîòàì
[14] è [11]. Ïåðâàÿ èç ýòèõ ðàáîò ñõîäíà ñ Ôðýìèíãåìñêèì èññëå-
äîâàíèåì â òîì ñìûñëå, ÷òî ïàðàìåòðû ìíîãîìåðíîãî ëîãèñòè÷åñ-
êîãî çàêîíà îïðåäåëÿëèñü ñ ïîìîùüþ áàçû èñõîäíûõ äàííûõ äëÿ
íåñêîëüêèõ òûñÿ÷ ïàöèåíòîâ. Âòîðàÿ ðàáîòà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé
ìåòà-àíàëèç, èñïîëüçóþùèé ëèøü äàííûå ïóáëèêàöèé.

Â ðàáîòå [14] ïðîèçâîäèëàñü îöåíêà êîýôôèöèåíòîâ ëîãèñòè-
÷åñêîé ìîäåëè ïî äàííûì äëÿ 4 898 ïàöèåíòîâ, ïîäâåðãøèõñÿ àí-
ãèîïëàñòèêå ñîñóäîâ ñåðäöà, èç êîòîðûõ ó 646 âîçíèêëà ÊÈÍ.
Ïðèâåäåíû îöåíêè âñåõ êîýôôèöèåíòîâ ëîãèñòè÷åñêîé ìîäåëè,
êðîìå ñâîáîäíîãî ÷ëåíà a. Àâòîðû, î÷åâèäíî, íå ïîíèìàþò, ÷òî îò-
ñóòñòâèå ýòîé îöåíêè èñêëþ÷àåò âîçìîæíîñòü ïðîâåðêè ïîëó÷åííîé
èìè ôîðìóëû íà íåçàâèñèìûõ äàííûõ.

Ïðè àíàëèçå ðåçóëüòàòîâ îáðàáîòêè äàííûõ3 àâòîðû ðàáîòû
[14] îáðàùàþò îñíîâíîå âíèìàíèå íå íà ñïîñîáíîñòü ïîëó÷åííûõ
ôîðìóë êîëè÷åñòâåííî îïèñàòü âåðîÿòíîñòü ÊÈÍ, à íà ñòàòèñòè-
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÷åñêóþ çíà÷èìîñòü îöåíîê êîýôôèöèåíòîâ. Âñå p-çíà÷åíèÿ ïðè
ýòîì ïîëó÷àþòñÿ ìåíüøå 0,0001, îäíàêî àâòîðû íå ïðèäàþò çíà÷å-
íèÿ òîìó ôàêòó, ÷òî äîâåðèòåëüíûå èíòåðâàëû äëÿ êîýôôèöèåíòîâ
âåñüìà øèðîêè. Îöåíèì âëèÿíèå, êîòîðîå ìîæåò èìåòü íåòî÷íîñòü
â êàêîì-íèáóäü êîýôôèöèåíòå ëîãèñòè÷åñêîé ìîäåëè, íà ðàñ÷åò âå-
ðîÿòíîñòåé. Äëÿ ïðèìåðà âîçüìåì êîýôôèöèåíò ïðè êîëè÷åñòâå
êîíòðàñòà ïðèìåðíî ðàâíûé 0,25. Äîâåðèòåëüíûé èíòåðâàë äëÿ
íåãî (0,191; 0,318). Íåîïðåäåëåííîñòü, òî åñòü ðàçíèöà ìåæäó åãî
êîíöàìè 0,127. Îäíàêî âàæíà íå òîëüêî ýòà ðàçíèöà, íî è ïîðÿäîê
òåõ ÷èñåë, íà êîòîðûå áóäåò óìíîæàòüñÿ ðàññìàòðèâàåìûé êîýô-
ôèöèåíò. Íàïðèìåð, áîëüíîìó ìîæåò áûòü ââåäåíî 500 ìë êîíò-
ðàñòà: òîãäà íóæíî óìíîæàòü íà 5. Â çíà÷åíèè y (ëîãàðèôì îòíî-
øåíèÿ ðèñêîâ) íåîïðåäåëåííîñòü ñîñòàâèò 5 0127 0635⋅ =, , , à â çíà-
÷åíèè ñàìîãî îòíîøåíèÿ ðèñêîâ íåîïðåäåëåííîñòü îöåíèâàåòñÿ
ìíîæèòåëåì exp( , ) ,0 635 189= . Òàêèì îáðàçîì, èç-çà íåîïðåäåëåííîñ-
òè ëèøü â îäíîì êîýôôèöèåíòå ìîäåëè âîçìîæíî îøèáèòüñÿ â çíà-
÷åíèè îòíîøåíèÿ ðèñêîâ ïî÷òè âäâîå. Ïðè÷åì ïðè ïðèìåíåíèè
ôîðìóëû ñ îäíàæäû îöåíåííûìè êîýôôèöèåíòàìè ê íîâûì äàí-
íûì ýòè îøèáêè ñòàíóò ñèñòåìàòè÷åñêèìè. Ïî-âèäèìîìó, ñ ìíîãî-
ìåðíûìè ëèíåéíûìè ôîðìóëàìè ìîæåò ïðîèñõîäèòü ñëåäóþùåå
ÿâëåíèå: îøèáêè â îäíèõ êîýôôèöèåíòàõ êîìïåíñèðóþòñÿ îøèáêà-
ìè ïðîòèâîïîëîæíîãî çíàêà äðóãèõ êîýôôèöèåíòîâ. Òàêèì îáðà-
çîì, ïðîáëåìà ïðîâåðêè ôîðìóëû íà íîâûõ äàííûõ ñòîèò îñòðî.
Íî ïîñêîëüêó àâòîðû ðàáîòû [14] íå ïðèâîäÿò îöåíêè êîýôôèöè-
åíòà a, îíè ïðîñòî íå ïîíèìàþò íåîáõîäèìîñòè ýòîé ïðîâåðêè.

Íå ñâèäåòåëüñòâóåò îá èíòåëëåêòóàëüíîé îäàðåííîñòè è òîò
ñïîñîá ïðîâåðêè ëîãèñòè÷åñêîé ìîäåëè, êîòîðûé èñïîëüçóåòñÿ â
ðàáîòå. Ïóòåì ÷èñòî ñëó÷àéíîãî âûáîðà àâòîðû ðàçäåëèëè âñå èìå-
þùèåñÿ äàííûå íà äâå ñîâîêóïíîñòè: «îáó÷àþùóþ», òî åñòü èñ-
ïîëüçîâàííóþ äëÿ îöåíêè êîýôôèöèåíòîâ ìîäåëè, è «ýêçàìåíàöè-
îííóþ» – äëÿ ïðîâåðêè ïîëó÷åííûõ êîýôôèöèåíòîâ. Îäíàêî â
ñòàòèñòè÷åñêèõ èññëåäîâàíèÿõ ïîäîáíûé ñïîñîá ïðîâåðêè ëèøåí
ñìûñëà: ïðè ÷èñòî ñëó÷àéíîì äåëåíèè ïîëó÷àåìûå ÷àñòè îäíîé ñî-
âîêóïíîñòè èìåþò îäèíàêîâûå ñòàòèñòè÷åñêèå ñâîéñòâà. Ïðèâåäåì
óïðîùåííûé ïðèìåð. Ïóñòü ðå÷ü èäåò îá èçìåðåíèè íåêîòîðîé ôè-
çè÷åñêîé êîíñòàíòû, íî èç-çà ïîÿâëåíèÿ ñèñòåìàòè÷åñêîé îøèáêè
âäðóã ïîÿâèëñÿ íåêîòîðûé ñäâèã â èçìåðåíèÿõ. Ìû çàìåòèì ýòîò
ñäâèã, åñëè ðàçäåëèì íàøè èçìåðåíèÿ ïî ïîðÿäêó èõ ïîëó÷åíèÿ, è
íè÷åãî íå çàìåòèì, åñëè ðàçäåëèì èõ ïóòåì ñëó÷àéíîãî âûáîðà.
Äåëèòü íàäî ïî êàêîìó-òî ñîäåðæàòåëüíîìó ïðèçíàêó. Ïîëâåêà íà-
çàä ñòàòèñòèêè ýòî ïîíèìàëè: íàïðèìåð, Êîðíôèëä â [13] ðàçäå-
ëèë ïàöèåíòîâ ïî èõ âîçðàñòó â ìîìåíò ïåðâîãî îáñëåäîâàíèÿ è òà-
êèì îáðàçîì óñòàíîâèë, ÷òî êîýôôèöèåíòû ëîãèñòè÷åñêîé ìîäåëè
ìåíÿþòñÿ ñ âîçðàñòîì. Âîçíèêàåò ïîäîçðåíèå, ÷òî â íàñòîÿùåå âðå-
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ìÿ ýòî ïîíèìàíèå óòåðÿíî (â ÷àñòíîñòè, òàêàÿ æå îøèáêà äåëàåòñÿ
â ðàáîòå [15]).

×òîáû óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî ìíîãîìåðíûå ëîãèñòè÷åñêèå ôîð-
ìóëû èìåþò ñìûñë, íåîáõîäèìî õîòü êàêîå-íèáóäü ÷óäî, à äëÿ ïî-
ÿâëåíèÿ ýòîãî ÷óäà íóæíî êàê ìèíèìóì èìåòü àëüòåðíàòèâíóþ
áàçó äàííûõ. Íàì óäàëîñü âîñïîëüçîâàòüñÿ äàííûìè Èíñòèòóòà
òðàíñïëàíòîëîãèè è èñêóññòâåííûõ îðãàíîâ (ã.Ìîñêâà). Ýòè äàí-
íûå îòíîñÿòñÿ ê ïàöèåíòàì, ïîäâåðãøèìñÿ îïåðàöèÿì àíãèîïëàñòè-
êè è ñòåíòèðîâàíèÿ ñîñóäîâ ñåðäöà (áîëüíûå ñ ïåðåñàæåííîé ïî÷-
êîé, êîòîðûì óêàçàííàÿ îïåðàöèÿ íà ñåðäöå äåëàåòñÿ ïî ïðè÷èíå
ðàçâèâøåéñÿ ÈÁÑ [16]). Â íàøåì ðàñïîðÿæåíèè îêàçàëîñü 50 äîñ-
òàòî÷íî ïîëíûõ íàáëþäåíèé (äàííûå ñ ïàðàìåòðàìè, âõîäÿùèìè â
ëîãèñòè÷åñêóþ ìîäåëü) ïðè÷åì ÊÈÍ (â ôîðìàëüíîì ïîíèìàíèè)
íàáëþäàëàñü â 14 ñëó÷àÿõ.

Ðàññìîòðèì ïîäðîáíåå ìîäåëè èç ðàáîò [11] è [14].
Â ðàáîòå [14] ôîðìóëà äëÿ ðàñ÷åòà ðèñêà ÊÈÍ ñ ïîìîùüþ ëî-

ãèñòè÷åñêîé ìîäåëè íå ïðèâåäåíà ïîëíîñòüþ, íî ïðåäëàãàåòñÿ âòî-
ðîé (óïðîùåííûé) ñïîñîá ðàñ÷åòà âåðîÿòíîñòè ÊÈÍ, êîòîðûé ìû
è èñïîëüçîâàëè äëÿ ïðîâåðêè ìîäåëè íà äàííûõ Èíñòèòóòà òðàíñï-
ëàíòàëîãèè. Ýòîò ñïîñîá ñîñòîèò â ïîäñ÷åòå áàëëîâ ðèñêà ïî çíà÷å-
íèÿì ôàêòîðîâ (ñì. ïðèìå÷àíèå 3) è îïðåäåëåíèè âåðîÿòíîñòè
ÊÈÍ ïî ñëåäóþùåé òàáëèöå:

Ñóììà áàëëîâ Ðèñê ÊÈÍ

Îò 0 äî 5 7,5%

Îò 6 äî 10 14%

Îò 11 äî 16 26,1%

Áîëåå 16 57,3%

Ýòîò ñïîñîá íå ñëèøêîì òî÷åí (÷åãî íå çàìå÷àþò àâòîðû).
Íàïðèìåð, ïîäñ÷åò ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ ÷èñëà ñëó÷àåâ ÊÈÍ
äëÿ èñõîäíîé áàçû äàííûõ äàåò çíà÷åíèå 540,7 ïðè ôàêòè÷åñêîì
÷èñëå ñëó÷àåâ 646.

Â ðàáîòå [14, ðèñ.1] îáîçíà÷åíî êîëè÷åñòâî ïàöèåíòîâ, èìåþ-
ùèõ òó èëè èíóþ ñóììó áàëëîâ4; ÷àñòîòû ÊÈÍ â ýòèõ ãðóïïàõ íå
ïðèâåäåíû, íî èõ ìîæíî ïðèáëèæåííî îöåíèòü ïî ãðàôèêó. Ïåðåñ-
÷èòûâàÿ ýòè ÷àñòîòû p â ëîãàðèôìû îòíîøåíèÿ ðèñêîâ y, ìîæíî
ïîëó÷èòü íåïëîõóþ ëèíåéíóþ çàâèñèìîñòü y îò ñóììû áàëëîâ.
Îöåíèâàÿ ïàðàìåòðû ýòîé çàâèñèìîñòè êàê îäíîìåðíîé ðåãðåññèè
(ñ ó÷åòîì âåñîâ íàáëþäåíèé), ìû ïîëó÷èëè ñïîñîá îöåíêè âåðîÿò-
íîñòè ÊÈÍ. Äëÿ äàííûõ ñ [14, ðèñ.1] ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî ìàòåìàòè-
÷åñêîå îæèäàíèå ÷èñëà ñëó÷àåâ ÊÈÍ ðàâíî 628 (â âàðèàíòå À) è
660 (â âàðèàíòå Â), ÷òî äîñòàòî÷íî õîðîøî ñîãëàñóåòñÿ ñ ôàêòè-
÷åñêèì ÷èñëîì 646.
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Ïðèìåíèâ ýòó ìîäåëü îäíîìåðíîé ðåãðåññèè ê äàííûì Èíñòè-
òóòà òðàíñïëàíòîëîãèè (íàïîìíèì, ÷òî òàì íàáëþäàëîñü 14 ñëó÷à-
åâ ÊÈÍ), ìû ïîëó÷èëè ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò. Ðàñ÷åò ìàòåìàòè÷åñ-
êîãî îæèäàíèÿ ÷èñëà ñëó÷àåâ ÊÈÍ äàåò â âàðèàíòå A çíà÷åíèå
14,72. Âîò ñëó÷àé íåîæèäàííî áëèçêîãî ñîâïàäåíèÿ ôàêòà ñ ðàñ÷å-
òîì, êîòîðûé ìîæíî ðàñöåíèòü êàê ÷óäî. Â âàðèàíòå Â ìàòåìàòè-
÷åñêîå îæèäàíèå ïîëó÷àåòñÿ 11,18, ÷òî óæå íå ÷óäî, íî íåïëîõî
(ñòàíäàðòíîå îòêëîíåíèå â îáîèõ âàðèàíòàõ ïðèìåðíî ðàâíî 3).

Ðàññìîòðèì òåïåðü áîëåå ïîäðîáíî ðàáîòó [11] è ïîïûòàåìñÿ
ïðèìåíèòü åå ðåçóëüòàòû ê íàøèì äàííûì.

Íå èìåÿ äîñòóïà ê ïåðâè÷íûì áàçàì äàííûõ, ëó÷øåå, ÷òî ìîã-
ëè ñäåëàòü àâòîðû, ýòî ïåðåñ÷èòàòü ÷àñòîòó ÊÈÍ êàæäîãî èññëåäî-
âàíèÿ â ëîãàðèôì îòíîøåíèÿ ðèñêîâ ( )y . Â êà÷åñòâå çíà÷åíèé îáú-
ÿñíÿþùèõ ïåðåìåííûõ áûëè âçÿòû ñðåäíèå çíà÷åíèÿ ôàêòîðîâ äëÿ
êàæäîãî èññëåäîâàíèÿ (îíè óêàçàíû â [11, òàáë.2]). Äàëåå âû÷èñ-
ëÿëàñü ìíîãîìåðíàÿ ëèíåéíàÿ ðåãðåññèÿ çíà÷åíèé y íà çíà÷åíèÿ
îáúÿñíÿþùèõ ïåðåìåííûõ (ñ ó÷åòîì âåñîâ, òî åñòü äèñïåðñèé ðàç-
ëè÷íûõ çíà÷åíèé y, ðàññ÷èòàííûõ ïî ÷àñòîòàì ÊÈÍ). Ýòà ïðîöå-
äóðà ñòàíäàðòíà. Ëèøü îäíî îáñòîÿòåëüñòâî òðåáóåò êîììåíòàðèÿ.

Äåëî â òîì, ÷òî íå âî âñåõ 19 èññëåäîâàíèÿõ ÐÊÂ áûëè îäèíà-
êîâû (éîãåêñîë, éîäèêñàíîë, éîïàìèäîë è äðóãèå). Ó÷åò âëèÿíèÿ
ðàçëè÷íûõ êîíòðàñòíûõ âåùåñòâ íà âåðîÿòíîñòü ÊÈÍ ïðèõîäèëîñü
âûïîëíÿòü, ââîäÿ òàê íàçûâàåìûå «ôèêòèâíûå ïåðåìåííûå» (àíã-
ëèéñêèé òåðìèí dummy variables). Îíè ñîîòâåòñòâóþò ðàçëè÷íûì
êîíòðàñòíûì âåùåñòâàì ïî åñòåñòâåííîìó ïðàâèëó: íàïðèìåð,
ñòîëáåö çíà÷åíèé ôèêòèâíîé ïåðåìåííîé äëÿ éîäèêñàíîëà èìååò
çíà÷åíèÿ «1» äëÿ òåõ èññëåäîâàíèé, â êîòîðûõ óïîòðåáëÿëñÿ éî-
äèêñàíîë, è íóëè äëÿ âñåõ îñòàëüíûõ. Ïðè ýòîì ïðåäïîëàãàëîñü,
÷òî äëÿ ðàçëè÷íûõ êîíòðàñòíûõ âåùåñòâ äåéñòâóþò ìîäåëè, îòëè-
÷àþùèåñÿ ëèøü êîíñòàíòîé a. Ïîýòîìó ïðè ïîëó÷åíèè îöåíîê êî-
ýôôèöèåíòîâ ðåãðåññèè (â ñòàòèñòè÷åñêîì ïàêåòå) íóæíî áûëî
âûáðàòü îïöèþ «êîíñòàíòà ðàâíà íóëþ»5.

Ðåçóëüòàòû âñåõ 19 ïåðâè÷íûõ ïðîñïåêòèâíûõ èññëåäîâàíèé
ïðèâåäåíû â [11, òàáë.2]. Çíà÷åíèÿ ÷àñòîò ÊÈÍ â òàáëèöå íå ïðè-
âîäÿòñÿ, è íàì îïÿòü ïðèøëîñü ñíèìàòü èõ ñ ãðàôèêà èç [11,
ðèñ.2] ñ ïîìîùüþ ìàñøòàáíîé ëèíåéêè. Êîýôôèöèåíòû ìíîãîìåð-
íîé ëîãèñòè÷åñêîé ôóíêöèè ïðèâåäåíû â [11, òàáë.4] íå ïîëíîñ-
òüþ è, ïî-âèäèìîìó, ñ îøèáêàìè (ïîñêîëüêó òàáëè÷íûå äàííûå
ïðîòèâîðå÷èâû). Êîýôôèöèåíò ïðè îáúÿñíÿþùåé ïåðåìåííîé
«ïîë» îêàçàëñÿ íåçíà÷èìûì, à êîýôôèöèåíò ïðè ïåðåìåííîé «äèà-
áåò» ïîëó÷èë ïðîòèâîðå÷àùèé çäðàâîìó ñìûñëó îòðèöàòåëüíûé
çíàê (òî åñòü íàëè÷èå äèàáåòà êàê áû óìåíüøàåò íåôðîòîêñè÷åñêîå
äåéñòâèå êîíòðàñòà), ê òîìó æå îí ñòàòèñòè÷åñêè íåçíà÷èì, ïîýòî-
ìó ìû èñêëþ÷èëè ýòè ïåðåìåííûå èç ìîäåëè. Îñòàâøèåñÿ ïåðå-
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ìåííûå: «âîçðàñò», «áàçîâîå çíà÷åíèå êðåàòèíèíà» è «îáúåì êîíò-
ðàñòà», à òàêæå ôèêòèâíûå ïåðåìåííûå, îáîçíà÷àþùèå êîíòðàñò-
íûå âåùåñòâà: «éîãåêñîë», «éîäèêñàíîë», «éîïàìèäîë» è «äðó-
ãèå». Âñåãî 7 ïåðåìåííûõ è 19 íàáëþäåíèé. Ìû ïåðåñ÷èòàëè êî-
ýôôèöèåíòû ëîãèñòè÷åêîé ìîäåëè ñ ó÷åòîì óêàçàííûõ ïîïðàâîê.
Êîíñòàíòû a, îòâå÷àþùèå ôèêòèâíûì ïåðåìåííûì, â ðàáîòå [11]
íå ïðèâîäÿòñÿ. Ó íàñ ïîëó÷èëèñü ñëåäóþùèå çíà÷åíèÿ (â ñêîáêàõ
óêàçàíû ñòàíäàðòíûå îøèáêè):

Âåùåñòâî Éîãåêñîë Éîäèêñàíîë Éîïàìèäîë äðóãèå

Çíà÷åíèå à –10,67 (2,95) –11,92 (2,99) –11,74 (3,07) –10,86 (3,05)

Êàê íåðåäêî áûâàåò, ñòàíäàðòíûå îøèáêè êîýôôèöèåíòîâ ïðè
ïåðåìåííûõ ñòîëü âåëèêè, ÷òî ïðè èõ ðàññìîòðåíèè ìîæíî ñäåëàòü
ëèøü òîò âûâîä, ÷òî íàéäåííàÿ ôîðìóëà íåðàáîòîñïîñîáíà. Äåéñò-
âèòåëüíî, åñëè, íàïðèìåð, çíà÷åíèå a äëÿ éîãåêñîëà óâåëè÷èòü íà
âåëè÷èíó ñòàíäàðòíîé îøèáêè 2,95, òî çíà÷åíèå y óâåëè÷èòñÿ íà òó
æå âåëè÷èíó, à îòíîøåíèå ðèñêîâ óìíîæèòñÿ íà exp( , ) ,2 95 191= .
Êàçàëîñü áû, íè î êàêîé òî÷íîñòè ïðè âû÷èñëåíèè âåðîÿòíîñòåé
ÊÈÍ äëÿ íîâûõ íàáëþäåíèé (òî åñòü íå èñïîëüçîâàííûõ â âû÷èñ-
ëåíèÿõ ïàðàìåòðîâ ìíîãîìåðíîé ðåãðåññèè) ãîâîðèòü íåëüçÿ. Íî
ýêñïåðèìåíòû ïîêàçûâàþò, ÷òî â ìíîãîìåðíîì ëèíåéíîì àíàëèçå
íåðåäêî äåëî îáñòîèò íå òàê óæ ïëîõî.

Êîýôôèöèåíòû ïðè îáúÿñíÿþùèõ ïåðåìåííûõ, âû÷èñëåííûå
íàìè íà îñíîâå äàííûõ [11], íå âïîëíå ñîâïàëè ñ êîýôôèöèåíòàìè
àâòîðà ðàáîòû, íî îêàçàëèñü äîâîëüíî áëèçêèìè. (Ðàçëè÷èå ìîæåò
îáúÿñíÿòüñÿ íå âïîëíå òî÷íûì îïðåäåëåíèåì ÷àñòîò ÊÈÍ ñ ïî-
ìîùüþ ìàñøòàáíîé ëèíåéêè ïî [11, ðèñ.2], à òàêæå íåêîòîðûì
ñîêðàùåíèåì ñïèñêà îáúÿñíÿþùèõ ïåðåìåííûõ). Ñðàâíåíèå çíà÷å-
íèé ýòèõ êîýôôèöèåíòîâ äàåòñÿ íèæå:

Ïåðåìåííàÿ Âîçðàñò Êðåàòèíèí â èñõîäå Êîíòðàñò

Åä. èçìåðåíèÿ ãîä ìã/äë ìë

Íàø ðàñ÷åò 0,1106 0,4810 0,0083

Ðàáîòà [11] 0,1052 0,3487 0,0081

Ðàñ÷åò ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ ÷èñëà ñëó÷àåâ ÊÈÍ äëÿ
äàííûõ Èíñòèòóòà òðàíñïëàíòîëîãèè ïî óòî÷íåííîé íàìè ìîäåëè
äàåò çíà÷åíèå 15,8 (ïðè òàêîì æå ñòàíäàðòíîì îòêëîíåíèè, êàê è
ïðè ðàñ÷åòå ïî ìîäåëè, ïîëó÷åííîé â ðàáîòå [14]).

Åñëè ðàññìàòðèâàòü ñ ïîìîùüþ ïîëó÷åííûõ ìîäåëåé âëèÿíèå
êîíòðàñòà íà âåëè÷èíó y, òî ïî äàííûì [14] íà 100 ìë êîíòðàñòà y
óâåëè÷èâàåòñÿ íà 0,25, à ïî äàííûì [11] – íà 08 0008 100, ,= ⋅ . Òàêî-
âû ñâîéñòâà ðåãðåññèîííûõ ìîäåëåé: ïðè èçìåíåíèè ñïèñêà îáúÿñ-
íÿþùèõ ïåðåìåííûõ îäíè ïåðåìåííûå áåðóò íà ñåáÿ íàãðóçêè äðó-
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ãèõ (ïîñêîëüêó âåêòîðû çíà÷åíèé îáúÿñíÿþùèõ ïåðåìåííûõ íå îð-
òîãîíàëüíû). Ñàìè ïî ñåáå îòäåëüíûå êîýôôèöèåíòû ìîäåëè èìå-
þò ìàëî ñìûñëà. Ñîîòâåòñòâåííî, íåíàäåæíà è êîëè÷åñòâåííàÿ
îöåíêà ñòåïåíè âëèÿíèÿ îòäåëüíûõ ôàêòîðîâ íà âåðîÿòíîñòü èíòå-
ðåñóþùåãî íàñ ñîáûòèÿ. (Ïðàâäà, Êîðíôèëä â [13] òîæå çàíèìàë-
ñÿ ïîäîáíûìè îöåíêàìè, íî äëÿ íåãî ãëàâíûì ÿâëÿëàñü ñïîñîá-
íîñòü ëîãèñòè÷åñêîé ôîðìóëû íåïëîõî îïèñàòü âåðîÿòíîñòü ñîáû-
òèÿ ñ âåñüìà ðåçêîé ðàçíèöåé äëÿ òåõ ãðóïï ïàöèåíòîâ, êîòîðûå
îòëè÷àþòñÿ âçâåøåííîé ñóììîé ôàêòîðîâ ðèñêà.)

Â íåäàâíèõ ðàáîòàõ ñïîñîáíîñòü êîëè÷åñòâåííîãî îïèñàíèÿ âå-
ðîÿòíîñòè ñîáûòèÿ âîîáùå ïîòåðÿíà – äî òàêîé ñòåïåíè, ÷òî èõ àâ-
òîðû íå ñ÷èòàþò íóæíûì ïðèâîäèòü îöåíêó êîýôôèöèåíòà a â ëî-
ãèñòè÷åñêîé ôîðìóëå, è åãî çíà÷åíèå ïðèõîäèòñÿ âîññòàíàâëèâàòü
ïî÷òè ÷òî ìåòîäàìè êðèìèíàëèñòèêè.

Â çàêëþ÷åíèå íàøåãî êîðîòêîãî èññëåäîâàíèÿ âûñêàæåì íåñ-
êîëüêî ñîîáðàæåíèé. Èññëåäîâàòåëè äîëæíû áûòü îñâåäîìëåíû î
òðóäíîñòÿõ, ñâÿçàííûõ ñ íåíàäåæíîñòüþ ðàíäîìèçàöèè. Â êîíå÷-
íîì ñ÷åòå, ïðîáëåìà ñâîäèòñÿ ê òîìó, ÷òî íåëüçÿ âçÿòü äëÿ ýêñïå-
ðèìåíòà ÷èñòî ñëó÷àéíóþ âûáîðêó èç âñåãî íàñåëåíèÿ Çåìëè, ëèáî
äàííîé ñòðàíû, ëèáî èç âñåõ áîëüíûõ îïðåäåëåííîé áîëåçíüþ. Íå-
áåñïîëåçíî ïîìíèòü î òîì, ÷òî î÷åâèäíûì ñïîñîáîì ïðîâåðêè ìî-
äåëè ÿâëÿåòñÿ åå ïðèìåíåíèå ê íåçàâèñèìûì äàííûì, ïîëó÷åííûì
â äðóãîì ìåñòå è/èëè â äðóãîå âðåìÿ. Ïîëó÷åíèå òàêèõ äàííûõ â
íàñòîÿùåå âðåìÿ äîñòàòî÷íî ïðîáëåìàòè÷íî. Îäèí èç âîçìîæíûõ
ïóòåé ðåøåíèÿ ýòîé ïðîáëåìû ñâÿçàí ñ òåì, ÷òî â íàøå âðåìÿ
ïðèíöèïèàëüíî âîçìîæíà èíòåðíåò-ïóáëèêàöèÿ èñõîäíûõ äàííûõ,
à íå òîëüêî ðåçóëüòàòîâ èõ îáðàáîòêè (êîòîðûå îáû÷íî ïóáëèêó-
þòñÿ â áóìàæíûõ èçäàíèÿõ). Èõ íàëè÷èå â ñâîáîäíîì äîñòóïå ïîç-
âîëèëî áû ïðîâîäèòü òå èëè èíûå ìíîãîìåðíûå îáðàáîòêè, ñ ïî-
ìîùüþ êîòîðûõ, âîçìîæíî, óäàëîñü áû âûÿñíèòü, ÷åì èìåííî îò-
ëè÷àþòñÿ áîëüíûå ðàçíûõ èññëåäîâàíèé, â êîòîðûõ ïîëó÷èëèñü
ïðîòèâîðå÷èâûå ðåçóëüòàòû. Íî êîíå÷íî, ïðè ýòîì âûÿâèëèñü áû
è ìíîãèå «áåçîáðàçèÿ» ïðè ñîñòàâëåíèè ýòèõ èñõîäíûõ òàáëèö, êî-
òîðûå ïîêà ÷òî ÿâëÿþòñÿ ëè÷íûì äåëîì èõ àâòîðîâ (ïðåäëîæåíèå
î ïóáëèêàöèè áàç äàííûõ â èíòåðíåòå íà ñåãîäíÿøíèé äåíü ÿâëÿåò-
ñÿ ëèøü áëàãèì ïîæåëàíèåì).

Êàê ìû âèäèì, äîêàçàòåëüíàÿ ìåäèöèíà â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ
îêàçûâàåòñÿ â íåóäîáíîì ïîëîæåíèè «ãîëîãî ãëóõîíåìîãî â êðàïè-
âå» (÷òî, âïðî÷åì, ñëó÷àëîñü è ñ ñàìûìè êâàëèôèöèðîâàííûìè àâ-
ãóðàìè è ãàðóñïèêàìè Äðåâíåãî Ðèìà).

Ïðèìå÷àíèÿ
� Êàê ïîíÿòèå äîìèíàíòíûõ è ðåöåññèâíûõ àëëåëåé, òàê è ïðåäñòàâëåíèå î ñëó÷àéíîì

ñî÷åòàíèè ãàìåò áûëî, î÷åâèäíî, ïîëó÷åíî Ìåíäåëåì â ðåçóëüòàòå îòêðîâåíèÿ.
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� Â äàííîì ñëó÷àå «ïåðâîðîäíûé ãðåõ» çàøåë ñòîëü äàëåêî, ÷òî äàæå â ñòàòèñòè÷åñêîé
÷àñòè ïàêåòà Excel íåò ñïåöèàëüíîé çàêëàäêè, âû÷èñëÿþùåé ýìïèðè÷åñêóþ ôóíê-
öèþ. Ñîãëàñíî ñâîåìó îïðåäåëåíèþ, ýòî – íåêîòîðàÿ ñòóïåí÷àòàÿ ôóíêöèÿ, êîòîðóþ
âïîëíå âîçìîæíî, íî íå î÷åíü óäîáíî ðèñîâàòü ñðåäñòâàìè ïàêåòà Excel. Îäíàêî â
ñòàðûõ ó÷åáíèêàõ ìàòåìàòè÷åñêîé ñòàòèñòèêè (ñì., íàïðèìåð: [9]) èìååòñÿ ðåêî-
ìåíäàöèÿ èçîáðàæàòü ëèøü ñåðåäèíû ñêà÷êîâ ýòîé ôóíêöèè (ñîåäèíÿÿ èõ äëÿ íà-
ãëÿäíîñòè îòðåçêàìè ïðÿìûõ). Òàêîå âïîëíå óäîáíî èçîáðàæàòü â Excel, ÷òî è ñäå-
ëàíî, â ÷àñòíîñòè, íà ðèñ.1.

� Ôàêòîðû ðèñêà è èõ çíà÷åíèÿ ñëåäóþùèå:
Âíóòðèàîðòàëüíàÿ áàëëîííàÿ êîíòðïóëüñàöèÿ – 5 áàëëîâ;
Ñåðäå÷íàÿ íåäîñòàòî÷íîñòü – 5 áàëëîâ (III/IV êëàññ ñîãëàñíî íüþ-éîðêñêîé êëàñ-
ñèôèêàöèè, ëèáî îòåê ëåãêèõ â àíàìíåçå);
Ïðåêëîííûé âîçðàñò – 4 áàëëà (ñòàðøå 75 ëåò);
Àíåìèÿ – 3 áàëëà (ãåìàòîêðèò ìåíüøå 39% äëÿ ìóæ÷èí è 36% äëÿ æåíùèí);
Äèàáåò – 3 áàëëà;
Îáúåì êîíòðàñòíîãî âåùåñòâà – 1 áàëë íà êàæäûå 100 ìèëëèëèòðîâ;
Îöåíåííàÿ ñêîðîñòü êëóáî÷êîâîé ôèëüòðàöèè (eGFR): 2 áàëëà – åñëè eGFR îò 59
äî 40; 4 áàëëà – åñëè eGFR îò 39 äî 20, è 6 áàëëîâ – åñëè eGFR ìåíüøå 20 (âàðèàíò
ðàñ÷åòà Â);
Åñëè ïîêàçàòåëü eGFR íå ðàññ÷èòûâàëñÿ, òî ïðèìåíÿëñÿ âàðèàíò ðàñ÷åòà À, â êîòî-
ðîì èñïîëüçîâàëñÿ ôàêòîð SCr (êîíöåíòðàöèÿ êðåàòèíèíà â ïëàçìå êðîâè): 4 áàëëà
â òîì ñëó÷àå, êîãäà SCr áîëüøå 1,5 ìã/äë.

� Ïðàâäà, ñóììàðíîå äëÿ âñåõ ãðóïï ÷èñëî ïàöèåíòîâ: 4 785 â âàðèàíòå À è 4 872 â âà-
ðèàíòå Â íå âïîëíå ñîãëàñóåòñÿ ñ ÷èñëîì 4 898, îáúÿâëåííîì â òåêñòå ðàáîòû.

� Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ïðîãðàììà ðåãðåññèè àâòîìàòè÷åñêè ñôîðìèðóåò ñòîëáåö èç åäè-
íèö, êîòîðûé áóäåò â òî÷íîñòè ðàâåí ñóììå ñòîëáöîâ äëÿ âñåõ ôèêòèâíûõ ïåðåìåí-
íûõ. Èíûìè ñëîâàìè, ìåæäó ñòîëáöàìè çíà÷åíèé îáúÿñíÿþùèõ ïåðåìåííûõ âîç-
íèêíåò ëèíåéíàÿ çàâèñèìîñòü. Ýòî ÿâëåíèå åùå íàçûâàåòñÿ «ëîâóøêîé ìóëüòèêîë-
ëèíåàðíîñòè».
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ÑÎÁÐÀÍÈÅ ÎÑÍÎÂÍÛÕ ÏÎËÎÆÅÍÈÉ ÍÀÓÊÈ
Î ÂÛ×ÈÑËÅÍÈßÕ (ÃË.0 È 1)

Ìàõàâèðà

Ââåäåíèå, ïåðåâîä ñ ñàíñêðèòà
è êîììåíòàðèè Ã.Ã.Õìóðêèíà

Ââåäåíèå. Òðàêòàò Ìàõàâèðû «Ñîáðàíèå îñíîâíûõ ïîëîæåíèé
íàóêè î âû÷èñëåíèÿõ» (gaNitasArasaGgrahaH) ÿâëÿåòñÿ ïåðâîé â
èñòîðèè èíäèéñêîé ìûñëè ðàáîòîé, ïîñâÿùåííîé èñêëþ÷èòåëüíî
ìàòåìàòèêå êàê íåçàâèñèìîé (ïðåæäå âñåãî, îò àñòðîíîìèè) äèñ-
öèïëèíå. Â ýòîì ñî÷èíåíèè ìàñòåðñêè ñîåäèíåíû è èçëîæåíû
ïðàêòè÷åñêè âñå ìàòåìàòè÷åñêèå äîñòèæåíèÿ òîãî âðåìåíè; âåðîÿò-
íî, åãî òåêñò ñîäåðæèò è ñîáñòâåííûå íàõîäêè Ìàõàâèðû, îäíàêî
âûäåëèòü èõ èç îáùåãî ìàòåðèàëà äîâîëüíî ïðîáëåìàòè÷íî [1,
ñ.X]. Íà ïðîòÿæåíèè ìíîãèõ âåêîâ «Ñîáðàíèå...» ïîëüçîâàëîñü óñ-
ïåõîì ñðåäè ó÷åíûõ âñåé þæíîé Èíäèè [òàì æå].

Ñïåêòð çàòðàãèâàåìûõ â òðàêòàòå âîïðîñîâ âåñüìà îáøèðåí:
àðèôìåòè÷åñêèå îïåðàöèè, äåéñòâèÿ ñ äðîáÿìè, àðèôìåòè÷åñêàÿ è
ãåîìåòðè÷åñêàÿ ïðîãðåññèè, ïðàâèëî òðåõ âåëè÷èí, ýêîíîìè÷åñêèå
çàäà÷è, çàäà÷è íà äâèæåíèå, êîìáèíàòîðèêà, ñóììèðîâàíèå êîíå÷-
íûõ ðÿäîâ, íåîïðåäåëåííûå óðàâíåíèÿ 1-îé ñòåïåíè, ðåøåíèå ñèñ-
òåì óðàâíåíèé ñ íåñêîëüêèìè ïåðåìåííûìè, ïëàíèìåòðèÿ, ñòåðåî-
ìåòðèÿ è ìíîãîå äðóãîå. Ìàõàâèðà ïðèâîäèò êëàññèôèêàöèè èññëå-
äóåìûõ îáúåêòîâ, äàåò ïðàâèëà âû÷èñëåíèé (áåç äîêàçàòåëüñòâ) è
ñíàáæàåò òåêñò ìíîãî÷èñëåííûìè óïðàæíåíèÿìè.

Òðàêòàò íàïèñàí íà ñàíñêðèòå, â òðàäèöèîííîé èíäèéñêîé ìà-
íåðå – ñòèõàõ, èçðåäêà ïåðåìåæàþùèõñÿ ïðîçàè÷åñêèìè âñòàâêà-
ìè. Òåêñò ñîñòîèò èç 9 ãëàâ – ââîäíîé, íå èìåþùåé íîìåðà (ìû åå
áóäåì íàçûâàòü «ãëàâà 0»), è âîñüìè ïîìå÷åííûõ êàê «ïåð-



âàÿ»–«âîñüìàÿ». Ìàòåðèàë ðàñïðåäåëåí ïî ãëàâàì íåðàâíîìåðíî:
ãëàâà 0 ñîäåðæèò 70 ñòèõîâ; ãëàâà 1 – 115 ñòèõîâ; ãëàâà 2 – 140
ñòèõîâ; ãëàâà 3 – 72 ñòèõà; ãëàâà 4 – 43 ñòèõà; ãëàâà 5 – 337 ñòè-
õîâ; ãëàâà 6 – 232 ñòèõà; ãëàâà 7 – 68 ñòèõîâ; ãëàâà 8 – 52 ñòèõà.
Èòîãî 1129 ñòèõîâ.

Â ðóññêîÿçû÷íîé èñòîðèêî-ìàòåìàòè÷åñêîé ëèòåðàòóðå ðàáîòó
Ìàõàâèðû ïðèíÿòî íàçûâàòü «Êðàòêèé êóðñ ìàòåìàòèêè» [2; 3,
ñ.6] èëè «Êðàòêèé êóðñ àðèôìåòèêè» [4, ñ.110]. Íà íàø âçãëÿä,
îáà íàçâàíèÿ íå âïîëíå óäà÷íûå. Òåðìèíîì gaNita (áóêâ. “ïîñ÷è-
òàííîå, âû÷èñëåííîå”), êàê ïðàâèëî, îáîçíà÷àëñÿ (1) ñïåöèàëüíûé
ðàçäåë â àñòðîíîìî-àñòðîëîãî-ìàòåìàòè÷åñêèõ ñî÷èíåíèÿõ, ïîñâÿ-
ùåííûé ïðèêëàäíûì âû÷èñëèòåëüíûì ïðîöåäóðàì, òî åñòü ñâîåãî
ðîäà «êîëè÷åñòâåííàÿ [â îòëè÷èå îò îïèñàòåëüíîé] àñòðîíîìèÿ»; à
òàêæå (2) ñâîä âîîáùå ëþáûõ ïðàâèë, îòíîñÿùèõñÿ ê âû÷èñëè-
òåëüíîé ïðàêòèêå. Ñëîâî sAra ïåðåâîäèòñÿ êàê «ñóòü, êâèíòýññåí-
öèÿ, ñóùíîñòü». Òàêèì îáðàçîì, gaNitasAra – ýòî «ñóùíîñòü (=îñ-
íîâíûå ïîëîæåíèÿ) íàóêè î âû÷èñëåíèÿõ». Íàêîíåö, saGgrahaH
áóêâàëüíî îçíà÷àåò «ñîáðàíèå». Â èòîãå èìååì áîëåå òî÷íûé ïåðå-
âîä: «Ñîáðàíèå îñíîâíûõ ïîëîæåíèé íàóêè î âû÷èñëåíèÿõ». Ïîä-
÷åðêíåì, ÷òî â íàçâàíèè òðàêòàòà íåò óêàçàíèÿ íà åãî êðàòêîñòü;
òåì áîëåå, îñíîâàíèé äëÿ ýòîãî íå äàåò îáúåì ñî÷èíåíèÿ, çíà÷è-
òåëüíî ïðåâûøàþùèé âñå èçâåñòíûå ìàòåìàòè÷åñêèå òðàêòàòû
ñðåäíåâåêîâûõ èíäèéñêèõ àâòîðîâ [3, ñ.6]. Òàêæå íåëüçÿ ãîâîðèòü,
÷òî ñî÷èíåíèå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîþ «êóðñ àðèôìåòèêè», ïîñêîëüêó
åãî ñîäåðæàíèå íå îãðàíè÷èâàåòñÿ àðèôìåòèêîé.

Ìàõàâèðà (mahAvIra, áóêâ. “âåëèêèé ãåðîé”) èëè Ìàõàâèðà-
÷àðüÿ (mahAvIrAñArya, áóêâ. “ó÷èòåëü Ìàõàâèðà”) – ïðåäñòàâè-
òåëü äèãàìáàðñêîé âåòâè äæàéíèçìà, æèâøèé â ñåðåäèíå IX â. í.ý.
Ñóäÿ ïî âñåìó, îí ðàáîòàë ïðè äâîðå Àìîãõàâàðøè (ãîäû ïðàâëå-
íèÿ: îê. 815–îê. 877 ãã.), öàðÿ èç ñðåäíåâåêîâîé äèíàñòèè Ðàøòðà-
êóòîâ – ïðàâèòåëåé êðóïíîé èìïåðèè (VIII–X ââ.), ðàñïîëàãàâ-
øåéñÿ íà òåððèòîðèè ñîâðåìåííûõ þæíîèíäèéñêèõ øòàòîâ Êàðíà-
òàêà è Ìàõàðàøòðà. «Ñîáðàíèå...» – åäèíñòâåííàÿ èçâåñòíàÿ ðàáî-
òà Ìàõàâèðû.

Âîïðåêè óñòàíîâèâøåéñÿ ðóññêîÿçû÷íîé òðàäèöèè, íàçûâàþ-
ùåé àâòîðà «Ñîáðàíèÿ...» Ìàãàâèðîé [2–4], ìû áóäåì èìåíîâàòü
åãî Ìàõàâèðîé. Ýòî ïðîèçíîøåíèå, âî-ïåðâûõ, ñîîòâåòñòâóåò èí-
äèéñêîìó íàïèñàíèþ è çâó÷àíèþ èìåíè; âî-âòîðûõ, óêëàäûâàåòñÿ
â óæå óñòîÿâøèåñÿ íîðìû çàèìñòâîâàíèÿ àíàëîãè÷íûõ ñàíñêðèòñ-
êèõ ñëîâ â ðóññêóþ ëåêñèêó (ñð. óêîðåíèâøèåñÿ â ëèòåðàòóðå ñëî-
âà «Ìàõàáõàðàòà», «ìàõàÿíà», «ìàõàòìà», «ìàõàñèääõè» è äð.); è
â-òðåòüèõ, îíî â òî÷íîñòè ñîîòâåòñòâóåò ïðèíÿòîìó â ñîâåòñêîì è
ðîññèéñêîì âîñòîêîâåäåíèè íàïèñàíèþ èìåíè Äæèíû Ìàõàâèðû
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(ñì., íàïðèìåð: [5–7]) – îñíîâàòåëÿ äæàéíñêîé òðàäèöèè, â ÷åñòü
êîòîðîãî, ïî âñåé âèäèìîñòè, è áûë íàçâàí àâòîð îáñóæäàåìîãî
òðàêòàòà.

Ñàíñêðèòñêèé òåêñò «Ñîáðàíèÿ...» è åãî ïåðåâîä íà àíãëèéñ-
êèé ÿçûê áûëè èçäàíû â 1912 ã. [8] èíäèéñêèì ó÷åíûì Ì.Ðàíãà-
÷àðüåé, ïðîôåññîðîì ñàíñêðèòà è ñðàâíèòåëüíîãî ÿçûêîçíàíèÿ â
Îêðóæíîì óíèâåðñèòåòå (Presidency College), ã.Ìàäðàñ (íûíå –
×åííàé), Èíäèÿ. Â îñíîâó åãî ïóáëèêàöèè ëåãëè 5 ðóêîïèñåé, äëÿ
ïðîñòîòû Ì.Ðàíãà÷àðüÿ îáîçíà÷àåò èõ çàãëàâíûìè ëàòèíñêèìè
áóêâàìè:

1) Ðóêîïèñü P – íàïèñàíà íà áóìàãå, íà ñàíñêðèòå, íà àëôàâè-
òå ãðàíòõà; ñîäåðæèò ãëàâû 0–4 ñ ñîïðîâîäèòåëüíûìè êîììåíòàðè-
ÿìè; îáíàðóæåíà Ì.Ðàíãà÷àðüåé â Ïðàâèòåëüñòâåííîé áèáëèîòåêå
âîñòî÷íûõ ðóêîïèñåé (Government Oriental Manuscripts Library),
ã.Ìàäðàñ.

2) Ðóêîïèñü K – åäèíîå îáîçíà÷åíèå äëÿ äâóõ äîêóìåíòîâ, íà-
ïèñàííûõ íà ïàëüìîâûõ ëèñòüÿõ, íà àëôàâèòå êàííàäà (Ì.Ðàíãà-
÷àðüÿ èñïîëüçóåò ðåäêîå îáîçíà÷åíèå Kanarese characters – «êàíàð-
ñêàÿ ïèñüìåííîñòü»); ïåðâûé ñîäåðæèò ãëàâû 0–4, âòîðîé – òîëü-
êî ãëàâó 6; îáà äîêóìåíòà, ïîìèìî îðèãèíàëüíîãî ñàíñêðèòñêîãî
òåêñòà, èìåþò ïðèëîæåíèå íà ÿçûêå êàííàäà (Ì.Ðàíãà÷àðüÿ èñ-
ïîëüçóåò ðåäêîå îáîçíà÷åíèå Kanarese language – «êàíàðñêèé
ÿçûê»), â êîòîðîì äàåòñÿ êðàòêèé ïåðå÷åíü íàçâàíèé öèôð, èñ-
ïîëüçóåìûõ â óïðàæíåíèÿõ èç òðàêòàòà, è îòâåòû ê ýòèì óïðàæíå-
íèÿì; òåêñòû îáíàðóæåíû Ì.Ðàíãà÷àðüåé â òîé æå Ïðàâèòåëüñò-
âåííîé áèáëèîòåêå âîñòî÷íûõ ðóêîïèñåé.

3) Ðóêîïèñü M – ïåðåïèñàííûé íà áóìàãó íà àëôàâèòå êàííà-
äà òåêñò ñ ïàëüìîâûõ ëèñòüåâ, ñîäåðæàùèé òðàêòàò â ïîëíîì îáúå-
ìå è êðàòêèé êîììåíòàðèé íà ÿçûêå êàííàäà; àâòîð êîììåíòàðèÿ –
íåêèé Âàëëàáõà, êîòîðîìó òàêæå ïðèïèñûâàåòñÿ êîììåíòàðèé íà
ÿçûêå òåëóãó ê «Ñîáðàíèþ...»; ðóêîïèñü ïðèíàäëåæèò Ïðàâèòåëü-
ñòâåííîé âîñòî÷íîé áèáëèîòåêå (Government Oriental Library),
ã.Ìàéñóð, Èíäèÿ.

4) Ðóêîïèñü B – ïåðåïèñàííûé íà áóìàãó íà àëôàâèòå êàííàäà
òåêñò ñ ïàëüìîâûõ ëèñòüåâ, íàéäåííûõ â äæàéíñêîì ìîíàñòûðå â
ã.Ìóäàáèäðè, Èíäèÿ; ñîäåðæèò ïîëíûé òåêñò òðàêòàòà è ïðèëîæå-
íèå íà ÿçûêå êàííàäà – êðàòêèé ïåðå÷åíü óïðàæíåíèé è îòâåòîâ ê
íèì.

Ñâåäåíèé î ïðîèñõîæäåíèè (äðåâíîñòè, ïåðåïèñ÷èêàõ è ò.ï.)
ðóêîïèñåé Ì.Ðàíãà÷àðüÿ, ê ñîæàëåíèþ, íå ïðèâîäèò.

Â 1963 ã. âûøåë ïåðåâîä ñî÷èíåíèÿ Ìàõàâèðû íà õèíäè, îñó-
ùåñòâëåííûé Ë.Äæàéíîì [1], îäíàêî, ïî ñîáñòâåííîìó ïðèçíàíèþ
èçäàòåëÿ, ïóáëèêàöèÿ îñíîâûâàëàñü ãëàâíûì îáðàçîì íà àíãëèéñ-
êîì ïåðåâîäå Ì.Ðàíãà÷àðüè [òàì æå, ñ.XVI].
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Âíèìàíèþ ÷èòàòåëÿ ïðåäëàãàåòñÿ ïåðåâîä ñ ñàíñêðèòà íà ðóñ-
ñêèé ÿçûê ïåðâûõ äâóõ ãëàâ (ãëàâû 0 è 1) òðàêòàòà Ìàõàâèðû
«Ñîáðàíèå îñíîâíûõ ïîëîæåíèé íàóêè î âû÷èñëåíèÿõ», âûïîëíåí-
íûé ïî èçäàíèþ [8]. Ìû îïóñòèëè ðÿä ñòðîô, íå èìåþùèõ îòíî-
øåíèÿ ê ñîáñòâåííî ìàòåìàòè÷åñêîìó ìàòåðèàëó: âîñõâàëåíèÿ îñ-
íîâàòåëÿ äæàéíèçìà Äæèíû Ìàõàâèðû, ïàíåãèðèêè öàðþ Àìîãõà-
âàðøå, ïðåâîçíîøåíèå ìîãóùåñòâà ìàòåìàòèêè, ïåðå÷íè åäèíèö èç-
ìåðåíèÿ, ñïèñîê íàèìåíîâàíèé ìàòåìàòè÷åñêèõ îïåðàöèé, à òàêæå
«íàçâàíèÿ» öèôð â íóìåðàöèîííîé ñèñòåìå, êîòîðàÿ èñïîëüçóåòñÿ
â òðàêòàòå. Êðîìå òîãî, ìû îïóñòèëè ìíîãî÷èñëåííûå óïðàæíåíèÿ.
Ê êàæäîé ñòðîôå äàí êîììåíòàðèé.

[Ãëàâà 0]
Òåïåðü îáùèå ïðàâèëà [äåéñòâèé] ñ ïîëîæèòåëüíûìè âåëè-

÷èíàìè, îòðèöàòåëüíûìè âåëè÷èíàìè [è] íóëåì:
49. Âåëè÷èíà, óìíîæåííàÿ íà íîëü, [äàåò] íîëü; îíà [îñòà-

åòñÿ] íåèçìåííîé ïðè äåëåíèè [íà íîëü è] ñëîæåíèè [ñ íóëåì];
à òàêæå ïðè âû÷èòàíèè [íóëÿ]. Ïðîèçâåäåíèå è ïðî÷èå [îïåðà-
öèè] ñ íóëåì [äàþò] íîëü; ïðè ñëîæåíèè [ñ ïðîèçâîëüíîé âåëè-
÷èíîé] íîëü [«ïðèíèìàåò çíà÷åíèå»] òàêîå æå, êàê ïðèáàâëÿå-
ìîå ñëàãàåìîå.

Ïåðâîå ïðåäëîæåíèå (â ïðåäñòàâëåííîì ïåðåâîäå) ñîäåðæèò
ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ:

a ⋅ =0 0,a a:0 = ,a a+ =0 ,a a− =0 .
Áðîñàåòñÿ â ãëàçà îøèáî÷íîñòü (ïðè ñîâðåìåííîì ïîíèìàíèè

äåëåíèÿ) âòîðîãî ïðàâèëà, ê êîòîðîìó Ì.Ðàíãà÷àðüÿ äàåò íå âïîëíå
ÿñíûé ïîäñòðî÷íûé êîììåíòàðèé: «Ìàõàâèðà, î÷åâèäíî, ñ÷èòàåò,
÷òî äåëåíèå íà íîëü – ýòî âîîáùå íå äåëåíèå» [8, ñ.6 àíãë. òåêñòà].

Ð.Í.Ìóêõåðäæè [9, c.197] èíòåðïðåòèðóåò ýòî ìåñòî êàê
0 0 0/ = , ÷òî õîòÿ è ïðåäñòàâëÿåòñÿ, ñòðîãî ãîâîðÿ, íåêîððåêòíûì,
âñå æå âûçûâàåò ìåíüøå íàðåêàíèé, ïîñêîëüêó ìîæåò áûòü «ïðîâå-
ðåíî óìíîæåíèåì»: 0 0 0⋅ = . Îäíàêî ïîäîáíûå âåðñèè êàæóòñÿ íàì
ìàëîóáåäèòåëüíûìè. Âîîáùå, ñàíñêðèòñêèé òåêñò â ýòîì ìåñòå äî-
ñòàòî÷íî ïðîçðà÷åí, è, íà íàø âçãëÿä, ëþáûå ïîïûòêè èíòåðïðåòè-
ðîâàòü åãî òàê, ÷òîáû âûñêàçûâàíèå Ìàõàâèðû «ñòàëî» ìàòåìàòè-
÷åñêè ãðàìîòíûì, ïîòðåáóþò ïðîòèâîåñòåñòâåííûõ ìàíèïóëÿöèé.

Âåðîÿòíî, Ìàõàâèðå â ðåàëüíûõ (ìíîãîñòóïåí÷àòûõ) âû÷èñëå-
íèÿõ íå ïðèõîäèëîñü ñòàëêèâàòüñÿ ñ äåëåíèåì íà 0, ÷òî ñ âûñîêîé
âåðîÿòíîñòüþ ïðèâåëî áû åãî ê ïîíèìàíèþ îøèáêè. Ìíîãèå ïðàâè-
ëà Ìàõàâèðû, ïðèâîäèìûå íèæå, íå äàþò ïðàâèëüíûé ðåçóëüòàò,
åñëè ïðîèçâîäèòü äåëåíèå íà 0 ñîãëàñíî óêàçàííîé èì èíñòðóêöèè.

Ïðîöèòèðîâàííûé ñòèõ ñëåäóåò âîñïðèíèìàòü, ñêîðåå, êàê
ôîðìàëüíîñòü – ïîïûòêó îõâàòèòü âåñü êðóã ìàòåìàòè÷åñêèõ ïðî-
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öåäóð è ïðîáëåì, íå âñåãäà ñîîòíîñÿ âûäâèãàåìûå òåçèñû (ðåöåï-
òû) ñ ðåàëüíîé âû÷èñëèòåëüíîé ïðàêòèêîé.

50. Ïðè ïåðåìíîæåíèè è ïðè äåëåíèè äâóõ îòðèöàòåëüíûõ
âåëè÷èí [èëè] äâóõ ïîëîæèòåëüíûõ âåëè÷èí ðåçóëüòàò [åñòü] âå-
ëè÷èíà ïîëîæèòåëüíàÿ; à âîò [ïðè ïåðåìíîæåíèè è ïðè äåëå-
íèè] ïîëîæèòåëüíîé âåëè÷èíû [è] îòðèöàòåëüíîé âåëè÷èíû áó-
äåò [ïîëó÷àòüñÿ] îòðèöàòåëüíàÿ âåëè÷èíà. Ðàçíîñòü ïîëîæè-
òåëüíîé âåëè÷èíû [è] îòðèöàòåëüíîé âåëè÷èíû [ðàâíà ÷èñëó,
ïîëó÷àþùåìóñÿ] ïðè ñëîæåíèè [ïîëîæèòåëüíîãî è ïðîòèâîïî-
ëîæíîãî ê îòðèöàòåëüíîìó ÷èñåë].

Îáîçíà÷àÿ îòðèöàòåëüíûå ÷èñëà ÷åðåç Ni, à ïîëîæèòåëüíûå –
÷åðåç Pj , ïîëó÷àåì ñâîä ïðàâèë:

N N P1 2 1⋅ =
N N P1 2 2: =
P P P1 2 3⋅ =
P P P1 2 4: =
P N N1 1 3⋅ =
P N P N1 1 1 1− = + −( )
51. Ñóììà äâóõ îòðèöàòåëüíûõ âåëè÷èí [èëè] äâóõ ïîëîæè-

òåëüíûõ âåëè÷èí [ïîäñ÷èòûâàåòñÿ] òàê æå, êàê ñóììà [èõ àáñî-
ëþòíûõ âåëè÷èí, íî ðåçóëüòàòîì áóäåò ñîîòâåòñòâåííî] îòðèöà-
òåëüíàÿ âåëè÷èíà [èëè] ïîëîæèòåëüíàÿ âåëè÷èíà. Âû÷èòàåìîå,
[ïðåäñòàâëÿþùåå ñîáîé] ïîëîæèòåëüíóþ âåëè÷èíó, ñëåäóåò ðàñ-
ñìàòðèâàòü [êàê ñëàãàåìîå, êîòîðîå åñòü ñîîòâåòñòâóþùàÿ] îò-
ðèöàòåëüíàÿ âåëè÷èíà; [åñëè] èç ÷èñëà [âû÷èòàåòñÿ] âû÷èòàå-
ìîå, [ïðåäñòàâëÿþùåå ñîáîé] îòðèöàòåëüíóþ âåëè÷èíó, [òî åãî
ìîæíî çàìåíèòü íà ñëàãàåìîå, çíà÷åíèå êîòîðîãî åñòü ñîîòâåòñ-
òâóþùàÿ] ïîëîæèòåëüíàÿ âåëè÷èíà.

Àëãåáðàè÷åñêè:

( ) ( ) ( )− + − = − +P P P P1 2 1 2

P P P P1 2 1 2+ = +
X P X P− = + −( )

X P X P− − = +( )
×åðåç X ìû îáîçíà÷èëè âåëè÷èíó ïðîèçâîëüíîãî çíàêà.

52. Êâàäðàò ïîëîæèòåëüíîé âåëè÷èíû [è] îòðèöàòåëüíîé âå-
ëè÷èíû [åñòü] âåëè÷èíà ïîëîæèòåëüíàÿ; [òàêèì îáðàçîì, èìååò-
ñÿ] äâà [çíà÷åíèÿ êâàäðàòíîãî] êîðíÿ – ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî
[è] îòðèöàòåëüíîå ÷èñëî. Ïîñêîëüêó èç ýòèõ äâóõ [òèïîâ âåëè-
÷èí (òî åñòü ïîëîæèòåëüíûõ è îòðèöàòåëüíûõ)], ñîãëàñíî [îïè-
ñàííîìó âûøå] ïðàâèëó, îòðèöàòåëüíàÿ âåëè÷èíà ïî ñâîåé ïðè-
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ðîäå íå ìîæåò áûòü êâàäðàòîì, òî íå [ñóùåñòâóåò êâàäðàòíîãî]
êîðíÿ èç íåå.

Êàê âèäèì, Ìàõàâèðà ðàññìàòðèâàåò àëãåáðàè÷åñêèé êâàäðàò-
íûé êîðåíü, ïðèíèìàþùèé êàê ïîëîæèòåëüíîå, òàê è îòðèöàòåëü-
íîå çíà÷åíèå.

[Ãëàâà 1]
Óìíîæåíèå
Â ñëó÷àå ïåðâîé ìàòåìàòè÷åñêîé îïåðàöèè, [íàçûâàåìîé]

«óìíîæåíèå», ïðàâèëî âû÷èñëåíèÿ [âîò] êàêîå:
1. Ñëåäóåò óìíîæèòü ìíîæèìîå íà ìíîæèòåëü, ðàçìåñòèâ

[èõ äðóã îòíîñèòåëüíî äðóãà è ïðîèçâåäÿ äåéñòâèÿ] ñîãëàñíî
àëãîðèòìó «êàâàòà-ñàíäõè». [Êðîìå òîãî, óìíîæåíèå ìîæíî
ïðîèçâîäèòü] ñ ïîìîùüþ [àëãîðèòìîâ] «ðàøè[-êõàíäà]», «àðã-
õà-êõàíäà» [è] «òàò-ñòõà», [êàæäûé èç êîòîðûõ ìîæåò îñóùåñò-
âëÿòüñÿ] äâóìÿ ïóòÿìè – â îáû÷íîì è â îáðàòíîì ïîðÿäêå.

Â íàñòîÿùèé ìîìåíò àâòîðîì ïåðåâîäà ãîòîâèòñÿ îòäåëüíàÿ
ñòàòüÿ, ïîñâÿùåííàÿ äàííîé ñòðîôå.

Äåëåíèå
Â ñëó÷àå âòîðîé îïåðàöèè, [íàçûâàåìîé] «äåëåíèå», ïðàâè-

ëî âû÷èñëåíèÿ [âîò] êàêîå:
18. Ðàñïîëîæè äåëèìîå [ðÿäîì] ñî ñòîÿùèì ïîä íèì äåëè-

òåëåì, [çàòåì], ïðåîáðàçîâàâ äðîáü, ñîãëàñíî «ïðàâèëó äåëåíèÿ
íà îäèíàêîâûå [÷èñëà]», ïîëó÷èøü [èñêîìîå] çíà÷åíèå.

Ôàêòè÷åñêè, ðå÷ü èäåò î çàïèñè ÷àñòíîãî äâóõ ÷èñåë â âèäå
îáûêíîâåííîé äðîáè è ïîñëåäîâàòåëüíîì äåëåíèè åå ÷èñëèòåëÿ è
çíàìåíàòåëÿ íà îáùèå ìíîæèòåëè. Äåòàëåé Ìàõàâèðà íå ñîîáùàåò.

Èëè
19. Â îáðàòíîì ïîðÿäêå: äåëèìîå ñëåäóåò ïîäåëèòü íà ñòîÿ-

ùèé íèæå äåëèòåëü; [çäåñü ïðèìåíÿåòñÿ] «ïðàâèëî äåëåíèÿ íà
îäèíàêîâûå [÷èñëà]», åñëè ó ýòèõ äâóõ [÷èñåë] åñòü èìåííî òà-
êîå [÷èñëî, êîòîðîå áû ïîäîøëî] äëÿ äåëåíèÿ.

Ìàõàâèðà íå ñîîáùàåò ïîäðîáíîñòåé àëãîðèòìà; ñîîòâåòñòâåí-
íî, ïîÿñíèòü, ÷òî çíà÷èò «â îáðàòíîì ïîðÿäêå» (pratiloma-
pathena), ìû íå ìîæåì.

[Âîçâåäåíèå â] êâàäðàò
Â ñëó÷àå òðåòüåé îïåðàöèè, [íàçûâàåìîé «âîçâåäåíèå â]

êâàäðàò», ïðàâèëî âû÷èñëåíèÿ [âîò] êàêîå:
29. Êâàäðàò ìîæåò áûòü ïîëó÷åí [êàê] ïðîèçâåäåíèå äâóõ

îäèíàêîâûõ [ìíîæèòåëåé]; èëè [êàê] ïðîèçâåäåíèå äâóõ [ìíî-
æèòåëåé, ïåðâûé èç êîòîðûõ åñòü çàäàííîå ÷èñëî], óìåíüøåí-
íîå íà ïðîèçâîëüíóþ âåëè÷èíó, [à âòîðîå – åñòü çàäàííîå ÷èñ-
ëî], óâåëè÷åííîå [íà òó æå ïðîèçâîëüíóþ âåëè÷èíó], ïëþñ
êâàäðàò [ýòîé] ïðîèçâîëüíîé âåëè÷èíû; èëè [êàê] ñóììà [àðèô-
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ìåòè÷åñêîé ïðîãðåññèè, â êîòîðîé] ïåðâûé ÷ëåí [ðàâåí] 1, ðàç-
íîñòü [ðàâíà] 2, êîëè÷åñòâî ÷ëåíîâ [ðàâíî âîçâîäèìîìó â êâàä-
ðàò] ÷èñëó, î êîòîðîì ãîâîðèòñÿ â çàäà÷å.

Àëãåáðàè÷åñêè:

n n n⋅ = 2,

( ) ( )n a n a a n− + + =2 2,

1 3 5 7 2+ + + + =�

��������

n

n

ñëàãàåìûõ

.

30. [Åñëè ÷èñëî ðàçáèòî íà] 2 èëè áîëåå ñëàãàåìûõ, [òî]
ñóììà êâàäðàòîâ âñåõ [ýòèõ] âåëè÷èí, ñëîæåííàÿ ñ óäâîåííîé
ñóììîé èõ âñåâîçìîæíûõ ïîïàðíûõ ïðîèçâåäåíèé, [åñòü] êâàä-
ðàò [èñõîäíîãî ÷èñëà].

Àëãåáðàè÷åñêè:

a a a aj
j

n

j
j

n

i j
i j n= = ≤ < ≤

∑ ∑ ∑
⎛

⎝

⎜
⎜

⎞

⎠

⎟
⎟ = +

⎛

⎝

⎜
⎜

⎞

⎠

⎟
⎟

1

2

2

1 1
2 , ãäå n ≥ 2.

31. Âîçâåäÿ â êâàäðàò ïîñëåäíþþ öèôðó, ñëåäóåò óìíîæèòü
óäâîåííóþ ïîñëåäíþþ öèôðó íà îñòàâøèåñÿ öèôðû, [êàæäûé
ðàç ñîîòâåòñòâóþùèì îáðàçîì] ñäâèãàÿ ââåðõ [çàïèñûâàåìûé
ðåçóëüòàò]; òàê [ñëåäóåò äåëàòü è äàëåå, ïîñòåïåííî] ñäâèãàÿñü
[ïî âñåì] îñòàâøèìñÿ [öèôðàì]. Ýòî ïðàâèëî ñëåäóåò ïðèìå-
íÿòü â ñëó÷àå âîçâåäåíèÿ â êâàäðàò.

Â óêàçàííîé ñòðîôå äâàæäû âñòðå÷àåòñÿ ñëîâî utsArya – êàó-
çàòèâíîå äååïðè÷àñòèå îò ãëàãîëüíîãî êîðíÿ ut- sR, «èñêëþ÷èâ,

âûãíàâ, ïåðåäâèíóâ». Êîíòåêñò ïîáóæäàåò íàñ â ïåðâîì ñëó÷àå ïå-
ðåâåñòè åãî êàê «ñäâèãàÿ ââåðõ» (áóêâàëüíûé ïåðåâîä, ó÷èòûâàþ-
ùèé ñåìàíòèêó ïðåôèêñà ut-), à âî âòîðîì ñëó÷àå – èñòîëêîâàòü
åãî â íåïîíóäèòåëüíîì çíà÷åíèè: «ñäâèãàÿñü, ïåðåìåùàÿñü».

Ïóñòü ÷èñëî çàïèñàíî â äåñÿòè÷íîé ïîçèöèîííîé ñèñòåìå. Èñ-
ïîëüçóåìûé â ñòðîôå òåðìèí antya (áóêâ. “ïîñëåäíÿÿ [öèôðà]”)
ìîæíî ïîíèìàòü êàê «ïîñëåäíÿÿ [ñëåâà öèôðà]» è êàê «ïîñëåäíÿÿ
[ñïðàâà öèôðà]». Â èòîãå ìû ïðèõîäèì ê äâóì ðàâíîâîçìîæíûì
âàðèàíòàì èñòîëêîâàíèÿ ïðàâèëà. Ðàñïèøåì îáà âàðèàíòà àëãîðèò-
ìà ïîäðîáíî; ïàðàëëåëüíî, â ôèãóðíûõ ñêîáêàõ, áóäåì âûïîëíÿòü
äåéñòâèÿ íàä êîíêðåòíûì ÷èñëîì.

Ïóñòü íåîáõîäèìî âîçâåñòè â êâàäðàò íåêîòîðîå íàòóðàëüíîå
÷èñëî. {Âîçüìåì, ê ïðèìåðó, ÷èñëî 8537.}

1 âàðèàíò. Íà÷åðòè ñòîëüêî ãîðèçîíòàëüíûõ ïîëîñ, ñêîëüêî
öèôð â ÷èñëå {4}. Íèæíÿÿ ïîëîñà áóäåò îòâå÷àòü åäèíèöàì; âòîðàÿ
ñíèçó – äåñÿòêàì; òðåòüÿ ñíèçó – ñîòíÿì è ò.ä. Ïîñåðåäèíå êàæäîé
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ïîëîñû ïðîâåäè «ñðåäíþþ ëèíèþ», êîòîðàÿ ðàçîáüåò åå íà äâå
«ïîäïîëîñû». 1 øàã. Âîçüìè êðàéíþþ ïðàâóþ öèôðó ÷èñëà {7},
âîçâåäè åå â êâàäðàò { }72 è çàïèøè ðåçóëüòàò {49} ñâåðõó âíèç òàê,
÷òîáû åãî ïîñëåäíÿÿ öèôðà {9} «ñòîÿëà» íà íèæíåé ãðàíèöå ïîëî-
ñû åäèíèö. 2 øàã. Óäâîé ýòó öèôðó { }7 2⋅ è óìíîæü ïîëó÷åííîå
÷èñëî {14} íà îñòàâøèåñÿ öèôðû {3, 5, 8}, à ðåçóëüòàòû {14 3 42⋅ = ,
14 5 70⋅ = , 14 8 112⋅ = } çàïèøè ñâåðõó âíèç òàê, ÷òîáû íèæíÿÿ öèô-
ðà êàæäûé ðàç áûëà íà îäíó «ñòóïåíüêó» âûøå. Ïåðâàÿ èòåðàöèÿ
çàêîí÷åíà.

Òåïåðü âîçüìè ñëåäóþùóþ ñïðàâà öèôðó {3} è ïðîäåëàé ñ íåé
òå æå äåéñòâèÿ – âîçâåäè åå â êâàäðàò { }32 è çàïèøè ðåçóëüòàò {9}
ñâåðõó âíèç òàê, ÷òîáû åãî ïîñëåäíÿÿ öèôðà {9} «ñòîÿëà» íà íèæ-
íåé ãðàíèöå ïîëîñû, îòâå÷àþùåé äåñÿòêàì. Óäâîé ýòó öèôðó { }3 2⋅
è óìíîæü ïîëó÷åííîå ÷èñëî {6} íà îñòàâøèåñÿ öèôðû {5, 8}, çàïè-
ñûâàÿ ïðîèçâåäåíèÿ ñ ñîîòâåòñòâóþùèì ñäâèãîì. È ò.ä.

Â êîíöå ñëîæè ÷èñëà â êàæäîé «ïîäïîëîñå», íà÷èíàÿ ñ íèæ-
íåé, è çàïèøè ñóììó (öèôðó) â ñàìûé ïðàâûé ñòîëáåö; ïðè ýòîì,
êàê îáû÷íî, åñëè ñóììà áîëüøå 9, ïèøè òîëüêî åå ïîñëåäíþþ
öèôðó, à äåñÿòêè «ïåðåíîñè» â ñëåäóþùóþ «ïîäïîëîñó» (òàáë.1).

Òàáëèöà 1
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2 âàðèàíò. Íà÷åðòè ñòîëüêî ãîðèçîíòàëüíûõ ïîëîñ, ñêîëüêî
öèôð â ÷èñëå {4}. Âåðõíÿÿ ïîëîñà áóäåò îòâå÷àòü åäèíèöàì; âòîðàÿ
ñâåðõó – äåñÿòêàì; òðåòüÿ ñâåðõó – ñîòíÿì è ò.ä. Ïîñåðåäèíå êàæ-
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äîé ïîëîñû ïðîâåäè «ñðåäíþþ ëèíèþ», êîòîðàÿ ðàçîáüåò åå íà äâå
«ïîäïîëîñû». 1 øàã. Âîçüìè êðàéíþþ ëåâóþ öèôðó ÷èñëà {8},
âîçâåäè åå â êâàäðàò { }82 è çàïèøè ðåçóëüòàò {64} ñíèçó ââåðõ òàê,
÷òîáû åãî ïîñëåäíÿÿ öèôðà {4} «óïèðàëàñü» â âåðõíþþ ãðàíèöó
ïîëîñû, îòâå÷àþùåé ïîñëåäíåìó ðàçðÿäó {òûñÿ÷àì}. 2 øàã. Óäâîé
ýòó öèôðó { }8 2⋅ è óìíîæü ïîëó÷åííîå ÷èñëî {16} íà îñòàâøèåñÿ
öèôðû {5, 3, 7}, à ðåçóëüòàòû {16 5 80⋅ = , 16 3 48⋅ = , 16 7 112⋅ = } çà-
ïèøè ñíèçó ââåðõ òàê, ÷òîáû âåðõíÿÿ öèôðà êàæäûé ðàç áûëà íà
îäíó «ñòóïåíüêó» âûøå. Ïåðâàÿ èòåðàöèÿ çàêîí÷åíà.

Âîçüìè ñëåäóþùóþ ñëåâà öèôðó {5}, âîçâåäè åå â êâàäðàò { }52

è çàïèøè ðåçóëüòàò {25} ñíèçó ââåðõ òàê, ÷òîáû åãî ïîñëåäíÿÿ
öèôðà {5} «óïèðàëàñü» â âåðõíþþ ãðàíèöó ïîëîñû, îòâå÷àþùåé
ñëåäóþùåìó ðàçðÿäó {ñîòíÿì}. Óäâîé ýòó öèôðó { }5 2⋅ è óìíîæü
ïîëó÷åííîå ÷èñëî {10} íà îñòàâøèåñÿ öèôðû {3, 7}, çàïèñûâàÿ ïðî-
èçâåäåíèÿ ñ ñîîòâåòñòâóþùèì ñäâèãîì. È ò.ä.

Â êîíöå ñëîæè ÷èñëà â êàæäîé «ïîäïîëîñå», íà÷èíàÿ ñ âåðõ-
íåé, è çàïèøè ñóììó (öèôðó) â ñàìûé ïðàâûé ñòîëáåö; ïðè ýòîì,
êàê îáû÷íî, åñëè ñóììà áîëüøå 9, ïèøè òîëüêî ïîñëåäíþþ öèôðó,
à äåñÿòêè «ïåðåíîñè» â ñëåäóþùóþ «ïîäïîëîñó» (òàáë.2).

Òàáëèöà 2

Âû÷èñëåíèå 8537 72 880 369� =

ïîëîñà
åäèíèö

9 9

2 4 6

ïîëîñà
äåñÿòêîâ

2 0 9 4 3

1 0 7 0

ïîëîñà
ñîòåí

8 1 5 3 8

0 4 2 8

ïîëîñà
òûñÿ÷

4 8 2

6 7

Àëãîðèòì îñíîâàí íà àíàëîãè÷íîì òîæäåñòâå:
a a a a a a a a
� �

�

�

�

�−
−

−= + + + + =� � �

� �
�

�
� �

�10 10 10... ( ... )

= ⋅ + ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ + +−
−

−
−a a a a a

�

�

� �

�

� �

�� �
�

� �
�

� �10 2 10 2 10( ) ( ) ... ( )2 10�a a
�

�⋅ ⋅ +

+ ⋅ + ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅−
−

− −
−

− −a a a a a
�

�

� �

�

� ��
� � �

� �
� �

� �
�10 2 10 2 10( ) ( ) �

�

�a a−
−

−+ + ⋅ ⋅ +�
� �

�2 10... ( )

+ ⋅ + ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅−
−

− −
−

− −a a a a a
�

�

� �

�

� ��
� � �

� �
� �

� �
�10 2 10 2 10( ) ( ) �

�

�a a−
−

−+ + ⋅ ⋅ +�
� �

�2 10... ( )

+ + ⋅ + ⋅ ⋅ +� a a a�
� �

� �
�10 2 10( )

+a�
�.

Ìàõàâèðà 275



Ïåðåâîä Ì.Ðàíãà÷àðüè ïî ñóòè òîò æå, îäíàêî åãî «ãðàôè÷åñ-
êàÿ ðåàëèçàöèÿ» îòëè÷àåòñÿ îò íàøåé, âî-ïåðâûõ, íàïðàâëåíèåì
çàïîëíåíèÿ òàáëèöû, à âî-âòîðûõ, òåì, ÷òî ïðîèçâåäåíèÿ âïèñûâà-
þòñÿ â òàáëèöó öåëèêîì, èõ öèôðû íå ðàñïðåäåëÿþòñÿ ïî îòäåëü-
íûì êëåòêàì [8, ñ.14 àíãë. òåêñòà].

Êâàäðàòíûé êîðåíü
Â ñëó÷àå ÷åòâåðòîé îïåðàöèè, [íàçûâàåìîé] «êâàäðàòíûé

êîðåíü», ïðàâèëî âû÷èñëåíèÿ [âîò] êàêîå:
36. Êîãäà èç «êðàéíåé îäæè» âû÷òåí [ìàêñèìàëüíî âîçìîæ-

íûé] êâàäðàò, [à çàòåì ïîî÷åðåäíî òî – íàõîäèòñÿ] îòíîøåíèå
«þãìû» ê óäâîåííîìó [«òåêóùåìó çíà÷åíèþ» êâàäðàòíîãî] êîð-
íÿ, [òî – èç] «îäæè» âû÷èòàåòñÿ êâàäðàò ïîëó÷åííîé [íà ïðå-
äûäóùåì øàãå öèôðû, òîãäà öèôðà, êîòîðàÿ ñîîòâåòñòâóåò íàé-
äåííîìó â ñàìîì íà÷àëå ìàêñèìàëüíîìó êâàäðàòó, è öèôðû, ïî-
ëó÷àþùèåñÿ äàëåå, ïðè] äåëåíèè [ñ îñòàòêîì êàæäîé «þãìû»]
íà óäâîåííîå [«òåêóùåå çíà÷åíèå» êâàäðàòíîãî êîðíÿ, äàþò
ïîëíîå] çíà÷åíèå êâàäðàòíîãî êîðíÿ.

Ðàñïèøåì àëãîðèòì Ìàõàâèðû áîëåå ïîäðîáíî; ïàðàëëåëüíî,
â ôèãóðíûõ ñêîáêàõ, áóäåì âûïîëíÿòü äåéñòâèÿ íàä êîíêðåòíûì
÷èñëîì.

Ïóñòü íåîáõîäèìî íàéòè çíà÷åíèå êâàäðàòíîãî êîðíÿ èç ÷èñëà,
êîòîðîå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïîëíûé êâàäðàò {âîçüìåì, ê ïðèìåðó,
÷èñëî 2 337 841}.

Øàã 1. Ðàçîáüåì öèôðû ýòîãî ÷èñëà ñïðàâà íàëåâî ïî ïàðàì
{2’33’78’41}. Ñàìàÿ ëåâàÿ ãðóïïà, êîòîðàÿ ìîæåò ñîñòîÿòü êàê èç
îäíîé, òàê è èç äâóõ öèôð, íàçûâàåòñÿ «êðàéíåé îäæåé»
(antyauja) {â íàøåì ñëó÷àå ýòî 2}.

Øàã 2. Íàéäåì íàèáîëüøóþ öèôðó, êâàäðàò êîòîðîé íå ïðå-
âîñõîäèò «êðàéíþþ îäæó», ýòî áóäåò ïåðâàÿ öèôðà èñêîìîãî êîð-
íÿ {öèôðà 1}; âû÷òåì åå êâàäðàò èç «êðàéíåé îäæè» {èç 2 âû÷èòà-
åì 1 12 = , ïîëó÷àåì 1}. Ìû ñîâåðøèëè 1-îå âû÷èòàíèå; åñëè ê åãî
ðåçóëüòàòó ïðèïèñàòü («ñíåñòè») ñëåäóþùóþ öèôðó {3} èñõîäíîãî
÷èñëà, òî ïîëó÷èòñÿ ÷èñëî {13}, íàçûâàåìîå «þãìà» (yugma).

2 3378 41 1′ ′ ′ = ...

þãìà =
1

13

Øàã 3. Èùåì óäâîåííîå «òåêóùåå çíà÷åíèå» êîðíÿ {«òåêóùåå
çíà÷åíèå» – ýòî 1, îíî óäâîåííîå – ýòî 2}. Ïîëó÷åííûé ðåçóëüòàò
íàäî óìíîæèòü íà òàêóþ ìàêñèìàëüíóþ öèôðó, ÷òîáû ïðîèçâåäå-
íèå, ñ îäíîé ñòîðîíû, íå ïðåâîñõîäèëî òîëüêî ÷òî íàéäåííóþ
«þãìó», à ñ äðóãîé ñòîðîíû – óäîâëåòâîðÿëî óñëîâèþ: åñëè èç òå-
êóùåé «þãìû» âû÷åñòü ýòî ïðîèçâåäåíèå, à çàòåì «ñíåñòè» ñëåäó-
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þùóþ öèôðó èñõîäíîãî ÷èñëà, òî îáðàçîâàâøååñÿ ÷èñëî, íàçûâàå-
ìîå «îäæà» (oja), äîëæíî áûòü íå ìåíüøå, ÷åì êâàäðàò ïîäîáðàí-
íîé öèôðû. Çàìåòèì, ÷òî ïîñëåäíåå óñëîâèå íèêàê íå îãîâàðèâàåò-
ñÿ Ì.Ðàíãà÷àðüåé [8, ñ.15 àíãë. òåêñòà], à îíî âàæíîå, áåç íåãî âî
ìíîãèõ ñëó÷àÿõ àëãîðèòì çàõîäèò â òóïèê.

{Áóäåì èñêàòü ñðåäè öèôð, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ: 2 13k ≤ ,
íåîáõîäèìî ïðîâåðèòü k = 6, 5, 4, 3, 2, 1, 0. Ïóñòü k = 6, âû÷èòàåì
2 12k = , ïîëó÷àåì 1, «ñíîñèì» 3, ïîëó÷àåì ÷èñëî 13, êîòîðîå ìåíü-
øå, ÷åì k 2 36= ; çíà÷èò, k = 6 íå ïîäõîäèò:

2 3378 41 1′ ′ ′ = ...

þãìà =

<

1

13
12

13 62

Ïóñòü k = 5, âû÷èòàåì 2 10k = , ïîëó÷àåì 3, «ñíîñèì» 3, ïîëó÷àåì
«îäæó» 33, êîòîðàÿ íå ìåíüøå, ÷åì k 2 25= ; çíà÷èò, k = 5 ïîäõîäèò:

2 3378 41 1′ ′ ′ = ...

þãìà =
1

13

îäæà = <
10

33 52

Íà ýòîì øàãå ñîâåðøàåòñÿ 2-îå âû÷èòàíèå, è, ïîâòîðèìñÿ, åãî
ðåçóëüòàò ñ ïðèñòàâëåííîé («ñíåñåííîé») ñëåäóþùåé öèôðîé èñ-
õîäíîãî ÷èñëà {÷èñëî 33} íàçûâàåòñÿ «îäæà» (oja).

Øàã 4. Íàéäåííàÿ íà ïðåäûäóùåì øàãå öèôðà ÿâëÿåòñÿ ñëå-
äóþùåé öèôðîé èñêîìîãî çíà÷åíèÿ êîðíÿ. Âû÷èòàåì åå êâàäðàò èç
òåêóùåé «îäæè» è «ñíîñèì» ñëåäóþùóþ öèôðó, ïîëó÷àåòñÿ ÷èñëî,
íàçûâàåìîå, îïÿòü æå, «þãìà» {â íàøåì ïðèìåðå – ýòî 87}:

2 33 78 41 15′ ′ ′ = ...

þãìà =
1

13

îäæà =
10

33

þãìà =
25

87

Äàëåå âîçâðàùàåìñÿ ê Øàãó 3. {«Òåêóùåå çíà÷åíèå» êîðíÿ –
ýòî 15, îíî óäâîåííîå – ýòî 30. Áóäåì èñêàòü ñðåäè öèôð, óäîâëåò-
âîðÿþùèõ óñëîâèþ: 30 87k ≤ . Íåîáõîäèìî ïðîâåðèòü k = 2, 1, 0.
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Ïóñòü k = 2, âû÷èòàåì 30 60k = , ïîëó÷àåì 27, «ñíîñèì» 8, ïîëó÷àåì
«îäæó» 278, êîòîðàÿ íå ìåíüøå, ÷åì k 2 4= ; çíà÷èò, k = 2 ïîäõîäèò:

2 3378 41 15′ ′ ′ = ...

þãìà =
1

13

îäæà =
10

33

þãìà =
25

87

îäæà = ≥
60

278 22

Íàéäåííàÿ òàêèì îáðàçîì öèôðà 2 ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùåé öèô-
ðîé èñêîìîãî çíà÷åíèÿ êîðíÿ. Âû÷èòàåì åå êâàäðàò èç òåêóùåé
«îäæè», ïîëó÷àåì 274, «ñíîñèì» ñëåäóþùóþ öèôðó 4, ïîëó÷àåòñÿ
÷èñëî 2744, íàçûâàåìîå, îïÿòü æå, «þãìà»:

2 3378 41 152′ ′ ′ = ...

þãìà =
1

13

îäæà =
10

33

þãìà =
25

87

îäæà =
60

278

þãìà =
4

2744

Ñíîâà, «òåêóùåå çíà÷åíèå» êîðíÿ – ýòî 152, îíî óäâîåííîå –
ýòî 304. Áóäåì èñêàòü ñðåäè öèôð, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ:
304 2744k ≤ . Íåîáõîäèìî ïðîâåðèòü k = 9, 8, ..., 1, 0. Ïóñòü k = 9,
âû÷èòàåì 304 2736k = , ïîëó÷àåì 8, «ñíîñèì» 1, ïîëó÷àåì «îäæó»
81, êîòîðàÿ íå ìåíüøå, ÷åì k 2 81= ; çíà÷èò, k = 9 ïîäõîäèò. Íàé-
äåííàÿ òîëüêî ÷òî öèôðà 9 ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùåé è ïîñëåäíåé öèô-
ðîé èñêîìîãî çíà÷åíèÿ êîðíÿ. Âû÷èòàåì åå êâàäðàò èç òåêóùåé
«îäæè», ïîëó÷àåì 0:

2 3378 41 1529′ ′ ′ =

þãìà =
1

13
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îäæà =
10

33

þãìà =
25

87

îäæà =
60

278

þãìà =
4

2744

îäæà = ≥
2736

81 92

81

0

Íà ýòîì âû÷èñëåíèå çàêàí÷èâàåòñÿ: 2 337 841 1529= .}
Îïèñàííûé ìåòîä îñíîâàí íà ñëåäóþùåé ôîðìóëå, êîòîðàÿ

íåñëîæíî ïðîâåðÿåòñÿ ìåòîäîì ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè:

( ... )10 10 101
1

1
1 0

2n
n

n
na a a a+ + + + =−
−

= +102 2n
na

+ ⋅ + +−
−

−
−2 10 102 1

1
2 2

1
2a a an

n
n

n
n

+ + ⋅ + +−
−

−
−

−2 10 10 101
2 3

1
2 4

2
2( )a a a an n

n
n

n
n

+ + + ⋅ + +− −
−

−
−

−2 10 10 10 102
1 2

2 5
2

2 6
3

2( )a a a a an n n
n

n
n

n

+ + + + + ⋅ +− −
−... ( ... )2 10 10 10 101 2
1 1 0

0
0
2n

n
n

na a a a a

Àëãåáðàè÷åñêèé «ïîäòåêñò» ïðîöåäóð àëãîðèòìà ñòàíîâèòñÿ
âïîëíå ÿñíûì, åñëè ðàññìîòðåòü, ñêàæåì, 7- èëè 8-çíà÷íîå ÷èñëî
N (ÿâëÿþùååñÿ ïîëíûì êâàäðàòîì), èç êîòîðîãî òðåáóåòñÿ èçâëå÷ü
êâàäðàòíûé êîðåíü. Ââèäó 1000 000 100 000 000≤ <N èìååì
1000 10 000≤ <N , çíà÷èò, N – ÷åòûðåõçíà÷íîå ÷èñëî.

Øàã 1 íèêàêèõ àëãåáðàè÷åñêèõ ïðåîáðàçîâàíèé íå ïðåäïîëà-
ãàåò.

Øàã 2. Íàõîäèì ìàêñèìàëüíóþ öèôðó a ∈ 19, òàêóþ, ÷òî
N a≥ 1000 000 2.

Åñëè N a= 1000 000 2, òî N a= ( )1000 2, è âû÷èñëåíèå çàêàí÷è-
âàåòñÿ.

Ïóñòü N a> 1000 000 2. Ðàññìîòðèì N N a1
21 000 000 0= − > .

Øàã 3. Âîçüìåì ìàêñèìàëüíóþ öèôðó b ∈ 0 9, , óäîâëåòâîðÿþ-
ùóþ óñëîâèþ:
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N a b b1
22 100 000 10 000− ⋅ ≥ .

Òàêàÿ öèôðà çàâåäîìî ñóùåñòâóåò, ïîñêîëüêó âûïèñàííîìó íå-
ðàâåíñòâó óäîâëåòâîðÿåò, íàïðèìåð, öèôðà 0.

Øàã 4. Ðàññìîòðèì N N a b b2 1
22 100 000 10 000 0= − ⋅ − ≥ .

Åñëè N2 0= , òî

N N a a b b a= + = ⋅ + + =1
2 2 21 000 000 2 100 000 10 000 1000 000( )

= +( )1000 100 2a b ,
è âû÷èñëåíèå çàêàí÷èâàåòñÿ.

Ïóñòü N2 0> .
Ñíîâà Øàã 3. Âîçüìåì ìàêñèìàëüíóþ öèôðó c ∈ 09, , óäîâ-

ëåòâîðÿþùóþ óñëîâèþ:
N a b c c2

22 10 1000 100− + ⋅ ≥( ) .
Òàêàÿ öèôðà çàâåäîìî ñóùåñòâóåò, ïîñêîëüêó âûïèñàííîìó íå-

ðàâåíñòâó óäîâëåòâîðÿåò, íàïðèìåð, öèôðà 0.
Ñíîâà Øàã 4. Ðàññìîòðèì

N N a b c c3 2
22 10 1000 100 0= − + ⋅ − ≥( ) .

Åñëè N3 0= , òî

N N a= + =1
21 000 000

= + ⋅ + + =( )N a b b a2
2 22 100 000 10 000 1000 000

= + + ⋅ + ⋅ +[ ( ) ]100 2 10 1000 2 100 0002c a b c a b

+ + = + +10 000 1000 000 1000 100 102 2 2b a a b c( ) ,

è âû÷èñëåíèå çàêàí÷èâàåòñÿ.
Ïóñòü N3 0> .
Ñíîâà Øàã 3. Âîçüìåì ìàêñèìàëüíóþ öèôðó d ∈ 09, , óäîâ-

ëåòâîðÿþùóþ óñëîâèþ:

N a b ñ d d3
22 100 10 10− + + ⋅ ≥( ) .

Òàêàÿ öèôðà çàâåäîìî ñóùåñòâóåò, ïîñêîëüêó âûïèñàííîìó íå-
ðàâåíñòâó óäîâëåòâîðÿåò, íàïðèìåð, öèôðà 0.

Ñíîâà Øàã 4. Ðàññìîòðèì

N N a b ñ d d4 3
22 100 10 10 0= − + + ⋅ − ≥( ) .

Åñëè N4 0= , òî

N N a b b a= + ⋅ + + =2
2 22 100 000 10 000 1000 000

= + + ⋅ + + ⋅ +[ ( ) ]N a b c c a b3
22 10 1000 100 2 100 000

+ + =10 000 1000 0002 2b a
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= + + ⋅ + + + ⋅ + +[ ( ) ] ( )2 100 10 10 2 10 1000 1002 2a b c d d a b c c

+ ⋅ + + =2 100 000 10 000 1000 0002 2a b b a

= + + +( )1000 100 10 2a b c d ,
è âû÷èñëåíèå çàêàí÷èâàåòñÿ.

Ïóñòü N4 0> , òîãäà

N N a b c c= + + ⋅ + +3
22 10 1000 100( )

+ ⋅ + + =2 100 000 10 000 1000 0002 2a b b a

= + + + ⋅ + + + ⋅ +[ ( ) ] ( )N a b ñ d d a b c4
22 100 10 10 2 10 1000

+ + ⋅ + + >100 2 100 000 10 000 1000 0002 2 2c a b b a

> + + ⋅ + + + ⋅ + +2 100 10 10 2 10 1000 1002 2( ) ( )a b ñ d d a b c c

+ ⋅ + + = + + +2 100 000 10 000 1000 000 1000 100 102 2 2a b b a a b c d( ) .

Ïîñêîëüêó d – ýòî ìàêñèìàëüíàÿ öèôðà, óäîâëåòâîðÿþùàÿ
óñëîâèþ: N a b ñ d d3

22 100 10 10− + + ⋅ ≥( ) , òî äëÿ ëþáîé öèôðû
d d1 > áóäåò ñïðàâåäëèâî îáðàòíîå íåðàâåíñòâî:
N a b ñ d d3 1 1

22 100 10 10− + + ⋅ <( ) . Ñëåäîâàòåëüíî,

N N a b c c= + + ⋅ + +3
22 10 1000 100( )

+ ⋅ + + <2 100 000 10 000 1000 0002 2a b b a

< + + + ⋅ + + ⋅ + +d a b ñ d a b c c1
2

1
22 100 10 10 2 10 1000 100( ) ( )

+ ⋅ + + = + + +2 100 000 10 000 1000 000 1000 100 102 2
1

2a b b a a b c d( ) .
Ñ äðóãîé ñòîðîíû, äëÿ âñÿêîé öèôðû d d2 < ÷èñëî
N d a b ñ d d a b ñ d3

2
2
2

22 100 10 10 2 100 10 10≥ + + + ⋅ > + + + ⋅( ) ( ) ,

ïîýòîìó

N N a b c c= + + ⋅ + +3
22 10 1000 100( )

+ ⋅ + + >2 100 000 10 000 1000 0002 2a b b a

> + + + ⋅ + + ⋅ + +[ ( ) ] ( )d a b ñ d a b c c2
2

2
22 100 10 10 2 10 1000 100

+ ⋅ + + = + + +2 100 000 10 000 1000 000 1000 100 102 2
2

2a b b a a b c d( ) .

Â èòîãå:
1) a, b, c, d – öèôðû, ïðè÷åì a ≥ 1,
2) N a b c d> + + +( )1000 100 10 2,
3) äëÿ âñÿêîé öèôðû d d1 > ñïðàâåäëèâî

N a b c d< + + +( )1000 100 10 1
2,

4) äëÿ âñÿêîé öèôðû d d2 < ñïðàâåäëèâî

Ìàõàâèðà 281



N a b c d> + + +( )1000 100 10 2
2,

÷åãî íå ìîæåò áûòü, ïîñêîëüêó N ÿâëÿåòñÿ êâàäðàòîì íåêîòîðîãî
4-çíà÷íîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà.Çíà÷èò,ñëó÷àé N4 0> íåâîçìîæåí,à
íàéäåííûå öèôðû a,b,c,d ñîñòàâëÿþò ÷èñëî abcd N= .

[Âîçâåäåíèå â] êóá
Â ñëó÷àå ïÿòîé îïåðàöèè, [íàçûâàåìîé «âîçâåäåíèå â]

êóá», ïðàâèëî âû÷èñëåíèÿ [âîò] êàêîå:
43. Êóá ìîæåò áûòü ïîëó÷åí [êàê] ïðîèçâåäåíèå òðåõ îäè-

íàêîâûõ [ìíîæèòåëåé]; èëè [òàê: åñëè íàéäåíî] ïðîèçâåäåíèå
[òðåõ ìíîæèòåëåé, ïåðâûé èç êîòîðûõ – ýòî çàäàííîå ÷èñëî,
âòîðîå – ýòî çàäàííîå ÷èñëî], óìåíüøåííîå íà ïðîèçâîëüíóþ,
[íî] îòëè÷àþùóþñÿ [îò çàäàííîãî ÷èñëà] âåëè÷èíó, [à òðåòüå –
ýòî çàäàííîå ÷èñëî], óâåëè÷åííîå [íà òó æå ïðîèçâîëüíóþ âåëè-
÷èíó, òî ýòî ïðîèçâåäåíèå], ñëîæåííîå ñ êâàäðàòîì [òîãî æå]
ïðîèçâîëüíîãî [÷èñëà], óìíîæåííûì íà íàèìåíüøåå [èç òðåõ
óïîìÿíóòûõ âûøå ÷èñåë], à òàêæå ñ êóáîì [òîé æå] ïðîèçâîëü-
íîé [âåëè÷èíû, äàñò êóá çàäàííîãî ÷èñëà].

Àëãåáðàè÷åñêè:

n n n n⋅ ⋅ = 3,

n n a n a n n a n a a a n( )( ) (min{ , , })− + + − + ⋅ + =2 3 3.

Ïðè÷åì â ïîñëåäíåì ñîîòíîøåíèè, î÷åâèäíî, ïîäðàçóìåâàåòñÿ
a > 0, îòêóäà, â ÷àñòíîñòè, min{ , , }n n a n a n a− + = − .

44. Èëè [äðóãîé ñïîñîá]: ñóììà [àðèôìåòè÷åñêîé ïðîãðåñ-
ñèè, ó êîòîðîé] ïåðâûé ÷ëåí [ðàâåí âîçâîäèìîìó â êóá] ïðîèç-
âîëüíîìó ÷èñëó, ðàçíîñòü [ðàâíà] óäâîåííîìó [âîçâîäèìîìó â
êóá] ïðîèçâîëüíîìó ÷èñëó, [à] êîëè÷åñòâî ÷ëåíîâ [ðàâíî âîçâî-
äèìîìó â êóá] ïðîèçâîëüíîìó ÷èñëó, [åñòü êóá ýòîãî ïðîèçâîëü-
íîãî ÷èñëà]. Èëè åùå [ñïîñîá]: êâàäðàò [âîçâîäèìîãî â êóá]
ïðîèçâîëüíîãî ÷èñëà, ñëîæåííûé ñ ñóììîé [àðèôìåòè÷åñêîé
ïðîãðåññèè, ó êîòîðîé] ïåðâûé ÷ëåí [ðàâåí] 1, ðàçíîñòü [ðàâíà]
2, [à] êîëè÷åñòâî ÷ëåíîâ [ðàâíî âîçâîäèìîìó â êóá] ïðîèçâîëü-
íîìó ÷èñëó, [ïðè÷åì ýòà ñóììà] óìíîæåíà íà [âîçâîäèìîå â
êóá] ïðîèçâîëüíîå ÷èñëî áåç 1, [– òîæå åñòü êóá ýòîãî ïðîèç-
âîëüíîãî ÷èñëà].

Àëãåáðàè÷åñêè:

n n n n n

n

+ + + + =3 5 7 3...
����������

ñëàãàåìûõ

n n n

n

2 31 1 3 5 7+ − + + + + =( )( ... )
����������

ñëàãàåìûõ

.
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45. [Ïóñòü] ïðè óñëîâèè, ÷òî [â êà÷åñòâå] ïåðâîãî ÷ëåíà [è]
ðàçíîñòè àðèôìåòè÷åñêîé ïðîãðåññèè [âçÿòà] 1, [à] êîëè÷åñòâî
÷ëåíîâ ïðîèçâîëüíî, êàæäûé ÷ëåí ïðîãðåññèè óìíîæåí íà ïðåä-
øåñòâóþùåå [åìó öåëîå ÷èñëî; òîãäà] ñóììà [òàêèõ] ïðîèçâåäå-
íèé, óòðîåííàÿ [è çàòåì] ñëîæåííàÿ ñ ïîñëåäíèì [÷ëåíîì èñ-
õîäíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè], åñòü êóá [êîëè÷åñòâà ÷ëåíîâ].

Çàìå÷àíèÿ: êàæäûé ÷ëåí ïðîãðåññèè – â òåêñòå pUrvaM
rAziM (áóêâ. “ïðåäûäóùàÿ âåëè÷èíà”); óìíîæåí íà ïðåäøåñòâó-
þùåå [åìó öåëîå ÷èñëî] – â òåêñòå pareNa saGguNayet (áóêâ.
“íà ïðåäøåñòâóþùåå ñëåäóåò óìíîæèòü”).

Àëãåáðàè÷åñêè:

[ ... ( ) ]0 1 1 2 2 3 1 3 3⋅ + ⋅ + ⋅ + + − ⋅ ⋅ + =n n n n .

Äåéñòâèòåëüíî, ñóììà â êâàäðàòíûõ ñêîáêàõ ðàâíà

S n n k k
k

n

= ⋅ + ⋅ + ⋅ + + − ⋅ = − ⋅ =
=
∑0 1 1 2 2 3 1 1

1
... ( ) ( )

= − =
⎛

⎝

⎜
⎜

⎞

⎠

⎟
⎟ −

⎛

⎝

⎜
⎜

⎞

⎠

⎟
⎟

= = =
∑ ∑ ∑( )k k k k
k

n

k

n

k

n
2

1

2

1 1
.

Â ñèëó èçâåñòíûõ ñîîòíîøåíèé

k
n n n

k

n
2

1

1 2 1

6=
∑ =

+ +( )( )
è k

n n

k

n

=
∑ =

+

1

1

2

( )
,

èìååì:

S
n n n n n n n

n=
+ +

−
+

=
+

⋅ + − =
( ) ( ) ( ) ( )

[( ) ]
1 2 1

6

1

2

1

6
2 1 3

=
+ −

=
−n n n n n( )( )1 1

3 3

3

,

îòêóäà ëåãêî ñëåäóåò óòâåðæäàåìîå Ìàõàâèðîé ïðàâèëî.
46. [Âîçüìè] ïîñëåäíåå [ñëàãàåìîå è] ñëàãàåìîå, [ðàâíîå

ñóììå] äðóãèõ, [ñòîÿùèõ ïåðåä íèì; âîçâåäè îäíî èç äâóõ â]
êâàäðàò [è] óìíîæü [íà äðóãîå] ñëàãàåìîå; [ñäåëàé] ñèììåòðè÷-
íóþ ïðîöåäóðó; óòðîé [îáà ïðîèçâåäåíèÿ è ñëîæè; äåëàé] òàê
ñíîâà [è ñíîâà, ïåðåìåùàÿñü îò ïîñëåäíåãî ñëàãàåìîãî ê ïåðâî-
ìó]; òîãäà [ïîëó÷åííàÿ] ñóììà, ñëîæåííàÿ ñ êóáàìè âñåõ ñëàãà-
åìûõ, [äàñò] êóá [èñõîäíîé ñóììû].

Êàê òðàêòîâàòü âñòðå÷àþùèéñÿ â òåêñòå òåðìèí antya (âåðíåå,
antya[sthAna]), â äàííîì ñëó÷àå íåâàæíî. Íà ñóòü ïðîöåäóðû ýòî
íå ïîâëèÿåò. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî íóìåðàöèÿ ñëàãàåìûõ èäåò ñïðàâà
íàëåâî, è, òàêèì îáðàçîì, «ïîñëåäíåå» ñëàãàåìîå – ýòî òî, êîòîðîå
ñëåâà, à «ñòîÿùèå ïåðåä íèì» – ýòî òå, ÷òî ðàñïîëîæåíû ïðàâåå.
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Òîãäà ñòðîôà äàåò ïðàâèëî âû÷èñëåíèÿ êóáà ïðîèçâîëüíîé êî-
íå÷íîé ñóììû ïî ôîðìóëå:

( ... ) ( ... ) ( ...a a a a a a a a a a an n1 2
3

1
2

2 3 1 2 33 3+ + + = + + + + + + + n )2 +

+ + + + + + + + +3 32
2

3 4 2 3 4
2a a a a a a a an n( ... ) ( ... )

+ + ⋅ + ⋅ +− −... 3 31
2

1
2a a a an n n n

+ + + +( ... )a a an1
3

2
3 3 ,

êîòîðàÿ ïîëó÷àåòñÿ ìíîãîêðàòíûì ïðèìåíåíèåì ê ëåâîé ÷àñòè ðàç-
ëîæåíèÿ:

( ) ( )a S a S a S a Sk k k k k k k k+ = + + +3 2 2 3 33 3 ,

ãäå S a a ak k k n= + + ++ +1 2 ... ,k n∈ −1 1, .

47. Èëè [ïî-äðóãîìó: âûïèñûâàåì] êóá ïîñëåäíåé [öèôðû;
çàòåì âûïèñûâàåì] åå æå êâàäðàò, [íî] óòðîåííûé [è] óìíîæåí-
íûé [ïî îòäåëüíîñòè] íà [êàæäóþ] îñòàâøóþñÿ [öèôðó, ïðè÷åì
êàæäûé ðàç ñîîòâåòñòâóþùèì îáðàçîì] ñäâèãàÿ [ðåçóëüòàò]
ââåðõ; [çàòåì âû÷èñëÿåì] êâàäðàò [êàæäîé] îñòàâøåéñÿ [öèô-
ðû, ïî îòäåëüíîñòè] óìíîæåííûé íà óòðîåííóþ ïîñëåäíþþ
[öèôðó], ñòàâÿ [åãî â òàáëèöó è äîëæíûì îáðàçîì] ñäâèãàÿ
ââåðõ; [äåëàåì] òàê äàëüøå. [Òàêîâî] ïðàâèëî [íàõîæäåíèÿ
êóáà ÷èñëà].

Îáùàÿ ñî ñòðîôîé 1.31 ëåêñèêà (antya, kRti, zeSa, utsArya,
evaM, vidhi) óêàçûâàåò íà òî, ÷òî Ìàõàâèðà ïûòàåòñÿ èçëîæèòü
àëãîðèòì ïîäñ÷åòà êóáà íàòóðàëüíîãî ÷èñëà, àíàëîãè÷íûé îïèñàí-
íîìó â 1.31. Ïîäîáíî 1.31, òåðìèí antya (áóêâ. “ïîñëåäíÿÿ [öèô-
ðà]”) çäåñü òîæå ìîæåò áûòü èñòîëêîâàí äâîÿêî – «ïîñëåäíÿÿ
[ñëåâà öèôðà]» èëè «ïîñëåäíÿÿ [ñïðàâà öèôðà]». Åñëè, ê ïðèìå-
ðó, ìû âîçüìåì åãî â ïåðâîì çíà÷åíèè, òî àëãîðèòì áóäåò ðåàëèçî-
âûâàòü ñëåäóþùåå ðàâåíñòâî:
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êîòîðîå ñ ïîìîùüþ çàìåíû b ap
p

p= 10 , p n∈ 0, , ïåðåïèñûâàåòñÿ â

áîëåå «ïðîçðà÷íîì» ýêâèâàëåíòíîì âèäå:
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i j n

0 1
3 3

0

2

0
3+ + + =

⎛

⎝

⎜
⎜

⎞

⎠

⎟
⎟ +

⎛

⎝

⎜
= ≤ < ≤
∑ ∑⎜

⎞

⎠

⎟
⎟ +

⎛

⎝

⎜
⎜

⎞

⎠

⎟
⎟

≤ < ≤
∑3 2

0
b bi j

i j n
.

Îäíàêî ýòî ðàâåíñòâî íåâåðíîå, ïîñêîëüêó â ïðàâîé ÷àñòè íå

õâàòàåò åùå îäíîãî ñëàãàåìîãî: 6
0

b b bi j k
i j k n≤ < < ≤
∑

⎛

⎝

⎜
⎜

⎞

⎠

⎟
⎟. Òàêèì îáðàçîì,

àëãîðèòì Ìàõàâèðû íåïðàâèëåí. Ì.Ðàíãà÷àðüÿ, ïîíÿâøèé ñòðîôó
1.47 ïî ñóòè òàê æå, êàê è ìû, íå çàìåòèë ýòîãî [8, ñ.17 àíãë. òåêñ-
òà]. Åñëè ïåðåâîäèòü antya êàê «ïîñëåäíÿÿ [ñïðàâà öèôðà]», ñèòó-
àöèÿ íå ìåíÿåòñÿ.

Äîïîëíèì ïðàâèëî Ìàõàâèðû âû÷èñëåíèåì íåäîñòàþùåãî ñëà-
ãàåìîãî è ïðîèëëþñòðèðóåì ïîëó÷àþùèéñÿ àëãîðèòì íà ïðèìåðå
íàõîæäåíèÿ êóáà ÷èñëà 6245.

1 âàðèàíò (êîãäà ïîä antya ïîíèìàåòñÿ «ïîñëåäíÿÿ [ñëåâà
öèôðà]»). Íà÷åðòè ñòîëüêî ãîðèçîíòàëüíûõ ïîëîñ, ñêîëüêî öèôð â
÷èñëå {4}. Íèæíÿÿ ïîëîñà áóäåò îòâå÷àòü åäèíèöàì; âòîðàÿ ñíèçó –
äåñÿòêàì; òðåòüÿ ñíèçó – ñîòíÿì è ò.ä. Âíóòðè êàæäîé ïîëîñû ïðî-
âåäè äâå ëèíèè, ðàçáèâàþùèå åå íà òðè îäèíàêîâûå «ïîäïîëîñû».
1 øàã. Âîçüìè ïîñëåäíþþ öèôðó {5}, âîçâåäè åå â êóá { }53 è çàïè-
øè ðåçóëüòàò {125} ñâåðõó âíèç òàê, ÷òîáû åãî ïîñëåäíÿÿ öèôðà {5}
«ñòîÿëà» íà íèæíåé ãðàíèöå ïîëîñû, îòâå÷àþùåé åäèíèöàì. 2 øàã.
Òåïåðü óòðîé êâàäðàò ðàññìàòðèâàåìîé öèôðû { }3 52⋅ , óìíîæü ïî-
ëó÷åííîå ÷èñëî {75} íà îñòàâøèåñÿ öèôðû {4, 2, 6}, à ðåçóëüòàòû
{75 4 300⋅ = , 75 2 150⋅ = , 75 6 450⋅ = } çàïèøè ñâåðõó âíèç òàê, ÷òîáû
íèæíÿÿ öèôðà êàæäûé ðàç áûëà íà îäíó «ñòóïåíüêó» âûøå.
3 øàã. Äàëåå, óòðîé ïîñëåäíþþ öèôðó { }3 5⋅ , óìíîæü ïîëó÷åííîå
÷èñëî {15} íà êâàäðàòû îñòàâøèõñÿ öèôð {4, 2, 6}, à ðåçóëüòàòû
{15 4 2402⋅ = , 15 2 602⋅ = , 15 6 5402⋅ = } çàïèøè ñâåðõó âíèç òàê, ÷òî-
áû íèæíÿÿ öèôðà êàæäûé ðàç áûëà íà äâå «ñòóïåíüêè» âûøå ïðå-
äûäóùåé. 4 øàã. Âîçüìè âñå òó æå öèôðó {5}, óìíîæü åå íà 6 è ðå-
çóëüòàò {30} óìíîæü íà âñåâîçìîæíûå ïàðû ðàçëè÷íûõ îñòàâøèõñÿ
öèôð {4, 2, 6}. Ðåçóëüòàòû {30 4 2 240⋅ ⋅ = , 30 4 6 720⋅ ⋅ = ,
30 2 6 360⋅ ⋅ = } çàïèøè ñî ñäâèãàìè, ñîîòâåòñòâóþùèìè äåñÿòè÷íûì
ðàçðÿäàì, èç êîòîðûõ áåðóòñÿ öèôðû {öèôðà 5 îòâå÷àåò åäèíèöàì;
ïîýòîìó ïðè ñäâèãå ââåðõ íàäî «îòòàëêèâàòüñÿ» îò íèæíåé ãðàíèöû
ïîëîñû åäèíèö; âîçüìåì, íàïðèìåð, 30 4 2 240⋅ ⋅ = ; 4 – ñòîèò â äå-
ñÿòêàõ, 2 – â ñîòíÿõ, çíà÷èò, ÷èñëî 240 äîëæíî áûòü çàïèñàíî ñî
ñäâèãîì íà 1 2 3+ = êëåòêè; àíàëîãè÷íî, ÷èñëî 30 4 6 720⋅ ⋅ = äîëæíî
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áûòü ñäâèíóòî íà 1 3 4+ = êëåòêè, à ÷èñëî 30 2 6 360⋅ ⋅ = – íà
2 3 5+ = êëåòîê}. Ïåðâàÿ èòåðàöèÿ çàêîí÷åíà.

Äàëåå îïèñàííûå øàãè âûïîëíÿþòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíî äëÿ âñåõ
îñòàâøèõñÿ öèôð {4, 2, 6}. Ïðè ýòîì ðåçóëüòàòû âûïîëíåíèÿ øàãà
1 âñåãäà áóäóò çàïèñûâàòüñÿ íàä íèæíåé ãðàíèöåé ñîîòâåòñòâóþ-
ùåé ïîëîñû; à áëèæå ê êîíöó îòïàäåò íåîáõîäèìîñòü â ïîäñ÷åòå
óøåñòåðåííûõ ïðîèçâåäåíèé òðîåê (ïðè «îáðàáîòêå» âòîðîé è ïåð-
âîé öèôðû), à òàêæå óòðîåííûõ ïðîèçâåäåíèé ñ êâàäðàòàìè (ïðè
«îáðàáîòêå» ïåðâîé öèôðû).

Â êîíöå ïðîèçâîäèòñÿ ñëîæåíèå ïî «ïîäïîëîñàì», íà÷èíàÿ ñ
íèæíåé (òàáë.3).

Òàáëèöà 3

Âû÷èñëåíèå 6245 243 555 156 125� = .

Ïîëîñà
òûñÿ÷

2 2

2 1 4

4 1 6 3

Ïîëîñà
ñîòåí

5 3 2 7 6 5

4 3 2 2 8 2 5

0 7 6 8 4 8 8 5

Ïîëîñà
äåñÿòêîâ

4 6 2 2 0 9 8 8 1

1 5 2 0 4 0 6 6 5

3 5 0 4 0 4 6

Ïîëîñà
åäèíèö

1 0 0 0 1

2 0 2

5 5

2 âàðèàíò (êîãäà ïîä antya ïîíèìàåòñÿ «ïîñëåäíÿÿ [ñïðàâà
öèôðà]») àíàëîãè÷åí, ìû åãî íå ïðèâîäèì.

Êóáè÷åñêèé êîðåíü
Â ñëó÷àå øåñòîé îïåðàöèè, [íàçûâàåìîé] «êóáè÷åñêèé êî-

ðåíü», ïðàâèëî âû÷èñëåíèÿ [âîò] êàêîå:
53. Êîãäà èç «êðàéíåé ãõàíû» âû÷òåí [ìàêñèìàëüíî âîç-

ìîæíûé] êóá, [à çàòåì ïî öèêëó ñíà÷àëà –] «áõàäæüÿ» ðàçäå-
ëåíà íà óòðîåííûé êâàäðàò [«òåêóùåãî çíà÷åíèÿ» êóáè÷åñêîãî]
êîðíÿ, [çàòåì –] èç «øîäõüè» âû÷òåí êâàäðàò [òîëüêî ÷òî] ïî-
ëó÷åííîé [öèôðû êîðíÿ, óìíîæåííûé íà] óòðîåííîå [íàéäåí-
íîå] ðàíåå [«òåêóùåå çíà÷åíèå» êîðíÿ, è] çàòåì – èç «ãõàíû»
[âû÷òåí] êóá [òîëüêî ÷òî ïîëó÷åííîé öèôðû êîðíÿ, òîãäà èç
ýòèõ öèôð ñîñòàâëÿåòñÿ çíà÷åíèå êóáè÷åñêîãî êîðíÿ].

Ðàñïèøåì àëãîðèòì Ìàõàâèðû áîëåå ïîäðîáíî; ïàðàëëåëüíî,
â ôèãóðíûõ ñêîáêàõ, áóäåì âûïîëíÿòü äåéñòâèÿ íàä êîíêðåòíûì
÷èñëîì.
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Ïóñòü íåîáõîäèìî íàéòè çíà÷åíèå êóáè÷åñêîãî êîðíÿ èç ÷èñëà,
êîòîðîå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïîëíûé êóá {âîçüìåì, ê ïðèìåðó, ÷èñ-
ëî 13 312 053}.

Øàã 1. Ðàçîáüåì öèôðû ýòîãî ÷èñëà ñïðàâà íàëåâî ïî òðîé-
êàì {13’312’053}. Ñàìàÿ ëåâàÿ ãðóïïà, êîòîðàÿ ìîæåò ñîñòîÿòü èç
îäíîé, äâóõ èëè òðåõ öèôð, íàçûâàåòñÿ «êðàéíåé ãõàíîé»
(antyaghana) {â íàøåì ñëó÷àå ýòî 13}.

Øàã 2. Íàéäåì íàèáîëüøóþ öèôðó, êóá êîòîðîé íå ïðåâîñõî-
äèò «êðàéíþþ ãõàíó», ýòî áóäåò ïåðâàÿ öèôðà èñêîìîãî êîðíÿ
{öèôðà 2}; âû÷òåì åå êóá èç «êðàéíåé ãõàíû» {èç 13 âû÷èòàåì
2 82 = , ïîëó÷àåì 5}. Ìû ñîâåðøèëè 1-îå âû÷èòàíèå; åñëè ê åãî ðå-
çóëüòàòó ïðèïèñàòü («ñíåñòè») ñëåäóþùóþ öèôðó {3} èñõîäíîãî
÷èñëà, òî ïîëó÷èòñÿ ÷èñëî {53}, íàçûâàåìîå «áõàäæüÿ» (bhAjya).

13 312053 23 ′ ′ = ...

áõàäæüÿ =
8

53

Øàã 3. Èùåì óòðîåííûé êâàäðàò «òåêóùåãî çíà÷åíèÿ» êîðíÿ
{«òåêóùåå çíà÷åíèå» – ýòî 2, åãî óòðîåííûé êâàäðàò – ýòî
3 2 122⋅ = }. Ïîëó÷åííûé ðåçóëüòàò íàäî óìíîæèòü íà òàêóþ ìàêñè-

ìàëüíóþ öèôðó k, ÷òîáû ïðîèçâåäåíèå, ñ îäíîé ñòîðîíû, íå ïðå-
âîñõîäèëî òîëüêî ÷òî íàéäåííóþ «áõàäæüþ», à ñ äðóãîé – óäîâ-
ëåòâîðÿëî ñëåäóþùåìó óñëîâèþ: åñëè èç òåêóùåé «áõàäæüè» âû-
÷åñòü ýòî ïðîèçâåäåíèå (Øàã 4), «ñíåñòè» ñëåäóþùóþ öèôðó
(Øàã 5) è çàòåì, ñ ñîîòâåòñòâóþùèì ñäâèãîì, âû÷åñòü ïðîèçâåäå-
íèå «òåêóùåãî çíà÷åíèÿ» êîðíÿ è óòðîåííîãî êâàäðàòà öèôðû k
(Øàã 6), òî ïîñëå «ñíåñåíèÿ» î÷åðåäíîé öèôðû (Øàã 7) ïîëó-
÷èòñÿ ÷èñëî íå ìåíüøå k 3. ßñíî, ÷òî ïðàâèëüíîñòü âûáîðà öèôðû
k áóäåò óñòàíîâëåíà ïðè ïîëíîì èëè ÷àñòè÷íîì îñóùåñòâëåíèè
Øàãîâ 4–5. Åñëè âñå óñëîâèÿ îêàçûâàþòñÿ âûïîëíåííûìè, òî íàé-
äåííàÿ öèôðà çàïèñûâàåòñÿ â îòâåò, âû÷èñëÿåìàÿ íà Øàãå 4 ðàç-
íîñòü ñ ïðèñîåäèíåííîé («ñíåñåííîé») öèôðîé ïîëó÷àåò íàçâàíèå
«øîäõüÿ» (zodhya); à âû÷èñëÿåìàÿ íà Øàãå 5 ðàçíîñòü ñ ïðèñîå-
äèíåííîé («ñíåñåííîé») öèôðîé, ïîëó÷àåò íàçâàíèå «ãõàíà»
(ghana).

{Âåðíåìñÿ ê ïðèìåðó. Áóäåì èñêàòü ñðåäè öèôð, óäîâëåòâîðÿ-
þùèõ óñëîâèþ: 12 53k ≤ , íåîáõîäèìî ïðîâåðèòü k = 4, 3, 2, 1, 0.

Ïóñòü k = 4, èç òåêóùåé «áõàäæüè» 53 âû÷èòàåì 12 48k = , ïîëó-
÷àåì 5, «ñíîñèì» 1, ïîëó÷àåì «øîäõüþ» 51, èç êîòîðîé íàäî âû-
÷åñòü ïðîèçâåäåíèå 3 2 962k ⋅ = òàê, ÷òîáû «ãõàíà» (òî åñòü ðåçóëü-
òàò âû÷èòàíèÿ ñ ïðèñîåäèíåííîé öèôðîé 2) áûëà íå ìåíüøå
k 3 64= :

Ìàõàâèðà 287



13 312053 23 ′ ′ = ...

áõàäæüÿ =
8

53

øîäõüÿ =
48

51
96

Âèäèì, ÷òî ýòî íåâîçìîæíî ( )51 96 0− < , ñëåäîâàòåëüíî, öèôðà
k = 4 íå ïîäõîäèò.

Ïóñòü k = 3, èç òåêóùåé «áõàäæüè» 53 âû÷èòàåì 12 36k = , ïîëó-
÷àåì 17, «ñíîñèì» 1, ïîëó÷àåì «øîäõüþ» 171, èç êîòîðîé íàäî âû-
÷åñòü ïðîèçâåäåíèå 3 2 542k ⋅ = òàê, ÷òîáû «ãõàíà» (òî åñòü ðåçóëü-
òàò âû÷èòàíèÿ ñ ïðèñîåäèíåííîé öèôðîé 2) áûëà íå ìåíüøå
k 3 27= . Â íàøåì ñëó÷àå «ãõàíà» 1172 27≥ , òàêèì îáðàçîì, öèôðà
k = 3 íàéäåíà ïðàâèëüíî, çàïèñûâàåì åå â îòâåò:

13 312053 233 ′ ′ = ...

áõàäæüÿ =
8

53

øîäõüÿ =
36

171

ãõàíà = ≥
54

1172 33

Òåïåðü «òåêóùåå çíà÷åíèå» êîðíÿ – ýòî 23.}
Øàã 8. Èç «ãõàíû» âû÷èòàåì êóá òîëüêî ÷òî íàéäåííîé öèô-

ðû k{ }1172 27 1145− = , «ñíîñèì» î÷åðåäíóþ öèôðó {0} è ïîëó÷àåì
ñëåäóþùóþ «áõàäæüþ» {òî åñòü 11450:

13 312053 233 ′ ′ = ...

áõàäæüÿ =
8

53

øîäõüÿ =
36

171

ãõàíà =
54

1172

áõàäæüÿ =
27

11450

Âîçâðàùàåìñÿ ê Øàãó 3. {Óòðîåííûé êâàäðàò «òåêóùåãî
çíà÷åíèÿ» êîðíÿ – ýòî 3 23 15872⋅ = . Èùåì òàêóþ ìàêñèìàëüíóþ

öèôðó k, ÷òîáû ÷èñëî 1587k, ñ îäíîé ñòîðîíû, íå ïðåâîñõîäèëî
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òîëüêî ÷òî íàéäåííóþ «áõàäæüþ» 11450, à ñ äðóãîé ñòîðîíû –
óäîâëåòâîðÿëî ñëåäóþùåìó óñëîâèþ: åñëè èç òåêóùåé «áõàäæüè»
11450 âû÷åñòü 1587k (ñíîâà Øàã 4), ïîòîì «ñíåñòè» ñëåäóþùóþ
öèôðó 5 (ñíîâà Øàã 5) è çàòåì, ñ ñîîòâåòñòâóþùèì ñäâèãîì, âû-
÷åñòü ïðîèçâåäåíèå óòðîåííîãî êâàäðàòà ýòîé öèôðû k è «òåêóùåãî
çíà÷åíèÿ» êîðíÿ 23 (ñíîâà Øàã 6), òî ïîñëå «ñíåñåíèÿ» î÷åðåäíîé
öèôðû 3 (ñíîâà Øàã 7) äîëæíî ïîëó÷èòüñÿ ÷èñëî íå ìåíüøå k 3.

Áóäåì èñêàòü ñðåäè öèôð, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ:
1587 11450k ≤ , íåîáõîäèìî ïðîâåðèòü k = 7, 6, ..., 1, 0.

Ïóñòü k = 7, èç òåêóùåé «áõàäæüè» 11450 âû÷èòàåì
1587 11109k = , ïîëó÷àåì 341, «ñíîñèì» 5, ïîëó÷àåì «øîäõüþ»
3415, èç êîòîðîé íàäî âû÷åñòü ïðîèçâåäåíèå 3 23 33812k ⋅ = òàê,
÷òîáû «ãõàíà» (òî åñòü ðåçóëüòàò âû÷èòàíèÿ ñ ïðèñîåäèíåííîé
öèôðîé 3) áûëà íå ìåíüøå k 3 343= . Â äàííîì ñëó÷àå «ãõàíà» â
òî÷íîñòè ðàâíà 343, ñëåäîâàòåëüíî, öèôðà k = 7 âûáðàíà ïðàâèëü-
íî. Çàïèñûâàåì åå â ðåçóëüòàò. Çàâåðøàåò ïðîöåäóðó âû÷èñëåíèÿ
ñíîâà Øàã 8:

13 312053 2373 ′ ′ = ...

áõàäæüÿ =
8

53

øîäõüÿ =
36

171

ãõàíà =
54

1172

áõàäæüÿ =
27

11450

øîäõüÿ =
11109

3415

ãõàíà = ≥
3381

343 73

343

0

Èòàê: 13 312 053 2373 = .}

Îïèñàííûé ìåòîä îñíîâàí íà ñëåäóþùåé ôîðìóëå, êîòîðàÿ
íåñëîæíî ïðîâåðÿåòñÿ ìåòîäîì ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè:

( ... )10 10 101
1

1
1 0

3n
n

n
na a a a+ + + + =−
−

= +103 3n
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Àëãåáðàè÷åñêèé «ïîäòåêñò» ïðîöåäóð àëãîðèòìà ñòàíîâèòñÿ
âïîëíå ÿñíûì, åñëè ðàññìîòðåòü, ñêàæåì, 10-, 11- èëè 12-çíà÷íîå
÷èñëî N (ÿâëÿþùååñÿ ïîëíûì êóáîì), èç êîòîðîãî èçâëåêàåòñÿ êó-
áè÷åñêèé êîðåíü. Ââèäó 10 109 12≤ <N èìååì 1000 10 0003≤ <N ,

çíà÷èò, N3 – ÷åòûðåõçíà÷íîå ÷èñëî.
Øàã 1 íèêàêèõ àëãåáðàè÷åñêèõ ïðåîáðàçîâàíèé íå ïðåäïîëà-

ãàåò.
Øàã 2. Íàõîäèì ìàêñèìàëüíóþ öèôðó a ∈ 19, òàêóþ, ÷òî

N a≥ 109 3.
Åñëè N a= 109 3, òî N a= ( )1000 3, è âû÷èñëåíèå çàêàí÷èâàåòñÿ.

Ïóñòü N a> 109 3. Ðàññìîòðèì N N a1
9 310 0= − > .

Øàã 3–7. Âîçüìåì ìàêñèìàëüíóþ öèôðó b ∈ 09, , óäîâëåòâîðÿ-
þùóþ óñëîâèþ:

N a b ab b1
2 8 2 7 6 33 10 3 10 10− ⋅ − ⋅ ≥ .

Òàêàÿ öèôðà çàâåäîìî ñóùåñòâóåò, ïîñêîëüêó âûïèñàííîìó íå-
ðàâåíñòâó óäîâëåòâîðÿåò, íàïðèìåð, öèôðà 0.

Øàã 8. Ðàññìîòðèì

N N a b ab b2 1
2 8 2 7 6 33 10 3 10 10 0= − ⋅ − ⋅ − ≥ .

Åñëè N2 0= , òî

N N a a b ab b a= + = ⋅ + ⋅ + + =1
9 3 2 8 2 7 6 3 9 310 3 10 3 10 10 10( )

= +( )1000 100 3a b ,

è âû÷èñëåíèå çàêàí÷èâàåòñÿ.
Ïóñòü N2 0> .
Ñíîâà Øàãè 3–7. Âîçüìåì ìàêñèìàëüíóþ öèôðó c ∈ 09, ,

óäîâëåòâîðÿþùóþ óñëîâèþ:

N a b c a b c c2
2 5 4 2 33 10 10 3 10 10 1000− + ⋅ − + ⋅ ≥( ) ( ) .

Òàêàÿ öèôðà çàâåäîìî ñóùåñòâóåò, ïîñêîëüêó âûïèñàííîìó íå-
ðàâåíñòâó óäîâëåòâîðÿåò, íàïðèìåð, öèôðà 0.
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Ñíîâà Øàã 8. Ðàññìîòðèì ÷èñëî

N N a b c a b c c3 2
2 5 4 2 33 10 10 3 10 10 1000 0= − + ⋅ − + ⋅ − ≥( ) ( ) .

Åñëè N3 0= , òî

N N a N a b ab b a= + = + ⋅ + ⋅ + + =1
9 3

2
2 8 2 7 6 3 9 310 3 10 3 10 10 10( )

= + ⋅ + + ⋅ + +[ ( ) ( ) ]3 10 10 3 10 10 10002 5 4 2 3a b c a b c c

+ ⋅ + ⋅ + + =3 10 3 10 10 102 8 2 7 6 3 9 3a b ab b a

= + +( )1000 100 10 3a b c ,

è âû÷èñëåíèå çàêàí÷èâàåòñÿ.
Ïóñòü N3 0> .
Ñíîâà Øàãè 3–7. Âîçüìåì ìàêñèìàëüíóþ öèôðó d ∈ 09, ,

óäîâëåòâîðÿþùóþ óñëîâèþ:

N a b c d a b c d d3
2 2 33 100 10 100 3 100 10 10− + + ⋅ − + + ⋅ ≥( ) ( ) .

Òàêàÿ öèôðà çàâåäîìî ñóùåñòâóåò, ïîñêîëüêó âûïèñàííîìó íå-
ðàâåíñòâó óäîâëåòâîðÿåò, íàïðèìåð, öèôðà 0.

Ñíîâà Øàã 8. Ðàññìîòðèì ÷èñëî

N N a b c d a b c d d4 3
2 2 33 100 10 100 3 100 10 10 0= − + + ⋅ − + + ⋅ − ≥( ) ( ) .

Åñëè N4 0= , òî

N N a b ab b a= + ⋅ + ⋅ + + =2
2 8 2 7 6 3 9 33 10 3 10 10 10

= + + ⋅ + + ⋅ + +[ ( ) ( ) ]N a b c a b c c3
2 5 4 2 33 10 10 3 10 10 1000

+ ⋅ + ⋅ + + =3 10 3 10 10 102 8 2 7 6 3 9 3a b ab b a

= + + ⋅ + + + ⋅ + +[ ( ) ( ) ]3 100 10 100 3 100 10 102 2 3a b c d a b c d d

+ + ⋅ + + ⋅ + +3 10 10 3 10 10 10002 5 4 2 3( ) ( )a b c a b c c

+ ⋅ + ⋅ + + =3 10 3 10 10 102 8 2 7 6 3 9 3a b ab b a

= + + +( )1000 100 10 3a b c d ,

è âû÷èñëåíèå çàêàí÷èâàåòñÿ.
Ïóñòü N4 0> , òîãäà

N N a b c a b c c= + + ⋅ + + ⋅ + +3
2 5 4 2 33 10 10 3 10 10 1000( ) ( )

+ ⋅ + ⋅ + + =3 10 3 10 10 102 8 2 7 6 3 9 3a b ab b a

= + + + ⋅ + + + ⋅ + +[ ( ) ( ) ]N a b c d a b c d d4
2 2 33 100 10 100 3 100 10 10

+ + ⋅ + + ⋅ + +3 10 10 3 10 10 10002 5 4 2 3( ) ( )a b c a b c c

+ ⋅ + ⋅ + + >3 10 3 10 10 102 8 2 7 6 3 9 3a b ab b a
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> + + ⋅ + + + ⋅ + +3 100 10 100 3 100 10 102 2 3( ) ( )a b c d a b c d d

+ + ⋅ + + ⋅ + +3 10 10 3 10 10 10002 5 4 2 3( ) ( )a b c a b c c

+ ⋅ + ⋅ + + =3 10 3 10 10 102 8 2 7 6 3 9 3a b ab b a

= + + +( )1000 100 10 3a b c d .

Ïîñêîëüêó d – ýòî ìàêñèìàëüíàÿ öèôðà, óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñ-
ëîâèþ

N a b c d a b c d d3
2 2 33 100 10 100 3 100 10 10− + + ⋅ − + + ⋅ ≥( ) ( ) ,

òî äëÿ ëþáîé öèôðû d d1 > áóäåò ñïðàâåäëèâî îáðàòíîå íåðàâåíñòâî:

N a b c d a b c d d3
2

1 1
2

1
33 100 10 100 3 100 10 10− + + ⋅ − + + ⋅ <( ) ( ) .

Ñëåäîâàòåëüíî,

N N a b c a b c c= + + ⋅ + + ⋅ + +3
2 5 4 2 33 10 10 3 10 10 1000( ) ( )

+ ⋅ + ⋅ + + <3 10 3 10 10 102 8 2 7 6 3 9 3a b ab b a

< + + ⋅ + + + ⋅ + +[ ( ) ( ) ]3 100 10 100 3 100 10 102
1 1

2
1
3a b c d a b c d d

+ + ⋅ + + ⋅ + +3 10 10 3 10 10 10002 5 4 2 3( ) ( )a b c a b c c

+ ⋅ + ⋅ + + =3 10 3 10 10 102 8 2 7 6 3 9 3a b ab b a

= + + +( )1000 100 10 1
3a b c d .

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, äëÿ âñÿêîé öèôðû d d2 < ÷èñëî

N a b c d a b c d d3
2 2 33 100 10 100 3 100 10 10≥ + + ⋅ + + + ⋅ + >( ) ( )

> + + ⋅ + + + ⋅ +3 100 10 100 3 100 10 102
2 2

2
2
3( ) ( )a b c d a b c d d ,

ïîýòîìó

N N a b c a b c c= + + ⋅ + + ⋅ + +3
2 5 4 2 33 10 10 3 10 10 1000( ) ( )

+ ⋅ + ⋅ + + >3 10 3 10 10 102 8 2 7 6 3 9 3a b ab b a

> + + ⋅ + + + ⋅ + +[ ( ) ( ) ]3 100 10 100 3 100 10 102
2 2

2
2
3a b c d a b c d d

+ + ⋅ + + ⋅ + +3 10 10 3 10 10 10002 5 4 2 3( ) ( )a b c a b c c

+ ⋅ + ⋅ + + =3 10 3 10 10 102 8 2 7 6 3 9 3a b ab b a

= + + +( )1000 100 10 2
3a b c d .

Â èòîãå:
1) a, b, c, d – öèôðû, ïðè÷åì a ≥ 1,
2) N – ïîëíûé êóá íåêîòîðîãî 4-çíà÷íîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà,
3) N a b c d> + + +( )1000 100 10 3,
4) äëÿ âñÿêîé öèôðû d d1 > ñïðàâåäëèâî
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N a b c d< + + +( )1000 100 10 1
3,

5) äëÿ âñÿêîé öèôðû d d2 < ñïðàâåäëèâî

N a b c d> + + +( )1000 100 10 2
3,

÷åãî íå ìîæåò áûòü.Çíà÷èò,ñëó÷àé N4 0> íåâîçìîæåí,à íàéäåííûå
öèôðû a,b,c,d ñîñòàâëÿþò ÷èñëî abcd N= 3 .

54. [×èñëà, ïîëó÷àþùèåñÿ ïîñëå êàæäîãî âû÷èòàíèÿ è «ñíå-
ñåíèÿ» î÷åðåäíîé öèôðû, ìîãóò áûòü ñîáðàíû â òðîéêè, â êàæ-
äîé òàêîé òðîéêå] îäíî [÷èñëî íàçûâàåòñÿ] «ãõàíà», äâà [äðóãèå
–] «àãõàíà». [Èç «êðàéíåé ãõàíû» ñëåäóåò âû÷åñòü ìàêñèìàëüíî
âîçìîæíûé êóá, à çàòåì ïî öèêëó: ñíà÷àëà – ïåðâóþ «àãõàíó»]
ñëåäóåò ðàçäåëèòü íà óòðîåííûé êâàäðàò [«òåêóùåãî çíà÷åíèÿ»]
êóáè÷åñêîãî êîðíÿ, [çàòåì –] èç [âòîðîé] «àãõàíû» äîëæíî áûòü
âû÷òåíî [íàéäåííîå] ðàíåå [«òåêóùåå çíà÷åíèå» êîðíÿ, óìíî-
æåííîå íà] óòðîåííûé êâàäðàò [òîëüêî ÷òî] ïîëó÷åííîé [öèôðû
êîðíÿ], è [íàêîíåö – èç «ãõàíû» äîëæåí áûòü âû÷òåí] êóá ïîëó-
÷åííîé [öèôðû êîðíÿ; äàëåå äåéñòâóåì] ñîãëàñíî [âûïèñàííûì]
ðàíåå [èíñòðóêöèÿì, ïðè ýòîì îïåðèðóÿ] ïîëó÷åííûìè öèôðàìè
[«òåêóùåãî çíà÷åíèÿ» êóáè÷åñêîãî êîðíÿ].

Àëãîðèòì – òàêîé æå, êàê îïèñàí â ñòðîôå 1.53, ñ òåì ëèøü
îòëè÷èåì, ÷òî ÷èñëà òèïà «áõàäæüÿ» è «øîäõüÿ» íàçâàíû îäíèì
òåðìèíîì «àãõàíà» (aghana, áóêâ. “íåêóáè÷åñêîå”).

Ñëåäóåò çàìåòèòü, ÷òî ïîñòðîåíèå ñàíñêðèòñêîãî òåêñòà äàííîé
ñòðîôû èìååò ðÿä îñîáåííîñòåé:

I. Â ñòðîôå 1.54 èñïîëüçîâàíà îïòàòèâíàÿ ôîðìà ãëàãîëà
(bhajet), ÷òî âåñüìà íåõàðàêòåðíî äëÿ Ìàõàâèðû, êîòîðûé, êàê
íàì ïîêàçàëîñü, â ïîäîáíûõ ñëó÷àÿõ îáû÷íî ïðèáåãàåò ê ïàññèâ-
íûì ïðè÷àñòèÿì ïðîøåäøåãî âðåìåíè.

II. Â ñòðîôå 1.54 íàáëþäàåòñÿ, êàê íàì êàæåòñÿ, íååñòåñòâåí-
íûé äëÿ Ìàõàâèðû ïîðÿäîê ñëîâ: îïèñàíèå äåëèòåëÿ ïðè ãëàãîëå
«ñëåäóåò ðàçäåëèòü» (bhajet) ðàçáèòî íà äâå ÷àñòè, ðàñïîëîæåí-
íûå ïî ðàçíûå ñòîðîíû îò ãëàãîëà (ghanapadakRtyA
bhajettriguNayA); â ïîäîáíûõ ñëó÷àÿõ Ìàõàâèðà ïîìåùàåò ìíî-
æèòåëü èëè äåëèòåëü, êàê ïðàâèëî, íåïîñðåäñòâåííî ïåðåä ãëà-
ãîëüíîé ôîðìîé.

III. Â ñòðîôå 1.36 (àëãîðèòì âû÷èñëåíèÿ êâàäðàòíîãî êîðíÿ)
è â ñòðîôå 1.53 (àëãîðèòì âû÷èñëåíèÿ êóáè÷åñêîãî êîðíÿ) èìååòñÿ
ðÿä ñõîäñòâ:

(à) îäèíàêîâîå íà÷àëî: antyaujAdapahRta . . . (1.36) è
antyaghanAdapahRta . . . (1.53);

(á) âñå òèïû «îïîðíûõ» ÷èñåë èìåþò îòäåëüíûå íàèìåíîâà-
íèÿ: â ñòðîôå 1.36 – antyauja, yugma, oja, â ñòðîôå 1.53 –
antyaghana, bhAjya, zodhya, ghana;
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(â) â îáåèõ ñòðîôàõ àëãîðèòìû çàïèñàíû ñ ïîìîùüþ ïàðû
êîíñòðóêöèé Locativus Absolutus.

Â òî æå âðåìÿ äëÿ ñòðîôû 1.54 ýòè îñîáåííîñòè íå õàðàêòåð-
íû:

(à) îòñóòñòâóåò ÿâíîå óêàçàíèå íà ñàìîå ïåðâîå äåéñòâèå – âû-
÷èòàíèå ìàêñèìàëüíî âîçìîæíîãî êóáà èç êðàéíåé ãðóïïû öèôð
èñõîäíîãî ÷èñëà;

(á) «îïîðíûå» ÷èñëà äåëÿòñÿ íà äâå áîëåå «ãðóáûå» êàòåãîðèè
– ghana (îäíî ÷èñëî èç êàæäîé òðîéêè) è aghana (îñòàâøèåñÿ äâà
÷èñëà èç êàæäîé òðîéêè);

(â) êîíñòðóêöèÿ Locativus Absolutus íå èñïîëüçóåòñÿ.
Íà ýòîì òåêñòîëîãè÷åñêèé àíàëèç çàâåðøåí. Ñ òî÷êè çðåíèÿ

ñîäåðæàíèÿ ñòðîôû 1.53 è 1.54 èäåíòè÷íû, ÷òî, ïî íàøèì âïå÷àò-
ëåíèÿì, âåñüìà íåõàðàêòåðíî äëÿ Ìàõàâèðû, êîòîðûé åñëè è ïðè-
âîäèò â ðàçíûõ ñòðîôàõ ïðàâèëà íàõîæäåíèÿ îäíîé è òîé æå âåëè-
÷èíû, ôîðìóëèðóåò èõ èìåííî êàê ìîäèôèêàöèè, îòëè÷àþùèåñÿ
õîòÿ áû íåáîëüøîé äåòàëüþ.

Ïåðå÷èñëåííûå íàáëþäåíèÿ íàâîäÿò íà ìûñëü, ÷òî ñòðîôà
1.54 íå ïðèíàäëåæèò Ìàõàâèðå. Ýòî ïîäòâåðæäàåòñÿ åå îòñóòñòâè-
åì â ðóêîïèñè M [8, ñ.8 ñàíñêð. òåêñòà].

Ñóììà [àðèôìåòè÷åñêîé ïðîãðåññèè]
Â ñëó÷àå ñåäüìîé îïåðàöèè, [íàçûâàåìîé] «ñóììà [àðèôìå-

òè÷åñêîé ïðîãðåññèè]», ïðàâèëî âû÷èñëåíèÿ [âîò] êàêîå:
61. Êîëè÷åñòâî ÷ëåíîâ [àðèôìåòè÷åñêîé ïðîãðåññèè],

óìåíüøåííîå íà åäèíèöó, äåëåííîå ïîïîëàì, óìíîæåííîå íà
ðàçíîñòü [àðèôìåòè÷åñêîé ïðîãðåññèè], ñëîæåííîå ñ ïåðâûì
÷ëåíîì [àðèôìåòè÷åñêîé ïðîãðåññèè è] óìíîæåííîå íà êîëè÷å-
ñòâî ÷ëåíîâ, åñòü ñóììà âñåõ [÷ëåíîâ àðèôìåòè÷åñêîé ïðîãðåñ-
ñèè].

Àëãåáðàè÷åñêè:
n

d a n a j
j

n−
⋅ +

⎡
⎣⎢

⎤
⎦⎥
⋅ =

=
∑1

2 1
1

.

Ïðàâèëî âû÷èñëåíèÿ ñóììû [àðèôìåòè÷åñêîé ïðîãðåññèè,
ñôîðìóëèðîâàííîå] èíûì îáðàçîì:

62. Êîëè÷åñòâî ÷ëåíîâ [àðèôìåòè÷åñêîé ïðîãðåññèè],
óìåíüøåííîå íà åäèíèöó, óìíîæåííîå íà ðàçíîñòü [àðèôìåòè-
÷åñêîé ïðîãðåññèè], ñëîæåííîå ñ óäâîåííûì ïåðâûì ÷ëåíîì
[àðèôìåòè÷åñêîé ïðîãðåññèè], óìíîæåííîå íà êîëè÷åñòâî ÷ëå-
íîâ, äåëåííîå íà 2, íåèçìåííî äàåò ñóììó [àðèôìåòè÷åñêîé
ïðîãðåññèè].

Àëãåáðàè÷åñêè:
[( ) ]n d a n

a j
j

n− ⋅ + ⋅
=

=
∑1 2

2
1

1
.
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Ïðàâèëî âû÷èñëåíèÿ [«âêëàäà»] ïåðâîãî ÷ëåíà, [«âêëàäà»]
ðàçíîñòè [è] ñóììû [àðèôìåòè÷åñêîé ïðîãðåññèè]:

63. Ïåðâûé ÷ëåí [àðèôìåòè÷åñêîé ïðîãðåññèè], óìíîæåí-
íûé íà êîëè÷åñòâî ÷ëåíîâ, – [ýòî] «âêëàä» ïåðâîãî ÷ëåíà; êî-
ëè÷åñòâî ÷ëåíîâ [àðèôìåòè÷åñêîé ïðîãðåññèè], óìíîæåííîå íà
[åå] ðàçíîñòü, êîòîðàÿ [â ñâîþ î÷åðåäü] óìíîæåíà íà ïîëîâèíó
êîëè÷åñòâà ÷ëåíîâ, óìåíüøåííîãî íà 1, [åñòü] «âêëàä» ðàçíî-
ñòè; ñóììà ýòèõ äâóõ [âåëè÷èí, – åñòü ñóììà àðèôìåòè÷åñêîé
ïðîãðåññèè; òàêàÿ æå] ñóììà [ïîëó÷èòñÿ, åñëè] ðàçíîñòü [àðèô-
ìåòè÷åñêîé ïðîãðåññèè âçÿòü] ñî çíàêîì «ìèíóñ», [à] â êà÷åñò-
âå ïåðâîãî ÷ëåíà âçÿòü ïîñëåäíèé.

Ìàõàâèðà ââîäèò äâå âåëè÷èíû: S a na = ⋅1 – «âêëàä» ïåðâîãî
÷ëåíà â ñóììó àðèôìåòè÷åñêîé ïðîãðåññèè (Adidhana) è

S n d
n

d = ⋅ ⋅
− 1

2
– «âêëàä» ðàçíîñòè â ñóììó àðèôìåòè÷åñêîé

ïðîãðåññèè (uttaradhana). Ñóììà S Sa d+ ôèãóðèðóåò êàê ïîëíàÿ

ñóììà àðèôìåòè÷åñêèé ïðîãðåññèè (sarvadhana). Ñìûñë ýòèõ íàè-
ìåíîâàíèé ñòàíîâèòñÿ î÷åâèäíûì, åñëè ïðåîáðàçîâàòü ñóììó ïåð-
âûõ n ÷ëåíîâ àðèôìåòè÷åñêîé ïðîãðåññèè ñëåäóþùèì îáðàçîì:

a a d jj
j

n

j

n

= =
∑ ∑= + − =

1
1

1
1[ ( )]

= + − = + ⋅ − =
= = = =
∑ ∑ ∑ ∑a d j a d j
j

n

j

n

j

n

j

n

1
1 1

1
1 1

1 1( ) ( )

= ⋅ + ⋅ ⋅
−

n a n d
n

S S�
�

1
1

2
���

�������

.

Ïîñëåäíÿÿ ôðàçà ïðàâèëà îçíà÷àåò, ÷òî åñëè âçÿòü àðèôìåòè-
÷åñêóþ ïðîãðåññèþ ñ ïåðâûì ÷ëåíîì ′ =a an1 è ðàçíîñòüþ d d′ = − , òî

åå ñóììà áóäåò òàêîé æå: ′ =
= =
∑ ∑a aj
j

n

j
j

n

1 1
.

Ïðàâèëî âû÷èñëåíèÿ ïîñëåäíåãî ÷ëåíà, «ñðåäíåãî ÷ëåíà»
[è] ñóììû àðèôìåòè÷åñêîé ïðîãðåññèè:

64. Êîëè÷åñòâî ÷ëåíîâ [àðèôìåòè÷åñêîé ïðîãðåññèè],
óìåíüøåííîå íà 1 è [çàòåì] óìíîæåííîå íà ðàçíîñòü [àðèôìåòè-
÷åñêîé ïðîãðåññèè], ïëþñ ïåðâûé ÷ëåí – [ýòî] ïîñëåäíèé ÷ëåí
[àðèôìåòè÷åñêîé ïðîãðåññèè]; ïîëîâèíà ñóììû ýòîé [âåëè÷èíû
è] ïåðâîãî ÷ëåíà [àðèôìåòè÷åñêîé ïðîãðåññèè åñòü] «ñðåäíèé
÷ëåí»; ýòîò [«ñðåäíèé ÷ëåí»], óìíîæåííûé íà [îáùåå] êîëè-
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÷åñòâî ÷ëåíîâ [ïðîãðåññèè, åñòü] îïèñàííàÿ [âûøå] ñóììà
àðèôìåòè÷åñêîé ïðîãðåññèè.

Ïîñëåäíèé ÷ëåí (antyadhana): ( )n d a an− ⋅ + =1 1 ; «ñðåäíèé

÷ëåí» (madhyadhana):
a a

a
n +

=1

2
*; ñóììà àðèôìåòè÷åñêîé ïðîã-

ðåññèè (sarvasaGkalita): a n a j
j

n
* ⋅ =

=
∑

1
. Çàìåòèì, ÷òî åñëè ðàññìàò-

ðèâàåòñÿ ïðîãðåññèÿ ñ íåíóëåâîé ðàçíîñòüþ, òî â ñëó÷àå íå÷åòíîãî
êîëè÷åñòâà n m= +2 1 ÷ëåíîâ «ñðåäíèé ÷ëåí» ñîâïàäàåò ñ ÷ëåíîì
am+1, çàíèìàþùèì öåíòðàëüíîå ïîëîæåíèå â îáùåì ðÿäå ïðîãðåñ-
ñèè; â ñëó÷àå æå ÷åòíîãî êîëè÷åñòâà n m= 2 ÷ëåíîâ ïîä «ñðåäíèì
÷ëåíîì» ïîíèìàåòñÿ ÷èñëî, ðàâíîå ñðåäíåìó àðèôìåòè÷åñêîìó

äâóõ «öåíòðàëüíûõ» ÷ëåíîâ:
a am m+ +1

2
.

Ïðàâèëî âû÷èñëåíèÿ êîëè÷åñòâà ÷ëåíîâ [àðèôìåòè÷åñêîé
ïðîãðåññèè]:

69. Èç ñóììû [àðèôìåòè÷åñêîé ïðîãðåññèè], óìíîæåííîé íà
8 è íà ðàçíîñòü [ïðîãðåññèè, à çàòåì] óâåëè÷åííîé íà êâàäðàò
óäâîåííîãî ïåðâîãî ÷ëåíà [ïðîãðåññèè, èç êîòîðîãî] âû÷òåíà
ðàçíîñòü [ïðîãðåññèè, íåîáõîäèìî èçâëå÷ü êâàäðàòíûé] êîðåíü,
[òîãäà îí,] ñëîæåííûé ñ ðàçíîñòüþ [ïðîãðåññèè, çàòåì] äåëåí-
íûé íà 2, [çàòåì] óìåíüøåííûé íà ïåðâûé ÷ëåí [ïðîãðåññèè è]
äåëåííûé íà ðàçíîñòü [ïðîãðåññèè, äàñò] êîëè÷åñòâî ÷ëåíîâ
[àðèôìåòè÷åñêîé ïðîãðåññèè].

Àëãåáðàè÷åñêè:

8 2

2

1
1

2

1

d a a d d

a

j
j

n

=
∑

⎛

⎝

⎜
⎜

⎞

⎠

⎟
⎟ + − +

−

⎛

⎝

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜⎜

⎞

⎠

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟⎟

( )

:d n= . Íè

Ìàõàâèðà, íè Ì.Ðàíãà÷àðüÿ íå îòìå÷àþò, íî ìû çàìåòèì, ÷òî ïðè
ëþáûõ çíà÷åíèÿõ a1 è d ïîäêîðåííîå âûðàæåíèå íåîòðèöàòåëüíî:

8 2 8
2 1

2
2

1
1

2 1
1d a a d d

a n d
n a dj

j

n

=
∑

⎛

⎝

⎜
⎜

⎞

⎠

⎟
⎟ + − = ⋅

+ −
⋅ + −( )

( )
( )2 =

= − + + − =4 2 21 1
2nd a d nd a d[( ) ] ( )

= + − + − = + − ≥4 4 2 2 2 2 02 2
1 1

2
1

2n d nd a d a d nd a d( ) ( ) [ ( )] .

Òàêèì îáðàçîì, ñôîðìóëèðîâàííîå ïðàâèëî ðàáîòàåò ïðè ëþ-
áûõ çíà÷åíèÿõ a1 è ëþáûõ íåíóëåâûõ d. Ïðàâèëî ëåãêî âûâîäèòñÿ
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êàê ðåøåíèå (òî÷íåå, îäèí èç êîðíåé) êâàäðàòíîãî (îòíîñèòåëüíî
ïåðåìåííîé n) óðàâíåíèÿ

2 1

2
1

1

a n d
n a j

j

n+ −
⋅ =

=
∑( )

.

Ïðàâèëî âû÷èñëåíèÿ êîëè÷åñòâà ÷ëåíîâ [àðèôìåòè÷åñêîé
ïðîãðåññèè, ñôîðìóëèðîâàííîå] èíûì îáðàçîì:

70. Èç ñóììû [àðèôìåòè÷åñêîé ïðîãðåññèè], óìíîæåííîé íà
8 è íà ðàçíîñòü [ïðîãðåññèè, à çàòåì] óâåëè÷åííîé íà êâàäðàò
óäâîåííîãî ïåðâîãî ÷ëåíà [ïðîãðåññèè, èç êîòîðîãî] âû÷òåíà
ðàçíîñòü [ïðîãðåññèè, íåîáõîäèìî èçâëå÷ü êâàäðàòíûé] êîðåíü,
[òîãäà îí,] óìåíüøåííûé íà «êøåïàïàäó»[, òî åñòü íà ðàçíîñòü
ìåæäó óäâîåííûì ïåðâûì ÷ëåíîì è ðàçíîñòüþ ïðîãðåññèè, çà-
òåì] äåëåííûé íà 2, [à çàòåì] äåëåííûé íà ðàçíîñòü [ïðîãðåñ-
ñèè, äàñò] êîëè÷åñòâî ÷ëåíîâ [àðèôìåòè÷åñêîé ïðîãðåññèè].

Íåçíà÷èòåëüíàÿ ìîäèôèêàöèÿ ïðåäûäóùåãî ïðàâèëà, à
èìåííî:

8 2

2

1
1

2d a a d k

d n

j
j

n

=
∑

⎛

⎝

⎜
⎜

⎞

⎠

⎟
⎟ + − −

=

( )

: ,

ãäå k a d= −2 1 åñòü îñîáàÿ âåëè÷èíà, êîòîðóþ Ìàõàâèðà íàçûâàåò
òðóäíî ïåðåâîäèìûì òåðìèíîì êøåïàïàäà (kSepapada). Ó Ì.Ðàí-

ãà÷àðüè îøèáî÷íî óêàçàíî,÷òî k
a d

=
−2

2
1 [8,ñ.23 àíãë. òåêñòà].

Ïðàâèëî âû÷èñëåíèÿ ðàçíîñòè [àðèôìåòè÷åñêîé ïðîãðåñ-
ñèè] è ïåðâîãî ÷ëåíà:

73. Ñóììà [àðèôìåòè÷åñêîé ïðîãðåññèè], óìåíüøåííàÿ íà
«âêëàä» ïåðâîãî ÷ëåíà [è çàòåì] ðàçäåëåííàÿ íà ïîëîâèíó êâàä-
ðàòà êîëè÷åñòâà ÷ëåíîâ, óìåíüøåííîãî íà êîëè÷åñòâî ÷ëåíîâ,
[åñòü] ðàçíîñòü [àðèôìåòè÷åñêîé ïðîãðåññèè]; ñóììà [àðèôìå-
òè÷åñêîé ïðîãðåññèè], óìåíüøåííàÿ íà «âêëàä» ýòîé ðàçíîñòè
[è çàòåì] ðàçäåëåííàÿ íà êîëè÷åñòâî ÷ëåíîâ, [åñòü] ïåðâûé ÷ëåí
[ïðîãðåññèè].

Àëãåáðàè÷åñêè:
S S

n n
d

n a−

−⎛

⎝
⎜
⎜

⎞

⎠
⎟
⎟

=
2

2

,
S S

n
a

n d−
= 1,

ãäå,íàïîìíèì,âåëè÷èíû S a na = ⋅1 ,S n d
n

d = ⋅ ⋅
− 1

2
áûëè ââåäåíû â

ñòðîôå 1.63.

Ìàõàâèðà 297



Ïðàâèëî âû÷èñëåíèÿ ïåðâîãî ÷ëåíà è ðàçíîñòè [àðèôìåòè-
÷åñêîé ïðîãðåññèè]:

74. Ïåðâûé ÷ëåí [àðèôìåòè÷åñêîé ïðîãðåññèè åñòü] ñóììà
[ïðîãðåññèè], ðàçäåëåííàÿ íà êîëè÷åñòâî [åå] ÷ëåíîâ, èç êîòî-
ðîé [çàòåì] âû÷ëè ðàçíîñòü [ïðîãðåññèè], óìíîæåííóþ íà ïîëî-
âèíó êîëè÷åñòâà ÷ëåíîâ, óìåíüøåííîãî íà 1; ñóììà [àðèôìåòè-
÷åñêîé ïðîãðåññèè], ðàçäåëåííàÿ íà êîëè÷åñòâî [åå] ÷ëåíîâ,
[çàòåì] óìåíüøåííàÿ íà ïåðâûé ÷ëåí [ïðîãðåññèè è çàòåì] ïîäå-
ëåííàÿ íà ïîëîâèíó êîëè÷åñòâà ÷ëåíîâ, óìåíüøåííîãî íà 1,
[åñòü] ðàçíîñòü [ïðîãðåññèè].

Àëãåáðàè÷åñêè: a

a

n
d

n
j

j

n

1
1 1

2
= − ⋅

−=
∑

,

a

n
a

n
d

j
j

n

=
∑

−

⎛

⎝

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜⎜

⎞

⎠

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟⎟

−
=

1
1

1

2
: .

Äâîéíîå ïðàâèëî âû÷èñëåíèÿ ðàçíîñòè è ïåðâîãî ÷ëåíà
[àðèôìåòè÷åñêîé ïðîãðåññèè, ñôîðìóëèðîâàííîå] èíûì îáðà-
çîì:

75. Çíàé [î, ìàòåìàòèê], óäâîåííàÿ ñóììà [àðèôìåòè÷åñêîé
ïðîãðåññèè], ðàçäåëåííàÿ íà êîëè÷åñòâî ÷ëåíîâ [ïðîãðåññèè,
çàòåì] óìåíüøåííàÿ íà óäâîåííûé ïåðâûé ÷ëåí [ïðîãðåññèè è
çàòåì] ðàçäåëåííàÿ íà êîëè÷åñòâî ÷ëåíîâ, óìåíüøåííîå íà 1,
äàñò ðàçíîñòü [àðèôìåòè÷åñêîé ïðîãðåññèè].

Àëãåáðàè÷åñêè:

2

2 1
1

1

⋅

−

⎛

⎝

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜⎜

⎞

⎠

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟⎟

− =
=
∑ a

n
a n d

j
j

n

:( ) .

76. Óäâîåííàÿ ñóììà [àðèôìåòè÷åñêîé ïðîãðåññèè], ðàçäå-
ëåííàÿ íà êîëè÷åñòâî ÷ëåíîâ [ïðîãðåññèè, çàòåì] óìåíüøåííàÿ
íà êîëè÷åñòâî ÷ëåíîâ, óìåíüøåííîå íà 1 è [ïîñëå ýòîãî] óìíî-
æåííîå íà ðàçíîñòü [ïðîãðåññèè], áóäó÷è ðàçäåëåííîé íà 2,
[äàåò] ïåðâûé ÷ëåí [ïðîãðåññèè].

Àëãåáðàè÷åñêè:

2

1 2
1

1

⋅

− −

⎛

⎝

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜⎜

⎞

⎠

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟⎟

=
=
∑ a

n
n d a

j
j

n

( ) : .
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Ïðàâèëî âû÷èñëåíèÿ ïåðâîãî ÷ëåíà, ðàçíîñòè è êîëè÷åñòâà
÷ëåíîâ [àðèôìåòè÷åñêîé ïðîãðåññèè] c èçâåñòíîé ñòåïåíüþ ïðî-
èçâîëà:

78. Êîãäà ñóììà [àðèôìåòè÷åñêîé ïðîãðåññèè] ðàçäåëåíà íà
ïðîèçâîëüíîå [÷èñëî, òî ýòîò] äåëèòåëü [ìîæíî âçÿòü â êà÷åñò-
âå] êîëè÷åñòâà ÷ëåíîâ [ïðîãðåññèè]; òîãäà åñëè èç [ïîëó÷åííî-
ãî] ÷àñòíîãî âû÷åñòü ïðîèçâîëüíîå [÷èñëî, òî ýòî] âû÷èòàåìîå
[ìîæíî âçÿòü â êà÷åñòâå] ïåðâîãî ÷ëåíà [ïðîãðåññèè]; åñëè [ïî-
ëó÷åííàÿ] ðàçíîñòü ðàçäåëåíà íà ïîëîâèíó êîëè÷åñòâà ÷ëåíîâ,
óìåíüøåííîãî íà 1, [òî ðåçóëüòàò ìîæíî âçÿòü â êà÷åñòâå] ðàç-
íîñòè [àðèôìåòè÷åñêîé ïðîãðåññèè].

Ñìûñë ïðàâèëà â òîì, ÷òîáû ïî çàðàíåå çàäàííîìó èëè ïðîèç-
âîëüíî âûáèðàåìîìó ÷èñëó S ïîñòðîèòü àðèôìåòè÷åñêóþ ïðîãðåñ-
ñèþ, ïåðâûå íåñêîëüêî ÷ëåíîâ êîòîðîé â ñóììå äàâàëè áû S. Ôèê-
ñèðóåòñÿ ïðîèçâîëüíîå n (êàê âèäíî èç äàëüíåéøåãî, ïðåäïîëàãà-
åòñÿ n > 1), åãî ìîæíî ñ÷èòàòü êîëè÷åñòâîì ÷ëåíîâ êîíñòðóèðóåìîé

ïðîãðåññèè. Äàëåå, èç äðîáè
S

n
âû÷èòàåòñÿ ëþáîå ÷èñëî a, îíî áå-

ðåòñÿ â êà÷åñòâå ïåðâîãî ÷ëåíà. Ïî ýòèì òðåì ïàðàìåòðàì îäíîç-
íà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ ðàçíîñòü êîíñòðóèðóåìîé ïðîãðåññèè:
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Ïðåäëîæåííûé çàãîëîâîê (êàê âèäíî, íå âïîëíå òî÷íî îòðàæà-
þùèé ñóòü ïðàâèëà) åñòü óñëîâíîå èñòîëêîâàíèå òðóäíî ïåðåâîäè-
ìîãî òåêñòà Ìàõàâèðû: sveSTAdyuttaragacchAnayanasUtram.
Ì.Ðàíãà÷àðüÿ èíòåðïðåòèðóåò ýòî ìåñòî ïðèìåðíî òàê æå, êàê è
ìû: «Ïðàâèëî íàõîæäåíèÿ (ïðè çàäàííîé ñóììå) ïåðâîãî ÷ëåíà
[àðèôìåòè÷åñêîé ïðîãðåññèè], ðàçíîñòè [àðèôìåòè÷åñêîé ïðîãðåñ-
ñèè] è êîëè÷åñòâà ÷ëåíîâ [àðèôìåòè÷åñêîé ïðîãðåññèè], ïðè æåëà-
íèè, ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíî [òàê:]» [8, ñ.25 àíãë. òåêñòà].

Òðîéíîå ïðàâèëî [íàõîæäåíèÿ] ñóììû [àðèôìåòè÷åñêîé
ïðîãðåññèè], ñêîìáèíèðîâàííîé îòäåëüíî ñ ïåðâûì ÷ëåíîì, [îò-
äåëüíî] ñ ðàçíîñòüþ [ïðîãðåññèè, îòäåëüíî] ñ êîëè÷åñòâîì ÷ëå-
íîâ [ïðîãðåññèè è îòäåëüíî] ñî âñåìè [ïåðå÷èñëåííûìè ïàðà-
ìåòðàìè]:

80. Çíàé, î øèðîìàíè ìàòåìàòèêîâ, [÷òî] ñóììà [àðèôìåòè-
÷åñêîé ïðîãðåññèè], ñêîìáèíèðîâàííàÿ [ñ ïåðâûì ÷ëåíîì], óìåíü-
øåííàÿ íà «âêëàä» ðàçíîñòè â ñóììó [àðèôìåòè÷åñêîé ïðîãðåññèè
è çàòåì] äåëåííàÿ íà ñëîæåííîå ñ åäèíèöåé êîëè÷åñòâî ÷ëåíîâ
[ïðîãðåññèè], äîëæíà äàâàòü ïåðâûé ÷ëåí [ïðîãðåññèè].
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Ïðàâèëî óòâåðæäàåò, ÷òî
M S

n
a

a d−

+
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1 1, ãäå ÷åðåç Ma îáîçíà-

÷åíà òàê íàçûâàåìàÿ ñóììà àðèôìåòè÷åñêîé ïðîãðåññèè, ñêîìáè-
íèðîâàííàÿ ñ ïåðâûì ÷ëåíîì (Adimizradhana), à âåëè÷èíà

S n d
n

d = ⋅ ⋅
− 1

2
, íàçûâàåìàÿ «âêëàäîì» ðàçíîñòè â ñóììó àðèôìå-

òè÷åñêîé ïðîãðåññèè, áûëà ââåäåíà â ñòðîôå 1.63. Ýëåìåíòàðíûå
ïðåîáðàçîâàíèÿ äàþò:

M n a S a a n S a S Sa d d a d= + + = + ⋅ + = + +( )1 1 1 1 1 .

Òàêèì îáðàçîì, M a aa j
j

n

= +
=
∑1

1
, îòêóäà ïîíÿòåí ñìûñë íàèìå-

íîâàíèÿ.
Òåðìèí øèðîìàíè (ziromaNi) èñïîëüçîâàëñÿ êàê ïî÷åòíûé

ýïèòåò ïàíäèòîâ (ó÷åíûõ áðàõìàíîâ) è áóêâàëüíî îçíà÷àåò «äðàãî-
öåííîñòü â õîõîëêå (ãðåáåøêå) [ïòèöû]».

81. Ñêîìáèíèðîâàííàÿ [ñ ðàçíîñòüþ ïðîãðåññèè ñóììà
àðèôìåòè÷åñêîé ïðîãðåññèè, èç êîòîðîé] âû÷ëè «âêëàä» ïåðâî-
ãî ÷ëåíà, [à çàòåì] ïîäåëèëè íà ñëîæåííîå ñ 1 êîëè÷åñòâî ÷ëå-
íîâ, [â ñâîþ î÷åðåäü] óìíîæåííîå íà ïîëîâèíó êîëè÷åñòâà ÷ëå-
íîâ áåç åäèíèöû, [äàåò] ðàçíîñòü [ïðîãðåññèè]; ïî [òàêîìó æå]
ïðèíöèïó [âû÷èñëÿåìàÿ àíàëîãè÷íàÿ âåëè÷èíà] äëÿ êîëè÷åñòâà
÷ëåíîâ [ïîäñ÷èòûâàåòñÿ òàê: ñêëàäûâàåòñÿ ñîîòâåòñòâóþùåå]
êîëè÷åñòâî ÷ëåíîâ [àðèôìåòè÷åñêîé ïðîãðåññèè] ïðè óñëîâèè,
÷òî [åå] ïåðâûé ÷ëåí óâåëè÷åí íà 1.

Ïåðâàÿ ÷àñòü ïðàâèëà óòâåðæäàåò, ÷òî
M S
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d
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⋅ +

=1
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, ãäå ÷å-

ðåç Md îáîçíà÷åíà òàê íàçûâàåìàÿ ñóììà àðèôìåòè÷åñêîé ïðîã-
ðåññèè, ñêîìáèíèðîâàííàÿ ñ ðàçíîñòüþ ïðîãðåññèè
(uttaramizradhana), à âåëè÷èíà S a na = ⋅1 , íàçûâàåìàÿ «âêëàäîì»
ïåðâîãî ÷ëåíà â ñóììó àðèôìåòè÷åñêîé ïðîãðåññèè, áûëà ââåäåíà
â ñòðîôå 1.63. Ýëåìåíòàðíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ äàþò:
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Òàêèì îáðàçîì, M d ad j
j

n

= +
=
∑

1
, îòêóäà ïîíÿòåí ñìûñë íàèìå-

íîâàíèÿ.
Âòîðàÿ ÷àñòü ïðàâèëà îïðåäåëÿåò ñóììó àðèôìåòè÷åñêîé

ïðîãðåññèè, ñêîìáèíèðîâàííóþ ñ êîëè÷åñòâîì ÷ëåíîâ ïðîãðåññèè
(gacchamizradhana):
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= + + + + + + + + − = +
=
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1 1 1 1
1

2 1( ) ( ) ... [ ( ) ] ,

îòêóäà òàêæå ïîíÿòíî ïðîèñõîæäåíèå íàçâàíèÿ.
82. [Åñëè] èç [ñóììû àðèôìåòè÷åñêîé ïðîãðåññèè], ñêîìáè-

íèðîâàííîé [ñî âñåìè ïàðàìåòðàìè ïðîãðåññèè], âû÷òåíû ïðîèç-
âîëüíûå ïåðâûé ÷ëåí [è] êîëè÷åñòâî ÷ëåíîâ, [òî ðåçóëüòàòîì
ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî ìîæåò áûòü] ïîëó÷åíî ïî ïðàâèëó [äëÿ ñóììû
àðèôìåòè÷åñêîé ïðîãðåññèè], ñêîìáèíèðîâàííîé ñ ðàçíîñòüþ
ïðîãðåññèè, [ïðè÷åì] òà âåëè÷èíà, êîòîðàÿ [â ïîñëåäíåì ñëó÷àå
«êîìáèíèðóåòñÿ» ñ ñóììîé], äîëæíà áûòü [òîé æå] ðàçíîñòüþ
ïðîãðåññèè. Ýòî [ïðàâèëî] âû÷èñëåíèÿ â ñëó÷àå ñ ñóììîé
[àðèôìåòè÷åñêîé ïðîãðåññèè, ñêîìáèíèðîâàííîé ñî] âñåìè [ïà-
ðàìåòðàìè ïðîãðåññèè].

Ñåé çàìûñëîâàòûé òåêñò óòâåðæäàåò åäèíñòâåííîå ïðàâèëî:

M a n Madn d− − =1 ,
â êîòîðîì âåëè÷èíû a1 è n áåðóòñÿ ïðîèçâîëüíûìè, à ïðî Md èç-
âåñòíî, ÷òî ýòî ñóììà àðèôìåòè÷åñêîé ïðîãðåññèè (ñ òåìè æå a1,n
è d), ñêîìáèíèðîâàííàÿ ñ ðàçíîñòüþ ïðîãðåññèè. Íåòðóäíî âèäåòü,

÷òî M a n M a n d aadn d j
j

n

= + + = + + +
=
∑1 1

1
,îòêóäà ÿñåí ñìûñë íàè-

ìåíîâàíèÿ Madn – ñóììà àðèôìåòè÷åñêîé ïðîãðåññèè, ñêîìáèíè-
ðîâàííàÿ ñî âñåìè ïàðàìåòðàìè ïðîãðåññèè ([sarva]mizra[dhana],
sarvasaMyoga).

Ïðàâèëî âû÷èñëåíèÿ ïåðâîãî ÷ëåíà [è] ðàçíîñòè [àðèôìåòè-
÷åñêîé ïðîãðåññèè] ïî [èçâåñòíûì ïàðàìåòðàì çàäàííîé ïðîã-
ðåññèè –] ïåðâîìó ÷ëåíó, ðàçíîñòè [è] èçâåñòíîé ñóììå, [êîòî-
ðàÿ ÿâëÿåòñÿ] óäâîåííîé, óòðîåííîé [è ò.ä. èëè] ïîëîâèíîé,
òðåòüþ è ò.ä. îò ñóììû èññëåäóåìîé [ïðîãðåññèè]:

84. [Ðàññìîòðèì] ñóììó èññëåäóåìîé [ïðîãðåññèè], äåëåí-
íóþ íà [ñóììó] çàäàííîé [ïðîãðåññèè, ïóñòü ýòî îòíîøåíèå] çà-
ïèñàíî â äâóõ [ðàçíûõ] ìåñòàõ. [Òîãäà] ýòî [îòíîøåíèå], óìíî-
æåííîå íà ðàçíîñòü [èçâåñòíîé] ïðîãðåññèè, [äàñò] ðàçíîñòü
[èññëåäóåìîé] ïðîãðåññèè, [à] òî æå [îòíîøåíèå], óìíîæåííîå
íà ïåðâûé ÷ëåí [èçâåñòíîé ïðîãðåññèè, äàñò] ïåðâûé ÷ëåí [èñ-
ñëåäóåìîé ïðîãðåññèè. Ïðè ýòîì îòíîøåíèå ñóìì ïðîãðåññèé
âûðàæàåòñÿ äðîáüþ, â êîòîðîé] ÷èñëèòåëü, äåëåííûé íà çíàìå-
íàòåëü, [åñòü ñóììà] èññëåäóåìîé [ïðîãðåññèè], äåëåííàÿ íà
[ñóììó] çàäàííîé [ïðîãðåññèè].
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Êàæåòñÿ åñòåñòâåííûì ïðåäïîëîæèòü, ÷òî ðå÷ü èäåò î ïðîãðåñ-
ñèÿõ ñ îäèíàêîâûì êîëè÷åñòâîì ÷ëåíîâ. Ýòî ïîäòâåðæäàåò è ïðè-
âîäèìàÿ Ìàõàâèðîé çàäà÷à íà çàêðåïëåíèå ïðàâèëà (ñòðîôà 1.85),
êîòîðàÿ ñîäåðæèò èìåííî òàêîå óñëîâèå (samagaccha...). Òàêèì
îáðàçîì, ðàññìàòðèâàþòñÿ äâå ïðîãðåññèè, óêàçàííûå â òàáë.4:

Òàáëèöà 4

1-ûé ÷ëåí ðàçíîñòü êîëè÷åñòâî ÷ëåíîâ ñóììà

1-àÿ ïðîãðåññèÿ a� d n S

2-àÿ ïðîãðåññèÿ a′� d′ n S ′

Ñ÷èòàåì, ÷òî èçâåñòíû çíà÷åíèÿ a1, d, S è ξ =
′S

S
. Äëÿ íàõîæ-

äåíèÿ a′1 è d′ Ìàõàâèðà ïðåäëàãàåò èñïîëüçîâàòü ôîðìóëû:
ξ ⋅ = ′a a1 1 è ξ ⋅ = ′d d . Ïîïðîáóåì âûÿñíèòü, äëÿ êàêèõ ïàð ïðîãðåñ-
ñèé ñïðàâåäëèâû ýòè ðàâåíñòâà. Âîñïîëüçóåìñÿ ñîîòíîøåíèåì äëÿ
ïåðâîãî ÷ëåíà. Ñîãëàñíî ôîðìóëå ñóììû ïðîãðåññèè (ñòðîôà
1.61), èìååì:
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Ïîñëå íåñëîæíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ïîëó÷àåì:
a

a

d

d

′
=

′1

1
. Íåòðóä-

íî óáåäèòüñÿ, ÷òî ñîîòíîøåíèå äëÿ ðàçíîñòåé ïðîãðåññèè âëå÷åò
òî÷íî òàêîé æå ðåçóëüòàò. Òàêèì îáðàçîì, åñëè äëÿ äâóõ ïðîãðåñ-
ñèé ñîîòíîøåíèÿ Ìàõàâèðû âûïîëíåíû, òî èõ ïåðâûå ÷ëåíû è
ðàçíîñòè ïðîïîðöèîíàëüíû. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ñïðàâåäëèâî è îá-
ðàòíîå. Òàêèì îáðàçîì, ïðàâèëî Ìàõàâèðû ñôîðìóëèðîâàíî äëÿ
ñëó÷àÿ (è òîëüêî äëÿ íåãî) ïðîïîðöèîíàëüíîñòè ïåðâûõ ÷ëåíîâ è
ðàçíîñòåé.

Çàìåòèì, ÷òî â çàãîëîâêå ïðàâèëà ðå÷ü èäåò îá «èçâåñòíîé
ñóììå, [êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ] óäâîåííîé, óòðîåííîé [è ò.ä. èëè]
ïîëîâèíîé, òðåòüþ è ò.ä. îò ñóììû èññëåäóåìîé [ïðîãðåññèè]»,
èíûìè ñëîâàìè, Ìàõàâèðà, ñòðîãî ãîâîðÿ, äîïóñêàåò ëèøü ñëó÷àè

ξ = 2, 3, 4, ... è ξ =
1

2
,

1

3
,

1

4
, ... (ñëó÷àé ξ = 1, î÷åâèäíî, åìó íåèíòåðå-

ñåí). Îäíàêî íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî åñëè
S

S
m

′
= è

S

S n

′ ′
′
=

1
, ãäå m,

n = 2, 3, 4, ..., òî îòíîøåíèå
S

S
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′ ′
= ïðîáåãàåò âñå ïîëîæèòåëüíûå
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ðàöèîíàëüíûå çíà÷åíèÿ, â òîì ÷èñëå è 1. Òàêèì îáðàçîì, äâóõñòó-
ïåí÷àòîå ïðèìåíåíèå ïðàâèëà äàåò âîçìîæíîñòü íàõîäèòü ïåðâûé
÷ëåí è ðàçíîñòü ïðîãðåññèè, ñóììà êîòîðîé îòíîñèòñÿ ê ñóììå äðó-
ãîé ïðîãðåññèè (ñ èçâåñòíûìè ïåðâûì ÷ëåíîì è ðàçíîñòüþ) êàê
ïðîèçâîëüíîå ïîëîæèòåëüíîå ðàöèîíàëüíîå ÷èñëî.

Ïðàâèëî âû÷èñëåíèÿ [ïåðâûõ ÷ëåíîâ è ðàçíîñòåé àðèôìåòè-
÷åñêèõ ïðîãðåññèé ïðè óñëîâèè, ÷òî äàíû äâå ïðîãðåññèè] ñ
ïðîèçâîëüíûìè [èçâåñòíûìè] êîëè÷åñòâàìè ÷ëåíîâ, [ïðè÷åì]
ïåðâûé ÷ëåí îäíîé ïðîãðåññèè ðàâåí ðàçíîñòè äðóãîé è íàîáî-
ðîò, [à] ñóììà [îäíîé ïðîãðåññèè ëèáî] ðàâíà [ñóììå âòîðîé
ïðîãðåññèè, ëèáî ÿâëÿåòñÿ] óäâîåííîé, óòðîåííîé [è ò.ä. èëè]
ïîëîâèíîé, òðåòüþ è ò.ä. îò ñóììû [âòîðîé ïðîãðåññèè]:

86. Êîëè÷åñòâî ÷ëåíîâ [îäíîé] ïðîãðåññèè, óìíîæåííîå íà
ñåáÿ çà âû÷åòîì 1, [çàòåì] óìíîæåííîå íà ïðîèçâîëüíî çàäàí-
íîå [îòíîøåíèå ñóììû âòîðîé ïðîãðåññèè ê ñóììå ïåðâîé ïðîã-
ðåññèè è, äàëåå], óìåíüøåííîå íà óäâîåííîå êîëè÷åñòâî ÷ëåíîâ
äðóãîé [ïðîãðåññèè äàåò] ïåðâûé ÷ëåí [ïåðâîé] ïðîãðåññèè, [îí
æå – ðàçíîñòü âòîðîé ïðîãðåññèè]; êâàäðàò [êîëè÷åñòâà ÷ëåíîâ]
äðóãîé [ïðîãðåññèè], èç êîòîðîãî âû÷ëè ñàìî ýòî [êîëè÷åñòâî, à
çàòåì åùå] âû÷ëè óäâîåííîå ïðîèçâåäåíèå ïðîèçâîëüíî çàäàí-
íîå [îòíîøåíèå ñóììû âòîðîé ïðîãðåññèè ê ñóììå ïåðâîé ïðîã-
ðåññèè è] êîëè÷åñòâà ÷ëåíîâ [ïåðâîé] ïðîãðåññèè [äàåò] ðàç-
íîñòü [ïåðâîé] ïðîãðåññèè, [îíà æå – ïåðâûé ÷ëåí âòîðîé ïðîã-
ðåññèè].

Ïóñòü îïÿòü çàäàíû äâå ïðîãðåññèè (òàáë.5). Åñëè èçâåñòíû
÷èñëà n, n′ è êîýôôèöèåíò ξ, ñâÿçûâàþùèé ñóììû ïðîãðåññèé
( )ξS S= ′ , òî ïðàâèëî äàåò âîçìîæíîñòü âûïèñàòü êîíêðåòíûå çíà-
÷åíèÿ a1 è d, óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèþ çàäà÷è. Î÷åâèäíî, ÷òî
ïðè óìíîæåíèè ïåðâûõ ÷ëåíîâ è ðàçíîñòåé îáåèõ ïðîãðåññèé íà

îäíî è òî æå íåíóëåâîå ÷èñëî îòíîøåíèå ξ =
′S

S
íå èçìåíèòñÿ. Òà-

êèì îáðàçîì, åñëè ïðè íåêîòîðûõ ôèêñèðîâàííûõ çíà÷åíèÿõ n, n′
è ξ çàäà÷à èìååò õîòÿ áû îäíî ðåøåíèå, òî îíà èìååò áåñêîíå÷íî
ìíîãî ðåøåíèé.

Òàáëèöà 5

1-ûé ÷ëåí ðàçíîñòü êîëè÷åñòâî ÷ëåíîâ ñóììà

1-àÿ ïðîãðåññèÿ a� d n S

2-àÿ ïðîãðåññèÿ d a� ′n S ′

Ìàõàâèðà ïðåäëàãàåò âîñïîëüçîâàòüñÿ ñëåäóþùèìè ñîîòíîøå-
íèÿìè:

n n n a( )− − ′=1 2 1ξ ,

n n n d′ − ′− =2 2ξ .
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Ïîêàæåì, ÷òî òàêèå çíà÷åíèÿ äåéñòâèòåëüíî áóäóò óäîâëåòâî-
ðÿòü óñëîâèÿì çàäà÷è. Ñóììû ïðîãðåññèé ìîæíî çàïèñàòü ïî èç-
âåñòíîé ôîðìóëå (ñòðîôà 1.61):

S
n

d a n=
−

⋅ +
⎡
⎣⎢

⎤
⎦⎥
⋅

1

2 1 , S
n

a d n′ =
′−

⋅ +
⎡
⎣⎢

⎤
⎦⎥
⋅ ′

1

2 1 .

Ââèäó ξS S= ′ èìååì:

ξ
n

d a n
n

a d n
−

⋅ +
⎡
⎣⎢

⎤
⎦⎥
⋅ =

′−
⋅ +

⎡
⎣⎢

⎤
⎦⎥
⋅ ′

1

2

1

21 1 ,

îòêóäà ïîñëå íåñëîæíûõ ðàâíîñèëüíûõ ïðåîáðàçîâàíèé (âîçìîæ-
íûõ ïðè ëþáûõ çíà÷åíèÿõ ïåðåìåííûõ) ïîëó÷àåì:

[ ( ) ] [ ]n n n d n n n a− − ′ ⋅ = ′ − ′− ⋅1 2 22
1ξ ξ .

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ïåðâîé ïðîãðåññèè â êà÷åñòâå ïåðâîãî ÷ëå-
íà ìîæíî âçÿòü ÷èñëî a n n n1 1 2= − − ′( )ξ , à â êà÷åñòâå ðàçíîñòè –
÷èñëî d n n n= ′ − ′−2 2ξ , ÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

Òàêæå ñì. ïîñëåäíèé àáçàö êîììåíòàðèÿ ê ñòðîôå 1.84.
Ïðàâèëî âû÷èñëåíèÿ ïåðâûõ ÷ëåíîâ è ðàçíîñòåé äëÿ [ñëó-

÷àÿ äâóõ ïðîãðåññèé ñ] íåðàâíûìè ðàçíîñòÿìè, îäèíàêîâûìè
êîëè÷åñòâàìè ÷ëåíîâ è îäèíàêîâûìè ñóììàìè:

89. Äëÿ ïðîãðåññèè ñ áîëüøåé ðàçíîñòüþ [ïîëàãàåì] ïåðâûé
÷ëåí [ðàâíûì] 1; à [åñëè] âû÷åñòü èç áîëüøåé ðàçíîñòè ðàç-
íîñòü îñòàâøåéñÿ [ïðîãðåññèè, òî ïîëó÷åííûé ðåçóëüòàò], óìíî-
æåííûé íà ïîëîâèíó êîëè÷åñòâà ÷ëåíîâ, óìåíüøåííîãî íà 1, à
[çàòåì] ñëîæåííûé ñ åäèíèöåé, [áóäåò äàâàòü], î äðóã, [ïðè
ïîäñòàíîâêå ðàçëè÷íûõ] ðàçíîñòåé îñòàâøåéñÿ [ïðîãðåññèè]
ïåðâûå ÷ëåíû [ïðîãðåññèè ñ ìåíüøåé ðàçíîñòüþ].

Ïóñòü çàäàíû äâå ïðîãðåññèè, óêàçàííûå â òàáë.6:
Òàáëèöà 6

1-ûé ÷ëåí ðàçíîñòü êîëè÷åñòâî ÷ëåíîâ ñóììà

1-àÿ ïðîãðåññèÿ a� d n S

2-àÿ ïðîãðåññèÿ a′� d′ n S

Ïóñòü èçâåñòíû n, d è d′, ïðè÷åì d d> ′. Ñîãëàñíî ïðàâèëó, íå-
îáõîäèìî ïîëîæèòü a1 1= ; òîãäà Ìàõàâèðà ïðåäëàãàåò áðàòü

a d d
n

′ = − ′ ⋅
−

+1
1

2
1( ) . Äåéñòâèòåëüíî, åñëè ñóììû ïðîãðåññèé ðàâ-

íû, òî ïî èçâåñòíîé ôîðìóëå (ñòðîôà 1.61):
n

d a n
n

d a n
−

⋅ +
⎡
⎣⎢

⎤
⎦⎥
⋅ =

−
⋅ ′+ ′

⎡
⎣⎢

⎤
⎦⎥
⋅

1

2

1

21 1 .
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Ó÷èòûâàÿ n ≠ 0, ïîëó÷àåì: a d d
n

a′ = − ′ ⋅
−

+1 1
1

2
( ) . Ïðè a1 1=

èìååì óêàçàííîå ïðàâèëî.
Òàêæå îòìåòèì, ÷òî çàãîëîâîê íå âïîëíå ñîîòâåòñòâóåò ñîäåðæà-

íèþ: ïðàâèëî íå ïðåäïîëàãàåò íàõîæäåíèå ðàçíîñòåé ïðîãðåññèè.
Ïðàâèëî âû÷èñëåíèÿ ðàçíîñòåé [äâóõ ïðîãðåññèé ñ] íåðàâ-

íûìè ïåðâûìè ÷ëåíàìè, îäèíàêîâûìè êîëè÷åñòâàìè ÷ëåíîâ [è]
îäèíàêîâûìè ñóììàìè:

91. Äëÿ ïðîãðåññèè ñ áóëüøèì ïåðâûì ÷ëåíîì [ïîëàãàåì]
ðàçíîñòü [ðàâíîé] 1; à [åñëè] âû÷åñòü èç áîëüøåãî ïåðâîãî ÷ëåíà
ïåðâûé ÷ëåí îñòàâøåéñÿ [ïðîãðåññèè, òî ïðè] äåëåíèè [ðåçóëüòà-
òà] íà ïîëîâèíó êîëè÷åñòâà ÷ëåíîâ, óìåíüøåííîãî íà 1, è [çàòåì]
ñëîæåíèè [÷àñòíîãî] ñ åäèíèöåé, [ïðè ïîäñòàíîâêå ðàçëè÷íûõ]
ïåðâûõ ÷ëåíîâ [âàðüèðóþùåéñÿ] îñòàâøåéñÿ [ïðîãðåññèè] ïîëó-
÷àþòñÿ ðàçíîñòè [ïðîãðåññèè ñ ìåíüøèì ïåðâûì ÷ëåíîì].

Ïóñòü çàäàíû äâå ïðîãðåññèè, óêàçàííûå â òàáë.7:
Òàáëèöà 7

1-ûé ÷ëåí ðàçíîñòü êîëè÷åñòâî ÷ëåíîâ ñóììà

1-àÿ ïðîãðåññèÿ a� d n S

2-àÿ ïðîãðåññèÿ ′a� d′ n S

Ïóñòü èçâåñòíû n, a1 è ′a1, ïðè÷åì a a1 1> ′ . Ñîãëàñíî ïðàâèëó,
íåîáõîäèìî ïîëîæèòü d = 1; òîãäà Ìàõàâèðà ïðåäëàãàåò áðàòü

d
a a

n
′ =

− ′
−⎛

⎝
⎜

⎞
⎠
⎟
+1 1

1

2

1. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè ñóììû ïðîãðåññèé ðàâíû, òî

ïî èçâåñòíîé ôîðìóëå (ñòðîôà 1.61):
n

d a n
n

d a n
−

⋅ +
⎡
⎣⎢

⎤
⎦⎥
⋅ =

−
⋅ ′+ ′

⎡
⎣⎢

⎤
⎦⎥
⋅

1

2

1

21 1 .

Îòñþäà ïðè n > 1 ïîëó÷àåì: d
a a

n
d′ =

− ′
−⎛

⎝
⎜

⎞
⎠
⎟
+1 1

1

2

. Ïðè d = 1 èìååì

óêàçàííîå ïðàâèëî.
À òåïåðü ïðàâèëî [âû÷èñëåíèÿ] ñâåðõïîñëåäíåãî ÷ëåíà [è]

ñóììû ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèè:
93. Ñëåäóåò çíàòü, [÷òî] ïåðâûé ÷ëåí [ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîã-

ðåññèè], óìíîæåííûé íà ïðîèçâåäåíèå íåñêîëüêèõ çíàìåíàòåëåé
[ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèè], âçÿòûõ â ÷èñëå, ðàâíîì [çàäàííî-
ìó] êîëè÷åñòâó ÷ëåíîâ, áóäåò äàâàòü ñâåðõïîñëåäíèé ÷ëåí; ýòîò
[÷ëåí], óìåíüøåííûé íà ïåðâûé ÷ëåí [ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåñ-
ñèè], äåëåííûé íà çíàìåíàòåëü [ïðîãðåññèè], èç êîòîðîãî âû÷ëè
1, [äàåò] ñóììó ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèè.
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Ìàõàâèðà ââîäèò òðóäíî ïåðåâîäèìûé òåðìèí guNadhana, êî-
òîðûì îí îáîçíà÷àåò ÷ëåí ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèè, ñëåäóþùèé
íåïîñðåäñòâåííî çà ïîñëåäíèì (îòñþäà íàøå óñëîâíîå íàèìåíîâà-
íèå – ñâåðõïîñëåäíèé) ÷ëåíîì èç çàäàííîãî îòðåçêà ïðîãðåññèè. Â
ñòàíäàðòíûõ îáîçíà÷åíèÿõ ýòî ( )n + 1 -ûé ÷ëåí:

g n b q bn
n( ) = = ⋅+1 1.

Äëÿ ñóììû ïåðâûõ n ÷ëåíîâ ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèè ââî-
äèòñÿ, î÷åâèäíî, âåðíàÿ ôîðìóëà:

b
g n b

qj
j

n

=
−
−=

∑
1

1

1

( )

À âîò äðóãîå ïðàâèëî íà ñëó÷àé ñóììû ãåîìåòðè÷åñêîé
ïðîãðåññèè:

94. [Áåðåì] êîëè÷åñòâî ÷ëåíîâ [ïðîãðåññèè; åñëè îíî] ÷åò-
íîå, [òî] äåëèì [åãî] íà 2 [è îêîëî ÷àñòíîãî ñòàâèì ïîìåòó]
«íîëü»; [åñëè îíî] íå÷åòíîå, [òî òîæå äåëèì åãî íà 2 ñ îñòàò-
êîì è îêîëî íåïîëíîãî ÷àñòíîãî ñòàâèì ïîìåòó] «åäèíèöà»; [âû-
ïèñûâàåì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÷èñåë, íà÷èíàþùóþñÿ ñî çíàìå-
íàòåëÿ ïðîãðåññèè è ïîëó÷àþùóþñÿ] óìíîæåíèåì [êàæäîãî î÷å-
ðåäíîãî ÷èñëà-]ìíîæèòåëÿ [íà ñåáÿ; çàòåì îäèí çà äðóãèì] ïå-
ðåìíîæàåòñÿ êâàäðàò, [îêîëî êàæäîãî èç êîòîðûõ íàïèñàíà
«åäèíèöà»; åñëè òåïåðü èç ïîëó÷åííîãî ðåçóëüòàòà] âû÷åñòü
åäèíèöó, [çàòåì] óìíîæèòü [ïîëó÷èâøååñÿ ÷èñëî] íà ïåðâûé
÷ëåí [ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèè, à ïîñëå] ïîäåëèòü íà çíàìå-
íàòåëü [ïðîãðåññèè], óìåíüøåííûé íà åäèíèöó, [òî ïîëó÷èòñÿ]
ñóììà ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèè.

Ââèäó ëàêîíè÷íîñòè ïåðâîé ïîëóñòðîôû, âîçìîæíû ðàçëè÷-
íûå âàðèàíòû åå èñòîëêîâàíèÿ, õîòÿ íåò ñîìíåíèé â òîì, ÷òî åå
öåëü – íàó÷èòü ñëóøàòåëÿ/÷èòàòåëÿ âû÷èñëÿòü çíà÷åíèå qn . Â
ïðåäñòàâëåííîì ïåðåâîäå è â äàëüíåéøåì êîììåíòàðèè îáñóæäàåò-
ñÿ òîëüêî íàøà èíòåðïðåòàöèÿ, Ì.Ðàíãà÷àðüÿ ïîíÿë ýòó ïîëóñòðî-
ôó èíà÷å [8, ñ.30–31 àíãë. òåêñòà].

Ïîêàæåì, êàê ðàáîòàåò àëãîðèòì Ìàõàâèðû íà ïðèìåðå âû÷èñëå-
íèÿ ÷èñëà 741. Èìååì: n = 41, ïîñëåäîâàòåëüíî äåëèì ýòî ÷èñëî íà 2 è
êàæäûé ðàç âûïèñûâàåì íåïîëíîå ÷àñòíîå, ïîêà íå ïîëó÷èì 1. Â çàâè-
ñèìîñòè îò ÷åòíîñòè ÷èñëà, ñíèçó ïðèïèñûâàåì ïîìåòû «0» èëè «1».
Çàòåì ïîñëåäîâàòåëüíî âîçâîäèì ÷èñëî 7 â êâàäðàò è ïîä÷åðêèâàåì òå
çíà÷åíèÿ, îêîëî êîòîðûõ ïîñòàâëåíà ïîìåòà «1». Ñõåìàòè÷åñêè:

41 20 10 5 2 1
2 2 2 2 2: : : : :

⎯ →⎯⎯ ⎯ →⎯⎯ ⎯ →⎯⎯ ⎯ →⎯⎯ ⎯ →⎯⎯
1 0 0 1 0 1

7 7 7 7 7 7
2 2 2 4 2 8 2 16 2 32^ ^ ^ ^ ^

⎯ →⎯⎯ ⎯ →⎯⎯ ⎯ →⎯⎯ ⎯ →⎯⎯ ⎯ →⎯⎯
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Â ðåçóëüòàòå 741 áóäåò íàõîäèòüñÿ êàê ïðîèçâåäåíèå òðåõ ïîä-
÷åðêíóòûõ ÷èñåë: 7 7 78 32⋅ ⋅ .

Â îñíîâå ìåòîäà ëåæèò äâîè÷íîå ðàçëîæåíèå ÷èñëà n – èíâåð-
òèðîâàííàÿ öåïî÷êà âûïèñûâàåìûõ íóëåé è åäèíèö (â ïðèâåäåí-
íîì ïðèìåðå 41 10100110 2= ). Êîãäà ÷èñëî çàïèñàíî â äâîè÷íîé
ñèñòåìå

n c c c c c c c ck k
k

k
k

k= = ⋅ + ⋅ + + ⋅ + ⋅−
−

−( ... ) ...1 1 0 2
1

1
1

1
0

02 2 2 2 ,

èñêîìàÿ ñòåïåíü íàõîäèòñÿ òàê:

q qn c c c�
�= =⋅ + + ⋅ + ⋅2 2 2�

�

�

�...

= ⋅
⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟ ⋅ ⋅

⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟

⎛

⎝
⎜
⎜

⎞

⎠
⎟
⎟ ⋅ ⋅

⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟

⎛
c q c q c q0

2
1

2
2

2
2

2
� � �

⎝
⎜
⎜

⎞

⎠
⎟
⎟

⎛

⎝

⎜
⎜⎜

⎞

⎠

⎟
⎟⎟
⋅ ⋅

2

...

⋅ ⋅
⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟

⎛

⎝
⎜
⎜

⎞

⎠
⎟
⎟

⎛

⎝

⎜
⎜⎜

⎞

⎠

⎟
⎟⎟

⎛

⎝

⎜
⎜
⎜

⎞

⎠

⎟
⎟
⎟

c qk
2

2
2

�

�

,

(÷åðòû îçíà÷àþò, ÷òî â âûïèñàííîì ïðîèçâåäåíèè ïðèñóòñòâóþò
òîëüêî òå ìíîæèòåëè,â êîòîðûõ cj = 1).

Ïîêàæåì, ÷òî óæå ïðè íåáîëüøèõ n àëãîðèòì Ìàõàâèðû â íå-
êîòîðîì ñìûñëå óäîáíåå ìíîãîêðàòíîãî ïîñëåäîâàòåëüíîãî óìíîæå-
íèÿ. Ïóñòü òðåáóåòñÿ âû÷èñëèòü çíà÷åíèå qn . Òîãäà ïåðâàÿ öåïî÷-
êà (âñåãäà îêàí÷èâàþùàÿñÿ ÷èñëîì 1) áóäåò ñîäåðæàòü â òî÷íîñòè
[ ]log 2n äåëåíèé íà 2; çàòåì ñëåäóåò öåïî÷êà èç [ ]log 2n ïîñëåäîâà-
òåëüíûõ âîçâåäåíèé â êâàäðàò, è, íàêîíåö, íà ïîñëåäíåì ýòàïå,
êîãäà ìû ïîëó÷èëè m n≤ +[ ]log 2 1 ïîìåòîê «1», íàì ïðèäåòñÿ ïå-
ðåìíîæèòü m êâàäðàòîâ, òî åñòü ñîâåðøèòü åùå ( )m − 1 óìíîæåíèé.
Â èòîãå îáùåå êîëè÷åñòâî îïåðàöèé ðàâíî:

N n n n m n( ) [ ] [ ] ( ) [ ]= + + − ≤log log log2 2 21 3 .
Ëåììà: Ïðè ëþáûõ íàòóðàëüíûõ n ≥ 12 ñïðàâåäëèâî íåðàâåí-

ñòâî 3 12[ ]log n n< − .
Äîêàçàòåëüñòâî: Ïóñòü n ≥ 12 – íàòóðàëüíîå ÷èñëî, òîãäà

1
1

1
1

1 1

2

1
2+

⎛
⎝
⎜

⎞
⎠
⎟ = + ⋅ +

−
⋅ + +

n

n

n

n n

n

n

!

( )

!
...

+
− − − −

⋅ =
n n n n n

n nn

( )( )...( ( ))

!

1 2 1 1

Ìàõàâèðà 307



= + +
⋅ −
⎛
⎝
⎜

⎞
⎠
⎟
+

⋅ −
⎛
⎝
⎜

⎞
⎠
⎟ −
⎛
⎝
⎜

⎞
⎠
⎟
+ +1 1

1 1
1

2

1 1
1

1
2

3
n n n

! !
...

+
⋅ −
⎛
⎝
⎜

⎞
⎠
⎟ −
⎛
⎝
⎜

⎞
⎠
⎟ −

−⎛
⎝
⎜

⎞
⎠
⎟
<

1 1
1

1
2

1
1

n n

n

n

n

...

!

= + + + + + < + + +
⋅

+
⋅ ⋅

+1 1
1

2

1

3

1
1 1

1

2

1

2 2

1

2 2 2! !
...

! ! ! !
...

n

...
! ...

+
⋅ ⋅ ⋅ ⋅

=

−

1

2 2 2 2

2
�����

n

= + + + + + + = + ⋅
−
−

= − ⋅−1 1
1

2

1

2

1

2

1

2
1 1

1 05

1 05
3 2 052 3 1...

,

,
,n

n
n < < +3 1n .

Òàêèì îáðàçîì, ïðè íàòóðàëüíûõ n ≥ 12 âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåí-

ñòâî 1
1

1+
⎛
⎝
⎜

⎞
⎠
⎟ < +

n
n

n

, êîòîðîå íåñëîæíî ïðåîáðàçîâàòü ê âèäó

n nn n+ < −1 1 . Ñëåäîâàòåëüíî, ôóíêöèÿ ϕ( )n nn= −1 , îïðåäåëåííàÿ
íà íàòóðàëüíûõ ÷èñëàõ n ≥ 12, ìîíîòîííî óáûâàåò. Íåòðóäíî ïðî-
âåðèòü, ÷òî ϕ( )12 23< , çíà÷èò, ïðè âñåõ íàòóðàëüíûõ n ≥ 12 âñå
÷èñëà ϕ( )n nn= <−1 3 2. Îòñþäà ïîñëå ëîãàðèôìèðîâàíèÿ ïî îñíî-
âàíèþ 2 è ïðîñòåéøèõ ïðåîáðàçîâàíèé ïîëó÷àåì: 3 12log n n< − . Â
ñèëó [ ]log log2 2n n≤ èìååì äîêàçûâàåìîå íåðàâåíñòâî.�

Â ðåçóëüòàòå äëÿ íàòóðàëüíûõ n ≥ 12 êîëè÷åñòâî ïðåäïèñûâàå-
ìûõ Ìàõàâèðîé îïåðàöèé (äàæå áåç ó÷åòà èõ ðàçëè÷íîé òðóäîåì-
êîñòè) çàâåäîìî ìåíüøå, ÷åì ïðè «áåñõèòðîñòíîì» ïîñëåäîâàòåëü-
íîì óìíîæåíèè (..(( ) ) ...)q q q q

n

⋅ ⋅ ⋅ ⋅
���������

.

Äëÿ íàòóðàëüíûõ çíà÷åíèé n < 12 ìû ñîñòàâèëè òàáë.8:
Òàáëèöà 8

n = 2 n = 3 n = 4 n = 5 n = 6 n = 7 n = 8 n = 9 n = 10 n = 11

Êîëè÷åñòâî ïå-
ðåìíîæåíèé ïðè
ïîñëåäîâàòåëüíîì
ïåðåìíîæåíèè

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Êîëè÷åñòâî îïå-
ðàöèé ïðè èñïîëü-
çîâàíèè àëãîðèò-
ìà Ìàõàâèðû,
N n( )

2 3 4 5 5 6 6 7 7 8
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Êàê âèäèì, åñëè ïðèíèìàòü âî âíèìàíèå òîëüêî êîëè÷åñòâî
îïåðàöèé, òî àëãîðèòì Ìàõàâèðû èìååò íåêîòîðûå ïðåèìóùåñòâà
óæå íà÷èíàÿ ñ n = 8, à ñ óâåëè÷åíèåì n îí ñòàíîâèòñÿ âñå áîëåå
ïðåäïî÷òèòåëüíûì, ââèäó òîãî, ÷òî ëîãàðèôìè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ðàñ-
òåò ìåäëåííåå ëèíåéíîé. Òàê, â ïðèâåäåííîì âûøå ïðèìåðå, ãäå
âû÷èñëÿëîñü çíà÷åíèå 741, âìåñòî 40 «åñòåñòâåííûõ» óìíîæåíèé
àëãîðèòì Ìàõàâèðû ïðåäïèñûâàåò 5 äåëåíèé íà äâà, 5 âîçâåäåíèé
â êâàäðàò è 3 óìíîæåíèÿ, òî åñòü, ïî áîëüøîìó ñ÷åòó, âñåãî ëèøü
8 îòíîñèòåëüíî òðóäîåìêèõ îïåðàöèé.

×òî êàñàåòñÿ âû÷èñëåíèÿ ïîñëåäíåãî ÷ëåíà ãåîìåòðè÷åñêîé
ïðîãðåññèè è âû÷èñëåíèÿ ñóììû ýòîé ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåñ-
ñèè, [òî] ïðàâèëî [çäåñü òàêîå]:

95. Ïîñëåäíèì ÷ëåíîì ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèè ÿâëÿåòñÿ
ñâåðõïîñëåäíèé ÷ëåí [ðÿäà, ó êîòîðîãî] êîëè÷åñòâî ÷ëåíîâ
óìåíüøåíî íà 1; ýòîò [ñâåðõïîñëåäíèé ÷ëåí, áóäó÷è] óìíîæåí-
íûì íà çíàìåíàòåëü ïðîãðåññèè, [çàòåì] óìåíüøåííûì íà ïåð-
âûé ÷ëåí [ïðîãðåññèè è, íàêîíåö,] ïîäåëåííûé íà çíàìåíàòåëü
ïðîãðåññèè, óìåíüøåííûé íà 1, [äàåò] ñóììó ãåîìåòðè÷åñêîé
ïðîãðåññèè.

Ïåðâàÿ ÷àñòü ñòðîôû â êîììåíòàðèÿõ íå íóæäàåòñÿ. Âòîðàÿ
÷àñòü åñòü ñëîâåñíàÿ çàïèñü òðèâèàëüíîé ôîðìóëû:

b
g n q b

qj
j

n

=
∑ =

− ⋅ −
−1

11

1

( )
,

ãäå òàê íàçûâàåìûé ñâåðõïîñëåäíèé ÷ëåí g n b q bn
n( ) = = ⋅+1 1 áûë

ââåäåí â ñòðîôå 1.93.
Ïðàâèëî âû÷èñëåíèÿ ïåðâîãî ÷ëåíà [è] çíàìåíàòåëÿ [ãåî-

ìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèè] ïî ñâåðõïîñëåäíåìó ÷ëåíó:
97. [Ïóñòü] ñâåðõïîñëåäíèé ÷ëåí [ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåñ-

ñèè] ïîäåëåí íà ïåðâûé ÷ëåí; [òîãäà] èìåííî òî [÷èñëî áóäåò]
çíàìåíàòåëåì ïðîãðåññèè, êîòîðîå [óäîâëåòâîðÿåò ñâîéñòâó:]
ïðîèçâåäåíèå îäèíàêîâûõ ýêçåìïëÿðîâ [ýòîãî ÷èñëà], âçÿòûõ â
êîëè÷åñòâå, ðàâíîì êîëè÷åñòâó ÷ëåíîâ [ïðîãðåññèè, åñòü ïîëó-
÷åííûé ïðè äåëåíèè ðåçóëüòàò]; ñâåðõïîñëåäíèé ÷ëåí [ãåîìåò-
ðè÷åñêîé ïðîãðåññèè], äåëåííûé íà ïðîèçâåäåíèå çíàìåíàòåëåé
ïðîãðåññèè, âçÿòûõ â êîëè÷åñòâå, ðàâíîì êîëè÷åñòâó ÷ëåíîâ
[ïðîãðåññèè], äàñò ïåðâûé ÷ëåí [ïðîãðåññèè].

Ïåðâàÿ ïîëóñòðîôà óòâåðæäàåò, ÷òî çíàìåíàòåëåì ïðîãðåññèè

ÿâëÿåòñÿ òàêîå ÷èñëî q, ÷òî
g n

b
qn( )

1
= . Âòîðàÿ ïîëóñòðîôà åñòü íå

÷òî èíîå êàê ñëîâåñíîå âûðàæåíèå ôîðìóëû:
g n

q
bn

( )
= 1.
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Ïðàâèëî âû÷èñëåíèÿ êîëè÷åñòâà ÷ëåíîâ [ãåîìåòðè÷åñêîé
ïðîãðåññèè ïî çíà÷åíèþ] ñâåðõïîñëåäíåãî ÷ëåíà:

98. Êîãäà èçâåñòíû [ñâåðõïîñëåäíèé ÷ëåí], äåëåííûé íà
ïåðâûé ÷ëåí [ïðîãðåññèè, à òàêæå] çíàìåíàòåëü [ïðîãðåññèè,
ïîñòóïàåì òàê:] ïîêà [ïåðâàÿ èç íàçâàííûõ âåëè÷èí] äåëèòñÿ
íàöåëî [íà çíàìåíàòåëü], ñëåäóåò äåëèòü [åå] íà çíàìåíàòåëü;
òîãäà ñêîëüêî [áóäåò] ðèñîê, òàêîâî [è] êîëè÷åñòâî ÷ëåíîâ [–
òàê êîëè÷åñòâî ÷ëåíîâ íàõîäèòñÿ ïî çíà÷åíèþ] ñâåðõïîñëåäíåãî
÷ëåíà.

Èòàê, ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî èçâåñòíû ÷èñëà
g n

b

( )

1
(ñîãëàñíî ïðå-

äûäóùåé ñòðîôå, îíî ðàâíî qn ) è çíàìåíàòåëü ïðîãðåññèè q. Ìàõà-

âèðà ïðåäëàãàåò ïîñëåäîâàòåëüíî äåëèòü ÷èñëî
g n

b

( )

1
íà q äî òåõ

ïîð, ïîêà âîçìîæíî äåëåíèå íàöåëî. ×òî êàñàåòñÿ ðèñîê (zalAkA),
òî, ïî âñåé âèäèìîñòè, èìååòñÿ â âèäó ïîñëåäîâàòåëüíîå äåëåíèå,
ïðè êîòîðîì ìåæäó êàæäûì î÷åðåäíûì äåëèìûì è ïîëó÷àåìûì
÷àñòíûì ñòàâèòñÿ ðèñêà; â ðåçóëüòàòå êîëè÷åñòâî òàêèõ ðèñîê îêà-
çûâàåòñÿ ðàâíûì ÷èñëó ïðîèçâåäåííûõ äåëåíèé. Ê ïðèìåðó, ïóñòü

äëÿ íåêîòîðîé ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèè
g n

b

( )

1
243= , à q = 3, òîãäà

èìååì:

243 81 27 9 3 1| | | | | .
Òàêèì îáðàçîì, èñêîìîå êîëè÷åñòâî ÷ëåíîâ ïðîãðåññèè n = 5.
Îòìåòèì åùå îäíó âàæíóþ äåòàëü. Ìàõàâèðà ãîâîðèò î äåëå-

íèè íàöåëî (niragraM), ïîäðàçóìåâàÿ òåì ñàìûì, ÷òî, ïî êðàéíåé
ìåðå, â êà÷åñòâå çíàìåíàòåëÿ ïðîãðåññèè â ýòîì ìåñòå äîëæíû èñ-
ïîëüçîâàòüñÿ öåëûå ÷èñëà.

Ïðàâèëî âû÷èñëåíèÿ çíàìåíàòåëÿ [è] ïåðâîãî ÷ëåíà [ãåî-
ìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèè ïî] ñóììå ïðîãðåññèè:

101. Çàäàííîå îòíîøåíèå [ñóììû ïðîãðåññèè è] ïåðâîãî
÷ëåíà [ïîäâåðãàåì ñëåäóþùåé] ìíîãîêðàòíîé [ïðîöåäóðå:] âû-
÷èòàåì 1 [è äåëèì íà íåêîòîðîå ÷èñëî, çàòåì ñíîâà âû÷èòàåì 1 è
äåëèì íà ýòî ÷èñëî è ò.ä. ïîêà â ðåçóëüòàòå î÷åðåäíîãî äåëåíèÿ
íå ïîëó÷èì 1; òîãäà] òî [÷èñëî], íà êîòîðîå [ìû] äåëèì, [è] áó-
äåò çíàìåíàòåëåì ïðîãðåññèè. [Åñëè] ñóììó ãåîìåòðè÷åñêîé
ïðîãðåññèè, óìíîæåííóþ íà çíàìåíàòåëü ïðîãðåññèè, èç êîòîðî-
ãî âû÷ëè 1, ïîäåëèòü íà óìåíüøåííîå íà 1 ïðîèçâåäåíèå [îäèíà-
êîâûõ ýêçåìïëÿðîâ] çíàìåíàòåëÿ ïðîãðåññèè, âçÿòûõ â êîëè÷å-
ñòâå, ðàâíîì êîëè÷åñòâó ÷ëåíîâ ïðîãðåññèè, [òî ïîëó÷èòñÿ] ïåð-
âûé ÷ëåí ïðîãðåññèè.
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Ñìûñë ïåðâîé ïîëóñòðîôû ñòàíîâèòñÿ ÿñíûì, åñëè ïðåäñòà-
âèòü çàäàííîå îòíîøåíèå ñóììû ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèè è ïåð-
âîãî ÷ëåíà â âèäå:

b

b
q q q q

j
j

n

n n

=

− −

∑
= + + + + +

1

1
2

1 1 1 1( ( ... ( )...))
������� ���

2

.

Åñëè ìû íåñêîëüêî ðàç ïîäðÿä âû÷òåì 1 è çàòåì ïîäåëèì íà q
(êàê ïîäîáðàòü ýòî ÷èñëî, Ìàõàâèðà óìàë÷èâàåò) è â êîíöå ïîëó-
÷èì 1, òî ÷èñëî q è áóäåò çíàìåíàòåëåì ïðîãðåññèè.

Âòîðàÿ ïîëóñòðîôà àëãåáðàè÷åñêè:

b q

q
b

j
j

n

n

=
∑

⎛

⎝

⎜
⎜

⎞

⎠

⎟
⎟ ⋅ −

−
=

1
1

1

1

( )

.

Ïðàâèëî âû÷èñëåíèÿ êîëè÷åñòâà ÷ëåíîâ [ãåîìåòðè÷åñêîé
ïðîãðåññèè ïî] ñóììå ïðîãðåññèè:

103. [Ïóñòü] íàéäåíà [ñóììà ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèè],
óìíîæåííàÿ íà çíàìåíàòåëü, èç êîòîðîãî âû÷ëè 1, [çàòåì] äå-
ëåííàÿ íà ïåðâûé ÷ëåí ïðîãðåññèè, [è, íàêîíåö,] ñëîæåííàÿ ñ
åäèíèöåé, [òîãäà] ñêîëüêî ðàç [ìîæíî ïðîèçâåñòè] äåëåíèå íà
çíàìåíàòåëü [ïðîãðåññèè, ÷òîáû â êîíöå ïîëó÷èëàñü 1], òàêîâî
â òî÷íîñòè êîëè÷åñòâî ÷ëåíîâ [ïðîãðåññèè].

Ìàõàâèðà ïðåäëàãàåò íàéòè çíà÷åíèå

b q

b

j
j

n

=
∑

⎛

⎝

⎜
⎜

⎞

⎠

⎟
⎟ ⋅ −

+
1

1

1

1

( )

, êîòî-

ðîå, î÷åâèäíî, áóäåò ðàâíî qn . Çàòåì ìû äîëæíû äåëèòü ïîëó÷åí-
íîå ÷èñëî íà q äî òåõ ïîð, ïîêà íå ïîëó÷èì 1; êîëè÷åñòâî ïðîèçâå-
äåííûõ òàêèì îáðàçîì äåëåíèé áóäåò ñîâïàäàòü ñ êîëè÷åñòâîì ÷ëå-
íîâ ïðîãðåññèè.

Â ñëó÷àå âîñüìîé îïåðàöèè, [íàçûâàåìîé] «âûáîðî÷íàÿ
ñóììà [àðèôìåòè÷åñêîé ïðîãðåññèè]», ïðàâèëî âû÷èñëåíèÿ
[âîò] êàêîå:

106. [×èñëî, ðàâíîå] ñóììå [êîëè÷åñòâà ÷ëåíîâ] ïðîèçâîëü-
íîãî [íà÷àëüíîãî îòðåçêà è îáùåãî] êîëè÷åñòâà ÷ëåíîâ [ïðîã-
ðåññèè], (èëè [– êîëè÷åñòâî ÷ëåíîâ] ïðîèçâîëüíîãî [íà÷àëüíîãî
îòðåçêà]), óìåíüøåííîå íà 1, [çàòåì] ðàçäåëåííîå ïîïîëàì, [çà-
òåì] óìíîæåííîå íà ðàçíîñòü àðèôìåòè÷åñêîé ïðîãðåññèè, [çà-
òåì] ñëîæåííîå ñ ïåðâûì ÷ëåíîì ïðîãðåññèè, [çàòåì] óìíîæåí-
íîå íà êîëè÷åñòâî ÷ëåíîâ â «õâîñòå» ([èëè – íà êîëè÷åñòâî
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÷ëåíîâ âûäåëåííîãî] ïðîèçâîëüíîãî [íà÷àëüíîãî îòðåçêà]), èç-
âåñòíà [êàê] âûáîðî÷íàÿ ñóììà [àðèôìåòè÷åñêîé ïðîãðåññèè]
(èëè [– êàê ñóììà ÷ëåíîâ âûäåëåííîãî] ïðîèçâîëüíîãî [íà÷àëü-
íîãî îòðåçêà]).

Ðàññìîòðèì ïåðâûå n ÷ëåíîâ ïðîãðåññèè è âûäåëèì ïðîèçâîëü-
íûé íà÷àëüíûé îòðåçîê èç k ÷ëåíîâ, k n< :

a a ak

íà àëüíûé î çîê

1 2, , ... ,
�������

h òðå

, a a ak k n

õâîñò èç n k ëåíîâ

+ +

−

1 2, , ... ,

" " ( )
���������

h

.

Òîãäà âûáîðî÷íàÿ ñóììà àðèôìåòè÷åñêîé ïðîãðåññèè
(vyutkalita), òî åñòü ñóììà ÷ëåíîâ, ñîñòàâëÿþùèõ «õâîñò», åñòü

a
k n

d a n kj
j k

n

= +
∑ =

+ −
⋅ +

⎡
⎣⎢

⎤
⎦⎥
⋅ −

1
1

1

2
( ),

à ñóììà ÷ëåíîâ âûäåëåííîãî ïðîèçâîëüíîãî íà÷àëüíîãî îòðåçêà
(sveSTa[kalita]) åñòü

a
k

d a kj
j

k

=
∑ =

−
⋅ +

⎡
⎣⎢

⎤
⎦⎥
⋅

1
1

1

2
.

Ïîñëåäíåå ñîîòíîøåíèå íå íóæäàåòñÿ â îáîñíîâàíèè. Äîêàçà-
òåëüñòâî ôîðìóëû äëÿ âûáîðî÷íîé ñóììû, òî åñòü äëÿ ñóììû ÷ëå-
íîâ «õâîñòà», òðèâèàëüíî:

a
n k

d a n kj
j k

n

k
= +

+∑ =
− −

⋅ +
⎡
⎣⎢

⎤
⎦⎥
⋅ − =

1
1

1

2

( )
( )

=
− −

⋅ + +
⎡
⎣⎢

⎤
⎦⎥
⋅ − =

n k
d a kd n k

1

2 1 ( )

=
+ −

⋅ +
⎡
⎣⎢

⎤
⎦⎥
⋅ −

n k
d a n k

1

2 1 ( ).

Ïðàâèëî âû÷èñëåíèÿ âûáîðî÷íîé ñóììû [àðèôìåòè÷åñêîé
ïðîãðåññèè è] ñóììû [÷ëåíîâ âûäåëåííîãî] ïðîèçâîëüíîãî [íà-
÷àëüíîãî îòðåçêà, ñôîðìóëèðîâàííîå] èíûì îáðàçîì:

107. [Êîëè÷åñòâî ÷ëåíîâ] ïðîèçâîëüíî âûáðàííîãî [íà÷àëü-
íîãî îòðåçêà ïðîãðåññèè], ñëîæåííîå ñ [îáùèì] êîëè÷åñòâîì
÷ëåíîâ [ïðîãðåññèè], (èëè [– êîëè÷åñòâî ÷ëåíîâ] ïðîèçâîëüíîãî
[íà÷àëüíîãî îòðåçêà]), óìåíüøåííîå íà 1, [çàòåì] óìíîæåííîå
íà ðàçíîñòü àðèôìåòè÷åñêîé ïðîãðåññèè, [çàòåì] ñëîæåííîå ñ
óäâîåííûì ïåðâûì ÷ëåíîì ïðîãðåññèè, [çàòåì] óìíîæåííîå íà
ïîëîâèíó êîëè÷åñòâà ÷ëåíîâ â «õâîñòå» ([èëè – íà ïîëîâèíó
êîëè÷åñòâà ÷ëåíîâ âûäåëåííîãî] ïðîèçâîëüíîãî [íà÷àëüíîãî îò-
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ðåçêà]), èçâåñòíà [êàê] âûáîðî÷íàÿ ñóììà [àðèôìåòè÷åñêîé
ïðîãðåññèè] (èëè [– êàê ñóììà ÷ëåíîâ âûäåëåííîãî] ïðîèçâîëü-
íîãî [íà÷àëüíîãî îòðåçêà]).

Ðàññìàòðèâàåòñÿ òà æå êîíñòðóêöèÿ, è äàþòñÿ ìîäèôèöèðîâàí-
íûå ôîðìóëû äëÿ âû÷èñëåíèÿ òåõ æå ñóìì:

a k n d a
n k

j
j k

n

= +
∑ = + − ⋅ + ⋅

−

1
11 2

2
[( ) ] ,

a k d a
k

j
j

k

=
∑ = − ⋅ + ⋅

1
11 2

2
[( ) ] .

×òî êàñàåòñÿ âû÷èñëåíèÿ âûáîðî÷íîé ñóììû äëÿ àðèôìåòè-
÷åñêîé [è] ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèè, à òàêæå [ñîïóòñòâóþùå-
ãî âû÷èñëåíèþ] âûáîðî÷íîé ñóììû íàõîæäåíèÿ êîëè÷åñòâà ÷ëå-
íîâ â «õâîñòå» [ïðîãðåññèè è] â ïðîèçâîëüíîì [íà÷àëüíîì îò-
ðåçêå ïðîãðåññèè, òî] ïðàâèëî [çäåñü âîò êàêîå]:

108. Ñóììà [âñåõ] ÷ëåíîâ ïðîãðåññèè ìèíóñ ñóììà [÷ëåíîâ
èç] ïðîèçâîëüíîãî [íà÷àëüíîãî îòðåçêà ïðîãðåññèè åñòü] âûáî-
ðî÷íàÿ ñóììà [òî åñòü ñóììà ÷ëåíîâ «õâîñòà»; ýòî ñïðàâåäëèâî
è] äëÿ àðèôìåòè÷åñêîé ïðîãðåññèè, è äëÿ ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîã-
ðåññèè. Êîãäà [íàéäåíà] ðàçíîñòü îáùåãî [êîëè÷åñòâà ÷ëåíîâ
ïðîãðåññèè è] êîëè÷åñòâà ÷ëåíîâ ïðîèçâîëüíîãî [íà÷àëüíîãî îò-
ðåçêà ïðîãðåññèè], ïîëó÷àåòñÿ êîëè÷åñòâî ÷ëåíîâ â åãî «õâîñ-
òå».

Ïðàâèëî íå íóæäàåòñÿ â êîììåíòàðèÿõ. Îòìåòèì ëèøü, ÷òî çà-
ãîëîâîê íå âïîëíå ñîîòâåòñòâóåò ñîäåðæàíèþ: ïðàâèëî íå ïðåäïî-
ëàãàåò íàõîæäåíèå êîëè÷åñòâà ÷ëåíîâ â íà÷àëüíîì îòðåçêå ïðîã-
ðåññèè.

Ïðàâèëî âû÷èñëåíèÿ ïåðâîãî ÷ëåíà «õâîñòà»:
109. Êîëè÷åñòâî ÷ëåíîâ ïðîèçâîëüíîãî [íà÷àëüíîãî îòðåçêà

ïðîãðåññèè], óìíîæåííîå íà ðàçíîñòü ïðîãðåññèè, ïëþñ ïåðâûé
÷ëåí [ïðîãðåññèè – ýòî] ïåðâûé ÷ëåí [«õâîñòà»]. Âåäü ó öåïî÷-
êè, îáðàçóþùåé «õâîñò», ðàçíîñòü [ìåæäó ñîñåäíèìè ÷ëåíàìè]
áóäåò ïðåæíåé – [òî åñòü êàê] ó öåïî÷êè, îáðàçóþùåé ïðîèç-
âîëüíûé [íà÷àëüíûé îòðåçîê ïðîãðåññèè], âåäü îáå [öåïî÷êè â
ýòîì ñìûñëå îäèíàêîâû].

Ïåðâàÿ ÷àñòü äàåò ïðàâèëî íàõîæäåíèÿ íà÷àëüíîãî ÷ëåíà
«õâîñòà»: k d a ak⋅ + =1 . Âòîðàÿ ÷àñòü íå íóæäàåòñÿ â êîììåíòàðè-
ÿõ.

Ïðàâèëî âû÷èñëåíèÿ ïåðâîãî ÷ëåíà â öåïî÷êå, îáðàçóþùåé
«õâîñò», [äëÿ ñèòóàöèè, êîãäà àíàëîãè÷íûì îáðàçîì] ðàçáèâà-
åòñÿ ãåîìåòðè÷åñêàÿ ïðîãðåññèÿ:
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110. À âîò â ñëó÷àå, êîãäà [êàæäûé ïîñëåäóþùèé ÷ëåí ïî-
ëó÷àåòñÿ] óìíîæåíèåì [ïðåäûäóùåãî] íà [íåêîòîðûé] ìíîæè-
òåëü, [òî åñòü â ñëó÷àå ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèè], ñî çíàìåíà-
òåëåì è ïåðâûì ÷ëåíîì [äåëà îáñòîÿò] òî÷íî òàê æå; çäåñü
[åñòü] âîò êàêàÿ îñîáåííîñòü: â «õâîñòå» ðÿäà ïåðâûì ÷ëåíîì
áóäåò ïåðâûé ÷ëåí [âñåé ïðîãðåññèè], óìíîæåííûé íà ïðîèçâå-
äåíèå [îäèíàêîâûõ ýêçåìïëÿðîâ] çíàìåíàòåëÿ ïðîãðåññèè, âçÿ-
òûõ â êîëè÷åñòâå, ðàâíîì ÷èñëó ÷ëåíîâ â ïðîèçâîëüíî [âûáðàí-
íîì íà÷àëüíîì îòðåçêå ïðîãðåññèè].

Ðàññìàòðèâàþòñÿ ïåðâûå n ÷ëåíîâ òåïåðü óæå ãåîìåòðè÷åñêîé
ïðîãðåññèè ñ âûäåëåííûì íà÷àëüíûì îòðåçêîì èç k ÷ëåíîâ ( )k n<
è «õâîñòîì»:

b b bk

íà àëüíûé î çîê

1 2, , ... ,
���������

h òðå

,b b bk k n

õâîñò èç n k ëåíîâ

+ +

−

1 2, , ... ,

" " ( )
�����������

h

.

Óòâåðæäàåòñÿ, ÷òî b b qk
k

+ =1 1 .
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ÂÂÅÄÅÍÈÅ Â ÀÍÀËÈÒÈ×ÅÑÊÎÅ ÈÑÊÓÑÑÒÂÎ1

Ôðàíñóà Âèåò

Ïåðåâîä ñ ëàòèíñêîãî è êîììåíòàðèè Å.À.Çàéöåâà1

Ãëàâà I
Îá îïðåäåëåíèè è âèäàõ àíàëèçà, à òàêæå î âåùàõ,
ïîëåçíûõ äëÿ çåòåòèêè

Â ìàòåìàòèêå ñó-
ùåñòâóåò ìåòîä (via)
èññëåäîâàíèÿ èñòèíû,
êîòîðûé, êàê ãîâîðÿò,
áûë èçíà÷àëüíî íàé-
äåí Ïëàòîíîì; Òåîí
æå âïîñëåäñòâèè íàç-
âàë åãî «àíàëèç» è
îïðåäåëèë êàê «ïðè-
íÿòèå èñêîìîãî â êà-
÷åñòâå çàäàííîãî
(tanquam concessi)
äëÿ íàõîæäåíèÿ èñêî-
ìîé èñòèíû (ad verum
concessum) ïðè ïîìî-
ùè ñëåäñòâèé». «Ñèí-
òåç æå, íàïðîòèâ, åñòü
ïðèíÿòèå òîãî, ÷òî çà-
äàíî, äëÿ íàõîæäåíèÿ
è óðàçóìåíèÿ ïðè ïî-
ìîùè ñëåäñòâèé òîãî,
÷òî èùåòñÿ». Â òî
âðåìÿ êàê äðåâíèå
ðàçëè÷àëè ëèøü äâà
âèäà àíàëèçà çåòåòè-
êó è ïîðèñòèêó
(ãðå÷.)2 – ê ïîñëåä-
íåé è îòíîñèòñÿ, ïî
ïðåèìóùåñòâó, îïðå-
äåëåíèå Òåîíà – ÿ
ñ÷åë óìåñòíûì
(consentaneum) ââåñòè
äîïîëíèòåëüíî òðåòèé
âèä, êîòîðûé íàçûâà-
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Ðèñ.1.Òèòóëüíûé ëèñò èçäàíèÿ ìàòåìàòè÷åñêèõ
òðóäîâ Âèåòà,ïîäãîòîâëåííîãî Ô.âàí Ñõîòåíîì:

Francisci Vietæ. Opera mathematica,in unum volumen
congesta ac recognita,opera atque studio Francisci a
Schooten.Ex Officina de Bonaventurae et Abrahami

Elzeviorum.Leyden,1646

1 Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå Ðîññèéñêîãî ôîíäà ôóíäàìåí-
òàëüíûõ èññëåäîâàíèé (ïðîåêò ¹ 11-06-00194-à).



åòñÿ ðåòè÷åñêèì èëè
ý ê ç å ã å ò è ÷ å ñ ê è ì
(ãðå÷.); ïðè ïîìîùè
çåòåòè÷åñêîãî àíàëè-
çà ñîñòàâëÿþò
(invenitur)3 ðàâåíñòâî
èëè ïðîïîðöèþ ìåæ-
äó èñêîìûìè è çàäàí-
íûìè âåëè÷èíàìè;
ïðè ïîìîùè ïîðèñòè-
÷åñêîãî – èññëåäóþò,
èñõîäÿ èç [ýòîãî] ðà-
âåíñòâà èëè ïðîïîð-
öèè, èñòèííîñòü ïîëó-
÷àåìîé [â ðåçóëüòàòå
ïðåîáðàçîâàíèÿ] òåî-
ðåìû, à ïðè ïîìîùè
ýêçåãåòè÷åñêîãî – îï-
ðåäåëÿþò, èñõîäÿ èç
ïîëó÷åííîãî [â ðå-
çóëüòàòå ïðåîáðàçîâà-
íèÿ] ðàâåíñòâà èëè
ïðîïîðöèè, èñêîìóþ
âåëè÷èíó4. Òàêèì îá-
ðàçîì, àíàëèòè÷åñêîå
èñêóññòâî (ars
analytice), êàê öåëîå,
âêëþ÷àþùåå â ñåáÿ
âñå òðè âèäà àíàëèçà,
ìîæíî îïðåäåëèòü êàê ó÷åíèå î äîáðîì ñïîñîáå îòêðûòèÿ/èçîáðå-
òåíèÿ â ìàòåìàòè÷åñêèõ [íàóêàõ] (doctrina bene inveniendi in
mathematicis). Îòíîñÿùååñÿ ê çåòåòèêå óñòàíàâëèâàåòñÿ ïðè ïîìî-
ùè ëîãè÷åñêîãî èñêóññòâà, [òî åñòü] ïîñðåäñòâîì ñèëëîãèçìîâ è ýí-
òèìåì, îñíîâàíèåì êîòîðûõ ñëóæàò ñîãëàøåíèÿ (symbola), ïîñðåä-
ñòâîì êîòîðûõ ôîðìóëèðóþòñÿ ðàâåíñòâà è ïðîïîðöèè; îíè (ýòè
ñîãëàøåíèÿ) äîëæíû áûòü âûâåäåíû èç îáùèõ ïîíÿòèé (ex
communibus notionibus) è òåîðåì, ïîëó÷åííûõ, áëàãîäàðÿ ìîùè
àíàëèçà. Ñïîñîá æå äåéñòâèÿ (forma ineundi) çåòåòèêè ÿâëÿåòñÿ õà-
ðàêòåðíûì (proprium) äëÿ [äàííîãî] èñêóññòâà: çåòåòèêà âìåñòî
ïðèìåíåíèÿ ëîãèêè ê ÷èñëàì (â ýòîì êàê ðàç è ñîñòîÿë íåäîñòàòîê
àíàëèçà äðåâíèõ), ïðèìåíÿåò ëîãèñòèêó ïî íîâîìó[, à èìåííî,] ê
âèäàì (sub specie)5; â [äåëå] ïðèðàâíèâàíèÿ âåëè÷èí äðóã äðóãó
îíà – â óñëîâèÿõ âûïîëíåíèÿ çàêîíà îäíîðîäíîñòè – çíà÷èòåëüíî
óñïåøíåå è ìîãóùåñòâåííåå, íåæåëè ëîãèñòèêà ÷èñëîâàÿ; èáî â ñî-
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Ðèñ.2.Òèòóëüíûé ëèñò èçäàíèÿ ìàòåìàòè÷åñêèõ ðàáîò
Ô.Âèåòà â ïåðåâîäå íà ôðàíöóçñêèé ÿçûê: L’algèbre

nouvelle de Mr Viète...traduicte en françois par
A.Vasset.Chez Pierre Rocolet,Paris,1630



îòâåòñòâèè ñ [ïðèíÿòûì â íåé] îáû÷àåì, ïðîèñõîäèò ïîñòðîåíèå
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (series) èëè ëåñòâèöû (scala), ñîñòîÿùåé èç âå-
ëè÷èí, êîòîðûå âîñõîäÿò è íèñõîäÿò èç îäíîãî ðîäà â äðóãîé ïðî-
ïîðöèîíàëüíî â ñîîòâåòñòâèè ñî ñâîåé ïðèðîäîé; è ýòî äàåò âîç-
ìîæíîñòü îáîçíà÷àòü è ðàçëè÷àòü ñòåïåíè (gradus) è ðîäû (genera)
ïðèðàâíèâàåìûõ äðóã äðóãó âåëè÷èí.

Ãëàâà II
Î ñîãëàøåíèÿõ, ëåæàùèõ â îñíîâå óðàâíåíèé è ïðîïîðöèé
Àíàëèòè÷åñêîå èñêóññòâî ïðèíèìàåò â êà÷åñòâå óñòàíîâëåííûõ

õîðîøî èçâåñòíûå ñîãëàøåíèÿ î ðàâåíñòâàõ è ïðîïîðöèÿõ, ñîäåð-
æàùèåñÿ â «Íà÷àëàõ» [Åâêëèäà]6:

1. Öåëîå ðàâíî [ñîâîêóïíîñòè] ñâîèõ ÷àñòåé (totum suis
partibus equari).

2. Ðàâíûå îäíîìó è òîìó æå ðàâíû ìåæäó ñîáîé.
3. Åñëè ê ðàâíûì ïðèáàâëÿþòñÿ ðàâíûå, òî è öåëûå ðàâíû.
4. Åñëè îò ðàâíûõ îòíèìàþòñÿ ðàâíûå, òî îñòàòêè ðàâíû.
5. Åñëè ðàâíûå óìíîæàþòñÿ íà ðàâíûå, òî ïðîèçâåäåíèÿ

(facta) ðàâíû.
6. Åñëè ðàâíûå äåëÿòñÿ íà ðàâíûå, òî ÷àñòíûå (orta) ðàâíû.
7. Òå, ÷òî ïðîïîðöèîíàëüíû íàïðÿìóþ, ïðîïîðöèîíàëüíû ïðè

«îáðàùåíèè» è «ïåðåñòàíîâêå» [åñëè a b c d: := , òî b a d c: := è
a c b d: := ].

8. Åñëè ïîäîáíûå ïðîïîðöèîíàëüíûå ïðèáàâëÿþòñÿ ê ïîäîá-
íûì, òî öåëûå [òî åñòü ñóììû] ïîäîáíû [åñëè a b c d: := , òî
( ):( ) :a c b d a b+ + = ].

9. Åñëè îò ïîäîáíûõ ïðîïîðöèîíàëüíûõ îòíèìàþòñÿ ïîäîá-
íûå, òî ðàçíîñòè (îñòàòêè) ïîäîáíû [åñëè a b c d: := , òî
( ):( ) :a c b d a b− − = ].

10. Åñëè ïîäîáíûå óìíîæàþòñÿ íà ïîäîáíûå, òî ïðîèçâåäåíèÿ
ïîäîáíû [åñëè a b c d: := è e f g h: := , òî ae bf cg dh: := ].

Èáî ïðè óìíîæåíèè ïðîïîðöèîíàëüíûõ [âåëè÷èí] íà ïðîïîð-
öèîíàëüíûå âõîäÿùèå â íèõ (â ïðîèçâåäåíèÿ) îòíîøåíèÿ ñîñòàâ-
ëÿþòñÿ (componuntur)7. À â òîì, ÷òî îòíîøåíèÿ, ñîñòàâëåííûå
èç ðàâíûõ îòíîøåíèé, ðàâíû ìåæäó ñîáîé (äîñë. «ñóòü òå æå»),
ñîãëàñíû âñå àíòè÷íûå ãðå÷åñêèå ãåîìåòðû, î ÷åì ñâèäåòåëüñòâó-
þò â ðàçíûõ ìåñòàõ [ñâîèõ ñî÷èíåíèé] Àïîëëîíèé, Ïàïï è ïðî÷èå
ãåîìåòðû. Íî ñîñòàâíîå îòíîøåíèå åñòü ðåçóëüòàò ïåðåìíîæå-
íèÿ ìåæäó ñîáîé ïðåäøåñòâóþùèõ è ïîñëåäóþùèõ [÷ëåíîâ], ÷òî
ñëåäóåò èç äîêàçàííîãî Åâêëèäîì 23-ãî ïðåäëîæåíèÿ øåñòîé
[êíèãè] è 5-ãî ïðåäëîæåíèÿ âîñüìîé êíèãè «Íà÷àë»8.

11. Åñëè ïîäîáíûå äåëÿòñÿ íà ïîäîáíûå, òî ÷àñòíûå ïîäîáíû
[åñëè a b c d: := è e f g h: := , òî a e b f c g d h: := ].
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Èáî ïðè äåëåíèè ïðîïîðöèîíàëüíûõ [âåëè÷èí] íà ïðîïîðöèî-
íàëüíûå ðàâíûå îòíîøåíèÿ îòäåëÿþòñÿ (auferuntur) îò ðàâíûõ;
â òî âðåìÿ êàê ïðè ïåðåìíîæåíèè îòíîøåíèÿ ñîñòàâëÿþòñÿ
âìåñòå, ïðè äåëåíèè îäíî îòíîøåíèå îòäåëÿåòñÿ îò äðóãîãî, èáî
äåëåíèå ðàçðåøàåò (resolvit) òî, ÷òî óìíîæåíèå, êàê ïîêàçàíî
âûøå, ïðîèçâîäèò (efficit). Î òàêîì ñïîñîáå ðàññóæäåíèÿ ñâèäå-
òåëüñòâóþò [ðàçëè÷íûå] ìåñòà, ðàññåÿííûå â ðàáîòàõ Àïîëëî-
íèÿ è ïðî÷èõ äðåâíèõ ãåîìåòðîâ.

12. Ðàâåíñòâî èëè îòíîøåíèå íå èçìåíÿåòñÿ ïðè óìíîæåíèè íà
îáùèé ìíîæèòåëü èëè äåëåíèè íà îáùèé äåëèòåëü [ : :ma mb a b= è
a m b m a b: : ]= .

13. Ïðîèçâåäåíèÿ, ïîñòðîåííûå íà íåñêîëüêèõ îòðåçêàõ, ðàâ-
íû ïðîèçâåäåíèþ [, ïîñòðîåííîìó] íà öåëîì [, òî åñòü íà ñóììå
îòðåçêîâ ab ac a b c+ = +( )].

14. Ïðîèçâåäåíèÿ, ïîëó÷åííûå ïðè ïîìîùè ïîñëåäîâàòåëüíîãî
óìíîæåíèÿ âåëè÷èí, èëè ÷àñòíûå, ïîëó÷åííûå ïðè ïîìîùè ïîñëå-
äîâàòåëüíîãî äåëåíèÿ, ðàâíû íåçàâèñèìî îò ïîðÿäêà ñîìíîæèòåëåé
èëè äåëèòåëåé [ab ba= è ( ) ( ) ]a b c a c b= .

Îäíàêî ñàìûì ãëàâíûì è íàèáîëåå âàæíûì áóäåò ñëåäóþùåå
ñîãëàøåíèå î ðàâåíñòâàõ è ïðîïîðöèÿõ:

15. Åñëè çàäàíû òðè èëè ÷åòûðå âåëè÷èíû è ïðîèçâåäåíèå
êðàéíèõ ÷ëåíîâ [ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè] ðàâíî ïðîèçâåäåíèþ
ñðåäíåãî [÷ëåíà] íà ñåáÿ èëè æå ñðåäíèõ [÷ëåíîâ] ìåæäó ñîáîé, òî
[ýòè] âåëè÷èíû ÿâëÿþòñÿ ïðîïîðöèîíàëüíûìè

[åñëè çàäàíû òðè âåëè÷èíû a, b, c è ac b= 2, òî a b b c: := ; åñëè
æå çàäàíû ÷åòûðå âåëè÷èíû a, b, c, d è ad bc= , òî a b c d: : ]= .
È íàîáîðîò,

16. Åñëè äàíû òðè èëè ÷åòûðå âåëè÷èíû è îòíîøåíèå ïåðâîé
êî âòîðîé ðàâíî îòíîøåíèþ âòîðîé èëè òðåòüåé ê îñòàâøåéñÿ, òî
ïðîèçâåäåíèå êðàéíèõ [÷ëåíîâ] áóäåò ðàâíî ïðîèçâåäåíèþ ñðåäíèõ
[åñëè a b b c: := , òî ac b= 2; åñëè a b c d: := , òî ad bc= ].

Òàêèì îáðàçîì, ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî ïðîïîðöèÿ åñòü óñòàíîâëå-
íèå ðàâåíñòâà (constitutio aequalitatis), à ðàâåíñòâî – ðàçðåøåíèå
ïðîïîðöèè (resolutio proportionis)

Ãëàâà III
Î çàêîíå îäíîðîäíûõ, à òàêæå î ñòåïåíÿõ è ðîäàõ
ñðàâíèâàåìûõ (comparatarum)9 âåëè÷èí
Ñàìûì ãëàâíûì è íåèçìåííûì çàêîíîì ðàâåíñòâ è ïðîïîðöèé,

íîñÿùèì íàçâàíèå çàêîíà îäíîðîäíûõ – èáî îí îòíîñèòñÿ ê îäíî-
ðîäíûì [âåëè÷èíàì] – ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùåå [óñòàíîâëåíèå]:

1. Îäíîðîäíûå [âåëè÷èíû] ïðèðàâíèâàþòñÿ [òîëüêî] îäíîðîä-
íûì (homogenea homogeneis comparari)10
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Èáî, êàê ñêàçàíî Àäðàñòîì11, íåâîçìîæíî çíàòü, êàê ñî÷åòàþò-
ñÿ ìåæäó ñîáîé (inter se adfecta sint) ðàçíîðîäíûå (heterogenea)
[âåëè÷èíû].

Òàêèì îáðàçîì,
Åñëè âåëè÷èíà ïðèáàâëÿåòñÿ ê âåëè÷èíå, òî îíè (ýòè âåëè÷è-

íû) îäíîðîäíû.
Åñëè âåëè÷èíà âû÷èòàåòñÿ èç âåëè÷èíû, òî îíè îäíîðîäíû.
Åñëè âåëè÷èíà óìíîæàåòñÿ (ducitur) íà âåëè÷èíó, òî [âåëè÷è-

íà] ïðîèçâåäåíèÿ ðàçíîðîäíà è ñ ïåðâîé è ñî âòîðîé.
Åñëè âåëè÷èíà äåëèòñÿ (adplicatur) íà âåëè÷èíó, òî îíè ðàçíî-

ðîäíû.
Íåáðåæåíèå ýòèìè ïîëîæåíèÿìè áûëî ïðè÷èíîé ìíîãèõ íåÿñ-

íîñòåé, ïîðîæäåííûõ ñëåïîòîé äðåâíèõ àíàëèòèêîâ.
2. Âåëè÷èíû, êîòîðûå ïðîïîðöèîíàëüíî âîñõîäÿò è íèñõîäÿò

èç ðîäà â ðîä ñîãëàñíî ñîáñòâåííîé ñèëå (sua vi), íàçûâàþòñÿ óïî-
ðÿäî÷åííûìè (scalares).

3. Ïåðâîé óïîðÿäî÷åííîé âåëè÷èíîé ÿâëÿåòñÿ «ñòîðîíà»
(latus) èëè «êîðåíü» (radix);
âòîðîé – «êâàäðàò» (quadratum);
òðåòüåé – «êóá» (cubus);
÷åòâåðòîé – «êâàäðàòî-êâàäðàò» (quadrato-quadratum);
ïÿòîé – «êâàäðàòî-êóá» (quadrato-cubus);
øåñòîé – «êóáî-êóá» (cubo-cubus);
ñåäüìîé – «êâàäðàòî-êâàäðàòî-êóá» (quadrato-quadrato-cubus);
âîñüìîé – «êâàäðàòî-êóáî-êóá» (quadrato-cubo-cubus);
äåâÿòîé – «êóáî-êóáî-êóá» (cubo-cubo-cubus).

È íà îñíîâàíèè ýòèõ [èìåí] ïðî÷èå [âåëè÷èíû] äîëæíî èìåíî-
âàòü (denominanda) ïî ïîðÿäêó â ñîîòâåòñòâèè ñ [îïèñàííûì] ìå-
òîäîì.

4. Ðîäàìè âåëè÷èí, êîòîðûå ïðèðàâíèâàþòñÿ, áóäó÷è ïîñòàâ-
ëåííûìè â ñîîòâåòñòâèå ñ óïîðÿäî÷åííûìè [âåëè÷èíàìè], ÿâëÿþò-
ñÿ:
âî-ïåðâûõ,«äëèíà» (longitudo) èëè øèðèíà (latitudo);
âî-âòîðûõ,«ïëîñêàÿ» (planum);
â-òðåòüèõ,«òåëåñíàÿ» (solidum);
â-÷åòâåðòûõ,«ïëîñêî-ïëîñêàÿ» (plano-planum);
â-ïÿòûõ,«ïëîñêî-òåëåñíàÿ» (plano-solidum);
â-øåñòûõ,«òåëåñíî-òåëåñíàÿ» (solido-solidum);
â-ñåäüìûõ,«ïëîñêî-ïëîñêî-òåëåñíàÿ» (plano-plano-solidum);
â-âîñüìûõ,«ïëîñêî-òåëåñíî-òåëåñíàÿ» (plano-solido-solidum);
â-äåâÿòûõ,«òåëåñíî-òåëåñíî-òåëåñíàÿ» (solido-solido-solidum).

Îñíîâûâàÿñü íà ýòîì, äîëæíî èìåíîâàòü (denominanda) ïðî-
÷èå [âåëè÷èíû] ïî ïîðÿäêó â ñîîòâåòñòâèè ñ [îïèñàííûì] ìåòîäîì.
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5. Â ðÿäó óïîðÿäî÷åííûõ [âåëè÷èí] òà [âåëè÷èíà], êîòîðàÿ
èìååò íàèâûñøóþ ñòóïåíü (gradus) ïî îòíîøåíèþ ê «ñòîðîíå»
(latus), èç êîòîðîé [îíà] ïðîèñõîäèò, íàçûâàåòñÿ «ñòåïåíüþ»
(potestas). Îñòàëüíûå, áîëåå íèçêèå óïîðÿäî÷åííûå [âåëè÷èíû],
íàçûâàþòñÿ ñòóïåíÿìè, íàõîäÿùèìèñÿ «ïî ïóòè ê ñòåïåíè»
(parodici ad potestatem) [äàëåå ïåðåâîäèì ïî ñìûñëó: «èìåþùèå
áîëåå íèçêóþ ñòåïåíü»].

6. Ñòåïåíü íàçûâàåòñÿ «÷èñòîé» (pura), åñëè îíà ñâîáîäíà îò
ñî÷åòàíèÿ (adfectione vacat). Ñòåïåíüþ «â ñî÷åòàíèè» (adfecta) íà-
çûâàåòñÿ òà, ê êîòîðîé ïðèñîåäèíÿåòñÿ (immiscetur) îäíîðîäíàÿ
[åé âåëè÷èíà], ñîñòîÿùàÿ èç íèçøåé ñòóïåíè è âåëè÷èíû-êîýôôè-
öèåíòà [x3 – ÷èñòàÿ ñòåïåíü; x x a3 2+ – ñòåïåíü «â ñî÷åòàíèè» èëè
ñî÷åòàþùàÿñÿ ñòåïåíü].

×èñòûìè ñòåïåíÿìè ÿâëÿþòñÿ
«êâàäðàò», «êóá», «êâàäðàòî-êâàäðàò», «êâàäðàòî-êóá»,

«êóáî-êóá» è ò.ä.
Ñî÷åòàþùèìèñÿ ñòåïåíÿìè ÿâëÿþòñÿ
âî âòîðîé ñòåïåíè:
«êâàäðàò» âìåñòå ñ «ïëîñêîé» [âåëè÷èíîé], ÿâëÿþùåéñÿ ïðî-

èçâåäåíèåì ñòîðîíû êâàäðàòà è [íåêîòîðîé] «äëèíû» èëè «øèðè-
íû» [x xa2 + ];

â òðåòüåé ñòåïåíè:
(i) «êóá» âìåñòå ñ «òåëåñíîé» [âåëè÷èíîé], ÿâëÿþùåéñÿ ïðî-

èçâåäåíèåì «êâàäðàòà» è [íåêîòîðîé] «äëèíû» èëè «øèðèíû»
[x x a3 2+ ];

(ii) «êóá» âìåñòå ñ «òåëåñíîé» [âåëè÷èíîé], ÿâëÿþùåéñÿ ïðî-
èçâåäåíèåì «ñòîðîíû» è [íåêîòîðîé] «ïëîñêîé» [âåëè÷èíû]
[x xB3 + , ãäå B – «ïëîñêàÿ» âåëè÷èíà];

(iii) «êóá» âìåñòå ñ äâóìÿ «òåëåñíûìè» [âåëè÷èíàìè], îäíà
èç êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâåäåíèåì «êâàäðàòà» è [íåêîòîðîé]
«äëèíû» èëè «øèðèíû», à äðóãàÿ – «ñòîðîíû» è [íåêîòîðîé]
«ïëîñêîé» [âåëè÷èíû] [x x a xB3 2+ + ].

â ÷åòâåðòîé ñòåïåíè:
(i) «êâàäðàòî-êâàäðàò» âìåñòå ñ «ïëîñêî-ïëîñêîé» [âåëè÷è-

íîé], ÿâëÿþùåéñÿ ïðîèçâåäåíèåì «êóáà» è [íåêîòîðîé] «äëèíû»
èëè «øèðèíû» [x x a4 3+ ];

(ii) ««êâàäðàòî-êâàäðàò» âìåñòå ñ «ïëîñêî-ïëîñêîé» [âåëè÷è-
íîé], ÿâëÿþùåéñÿ ïðîèçâåäåíèåì «êâàäðàòà» è [íåêîòîðîé]
«ïëîñêîé» [âåëè÷èíû] [x x B4 2+ , ãäå B – «ïëîñêàÿ» âåëè÷èíà];

(iii) «êâàäðàòî-êâàäðàò» âìåñòå ñ «ïëîñêî-ïëîñêîé» [âåëè÷è-
íîé], ÿâëÿþùåéñÿ ïðîèçâåäåíèåì «ñòîðîíû» è [íåêîòîðîé] «òå-
ëåñíîé» [âåëè÷èíû] [x xC4 + , ãäå C – òåëåñíàÿ âåëè÷èíà];
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(iv) «êâàäðàòî-êâàäðàò» âìåñòå ñ äâóìÿ «ïëîñêî-ïëîñêèìè»
[âåëè÷èíàìè], îäíà èç êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâåäåíèåì «êóáà» è
[íåêîòîðîé] «äëèíû» èëè «øèðèíû», à äðóãàÿ – ïðîèçâåäåíèåì
«êâàäðàòà» è [íåêîòîðîé] «ïëîñêîé» [âåëè÷èíû]
[x x a x B4 3 2+ + ].

(v) «êâàäðàòî-êâàäðàò» âìåñòå ñ äâóìÿ «ïëîñêî-ïëîñêèìè»
[âåëè÷èíàìè], îäíà èç êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâåäåíèåì «êóáà» è
[íåêîòîðîé] «äëèíû» èëè «øèðèíû», à äðóãàÿ – ïðîèçâåäåíèåì
«ñòîðîíû» è [íåêîòîðîé] «òåëåñíîé» [âåëè÷èíû] [x x a xC4 3+ + ];

(vi) «êâàäðàòî-êâàäðàò» âìåñòå ñ äâóìÿ «ïëîñêî-ïëîñêèìè»
[âåëè÷èíàìè], îäíà èç êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâåäåíèåì «êâàäðà-
òà» è [íåêîòîðîé] «ïëîñêîé» [âåëè÷èíû], à äðóãàÿ – ïðîèçâåäåíè-
åì «ñòîðîíû» è [íåêîòîðîé] «òåëåñíîé» [âåëè÷èíû]
[x x B xC4 2+ + ];

(vii) «êâàäðàòî-êâàäðàò» âìåñòå ñ òðåìÿ «ïëîñêî-ïëîñêèìè»
[âåëè÷èíàìè], îäíà èç êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâåäåíèåì «êóáà» è
[íåêîòîðîé] «äëèíû» èëè «øèðèíû», äðóãàÿ – ïðîèçâåäåíèåì
«êâàäðàòà» è [íåêîòîðîé] «ïëîñêîé» [âåëè÷èíû], à òðåòüÿ – ïðî-
èçâåäåíèåì «ñòîðîíû» è [íåêîòîðîé] «òåëåñíîé» [âåëè÷èíû]
[x x a x B xC4 3 2+ + + ].

Ñëåäóÿ ïî ïîðÿäêó, ìîæíî íàéòè ñòåïåíè â ñî÷åòàíèè, ñîîò-
âåòñòâóþùèå îñòàëüíûì ñòóïåíÿì ëåñòâèöû. Åñëè æå çàõîòèì
óçíàòü, ñêîëüêî ðîäîâ ñî÷åòàþùèõñÿ ñòåïåíåé íàõîäèòñÿ íà äàí-
íîé ñòóïåíè, òî âîçüìåì ÷èñëî íà åäèíèöó ìåíüøåå òîãî ÷ëåíà ãå-
îìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèè ñî çíàìåíàòåëåì äâà [1 2 2 4 4 8: : := = ,
etc.], ïîðÿäîê êîòîðîãî ñîâïàäàåò ñ ïîðÿäêîì ñòåïåíè. Òàê, åñëè
êòî-òî çàõî÷åò óçíàòü, ñêîëüêî ñî÷åòàþùèõñÿ ñòåïåíåé íàõî-
äèòñÿ íà ñòóïåíè «êâàäðàòî-êâàäðàòîâ», òî åñòü íà ÷åòâåðòîé,
òî ñëåäóåò âçÿòü ÷åòâåðòûé ÷ëåí ýòîé ïðîãðåññèè, òî åñòü 8, è
îòíÿòü îò íåãî åäèíèöó – ïîëó÷èòñÿ 7. Ðîâíî ñòîëüêî ñòåïåíåé
â ñî÷åòàíèè [, ïðèíàäëåæàùèõ ê] ÷åòâåðòîé ñòóïåíè, ìû ïåðå-
÷èñëèëè âûøå. Òåì æå ñïîñîáîì ìîæíî óñòàíîâèòü, ÷òî íà ñòó-
ïåíè «êâàäðàòî-êóáîâ», òî åñòü íà ïÿòîé, íàõîäèòñÿ ïÿòíàä-
öàòü ðîäîâ ñî÷åòàþùèõñÿ ñòåïåíåé.

7. Âåëè÷èíû-êîýôôèöèåíòû, íà êîòîðûå óìíîæàþò âåëè÷èíû
áîëåå íèçêèõ ñòåïåíåé äëÿ ïîëó÷åíèÿ îäíîðîäíûõ ÷ëåíîâ, íàçûâà-
þòñÿ «ïîä-ñòóïåíÿìè» (sub-graduales).

«Ïîä-ñòóïåíÿìè» ÿâëÿþòñÿ: «äëèíà» èëè «øèðèíà», «ïëîñ-
êàÿ», «òåëåñíàÿ», «ïëîñêî-ïëîñêàÿ» [âåëè÷èíû]. Òàê, åñëè çàäàí
«êâàäðàòî-êâàäðàò» âìåñòå ñ «ïëîñêî-ïëîñîêîé» [âåëè÷èíîé], ÿâ-
ëÿþùåéñÿ ïðîèçâåäåíèåì «ñòîðîíû» è «òåëåñíîé» [âåëè÷èíû], òî
«òåëåñíàÿ» [âåëè÷èíà] áóäåò «ïîä-ñòóïåíüþ»; «ñòîðîíà» æå áó-
äåò [âåëè÷èíîé] áîëåå íèçêîé ñòåïåíè ïî îòíîøåíèþ ê «êâàäðà-
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òî-êâàäðàòó» [ïóñòü â âûðàæåíèè x xC4 + , x4 – «êâàäðà-
òî-êâàäðàò», à xC – «ïëîñêî-ïëîñêàÿ» âåëè÷èíà, ÿâëÿþùàÿñÿ
ïðîèçâåäåíèåì ñòîðîíû x è òåëåñíîé âåëè÷èíû C; òîãäà C ÿâëÿ-
åòñÿ «ïîä-ñòóïåíüþ», à x – âåëè÷èíîé áîëåå íèçêîé ñòåïåíè ïî
îòíîøåíèþ ê x4]. Èëè, åñëè çàäàí «êâàäðàòî-êâàäðàò» âìåñòå ñ
äâóìÿ «ïëîñêî-ïëîñêèìè» [âåëè÷èíàìè], îäíà èç êîòîðûõ ÿâëÿåò-
ñÿ ïðîèçâåäåíèåì «êâàäðàòà» è [íåêîòîðîé] «ïëîñêîé» [âåëè÷è-
íû], à äðóãàÿ – ïðîèçâåäåíèåì «ñòîðîíû» è [íåêîòîðîé] «òåëåñ-
íîé» [âåëè÷èíû], òî ïëîñêàÿ è òåëåñíàÿ [âåëè÷èíû] áóäóò
«ïîä-ñòóïåíÿìè», à «êâàäðàò» è «ñòîðîíà» – [âåëè÷èíàìè] áîëåå
íèçêèõ ñòåïåíåé ïî îòíîøåíèþ ê «êâàäðàòî-êâàäðàòó» [â âûðà-
æåíèè x x B xC4 2+ + âåëè÷èíû B è C ÿâëÿþòñÿ ïîä-ñòóïåíÿìè, à
x2 è x – âåëè÷èíàìè áîëåå íèçêèõ ñòåïåíåé ïî îòíîøåíèþ ê x4].

Ãëàâà IV
Î ïðàâèëàõ âû÷èñëåíèé ñ âèäàìè (logistice speciosa)
×èñëîâàÿ ëîãèñòèêà (logistice numerosa) ðàáîòàåò ñ ÷èñëàìè,

âèäîâàÿ æå (logistice speciosa) – ñ âèäàìè èëè ôîðìàìè âåùåé,
íàïðèìåð, ñ áóêâàìè àëôàâèòà.

Äèîôàíò èçëîæèë (tractavit) ÷èñëîâóþ ëîãèñòèêó â òðèíàä-
öàòè êíèãàõ «Àðèôìåòèêè», èç êîòîðûõ ñîõðàíèëèñü òîëüêî
ïåðâûå øåñòü; [òåïåðü] îíè äîñòóïíû íà ãðå÷åñêîì è ëàòèíñêîì
ÿçûêå ñ ó÷åíåéøèìè êîììåíòàðèÿìè çíàìåíèòåéøåãî ìóæà Êëàâ-
äèÿ Áàøå [äå Ìåçèðèàêà]. Âèåò æå óïîðÿäî÷èë (concinnavit) èñ-
÷èñëåíèå âèäîâ â ïÿòè êíèãàõ «Çåòåòèêè», [ñîäåðæàíèå] êîòîðîé
îí èçëîæèë, ïðèäåðæèâàÿñü, â îñíîâíîì, ïîñëåäîâàòåëüíîñòè îñ-
íîâíûõ çàäà÷ Äèîôàíòà, íåêîòîðûå èç êîòîðûõ îí ðåøèë ïðè ïî-
ìîùè ñâîåãî ñîáñòâåííîãî ìåòîäà (methodo). Òàêèì îáðàçîì,
åñëè òû æåëàåøü ñ ïîëüçîé óñâîèòü ðàçëè÷èå ìåæäó äâóìÿ òèïà-
ìè èñ÷èñëåíèé [òî åñòü ìåæäó ÷èñëîâîé è âèäîâîé ëîãèñòèêîé],
òî òåáå ñëåäóåò îáðàòèòüñÿ îäíîâðåìåííî ê Äèîôàíòó è Âèå-
òó; çåòåòèêà ïîñëåäíåãî äîëæíà èçó÷àòüñÿ âìåñòå ñ àðèôìåòè-
÷åñêèìè çàäà÷àìè ïåðâîãî; ñ öåëüþ îáëåã÷èòü òåáå ñòîëü çàòðóä-
íèòåëüíîå ñîïîñòàâëåíèå, ÿ êðàòêî ïåðå÷èñëþ «çåòåòèêè», çàèì-
ñòâîâàííûå [Âèåòîì] èç çàäà÷ Äèîôàíòà.

Äèîôàíò Âèåò

Êíèãà «Àðèôìåòèêè» Çàäà÷à Êíèãà «Çåòåòèêè» Çàäà÷à

I 1 I 1

4 2

2 3

7 4

9 5

5 7
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Äèîôàíò Âèåò

Êíèãà «Àðèôìåòèêè» Çàäà÷à Êíèãà «Çåòåòèêè» Çàäà÷à

6 8

II 8, 9 IV 1

10 2, 3

11 6

12 7

13 8

14 9

V 8 11

III 7, 8 V 1

9 3

10 4

11 5

12 7

13 8

V 9 9

IV 34 13

Â âèäîâîé ëîãèñòèêå ñóùåñòâóþò ñëåäóþùèå ÷åòûðå êàíîíè-
÷åñêèõ ïðàâèëà (praecepta).

Ïðàâèëî I
Ïðèáàâèòü âåëè÷èíó ê âåëè÷èíå
Ïóñòü çàäàíû äâå âåëè÷èíû A è B. Òðåáóåòñÿ îäíó ïðèáàâèòü

ê äðóãîé.
Åñëè ê âåëè÷èíå ïðèáàâëÿåòñÿ âåëè÷èíà, òî – [ïîñêîëüêó] íåîä-

íîðîäíûå íå ñî÷åòàþòñÿ ñ îäíîðîäíûìè – âåëè÷èíû, êîòîðûå òðåáó-
åòñÿ ñëîæèòü, ñóòü îäíîðîäíûå. Òî, ÷òî îäíà èç íèõ áîëüøå, à äðó-
ãàÿ ìåíüøå, íå îçíà÷àåò, ÷òî îíè ïðèíàäëåæàò ðàçíûì ðîäàì. Ïî
ýòîé ïðè÷èíå ñëîæåíèå óäîáíî (commode) ïðîèçâîäèòü ïðè ïîìîùè
çíàêà îáúåäèíåíèÿ (copulae) èëè ïðèñîåäèíåíèÿ (adjunctionis); êîãäà
A è B ñóòü ïðîñòî «äëèíà» èëè «øèðèíà», èõ ñóììà (äîñë. «âçÿòûå
ñîâìåñòíî»), áóäåò [îáîçíà÷àòüñÿ] «A plus B».

Åñëè æå îíè (âåëè÷èíû) íàõîäÿòñÿ íà áîëåå âûñîêèõ ñòóïåíÿõ
âûøåîïèñàííîé ëåñòâèöû èëè æå ðàçäåëÿþò ðîä ñ òåìè [âåëè÷èíà-
ìè], êîòîðûå íàõîäÿòñÿ âûøå, òî òîãäà îíè áóäóò îáîçíà÷àòüñÿ ñî-
îòâåòñòâóþùèì èìåíåì (denominatione); íàïðèìåð, ìîæíî ñêàçàòü
«A quadratum plus B plano» [«êâàäðàò» A ïëþñ «ïëîñêàÿ» (âåëè-
÷èíà) B] èëè «A cubus plus B solido» [«êóá» A ïëþñ «òåëåñíàÿ»
(âåëè÷èíà) B], è ñõîäíûì îáðàçîì â îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ.

Àíàëèòèêè (analystae) îáû÷íî îáîçíà÷àþò îïåðàöèþ ïðèñîåäè-
íåíèÿ ïðè ïîìîùè ñèìâîëà «+».
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Ïðàâèëî II
Âû÷åñòü âåëè÷èíó èç âåëè÷èíû
Ïóñòü çàäàíû äâå âåëè÷èíû A è B, ïåðâàÿ èç êîòîðûõ áîëüøå

âòîðîé. Òðåáóåòñÿ èç áîëüøåé âû÷åñòü ìåíüøóþ.
Åñëè îò âåëè÷èíû îòíèìàåòñÿ âåëè÷èíà, òî – [ïîñêîëüêó] íå-

îäíîðîäíûå íå ñî÷åòàþòñÿ ñ îäíîðîäíûìè – çàäàííûå âåëè÷èíû
ÿâëÿþòñÿ îäíîðîäíûìè. Òî, ÷òî îäíà èç íèõ áîëüøå, à äðóãàÿ
ìåíüøå, íå îçíà÷àåò, ÷òî îíè ïðèíàäëåæàò ðàçíûì ðîäàì. Ïî ýòîé
ïðè÷èíå èõ óäîáíî âû÷èòàòü ïðè ïîìîùè çíàêà îòúåäèíåíèÿ
(disjunctionis) èëè îòíÿòèÿ (multae)12 ìåíüøåé îò áîëüøåé; âû÷è-
òàíèå îäíîé èç äðóãîé áóäåò [îáîçíà÷àòüñÿ] «A minus B», êîãäà A
è B ñóòü ïðîñòî «äëèíà» èëè «øèðèíà».

Åñëè æå îíè (âåëè÷èíû) íàõîäÿòñÿ íà áîëåå âûñîêèõ ñòóïåíÿõ
óêàçàííîé ëåñòâèöû èëè æå ðàçäåëÿþò ðîä ñ òåìè [âåëè÷èíàìè],
êîòîðûå íàõîäÿòñÿ âûøå, òî òîãäà îíè áóäóò îáîçíà÷àòüñÿ ñîîòâåò-
ñòâóþùèì èìåíåì; íàïðèìåð, ìîæíî ñêàçàòü «A quadratum minus
B plano» [«êâàäðàò» A ìèíóñ «ïëîñêàÿ» (âåëè÷èíà) B] èëè «A
cubus minus B solido» [«êóá» A ìèíóñ «òåëåñíàÿ» (âåëè÷èíà) B], è
ñõîäíûì îáðàçîì â äðóãèõ ñëó÷àÿõ.

Íå èíà÷å áóäåò îáñòîÿòü äåëî è â ñëó÷àå, êîãäà âû÷èòàåìàÿ âå-
ëè÷èíà ñàìà ÿâëÿåòñÿ ñîñòàâëåííîé [èç íåñêîëüêèõ âåëè÷èí], èáî
íå äóëæíî ñóäèòü î öåëîì è [åãî] ÷àñòÿõ ïî ðàçëè÷íûì çàêîíàì.
Íàïðèìåð, åñëè èç A âû÷èòàåòñÿ «B plus D», òî ðàçíîñòü áóäåò «A
minus B, minus D», èíûìè ñëîâàìè, âåëè÷èíû B è D âû÷èòàþòñÿ
ïîñëåäîâàòåëüíîé (îäíà çà äðóãîé).

Åñëè æå èç B âû÷òåíà D, à èç A òðåáóåòñÿ âû÷åñòü «B minus
D», òî ðàçíîñòü áóäåò «A minus B plus D»; èáî, âû÷èòàÿ B, ìû âû-
÷èòàåì âåëè÷èíó, êîòîðàÿ ïðåâîñõîäèò âû÷èòàåìîå íà âåëè÷èíó,
ðàâíóþ D; ïîýòîìó [ïîó÷åííûé ðåçóëüòàò] ñëåäóåò êîìïåíñèðîâàòü
ïðèáàâëåíèåì [âåëè÷èíû] D. Àíàëèòèêè æå îáû÷íî îáîçíà÷àþò
îïåðàöèþ îòíÿòèÿ (multae) ïðè ïîìîùè ñèìâîëà «–». Ó Äèîôàíòà
îíà íàçâàíà «íåäîñòàòêîì» (ãðå÷.), à ñëîæåíèå – «íàëè÷èåì (ïðè-
ñóòñòâèåì)» (ãðå÷.).

Åñëè æå òðåáóåòñÿ ïðîèçâåñòè âû÷èòàíèå è [ïðè ýòîì] íå ñêà-
çàíî, êàêàÿ èç âåëè÷èí áîëüøå, à êàêàÿ ìåíüøå, òî çíàêîì äëÿ
ðàçíîñòè áóäåò «=»; ýòî [îáîçíà÷åíèå] áóäåò ñâèäåòåëüñòâîâàòü î
òîì, ÷òî ìåíüøàÿ [âåëè÷èíà] íå îïðåäåëåíà; íàïðèìåð, åñëè «A
quadratum» è « B planum» ÿâëÿþòñÿ çàäàííûìè âåëè÷èíàìè, òî èõ
ðàçíîñòü áóäåò èëè «A quadratum = B planum» èëè «B planum = A
quadratum»13.
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Ïðàâèëî III
Óìíîæèòü âåëè÷èíó íà âåëè÷èíó (magnitudinem in

magnitudinem ducere)
Ïóñòü çàäàíû äâå âåëè÷èíû A è B. Òðåáóåòñÿ îäíó óìíîæèòü

íà äðóãóþ.
Åñëè âåëè÷èíà óìíîæàåòñÿ íà âåëè÷èíó, òî ñâîèì ïðîèçâåäå-

íèåì (ductu suo) îíè ñîçäàäóò (efficient) âåëè÷èíó, íåîäíîðîäíóþ
ïî îòíîøåíèþ ê íèì îáåèì; ïîýòîìó òó [âåëè÷èíó], êîòîðàÿ ñòàíåò
èõ ïðîèçâåäåíèåì (quae sub iis fit), áóäåò ïðàâèëüíî íàçâàòü, èñ-
ïîëüçóÿ ñëîâà «in» èëè «sub», íàïðèìåð, «A in B»; ýòî îçíà÷àåò,
÷òî îäíà èç íèõ óìíîæåíà íà äðóãóþ, èëè, êàê èíûå ãîâîðÿò, [âå-
ëè÷èíà ïðîèçâåäåíèÿ] «ïîñòðîåíà íà A è B» (factam esse sub
A&B); èìåííî òàêîé ïðîñòîé âèä [èìååò ïðîèçâåäåíèå], êîãäà A è
B ñóòü îáû÷íûå «äëèíà» èëè «øèðèíà».

Åñëè æå ïåðåìíîæàåìûå âåëè÷èíû íàõîäÿòñÿ íà áîëåå âûñî-
êèõ ñòóïåíÿõ ëåñòâèöû èëè æå ðàçäåëÿþò ðîä ñ òàêîâûìè, òî ñîã-
ëàñèìñÿ äîáàâëÿòü [ê íèì] èìåíà óïîðÿäî÷åííûõ âåëè÷èí èëè âå-
ëè÷èí, ïîñòàâëåííûõ èì â ñîîòâåòñòâèå: íàïðèìåð, «A quadratum
in B» [«êâàäðàò» A, óìíîæåííûé íà (ëèíåéíóþ âåëè÷èíó) B»],
èëè «A quadratum in B planum» [«êâàäðàò» A, óìíîæåííûé íà
ïëîñêóþ (âåëè÷èíó) B»], èëè «A quadratum in B solidum» [«êâàä-
ðàò» A, óìíîæåííûé íà òåëåñíóþ (âåëè÷èíó) B»], è ñõîäíûì îá-
ðàçîì â äðóãèõ ñëó÷àÿõ.

Åñëè ïåðåìíîæàåìûå âåëè÷èíû, [îáå ñðàçó] èëè îäíà, èìåþò
äâà íàèìåíîâàíèÿ èëè áîëåå, òî è â ýòîì ñëó÷àå íèêàêîãî ðàçëè÷èÿ
â äåéñòâèÿõ íå ïðîèçîéäåò. Òàê êàê öåëîå ðàâíî ñóììå ñâîèõ ÷àñ-
òåé, ñîâîêóïíîñòü òîãî, ÷òî ïîñòðîåíî íà îòðåçêàõ (ñóììà êîòîðûõ
åñòü íåêîòîðàÿ âåëè÷èíà), ðàâíî ïîñòðîåííîìó íà öåëîì [îòðåç-
êå]14. È åñëè ïîëîæèòåëüíîå èìÿ (nomen adfirmatum) óìíîæàåòñÿ
íà ïîëîæèòåëüíîå èìÿ äðóãîé âåëè÷èíû, òî ïðîèçâåäåíèå áóäåò
ïîëîæèòåëüíûì, à åñëè óìíîæàåòñÿ íà îòðèöàòåëüíîå (nomen
negatum), òî – îòðèöàòåëüíûì.

Èç ýòîãî æå ïðàâèëà ñëåäóåò, ÷òî ïðîèçâåäåíèå îäíîãî îòðèöà-
òåëüíîãî èìåíè íà äðóãîå [îòðèöàòåëüíîå èìÿ] áóäåò ïîëîæèòåëü-
íûì, êàê, íàïðèìåð, â ñëó÷àå óìíîæåíèÿ «A B= » íà «D G= » [ïðî-
èçâåäåíèå ðàâíî DA DB GA GB− − + ]; ïðîèçâåäåíèå ïîëîæèòåëü-
íîé [âåëè÷èíû] A è îòðèöàòåëüíîé [âåëè÷èíû] G áóäåò îòðèöà-
òåëüíîé [âåëè÷èíîé], ýòî îçíà÷àåò, ÷òî, êîãäà â êà÷åñòâå ñîìíîæè-
òåëÿ áåðåòñÿ A, òî îòíèìàåòñÿ èëè âû÷èòàåòñÿ ñëèøêîì ìíîãî; [òî
åñòü, êîãäà èç DA âû÷èòàåòñÿ öåëèêîì GA è çàïèñûâàåòñÿ â âèäå
«− GA»,] äîïóñêàåòñÿ íåòî÷íîñòü; ñõîäíûì îáðàçîì [îáñòîèò äåëî]
è â îòíîøåíèè [âåëè÷èíû] ïðîèçâåäåíèÿ îòðèöàòåëüíîé [âåëè÷è-
íû] B íà ïîëîæèòåëüíóþ [âåëè÷èíó] D, [êîòîðàÿ] áóäåò îòðèöà-
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òåëüíîé; ýòî îçíà÷àåò ñíîâà, ÷òî, êîãäà â êà÷åñòâå ñîìíîæèòåëÿ áå-
ðåòñÿ D, òî âû÷èòàåòñÿ ñëèøêîì ìíîãî; [òî åñòü, êîãäà èç DA âû-
÷èòàåòñÿ öåëèêîì DB è çàïèñûâàåòñÿ â âèäå «−DB»,] äîïóñêàåòñÿ
íåòî÷íîñòü. Ñëåäîâàòåëüíî, ÷òîáû êîìïåíñèðîâàòü [óêàçàííóþ] íå-
òî÷íîñòü, ïðîèçâåäåíèå îòðèöàòåëüíîãî [èìåíè] B íà îòðèöàòåëü-
íîå [èìÿ] G äîëæíî áûòü ïîëîæèòåëüíûì.

Èìåíîâàíèÿ (denominationes) ïðîèçâåäåíèé, ñîñòàâëåííûõ èç
âåëè÷èí, ïðîïîðöèîíàëüíî âîçðàñòàþùèõ èç ðîäà â ðîä, ñâÿçàíû
ìåæäó ñîáîé ñëåäóþùèì òî÷íûì îáðàçîì:

«Ñòîðîíà», [óìíîæåííàÿ] íà ñåáÿ, äàåò «êâàäðàò».
«Ñòîðîíà», [óìíîæåííàÿ] íà «êâàäðàò», äàåò «êóá».
«Ñòîðîíà», [óìíîæåííàÿ] íà «êóá», äàåò «êâàäðàòî-êâàäðàò».
«Ñòîðîíà», [óìíîæåííàÿ] íà «êâàäðàòî-êâàäðàò», äàåò «êâàä-

ðàòî-êóá».
«Ñòîðîíà», [óìíîæåííàÿ] íà «êâàäðàòî-êóá», äàåò «êóáî-êóá».
È [òî÷íî] òàê æå [èìåíóþòñÿ ïðîèçâåäåíèÿ, ñîìíîæèòåëè êî-

òîðûõ âçÿòû] â îáðàòíîì ïîðÿäêå (permutatim): à èìåííî, «êâàä-
ðàò», [óìíîæåííûé] íà «ñòîðîíó», äàåò «êóá»; «êóá», [óìíîæåí-
íûé] íà «ñòîðîíó», äàåò «êâàäðàòî-êâàäðàò»; è ò.ä. È äàëåå,

«Êâàäðàò» íà «êâàäðàò» äàåò «êâàäðàòî-êâàäðàò».
«Êâàäðàò» íà «êóá» äàåò «êâàäðàòî-êóá».
«Êâàäðàò» íà «êâàäðàòî-êâàäðàò» äàåò «êóáî-êóá». È [òî÷íî

òàê æå] â îáðàòíîì ïîðÿäêå. È äàëåå,
«Êóá» íà ñåáÿ äàåò «êóáî-êóá».
«Êóá» íà «êâàäðàòî-êâàäðàò» äàåò «êâàäðàòî-êâàäðàòî-êóá».
«Êóá íà «êâàäðàòî-êóá» äàåò «êâàäðàòî-êóáî-êóá».
«Êóá íà êóáî-êóá» äàåò «êóáî-êóáî-êóá». È [òî÷íî] òàê æå

âçÿòûå â îáðàòíîì ïîðÿäêå; è äàëåå ïî ïîðÿäêó [âîçðàñòàíèÿ ñòå-
ïåíåé].

È òî÷íî òàê æå ñ îäíîðîäíûìè [âåëè÷èíàìè]:
«Øèðèíà» íà «äëèíó» äàåò «ïëîñêîå».
«Øèðèíà» íà «ïëîñêîå» äàåò «òåëåñíîå».
«Øèðèíà» íà «òåëåñíîå» äàåò «ïëîñêî-ïëîñêîå».
«Øèðèíà» íà «ïëîñêî-ïëîñêîå» äàåò «ïëîñêî-òåëåñíîå».
«Øèðèíà» íà «ïëîñêî-òåëåñíîå» äàåò «òåëåñíî-òåëåñíîå».
È [òî÷íî] òàê æå âçÿòûå â îáðàòíîì ïîðÿäêå.
«Ïëîñêîå» íà «ïëîñêîå» äàåò «ïëîñêî-ïëîñêîå».
«Ïëîñêîå» íà «òåëåñíîå» äàåò «ïëîñêî-òåëåñíîå».
«Ïëîñêîå» íà «ïëîñêî-ïëîñêîå» äàåò «òåëåñíî-òåëåñíîå».
È [òî÷íî] òàê æå âçÿòûå â äðóãîì ïîðÿäêå.
«Òåëåñíîå» íà «òåëåñíîå» äàåò «òåëåñíî-òåëåñíîå».
«Òåëåñíîå» íà «ïëîñêî-ïëîñêîå» äàåò «ïëîñêî-ïëîñêî-òåëåñ-

íîå».

326 ÍÀØÈ ÏÓÁËÈÊÀÖÈÈ



«Òåëåñíîå» íà «ïëîñêî-òåëåñíîå» äàåò «ïëîñêî-òåëåñíî-òåëåñ-
íîå».

«Òåëåñíîå» íà «òåëåñíî-òåëåñíîå» äàåò «òåëåñíî-òåëåñíî-òåëåñ-
íîå».

È [òî÷íî] òàê æå âçÿòûå â äðóãîì ïîðÿäêå; è äàëåå ïî ïîðÿä-
êó [âîçðàñòàíèÿ ñòåïåíåé].

Ïðàâèëî IV
Äåëåíèå âåëè÷èíû íà âåëè÷èíó (magnitudinem magnitudini

adplicare)
Ïóñòü çàäàíû äâå âåëè÷èíû A è B. Òðåáóåòñÿ ïîäåëèòü îäíó

íà äðóãóþ.
Ïîñêîëüêó òðåáóåòñÿ ïîäåëèòü îäíó âåëè÷èíó íà äðóãóþ, à

èìåííî, èìåþùóþ áîëåå âûñîêóþ ñòåïåíü íà [èìåþùóþ] áîëåå
íèçêóþ, òî äàííûå âåëè÷èíû [îáÿçàòåëüíî] áóäóò íåîäíîðîäíûìè.
Ïóñòü A áóäåò «äëèíîé», à B – «ïëîñêîé» (âåëè÷èíîé). Òîãäà
ìåæäó [áóêâîé] B, êîòîðàÿ äåëèòñÿ è [èìååò] áîëåå âûñîêóþ [ñòå-
ïåíü], è [áóêâîé] A, êîòîðàÿ äåëèò [è èìååò] áîëåå íèçêóþ [ñòå-
ïåíü], ñëåäóåò (commode) ðàñïîëîæèòü [ãîðèçîíòàëüíóþ] ëèíèþ.

È òîãäà ñàìè âåëè÷èíû, ïîëó÷åííûå ïðè äåëåíèè, áóäóò èìå-
íîâàòüñÿ èëè â ñîîòâåòñòâèè ñî ñòóïåíÿìè ïðîïîðöèîíàëüíûõ [âå-
ëè÷èí] ëåñòâèöû èëè [æå â ñîîòâåòñòâèè ñ òåìè] îäíîðîäíûìè, ê

êîòîðûì îíè ïðèâåäåíû (devectae sunt), êàê, íàïðèìåð,
B planum

A
;

òàêèì ñèìâîëîì ìîæíî îáîçíà÷èòü «øèðèíó», êîòîðàÿ ïîëó÷èòñÿ
ïðè äåëåíèè «ïëîñêîé» (âåëè÷èíû) B íà «äëèíó» A.

Åñëè æå [âåëè÷èíà] B çàäàíà êàê «êóá», à A – êàê «ïëîñêàÿ»

(âåëè÷èíà), òî ðåçóëüòàò äåëåíèÿ îáîçíà÷àåòñÿ
B cubus

A plano
; ýòèì ñèì-

âîëîì ìîæíî îáîçíà÷èòü «øèðèíó», êîòîðàÿ ïîëó÷èòñÿ ïðè äåëå-
íèè «êóáà» B íà «ïëîñêóþ (âåëè÷èíó)» A.

À åñëè [âåëè÷èíà] B çàäàíà êàê «êóá», à [âåëè÷èíà] A – êàê

«äëèíà», òî [ðåçóëüòàò äåëåíèÿ] îáîçíà÷àåòñÿ
B cubus

A
; ýòèì ñèì-

âîëîì ìîæíî îáîçíà÷èòü «ïëîñêóþ (âåëè÷èíó)», êîòîðàÿ ïîëó÷èò-
ñÿ ïðè äåëåíèè «êóáà» B íà [äëèíó] A; è ò.ä. â òîì æå ïîðÿäêå äî
áåñêîíå÷íîñòè.

È ïðè [âûïîëíåíèè] äåéñòâèé ñ âåëè÷èíàìè, èìåþùèìè âèä
áèíîìîâ èëè ïîëèíîìîâ, íèêàêèõ îòëè÷èé [îò ïðèâåäåííûõ âûøå
ïðàâèë] íå áóäåò.

Îáîçíà÷åíèÿ âåëè÷èí, âîçíèêàþùèõ ïðè äåëåíèè íà ïðîïîð-
öèîíàëüíûå, ïîñëåäîâàòåëüíî íèñõîäÿùèå èç ðîäà â ðîä, ñâÿçàíû
ìåæäó ñîáîé â òî÷íîñòè òàê, êàê ñôîðìóëèðîâàíî íèæå:
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«Êâàäðàò», äåëåííûé íà «ñòîðîíó», (ñíîâà) äàåò (restituit)
«ñòîðîíó».

«Êóá», äåëåííûé íà «ñòîðîíó», äàåò «êâàäðàò».
«Êâàäðàòî-êâàäðàò», äåëåííûé íà «ñòîðîíó», äàåò «êóá».
«Êâàäðàòî-êóá», äåëåííûé íà «ñòîðîíó», äàåò «êâàäðàòî-êâàä-

ðàò».
«Êóáî-êóá», äåëåííûé íà «ñòîðîíó», äàåò «êâàäðàòî-êóá».
È [òî÷íî òàê æå âçÿòûå] â îáðàòíîì ïîðÿäêå, òî åñòü «êóá»,

äåëåííûé íà «êâàäðàò», äàåò «ñòîðîíó»; «êâàäðàòî-êâàäðàò» íà
«êóá» [äàåò] «ñòîðîíó»; è ò.ä.

È ñíîâà,
«Êâàäðàòî-êâàäðàò», äåëåííûé íà «êâàäðàò», äàåò «êâàäðàò».
«Êâàäðàòî-êóá», äåëåííûé íà «êâàäðàò», äàåò «êóá».
«Êóáî-êóá», äåëåííûé íà «êâàäðàò», äàåò «êâàäðàòî-êâàäðàò».
È [òî÷íî òàê æå âçÿòûå] â îáðàòíîì ïîðÿäêå.
È ñíîâà,
«Êóáî-êóá», äåëåííûé íà «êóá», äàåò «êâàäðàòî-êâàäðàò»15.
«Êâàäðàòî-êóáî-êóá», äåëåííûé íà «êóá», äàåò «êâàäðà-

òî-êóá».
«Êóáî-êóáî-êóá», äåëåííûé íà «êóá», äàåò «êóáî-êóá».
È [òàê æå âçÿòûå] â îáðàòíîì ïîðÿäêå; è äàëåå ïî ïîðÿäêó

[âîçðàñòàíèÿ ñòåïåíåé].
Ïîäîáíûì æå îáðàçîì [îáñòîèò äåëî è] ñ îäíîðîäíûìè [âåëè-

÷èíàìè].
«Ïëîñêàÿ» [âåëè÷èíà], äåëåííàÿ íà «øèðèíó», äàåò «äëèíó».
«Òåëåñíàÿ» [âåëè÷èíà], äåëåííàÿ íà «øèðèíó», äàåò «ïëîñ-

êóþ».
«Ïëîñêî-ïëîñêàÿ» [âåëè÷èíà], äåëåííàÿ íà «øèðèíó», äàåò

«òåëåñíóþ».
«Ïëîñêî-òåëåñíàÿ» [âåëè÷èíà], äåëåííàÿ íà «øèðèíó», äàåò

«ïëîñêî-ïëîñêóþ».
«Òåëåñíî-òåëåñíàÿ» [âåëè÷èíà], äåëåííàÿ íà «øèðèíó», äàåò

«ïëîñêî-òåëåñíóþ».
È [òî÷íî òàê æå âçÿòûå] â îáðàòíîì ïîðÿäêå.
«Ïëîñêî-ïëîñêàÿ», äåëåííàÿ íà «ïëîñêóþ», äàåò «ïëîñêóþ».
«Ïëîñêî-òåëåñíàÿ», äåëåííàÿ íà «ïëîñêóþ», äàåò «òåëåñíóþ».
«Òåëåñíî-òåëåñíàÿ», äåëåííàÿ íà «ïëîñêóþ», äàåò «ïëîñ-

êî-ïëîñêóþ».
È [òî÷íî òàê æå âçÿòûå] â îáðàòíîì ïîðÿäêå.
«Òåëåñíî-òåëåñíàÿ», äåëåííàÿ íà «òåëåñíóþ», äàåò «òåëåñ-

íóþ».
«Ïëîñêî-ïëîñêî-òåëåñíàÿ», äåëåííàÿ íà «òåëåñíóþ», äàåò

«ïëîñêî-ïëîñêóþ».
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«Ïëîñêî-òåëåñíî-òåëåñíàÿ», äåëåííàÿ íà «òåëåñíóþ», äàåò
«ïëîñêî-òåëåñíóþ».

«Òåëåñíî-òåëåñíî-òåëåñíàÿ», äåëåííàÿ íà «òåëåñíóþ», äàåò
«òåëåñíî-òåëåñíóþ».

È [òî÷íî] òàê æå âçÿòûå â îáðàòíîì ïîðÿäêå; è äàëåå ïî ïî-
ðÿäêó [âîçðàñòàíèÿ ñòåïåíåé].

Êðîìå òîãî, åñëè âåëè÷èíà, êîòîðàÿ äåëèòñÿ, ÿâëÿåòñÿ ñóììîé,
ðàçíîñòüþ, ïðîèçâåäåíèåì èëè ÷àñòíûì íåêîòîðûõ âåëè÷èí, íè÷òî
íå ïðåïÿòñòâóåò ïðèìåíåíèþ ê [îïåðàöèè] äåëåíèÿ âûøåèçëîæåí-
íûõ ïðàâèë; èáî áûëî çàìå÷åíî, ÷òî, åñëè âåëè÷èíà, êîòîðàÿ äå-
ëèòñÿ (áóäåò ëè îíà âûñîêîé èëè íèçêîé [ñòåïåíè]), ÿâëÿåòñÿ ïðî-
èçâåäåíèåì [íåêîòîðîé] âåëè÷èíû è âåëè÷èíû, ðàâíîé äåëèòåëþ,
òî ïðè ýòîì íè÷åãî êðîìå äåëèòåëÿ íå äîáàâëÿåòñÿ è íå îòíèìàåòñÿ
îò åå ðîäà èëè çíà÷åíèÿ (valori); èáî òî, ÷òî ïðîèçâîäèòñÿ óìíî-

æåíèåì, ðàçðåøàåòñÿ äåëåíèåì, êàê, íàïðèìåð,
B in A

B
ðàâíî A;

èëè
B in A planum

B
ðàâíî A planum.

È [òî÷íî] òàê æå ïðè ñëîæåíèè:

Ïóñòü òðåáóåòñÿ ê
A plano

B
ïðèáàâèòü Z; ñóììà áóäåò

A planum Z in B

B

+ a

b
z

a z b

b

2 2

+ =
+ ⋅⎡

⎣
⎢
⎢

⎤

⎦
⎥
⎥
.

Èëè ïóñòü òðåáóåòñÿ ê
A plano

B
ïðèáàâèòü

Z quadratum

G
; ñóììà

áóäåò
G in A planum B in Z quadratum

B inG

+
.

Â ñëó÷àå âû÷èòàíèÿ:

Ïóñòü òðåáóåòñÿ èç
A plano

B
âû÷åñòü Z; ðàçíîñòü áóäåò

A planum Z in B

B

−
.

Èëè æå ïóñòü òðåáóåòñÿ èç
A plano

B
âû÷åñòü

Z quadratum

G
; ðàç-

íîñòü áóäåò
G in A planum B inZ quadratum

B in G

−
.

Â ñëó÷àå óìíîæåíèÿ:

Ïóñòü òðåáóåòñÿ
A planum

B
óìíîæèòü íà B; ïîëó÷èòñÿ

A planum.
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Èëè [ïóñòü] òðåáóåòñÿ
A planum

B
óìíîæèòü íà Z; ïîëó÷èòñÿ

A planum in Z

B
.

Èëè æå, íàêîíåö, [ïóñòü] òðåáóåòñÿ
A planum

B
óìíîæèòü íà

Z quadratum

G
; ïîëó÷èòñÿ

A planum in Z quadratum

B in G
.

Â ñëó÷àå äåëåíèÿ:

Ïóñòü òðåáóåòñÿ
A cubum

B
ðàçäåëèòü íà D; óìíîæèâ êàæäóþ èç

âåëè÷èí íà B, ïîëó÷èì
A cubus

B in D
.

Èëè æå, ïóñòü òðåáóåòñÿ B in G ðàçäåëèòü íà
A planum

D
; óìíî-

æèâ êàæäóþ èç âåëè÷èí íà D, ïîëó÷èì
B in G in D

A plano
.

Èëè æå, íàêîíåö, [ïóñòü] òðåáóåòñÿ
B cubum

Z
ðàçäåëèòü íà

A cubum

D plano
; ïîëó÷èòñÿ

B cubus in D planum

Z in A cubum
.

Ãëàâà V
Î çàêîíàõ çåòåòèêè (De legibus Zeteticis)
Îáðàç äåéñòâèÿ (forma perficiendae) çåòåòèêè, â öåëîì, ïîä÷è-

íåí ñëåäóþùèì çàêîíàì:
1. Åñëè ñïðàøèâàåòñÿ î «äëèíå», à óðàâíåíèå èëè ïðîïîðöèÿ

ñîêðûòû ïîä ïîêðîâîì çàäàííîãî [óñëîâèåì]16, òî èñêîìîé äëèíîé
ïóñòü áóäåò «ñòîðîíà».

2. Åñëè ñïðàøèâàåòñÿ î ïëîñêîé (âåëè÷èíå), à óðàâíåíèå èëè
ïðîïîðöèÿ ñîêðûòû ïîä ïîêðîâîì çàäàííîãî [óñëîâèåì], òî èñêî-
ìîé ïëîñêîé (âåëè÷èíîé) ïóñòü áóäåò «êâàäðàò».

3. Åñëè ñïðàøèâàåòñÿ î òåëåñíîé (âåëè÷èíå), à óðàâíåíèå èëè
ïðîïîðöèÿ ñîêðûòû ïîä ïîêðîâîì çàäàííîãî [óñëîâèåì], òî èñêî-
ìîé òåëåñíîé (âåëè÷èíîé) ïóñòü áóäåò «êóá». Òàêèì îáðàçîì, òà
[âåëè÷èíà], êîòîðàÿ èùåòñÿ, áóäåò âîñõîäèòü è íèñõîäèòü â ñîîò-
âåòñòâèè ñî ñâîåé ïðèðîäîé ïî âñåâîçìîæíûì ñòóïåíÿì âåëè÷èí,
ïðèðàâíèâàåìûõ ê íåé.

4. Èñêîìûå è çàäàííûå âåëè÷èíû óïîäîáëÿþòñÿ (adsimilantor)
è ïðèðàâíèâàþòñÿ (camparantor) â ñîîòâåòñòâèè ñ óñëîâèåì çàäà÷è
ïðè ïîìîùè ñëîæåíèÿ, âû÷èòàíèÿ, óìíîæåíèÿ èëè äåëåíèÿ òàê,
÷òî [ïðè ýòîì] íåèçìåííî ñîáëþäàåòñÿ çàêîí îäíîðîäíîñòè.
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Òàêèì îáðàçîì, ÿñíî, ÷òî, â êîíå÷íîì èòîãå, áóäåò íàéäåíî
íå÷òî, ðàâíîå èñêîìîé âåëè÷èíå èëè æå ñòåïåíè, â êîòîðóþ îíà
âîñõîäèò; è îíî (ýòî íå÷òî) áóäåò ñîñòîÿòü ëèáî öåëèêîì èç çàäàí-
íûõ (èçâåñòíûõ) âåëè÷èí, ëèáî ÷àñòè÷íî èç çàäàííûõ [âåëè÷èí] è
íåèçâåñòíîé èñêîìîé (èëè æå åå áîëåå íèçêèõ ñòåïåíåé)17.

5. ×òîáû ñ ïîìîùüþ èñêóññòâà îáëåã÷èòü ñåé òðóä, [óñòàíîâèì
ñëåäóþùåå]: ïóñòü çàäàííûå âåëè÷èíû îòëè÷àþòñÿ îò èñêîìûõ
ïîñðåäñòâîì íåèçìåííûõ, âå÷íûõ è ñîâåðøåííî ÿñíûõ îáîçíà÷åíèé
(symbolo); ïóñòü, íàïðèìåð, èñêîìûå âåëè÷èíû îáîçíà÷àþòñÿ áóê-
âàìè (elemento) A èëè èíûìè ãëàñíûìè E, I, O, U, Y, à çàäàííûå
– áóêâàìè B, G, D èëè èíûìè ñîãëàñíûìè18.

6. Ïðîèçâåäåíèÿ, ñîñòîÿùèå öåëèêîì èç çàäàííûõ âåëè÷èí,
ìîæíî ïðèáàâëÿòü îäíî ê äðóãîìó èëè âû÷èòàòü îäíî èç äðóãîãî â
ñîîòâåòñòâèè ñî çíàêîì èõ âçàèìíîãî ñî÷åòàíèÿ (juxta adfectionis
notam); [â ðåçóëüòàòå òàêîãî ïðèáàâëåíèÿ èëè âû÷èòàíèÿ] îíè
«ñðàñòóòñÿ» â åäèíîå ïðîèçâåäåíèå, êîòîðîå ïðè ïðèðàâíèâàíèè
ñòàíåò îäíîðîäíûì, òî åñòü áóäåò ïîñòðîåíî â ñîîòâåòñòâèè ñ çà-
äàííîé ìåðîé; è îíî áóäåò [ñîñòàâëÿòü] îäíó èç ÷àñòåé óðàâíå-
íèÿ19.

7. Àíàëîãè÷íî, ïðîèçâåäåíèÿ, ñîñòîÿùèå èç çàäàííûõ âåëè÷èí
è [âåëè÷èí] áîëåå íèçêîé ñòåïåíè, ìîæíî ïðèáàâëÿòü îäíî ê äðó-
ãîìó èëè âû÷èòàòü îäíî èç äðóãîãî, ñëåäóÿ çíàêó èõ âçàèìíîãî ñî-
÷åòàíèÿ; è [òåì ñàìûì] îíè áóäóò «ñðàñòàòüñÿ» â åäèíîå ïðîèçâå-
äåíèå, êîòîðîå áóäåò ëèáî îäíîðîäíûì, ëèáî «â ñî÷åòàíèè», ëèáî
«â áîëåå íèçêîé ñòåïåíè»20.

8. ßâëÿþùèåñÿ îäíîðîäíûìè áîëåå íèçêîé ñòåïåíè áóäóò ñî-
ïóòñòâîâàòü ñòåïåíè, ñ êîòîðîé îíè ñî÷åòàþòñÿ, è ñîñòàâëÿòü âìå-
ñòå ñ ýòîé ñòåïåíüþ îäíó èç ÷àñòåé óðàâíåíèÿ. È òàêèì îáðàçîì,
îäíîðîäíûé [÷ëåí, ïîñòðîåííûé] â ñîîòâåòñòâèè ñ çàäàííîé ìåðîé,
áóäåò âûðàæåí ïðè ïîìîùè ñòåïåíè, èñõîäÿ èç ïðèñóùåãî åé ðîäà
èëè ïîðÿäêà; ïðîùå: åñëè ýòà [ñòåïåíü] ñâîáîäíà îò ñî÷åòàíèé [ñ
äðóãèìè âåëè÷èíàìè], íî [ïðè ýòîì] åé ñîïóòñòâóþò îäíîðîäíûå
«â ñî÷åòàíèè», îáîçíà÷àåìûå è çíàêîì ñî÷åòàíèÿ, è çíàêîì ñòåïå-
íè, òî âåëè÷èíà, îäíîðîäíàÿ ïî îòíîøåíèþ ê çàäàííîé ìåðå, áóäåò
ïðèðàâíåíà íå òîëüêî ê ýòîé ñòåïåíè, íî è ê ñòåïåíè, âçÿòîé âìå-
ñòå ñ [âåëè÷èíàìè,] ÿâëÿþùèìèñÿ ïðîèçâåäåíèÿìè ñòåïåíåé è êî-
ýôôèöèåíòîâ21.

9. È, ñëåäîâàòåëüíî, åñëè îäíîðîäíîé ïî îòíîøåíèþ ê çàäàí-
íîé ìåðå ñëó÷èòñÿ áûòü ñìåøàííîé ñ îäíîðîäíîé «â ñî÷åòàíèè»
(homogeneo sub gradu), òî ðàçðåøåíî [ïðîèçâåñòè] àíòèòåçèñ22.

Àíòèòåçèñ – ýòî [îïåðàöèÿ, ïðè êîòîðîé] ñî÷åòàþùèåñÿ âåëè-
÷èíû ïåðåíîñÿòñÿ èç îäíîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ â äðóãóþ ñ èçìåíåíè-
åì çíàêà ñî÷åòàíèÿ íà ïðîòèâîïîëîæíûé. Â ðåçóëüòàòå ýòîãî äåé-
ñòâèÿ óðàâíåíèå íå ìåíÿåòñÿ. Îäíàêî ýòî ñåé÷àñ íàäî äîêàçàòü.
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Ïðåäëîæåíèå I
Àíòèòåçèñ íå èçìåíÿåò óðàâíåíèÿ
Ïóñòü äàíî: «A quadratum minus D plano» ïðèðàâíåíî (equari)

«G quadrato minus B in A». ß ãîâîðþ (óòâåðæäàþ), ÷òî «A
quadratum plus B in A» áóäåò ðàâíî «G quadrato plus D plano»,
[èíûìè ñëîâàìè,] ÷òî ïðè ïîäîáíîì ïåðåìåùåíèè (transpositio),
ñîïðîâîæäàþùåìñÿ èçìåíåíèåì çíàêà ñî÷åòàíèÿ íà ïðîòèâîïîëîæ-
íûé, ðàâåíñòâî íå èçìåíèòñÿ. Ê îáåèì [÷àñòÿì óðàâíåíèÿ] «A
quadratum minus D plano» ðàâíî «G quadrato minus B in A» ïðèáà-
âèì «D planum plus B in A». Èç îáùåãî ïîíÿòèÿ ñëåäóåò: «A
quadratum minus D plano plus D plano plus B in A» ðàâíî «G
quadrato minus B in A plus D plano plus B in A». Íî â îáåèõ ÷àñ-
òÿõ [äàííîãî] ðàâåíñòâà ñî÷åòàíèå [ñî çíàêîì] îòðèöàíèÿ (adfectio
negata) «âûòàëêèâàåò» (elidat) ñî÷åòàíèå [ñî çíàêîì] óòâåðæäåíèÿ
(adfectio adfirmata): â îäíîé ÷àñòè [ðàâåíñòâà ïðè ýòîì] èñ÷åçàåò
ñî÷åòàíèå D plano, â äðóãîé – ñî÷åòàíèå B in A, è îñòàåòñÿ: «A
quadratum plus B in A» ðàâíî «G quadrato plus D plano».

10. À åñëè ñëó÷èòñÿ, ÷òî âñå çàäàííûå âåëè÷èíû óìíîæåíû íà
ñòåïåíü (in gradum), è ïî ýòîé ïðè÷èíå îäíîðîäíîñòü, îïðåäåëÿå-
ìàÿ îáùåé äëÿ âñåõ [âåëè÷èí] ìåðîé, íå ïðîÿâëÿåòñÿ ÿâíî (è ñðà-
çó), òî ñëåäóåò [ïðîèçâåñòè] ãèïîáèáàçì23.

Ãèïîáèáàçì – åñòü îäèíàêîâîå (îäíîâðåìåííîå) ïîíèæåíèå
[âûñøåé] ñòåïåíè (aequa depressio potestatis) è áîëåå íèçêèõ ñòåïå-
íåé ñ ñîáëþäåíèåì ïîðÿäêà ëåñòâèöû[, ïðîèçâîäèìîå] äî òåõ ïîð,
ïîêà îäíîðîäíûé [÷ëåí], îïðåäåëÿåìûé áîëåå íèçêîé ñòåïåíüþ, íå
ñîâïàäåò c îáùåé è äëÿ âñåõ çàäàííîé îäíîðîäíîñòüþ, ïðè ïîìîùè
êîòîðîé ïðèðàâíèâàþòñÿ îñòàâøèåñÿ [âåëè÷èíû]. Â ðåçóëüòàòå ýòî-
ãî äåéñòâèÿ óðàâíåíèå íå ìåíÿåòñÿ. Îäíàêî ýòî ñåé÷àñ íàäî äîêà-
çàòü.

Ãèïîáèáàçì æå îòëè÷àåòñÿ îò ïàðàáîëèçìà òîëüêî òåì, ÷òî
ïðè ãèïîáèáàçìå îáå ÷àñòè óðàâíåíèÿ äåëÿòñÿ íà íåèçâåñòíîå êî-
ëè÷åñòâî, à ïðè ïàðàáîëèçìå – íà èçâåñòíîå êîëè÷åñòâî, ÷òî
ÿñíî âèäíî èç ïðèâîäèìûõ àâòîðîì ïðèìåðîâ.

Ïðåäëîæåíèå II
Ãèïîáèáàçì íå èçìåíÿåò óðàâíåíèÿ
Ïóñòü äàíî: «A cubus plus B in A quadratum» ïðèðàâíåíî «Z

plano in A». ß ãîâîðþ, ÷òî ðåçóëüòàòîì ãèïîáèáàçìà áóäåò: «A
quadratum plus B in A» ðàâíî «Z plano».

[Íî ýòî òàê,] èáî âñå «òåëåñíûå» [âåëè÷èíû] áûëè ïîäåëåíû
íà îäèí è òîò æå äåëèòåëü, à ýòà îïåðàöèÿ, êàê áûëî óñòàíîâëåíî,
íå èçìåíÿåò óðàâíåíèÿ.

11. À åñëè æå ñëó÷èòñÿ, ÷òî âûñøàÿ ñòåïåíü (gradus), â êîòî-
ðóþ âîñõîäèò èñêîìàÿ âåëè÷èíà, íàëè÷åñòâóåò íå ñàìà ïî ñåáå, íî
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ëèøü óìíîæåííàÿ íà íåêîòîðóþ çàäàííóþ âåëè÷èíó, òî ñëåäóåò
[ïðîèçâåñòè] ïàðàáîëèçì24.

Ïàðàáîëèçì – åñòü äåëåíèå âñåõ âõîäÿùèõ â óðàâíåíèå îäíî-
ðîäíûõ âåëè÷èí íà çàäàííóþ âåëè÷èíó, íà êîòîðóþ óìíîæàåòñÿ
âûñøàÿ ñòóïåíü (gradus) íåèçâåñòíîé âåëè÷èíû; òàê ÷òî ýòà ñòóïåíü
(gradus) ïðèñâàèâàåò ñåáå èìÿ òîé ñòåïåíè (potestatis); â êîíå÷íîì
èòîãå, óðàâíåíèå îñòàåòñÿ â ýòîé ñòåïåíè. Â ðåçóëüòàòå ýòîãî äåéñò-
âèÿ óðàâíåíèå íå ìåíÿåòñÿ. Îäíàêî ýòî ñåé÷àñ íàäî äîêàçàòü.

Ïðåäëîæåíèå III
Ïàðàáîëèçì íå èçìåíÿåò óðàâíåíèÿ
Ïóñòü äàíî: «B in A quadratum plus D plano in A» ðàâíî «Z

solido». ß ãîâîðþ, ÷òî ðåçóëüòàòîì ïàðàáîëèçìà áóäåò: «A

quadratum plus
D plano

B
in A» ðàâíî «

Z solido

B
». [Íî ýòî òàê,] èáî

âñå «òåëåñíûå» [âåëè÷èíû] áûëè ïîäåëåíû íà îäèí è òîò æå äåëè-
òåëü B, à ýòà îïåðàöèÿ, êàê áûëî óñòàíîâëåíî, íå èçìåíÿåò ðàâåí-
ñòâà.

12. È òîãäà ñëåäóåò íàçâàòü óðàâíåíèå ÿñíî âûðàæåííûì è
óïîðÿäî÷åííûì, [èíûìè ñëîâàìè,] ìîãóùèì áûòü ñâåäåííûì ê
ïðîïîðöèè (ad analogismum); îñîáåííî æå [ñëåäóåò îáðàòèòü âíè-
ìàíèå] íà ñîáëþäåíèå ñëåäóþùåãî óñëîâèÿ (cautione): ÷òîáû ïðî-
èçâåäåíèå êðàéíèõ [÷ëåíîâ] ñîîòâåòñòâîâàëî ñòåïåíè, âçÿòîé â ñî-
÷åòàíèè ñ îäíîðîäíûìè [÷ëåíàìè]; à èìåííî, [÷òîáû] ïðîèçâåäå-
íèå êðàéíèõ [ñîîòâåòñòâîâàëî] îäíîðîäíîìó ÷ëåíó, îòâå÷àþùåìó
çàäàííîé ìåðå25.

13. È òîãäà óïîðÿäî÷åííàÿ ïðîïîðöèÿ ìîæåò áûòü îïðåäåëåíà
êàê ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òðåõ èëè ÷åòûðåõ âåëè÷èí, âûðàæåííàÿ
ïðè ïîìîùè ïðîñòûõ [÷ëåíîâ] èëè ÷ëåíîâ, íàõîäÿùèõñÿ â ñî÷åòà-
íèè òàê, ÷òî âñå [÷ëåíû,] çà èñêëþ÷åíèåì èñêîìîãî [÷ëåíà] èëè
åãî ñòåïåíè (potestatem) èëè áîëåå íèçêîé ñòåïåíè (gradus), ÿâëÿ-
þòñÿ çàäàííûìè [âåëè÷èíàìè].

14. È íàêîíåö, êîãäà óðàâíåíèå èëè ïðîïîðöèÿ óïîðÿäî÷åíû
óêàçàííûì îáðàçîì, òî áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî çåòåòèêà âûïîëíèëà
ñâîþ çàäà÷ó.

Íàèáîëåå òîíêîå óïðàæíåíèå â çåòåòèêå (â ñðàâíåíèè ñ äðóãè-
ìè) ïðîäåëàíî Äèîôàíòîì â êíèãàõ, êîòîðûå ïîñâÿùåííûõ àðèô-
ìåòèêå. Îäíàêî, äàáû åãî ïðîíèöàòåëüíîñòü è îñòðîóìèå âûçâàëè
åùå áîëüøåå âîñõèùåíèå, Äèîôàíò ïðåäñòàâèë åå (çåòåòèêó) ïîñ-
ðåäñòâîì îäíèõ òîëüêî ÷èñåë, à íå âèäîâ (êàêîâûìè îí, òåì íå ìå-
íåå, ïîëüçîâàëñÿ). Èáî òå [ïðèåìû], êîòîðûå ïðåäñòàâëÿëèñü äëÿ
÷èñëîâîé ëîãèñòèêè òîí÷àéøèìè è òàèíñòâåííåéøèìè, ñòàíîâÿòñÿ
àáñîëþòíî ðóòèííûìè è òîò÷àñ æå î÷åâèäíûìè äëÿ [ëîãèñòèêè]
âèäîâîé.
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Ãëàâà VI
Îá èññëåäîâàíèè òåîðåì ïðè ïîìîùè [èñêóññòâà] ïîðèñòèêè
Çàâåðøèâ çåòåòè÷åñêèé àíàëèç, àíàëèòèê îáðàùàåòñÿ îò ãèïî-

òåçû ê òåçèñó è ïðåäñòàâëÿåò íàéäåííûå è óïîðÿäî÷åííûå èì ïî
[ïðàâèëàì] èñêóññòâà òåîðåìû â âèäå, îïðåäåëÿåìîì ïîä÷èíåíèåì
èõ [ñëåäóþùèì] çàêîíàì: ïðåäèöèðîâàíèå [äîëæíî] îòíîñèòñÿ ê
«êàæäîìó ïðåäñòàâèòåëþ ñóáúåêòà [ïðåäèêàöèè]», ïðåäèöèðîâàíèå
[äîëæíî] îñóùåñòâëÿòüñÿ «ñóùíîñòíûì îáðàçîì», è ïðåäèöèðîâà-
íèå [äîëæíî] áûòü «ñîèçìåðèìî ñ óíèâåðñàëèåé» (ãðå÷.)26. Ýòè òå-
îðåìû, ïîëó÷àþùèå îò çåòåòèêè ñâîå äîêàçàòåëüñòâî è íàäåæíîñòü,
ïîä÷èíÿþòñÿ, îäíîâðåìåííî, çàêîíó ñèíòåçà, êîòîðûé ñ÷èòàåòñÿ
áîëåå ëîãè÷åñêèì (ãðå÷.) ñïîñîáîì äîêàçàòåëüñòâà (via
demonstrandi); âñÿêèé ðàç, êîãäà ðåøàåòñÿ çàäà÷à, îíè (òåîðåìû)
äîêàçûâàþòñÿ ñ åãî ïîìîùüþ (çàêîíà ñèíòåçà), íî [îäíîâðåìåííî]
è áëàãîäàðÿ âåëèêîìó ÷óäó èñêóññòâà îòêðûòèÿ/èçîáðåòåíèÿ
(magno artis inventricis miraculo). Ïî ýòîé ïðè÷èíå ñëåäû, îñòàâ-
ëåííûå àíàëèçîì (analyseos vestigia), ïðîõîäÿòñÿ [çàòåì] â îáðàò-
íîì ïîðÿäêå. È ñàìî îíî (îáðàòíîå ïðîõîæäåíèå) òàêæå ÿâëÿåòñÿ
àíàëèòè÷åñêèì, îäíàêî æå, íå áëàãîäàðÿ òîìó, ÷òî áûëî ïðîâåäåíî
ïðè ïîìîùè âèäîâîé ëîãèñòèêè, êàêîâàÿ [ê ýòîìó ìîìåíòó] óæå
âûïîëíèëà âîçëîæåííóþ íà íåå çàäà÷ó. Èáî, åñëè íå÷òî ïîñòîðîí-
íåå, áóäó÷è íàéäåííûì, ïðåäëàãàåòñÿ [äëÿ äîêàçàòåëüñòâà] èëè
[æå] îáðåòàåòñÿ ñëó÷àéíî, è åãî èñòèííîñòü [åùå] äîëæíà áûòü
âçâåøåíà è èññëåäîâàíà, òî ñëåäóåò ñíà÷àëà èñïûòàòü ïóòü ïîðèñ-
òè÷åñêîãî [èñêóññòâà]. Ñ íåãî ìîæíî [çàòåì] ëåãêî âåðíóòüñÿ ê
ñèíòåçó; ñîîòâåòñòâóþùèå ïðèìåðû áûëè ïðèâåäåíû Òåîíîì â
«Íà÷àëàõ», Àïîëëîíèåì Ïåðãñêèì â «Êîíèêàõ», à òàêæå ñàìèì
Àðõèìåäîì â ðàçëè÷íûõ êíèãàõ.

Ãëàâà VII
Îá îáÿçàííîñòÿõ [èñêóññòâà] ðåòèêè
Ïîñëå òîãî, êàê óðàâíåíèå óïîðÿäî÷åíî îòíîñèòåëüíî íåèçâåñò-

íîé âåëè÷èíû, ðåòèêà èëè ýêçåãåòèêà (ãðå÷.) – êîòîðàÿ ñ÷èòàåòñÿ
çàêëþ÷èòåëüíîé ÷àñòüþ àíàëèòèêè, íàèáîëåå ïîäõîäÿùåé äëÿ [îñó-
ùåñòâëåíèÿ] äåéñòâèé â ñîîòâåòñòâèè ñ èñêóññòâîì (èáî äâå äðóãèå
[åå ÷àñòè] îòíîñÿòñÿ, ñêîðåå, ê îáðàçöàì (äåéñòâèÿ) (exemplorum),
íåæåëè ê ïðàâèëàì, [èññëåäîâàíèå] êîòîðûõ ñëåäóåò ïîýòîìó îñòà-
âèòü ëîãèêàì) – ïðèñòóïàåò ê èñïîëíåíèþ ñâîèõ îáÿçàííîñòåé ïî
îòíîøåíèþ ê ÷èñëàì (êîãäà èñêîìîé ÿâëÿåòñÿ âåëè÷èíà, âûðàæåí-
íàÿ â ÷èñëàõ) èëè ïî îòíîøåíèþ ê äëèíàì, ïîâåðõíîñòÿì èëè òå-
ëàì (êîãäà òðåáóåòñÿ ïðåäúÿâèòü âåëè÷èíó êàê òàêîâóþ). Â ïîñ-
ëåäíåì ñëó÷àå àíàëèòèê ïðåäñòàåò â ðîëè ãåîìåòðà, âûïîëíÿÿ ïî
ñóòè çàäà÷ó, ïîäîáíóþ [àíàëèòè÷åñêîìó] ðåøåíèþ [ãåîìåòðè÷åñêîé
ïðîáëåìû]; â ïåðâîì æå ñëó÷àå, [îí ïðåäñòàåò â êà÷åñòâå] ëîãèñòè-
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êà, ðàçðåøàÿ âñåâîçìîæíûå ñòåïåíè, ÷èñòûå èëè â ñî÷åòàíèè, âû-
ðàæåííûå ïîñðåäñòâîì ÷èñëà. Íî è â àðèôìåòèêå, è â ãåîìåòðèè
îí âîñïðîèçâîäèò îáðàçöû ñâîåãî [àíàëèòè÷åñêîãî] èñêóññòâà,
[äåéñòâóÿ] â ñîîòâåòñòâèè ñ óñëîâèåì íàéäåííîãî óðàâíåíèÿ èëè
ïðîïîðöèè, ïîëó÷åííûõ èç íåãî (óñëîâèÿ) ñîãëàñíî ïðàâèëàì óïî-
ðÿäî÷èâàíèÿ.

Íà äåëå, íå âñÿêîå ãåîìåòðè÷åñêîå ðåøåíèå ÿâëÿåòñÿ èçÿùíûì,
íî êàæäàÿ çàäà÷à îáëàäàåò ñâîåé ñîáñòâåííîé [ñòåïåíüþ] ýëåãàíò-
íîñòè. Ïðåäïî÷òåíèå ïåðåä äðóãèìè îòäàåòñÿ òàêîìó ðåøåíèþ, êîòî-
ðîå ñâîäèòñÿ íå ê ñèíòåçó èç óðàâíåíèÿ, íî ê óðàâíåíèþ èç ñèíòåçà
(equalitatem ex compositione), èáî ñèíòåç ÿâëÿåòñÿ [îäíîâðåìåííî è]
äîêàçàòåëüñòâîì [ñâîåé èñòèííîñòè]. Òàêèì îáðàçîì, èñêóñíûé
(artifex) ãåîìåòð, õîòÿ è ÿâëÿåòñÿ ó÷åíûì àíàëèòèêîì, ñêðûâàåò ýòî
[îáñòîÿòåëüñòâî], è, ðàçìûøëÿÿ êàê áóäòî ëèøü î äîêàçàòåëüñòâå,
êîòîðîå òðåáóåòñÿ ïðîâåñòè, [íà äåëå] ïðåäñòàâëÿåò è èçúÿñíÿåò ïîñ-
òàâëåííóþ çàäà÷ó êàê ñèíòåòè÷åñêóþ (profert suum syntheticum
problema); çàòåì, ïðèõîäÿ íà ïîìîùü ëîãèñòèêàì, îí îñìûñëèâàåò è
äîêàçûâàåò òåîðåìó î ïðîïîðöèè èëè óðàâíåíèè, êîòîðûå óñìàòðè-
âàþòñÿ (adgnita) â íåé (â ñèíòåòè÷åñêè ïðåäñòàâëåííîé çàäà÷å).

Ãëàâà VIII
[Ñèìâîëè÷åñêîå] îáîçíà÷åíèå óðàâíåíèé è ýïèëîã [àíàëèòè-

÷åñêîãî] èñêóññòâà
1. Â àíàëèòèêå ïðîñòî ïðîèçíåñåííûì ñëîâîì (vox simpliciter

prolata) «óðàâíåíèå» (aequationis) ïðèíÿòî îáîçíà÷àòü ðàâåíñòâî,
óïîðÿäî÷åííîå óñòàíîâëåííûì îáðàçîì (rite ordinata) ïðè ïîìîùè
çåòåòèêè.

2. Òàêèì îáðàçîì, óðàâíåíèå (aequatio) åñòü ïðèðàâíèâàíèå
(comparatio) íåèçâåñòíîé è èçâåñòíîé [âåëè÷èí].

3. Íåèçâåñòíàÿ âåëè÷èíà åñòü êîðåíü èëè ñòåïåíü (radix vel
potestas).

4. È ñíîâà, ñòåïåíü ÿâëÿåòñÿ ëèáî ÷èñòîé, ëèáî â ñî÷åòàíèè
(pura vel adfecta).

5. Ñî÷åòàíèå áûâàåò ïîñðåäñòâîì îòðèöàíèÿ èëè óòâåðæäåíèÿ
(per negationem vel adfirmationem).

6. Åñëè èç ñòåïåíè âû÷èòàåòñÿ îäíîðîäíîå â ñî÷åòàíèè, òî [òà-
êîå] âû÷èòàíèå åñòü ïðÿìîå (directa).

7. Åñëè æå íàîáîðîò, ñòåïåíü âû÷èòàåòñÿ èç îäíîðîäíîãî â ñî-
÷åòàíèè c áîëåå íèçêîé ñòåïåíüþ (sub gradu), òî [òàêîå] âû÷èòàíèå
åñòü îáðàòíîå (inversa).

8. Èçìåðÿþùàÿ ïîä-ñòóïåíü (subgradualis metiens) ñàìà ÿâëÿ-
åòñÿ ìåðîé ñòóïåíè, íà êîòîðîé íàõîäèòñÿ îäíîðîäíîå â ñî÷åòàíèè.

9. Íåîáõîäèìî â òîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ, â êîòîðîé íàõîäèòñÿ íå-
èçâåñòíîå, óêàçûâàòü (designari) ïîðÿäîê êàê [ìàêñèìàëüíûõ], òàê
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è áîëåå íèçêèõ ñòåïåíåé, à òàêæå õàðàêòåð (qualitatem) èëè çíàê
(notam) ñî÷åòàíèÿ. Ðàâíûì îáðàçîì, ñëåäóåò çàäàâàòü âåëè÷è-
íû-êîýôôèöèåíòû ïîä-ñòóïåíåé.

10. Ïåðâîé [âåëè÷èíîé] áîëåå íèçêîé ñòóïåíè ïî îòíîøåíèþ ê
ñòåïåíè ÿâëÿåòñÿ êîðåíü, êîòîðûé èùåòñÿ. Ïîñëåäíåé [âåëè÷èíîé
áîëåå íèçêîé ñòóïåíè ïî îòíîøåíèþ ê ñòåïåíè ÿâëÿåòñÿ] òà [âåëè-
÷èíà,] ñòåïåíü êîòîðîé ìåíüøå ñòåïåíè íà îäíó ñòóïåíü ëåñòâèöû.
Åå ïðèíÿòî íàçûâàòü òåðìèíîì «ýïàíîôîðà».

Òàê, «êâàäðàò» ÿâëÿåòñÿ ýïàíîôîðîé «êóáà», «êóá» – «êâàä-
ðàòî-êâàäðàòà», «êâàäðàòî-êâàäðàò» – «êâàäðàòî-êóáà», è â
òîì æå ïîðÿäêå äî áåñêîíå÷íîñòè.

11. Âåëè÷èíà áîëåå íèçêîé ñòåïåíè ÿâëÿåòñÿ âçàèìíî-îáðàòíîé
(reciprocus) ê âåëè÷èíå áîëåå íèçêîé ñòåïåíè, åñëè â ðåçóëüòàòå
óìíîæåíèÿ îäíîé íà äðóãóþ ïîëó÷àåòñÿ ñòåïåíü. Òàêèì îáðàçîì,
âîñïîëíÿþùàÿ [âåëè÷èíà] ÿâëÿåòñÿ âçàèìíî-îáðàòíîé ê ñòóïåíè,
êîòîðóþ îíà âîñïîëíÿåò (sustinet) [äî ñòåïåíè].

Òàê, åñëè áóäåò çàäàíà «ñòîðîíà», èìåþùàÿ áîëåå íèçêóþ
ñòåïåíü ïî îòíîøåíèþ ê «êóáó», òî âçàèìíî-îáðàòíîé ñòóïåíüþ
[äëÿ íåå] áóäåò «êâàäðàò»; èáî èç ïðîèçâåäåíèÿ «ñòîðîíû» è
«êâàäðàòà» ïîëó÷àåòñÿ «êóá». Ïëîñêîå æå áóäåò âçàèìíî-îáðàò-
íûì ñ ëèíåéíûì (sublaterale), èáî èç ïðîèçâåäåíèÿ ñòîðîíû è
ïëîñêîé [âåëè÷èíû] ïîëó÷èòñÿ «òåëåñíîå», òî åñòü âåëè÷èíà òîé
æå ñòóïåíè, ÷òî è «êóá».

12. [Âåëè÷èíû] áîëåå íèçêîé ñòåïåíè, ñëåäóþùèå çà êîðíåì è
[âîçðàñòàþùèå] ïîñðåäñòâîì [ïðèñîåäèíåíèÿ] «äëèíû», áóäóò
èäåíòè÷íû òåì, ÷òî îáîçíà÷åíû ïðè ïîìîùè [ñòóïåíåé] ëåñòâèöû.

13. [Âåëè÷èíû] áîëåå íèçêîé [ñòåïåíè], ñëåäóþùèå çà êîðíåì
è [âîçðàñòàþùèå] ïîñðåäñòâîì [ïðèñîåäèíåíèÿ] «ïëîñêîé» [âåëè-
÷èíû], áóäóò [òàêèìè]:

«êâàäðàò» èëè «ïëîñêîå»
«êâàäðàòî-êâàäðàò»
«êâàäðàò ïëîñêîãî»
«êóáî-êóá»
«êóá ïëîñêîãî»
È òàê äàëåå â òàêîì ïîðÿäêå.
14. [Âåëè÷èíû] áîëåå íèçêîé [ñòåïåíè], ñëåäóþùèå çà êîðíåì

è [âîçðàñòàþùèå] ïîñðåäñòâîì [ïðèñîåäèíåíèÿ] «òåëåñíîé» [âåëè-
÷èíû], áóäóò [òàêèìè]:

«êóá» èëè «òåëåñíîå»
«êóáî-êóá»
«êâàäðàò òåëåñíîãî»
«êóáî-êóáî-êóá»
«êóá òåëåñíîãî»
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15. «Êâàäðàò», «êâàäðàòî-êâàäðàò», «êâàäðàòî-êóáî-êóá» è òå
[âåëè÷èíû], êîòîðûå ïîñëåäîâàòåëüíî âîçíèêàþò èç íèõ â óêàçàí-
íîì ïîðÿäêå, ÿâëÿþòñÿ ïðîñòûìè (simplicis) ñðåäíèìè ñòåïåíÿìè;
îñòàëüíûå æå [âåëè÷èíû ìîãóò áûòü îïèñàíû] ìíîãèìè
(multiplicis) [ñïîñîáàìè].

Ïðîñòûå ñðåäíèå ñòåïåíè ìîãóò áûòü òàêæå îïðåäåëåíû
òàê, ÷òî îíè ñòàíóò [âåëè÷èíàìè], ñòåïåíè êîòîðûõ âîçðàñòà-
þò â ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèè ñî çíàìåíàòåëåì äâà (secundum
proportionem geometricam subduplam). Òàê, ñòåïåíè «âòîðîé»,
«÷åòâåðòîé», «âîñüìîé», «øåñòíàäöàòîé» ñòóïåíåé áóäóò ïðîñ-
òûìè ñðåäíèìè ñòåïåíÿìè. Ïðî÷èå [ñòåïåíè], íàõîäÿùèåñÿ íà
ïðîìåæóòî÷íûõ ñòóïåíÿõ, áóäóò [îïèñûâàòüñÿ] ìíîãèìè [ñïîñî-
áàìè].

16. Èçâåñòíàÿ (certa) âåëè÷èíà, ê êîòîðîé ïðèðàâíèâàþòñÿ îñ-
òàëüíûå, ÿâëÿåòñÿ îäíîðîäíîì [÷ëåíîì] óðàâíåíèÿ.

Òàê, íàïðèìåð, ïóñòü A cubus A in B+ quadratum ðàâíî
B in Z planum. Òîãäà B in Z planum áóäåò îäíîðîäíûì [÷ëåíîì]
óðàâíåíèÿ (homogeneum comparationis).

A cubus áóäåò ñòåïåíüþ, â êîòîðóþ âîñõîäèò íåèçâåñòíàÿ
âåëè÷èíà â ñîîòâåòñòâèè ñî ñâîåé ïðèðîäîé (vi sua).

A in B quadratum áóäåò [ñòåïåíüþ] îäíîðîäíîé â ñî÷åòàíèè.
A – áîëåå íèçêîé ñòåïåíüþ.
B quadratum – âåëè÷èíîé ïîä-ñòóïåíè èëè ïàðàáîëîé.
17. Â ñëó÷àå ÷èñåë îäíîðîäíûìè [÷ëåíàìè] óðàâíåíèé ÿâëÿþò-

ñÿ åäèíèöû.
18. Óðàâíåíèå, â êîòîðîì èñêîìûé «êîðåíü» (radix), íàõîäÿ-

ùèéñÿ íà îñíîâàíèè, ïðèðàâíèâàåòñÿ çàäàííîé îäíîðîäíîé âåëè÷è-
íå, áóäåò áåçóñëîâíî (absolute) ïðîñòûì.

19. Êîãäà ñâîáîäíàÿ îò ñî÷åòàíèé ñòåïåíü èñêîìîãî «êîðíÿ»
ïðèðàâíèâàåòñÿ çàäàííîé îäíîðîäíîé [âåëè÷èíå], óðàâíåíèå áóäåò
ïðîñòûì ëåñòâè÷íûì (climactica).

20. Êîãäà ñòåïåíü èñêîìîãî «êîðíÿ» íàõîäèòñÿ â ñî÷åòàíèè ñ
[âåëè÷èíîé] îïðåäåëåííîé ñòóïåíè (sub designato gradu) ñîâìåñòíî
ñ çàäàííûì êîýôôèöèåíòîì è [â òàêîì âèäå] ïðèðàâíèâàåòñÿ çà-
äàííîé îäíîðîäíîé âåëè÷èíå, òî óðàâíåíèå â ñèëó ìíîæåñòâåííî-
ñòè è ðàçíîîáðàçèÿ ñî÷åòàåìûõ ÿâëÿåòñÿ ïîëèíîìèàëüíûì.

21. Ñòåïåíü ìîæåò áûòü ñâÿçàíà ñî ñòîëüêèì ÷èñëîì ñî÷åòà-
íèé, ñêîëüêî ñóùåñòâóåò ñòóïåíåé, áîëåå íèçêèõ ïî ñðàâíåíèþ ñ
ýòîé ñòåïåíüþ.

Òàê, «êâàäðàò» ìîæåò ñî÷åòàòüñÿ [ñ âåëè÷èíîé, íàõîäÿùåéñÿ
íà îäíîé ñòóïåíè] ñî «ñòîðîíîé»; «êóá» – [ñ âåëè÷èíîé, íàõîäÿ-
ùåéñÿ íà îäíîé ñòóïåíè] ñî «ñòîðîíîé» èëè «êâàäðàòîì»; «êâàä-
ðàòî-êâàäðàò» – [ñ âåëè÷èíîé, íàõîäÿùåéñÿ íà îäíîé ñòóïåíè] ñî
«ñòîðîíîé», «êâàäðàòîì» èëè «êóáîì»; «êâàäðàòî-êóá» – [ñ âåëè-
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÷èíîé, íàõîäÿùåéñÿ íà îäíîé ñòóïåíè] ñî «ñòîðîíîé», «êâàäðà-
òîì», «êóáîì» èëè [«êâàäðàòî-êâàäðàòîì»]; è òàê äàëåå â òàêîì
ïîðÿäêå äî áåñêîíå÷íîñòè.

22. [Ðîäû] ïðîïîðöèé ðàçëè÷àþòñÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ ðîäàìè
óðàâíåíèé, â êîòîðûå îíè ðàçðåøàþòñÿ, è èìåíóþòñÿ ñîãëàñíî ïå-
ðå÷íþ (nomenclatura)[, óñòàíîâëåííîìó äëÿ ïîñëåäíèõ].

23. Ñâåäóùèé àíàëèòèê îáó÷àåòñÿ ýêçåãåòèêå â [äåëàõ] àðèô-
ìåòèêè (in arithmeticis).

Ê ÷èñëó ïðèáàâèòü ÷èñëî.
Èç ÷èñëà âû÷åñòü ÷èñëî.
×èñëî óìíîæèòü íà ÷èñëî.
×èñëî ðàçäåëèòü íà ÷èñëî.
[Àíàëèòè÷åñêîå] èñêóññòâî îñóùåñòâëÿåò ðàçðåøåíèå âñåõ âîç-

ìîæíûõ ñòåïåíåé, êàê ÷èñòûõ, òàê è – ÷åãî íå çíàëè íè äðåâíèå,
íè íîâûå [ìàòåìàòèêè] – [íàõîäÿùèõñÿ] «â ñî÷åòàíèè».

24. ×òî êàñàåòñÿ [çàäà÷è] ýêçåãåòèêè â [äåëàõ] ãåîìåòðèè, òî
[àíàëèòè÷åñêîå èñêóññòâî] âûáèðàåò è ñîñòàâëÿåò ïåðå÷åíü ñàìûõ
êàíîíè÷åñêèõ ïðîöåäóð (effectiones magis canonicas), ïîñðåäñòâîì
êîòîðûõ ìîãóò áûòü ïîëíîñòüþ ðàçúÿñíåíû óðàâíåíèÿ, ñîäåðæà-
ùèå «ñòîðîíû» è «êâàäðàòû».

25. ×òî êàñàåòñÿ «êóáîâ» è «êâàäðàòî-êâàäðàòîâ», òî [àíàëè-
òè÷åñêîå èñêóññòâî] òðåáóåò (postulat), ÷òîáû íåäîñòàòîê
(defectus) ãåîìåòðèè áûë âîñïîëíåí (suppleatur) êàê áû [ñðåäñòâà-
ìè ñàìîé] ãåîìåòðèè.

Èç ïðîèçâîëüíîé òî÷êè ìîæíî ïðîâåñòè ïðÿìóþ, ïåðåñåêàþ-
ùóþ äâå çàäàííûå ëèíèè òàê, ÷òî òà ÷àñòü [ýòîé ïðÿìîé], êî-
òîðàÿ [ïîïàäàåò] ìåæäó íèìè (ïðÿìûìè), áóäåò ðàâíà ïðîèç-
âîëüíîìó çàðàíåå îïðåäåëåííîìó (prefinito) îòðåçêó ìåæäó íèìè
(intersegmento).

Ïðèíÿâ ýòî [óòâåðæäåíèå] (ÿâëÿþùååñÿ ïîñòóëàòîì, êîòîðûé
íåòðóäíî óäîâëåòâîðèòü), [àíàëèç] èñêóñíî (ãðå÷.) ðàçðåøàåò [òå]
ïðîáëåìû, êîòîðûå ñ÷èòàëèñü äî ñèõ ïîð èððàöèîíàëüíûìè
(ãðå÷.), [â ÷èñëå êîòîðûõ: âîïðîñ î] ìåçîãðàôèêóìå [íàõîæäåíèå
äâóõ ñðåäíèõ ïðîïîðöèîíàëüíûõ ìåæäó äâóìÿ îòðåçêàìè], [ïðîá-
ëåìà] äåëåíèÿ óãëà íà òðè ðàâíûå ÷àñòè, [âîïðîñ î] íàõîæäåíèè
ñòîðîíû [ïðàâèëüíîãî] ñåìèóãîëüíèêà, à òàêæå âñåâîçìîæíûå
èíûå [çàäà÷è, ñîäåðæàíèå] êîòîðûõ ìîæåò áûòü âûðàæåíî ïóòåì
ïðèðàâíèâàíèÿ «êóáîâ» «òåëåñíûì (âåëè÷èíàì)», [à] «êâàäðà-
òî-êâàäðàòîâ» – «ïëîñêî-ïëîñêèì (âåëè÷èíàì)», âõîäÿùèì [â
óðàâíåíèÿ] ëèáî â ÷èñòûõ [ñòåïåíÿõ] ëèáî â ñî÷åòàíèè [ñ äðóãèìè
âåëè÷èíàìè].

26. Ïîñêîëüêó âñå âåëè÷èíû ÿâëÿþòñÿ èëè ëèíèÿìè, èëè ïî-
âåðõíîñòÿìè, èëè òåëàìè, òî [ìîæíî ëè ïðåäñòàâèòü ñåáå]
áóëüøóþ ïîëüçó îò ïðèìåíåíèÿ (tantus usus) ïðîïîðöèé, ñîñòàâ-
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ëåííûõ èç òðîéíûõ èëè äàæå ÷åòâåðíûõ îòíîøåíèé, â äåëàõ ÷åëî-
âå÷åñêèõ (in rebus humanis), íåæåëè òà, [êîòîðóþ îíè ïðèíîñÿò]
ïðè äåëåíèè óãëîâ, [òî åñòü,] êîãäà òðåáóåòñÿ îïðåäåëèòü óãëû, èñ-
õîäÿ èç [âåëè÷èí] ñòîðîí ôèãóð, èëè ñòîðîíû, èñõîäÿ èç [âåëè-
÷èí] óãëîâ?

27. Ñëåäîâàòåëüíî [àíàëèç], áóäü òî â àðèôìåòèêå èëè ãåîìåò-
ðèè, ðàñêðûâàåò äîñåëå íèêåì íå ïîçíàííóþ òàéíó äåëåíèÿ óãëîâ
è ó÷èò [òîìó, êàê ðåøàòü ñëåäóþùèå çàäà÷è]:

Ïðè çàäàííîì îòíîøåíèè óãëîâ, íàéòè îòíîøåíèå ñòîðîí.
Ñäåëàòü òàê, ÷òîáû îòíîøåíèå îäíîãî óãëà ê äðóãîìó áûëî

ðàâíî îòíîøåíèþ ÷èñëà ê ÷èñëó.
28. [Ïðè ýòîì àíàëèç] íå ïðèðàâíèâàåò ïðÿìóþ è êðèâóþ ëè-

íèè, èáî óãîë åñòü íå÷òî ñðåäíåå ìåæäó ïðÿìîé ëèíèåé è ïëîñêîé
ôèãóðîé. Òàêîå [ïðèðàâíèâàíèå] ïðîòèâîðå÷èò, ïî-âèäèìîìó, çà-
êîíó îäíîðîäíûõ.

29. Â ðåçóëüòàòå, îáëå÷åííîå, íàêîíåö, â òðîéíóþ ôîðìó çåòå-
òèêè, ïîðèñòèêè è ýêçåãåòèêè, àíàëèòè÷åñêîå èñêóññòâî ïî ïðàâó è
ñàìûì íàäìåííûì îáðàçîì óñâîÿåò ñåáå ïðåðîãàòèâó [ðåøåíèÿ] çà-
äà÷è çàäà÷ (problema problematum), à èìåííî,

ÍÅ ÎÑÒÀÂÈÒÜ ÍÅÐÅØÅÍÍÎÉ ÍÈ ÎÄÍÎÉ ÇÀÄÀ×È
(NULLUM NON PROBLEMA SOLVERE).

Ïðèìå÷àíèÿ
� Òðàêòàò Ôðàíñóà Âèåòà «Ââåäåíèå â àíàëèòè÷åñêîå èñêóññòâî» («In artem analyticen

Isagoge») áûë èçäàí âïåðâûå â 1591 ã. Íàñòîÿùèé ïåðåâîä âûïîëíåí ñ ïîñìåðòíîãî
èçäàíèÿ, îñóùåñòâëåííîãî Ô. âàí Ñõîòåíîì: Francisci Vietæ. Opera mathematica, in
unum volumen congesta ac recognita, opera atque studio Francisci a Schooten. Officine
de Bonaventure et Abraham Elzevier. Leyden, 1646. P.1–12. Âîñïðîèçâåäÿ òåêñò òðàê-
òàòà ïî èçäàíèþ 1591 ã., âàí Ñõîòåí ñíàáäèë åãî êîììåíòàðèÿìè, êîòîðûå ìû âêëþ-
÷èëè â ïðåäëàãàåìûé ïåðåâîä (êîììåíòàðèè íàáðàíû êóðñèâîì). Êðîìå òîãî, â
òåêñò ïåðåâîäà âêëþ÷åíû äîïîëíèòåëüíûå êðàòêèå çàìå÷àíèÿ ïîÿñíÿþùåãî õàðàê-
òåðà (çàêëþ÷åíû â êâàäðàòíûå ñêîáêè). Áîëåå ïîäðîáíûå êîììåíòàðèè ïðèâåäåíû â
ïðèìå÷àíèÿõ. «Ââåäåíèå â àíàëèòè÷åñêîå èñêóññòâî» ÿâëÿåòñÿ ïåðâûì â èñòîðèè
ìàòåìàòèêè òåîðåòè÷åñêèì òðàêòàòîì ïî àëãåáðå. Îòëè÷àþùèéñÿ ïðåäåëüíîé êðàò-
êîñòüþ, ýòîò òðàêòàò ñîäåðæèò ëèøü ñàìûå îñíîâíûå ïîëîæåíèÿ ñèìâîëè÷åñêîé àë-
ãåáðû, êîòîðóþ ñàì Âèåò íàçûâàë «âèäîâîé ëîãèñòèêîé». Âîçìîæíîñòè ñîçäàííîé
èì àëãåáðàè÷åñêîé òåõíèêè Âèåò ïðîäåìîíñòðèðîâàë â òðàêòàòå «Ïÿòü êíèã çåòåòè-
êè» (1591 ã.), ãäå ïðèâåë àëãåáðàè÷åñêèå ðåøåíèÿ íåêîòîðûõ çàäà÷ èç «Àðèôìåòè-
êè» Äèîôàíòà.

� Ñëîâîñî÷åòàíèå «çåòåòèêà è ïîðèñòèêà» Âèåò ïðèâîäèò ïî-ãðå÷åñêè. Ñëó÷àè óïî-
òðåáëåíèÿ Âèåòîì ãðå÷åñêèõ òåðìèíîâ îòìå÷åíû â ïåðåâîäå.

� Ãëàãîë invenire, èìåþùèé çíà÷åíèÿ îòêðûâàòü (óæå ñóùåñòâóþùåå) èëè èçîáðå-
òàòü èëè êîíñòðóèðîâàòü (íå÷òî íîâîå), è, ñîîòâåòñòâåííî, îòãëàãîëüíîå ñóùåñò-
âèòåëüíîå inventio, ÿâëÿåòñÿ ñâîåãî ðîäà «âèçèòíîé êàðòî÷êîé» ìàòåìàòèêè è ìàòå-
ìàòè÷åñêîãî åñòåñòâîçíàíèÿ XVI–XVII ââ. Îíè âûðàæàþò ïàðàäîêñàëüíûé õàðàê-
òåð ïîçíàâàòåëüíîé ïàðàäèãìû Íîâîãî âðåìåíè, ñíèìàþùåé êëàññè÷åñêîå ïðîòèâî-
ïîñòàâëåíèå ïðèðîäû (natura) è èñêóññòâà (ars). Â îòëè÷èå îò ñâîèõ àíòè÷íûõ ïðåä-
øåñòâåííèêîâ òâîðöû íîâîé íàóêè ïîëàãàëè, ÷òî îòêðûòèå ñâîéñòâ ïðèðîäíûõ
îáúåêòîâ (íåçàâèñèìûõ îò ïîçíàþùåãî ðàññóäêà) äîñòèãàåòñÿ íå ïîñðåäñòâîì ïðÿ-
ìîãî èçó÷åíèÿ ñàìèõ ýòèõ îáúåêòîâ, íî ïðè ïîìîùè íåêîòîðûõ èñêóññòâåííûõ
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ìîäåëåé, êîíñòðóèðóåìûõ ñàìèì ðàññóäêîì. Ýòî îáñòîÿòåëüñòâî îáúÿñíÿåò, â ÷àñò-
íîñòè, òó íåïðèíóæäåííîñòü, ñ êîòîðîé Âèåò èñïîëüçóåò ñëîâîñî÷åòàíèå «àíàëèòè-
÷åñêîå èñêóññòâî». Ñ òî÷êè çðåíèÿ ãðå÷åñêîé êëàññèêè äàííûé òåðìèí ïðåäñòàâëÿåò
ñîáîé íåìûñëèìûé îêñþìîðîí, èáî ñîñòîèò èç äâóõ ðàçíîðîäíûõ ïîíÿòèé – ïðèëà-
ãàòåëüíîãî «àíàëèòè÷åñêîå», îòíîñÿùåãîñÿ ê ñôåðå ïîäëèííîãî çíàíèÿ (episteme,
mathema), è ñóùåñòâèòåëüíîãî «èñêóññòâî», âûðàæàþùåãî èäåþ ïðèáëèçèòåëüíîãî
ïîäîáèÿ èëè ïîäðàæàíèÿ (techne).

� Ñõåìàòè÷íî àëãîðèòì ðåøåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêîé çàäà÷è ïî Âèåòó âûãëÿäèò òàê: íà
ýòàïå çåòåòèêè çàäà÷ó çàïèñûâàþò â ñèìâîëè÷åñêîé ôîðìå óðàâíåíèÿ èëè ïðîïîð-
öèè, íà ýòàïå ïîðèñòèêè ýòó ïðîïîðöèþ (èëè óðàâíåíèå) ïðèâîäÿò ê êàíîíè÷åñêî-
ìó âèäó, è, íàêîíåö, íà ýòàïå ðåòèêè èëè ýêçåãåòèêè íàõîäÿò ðåøåíèå, èñõîäÿ èç
êàíîíè÷åñêîãî âèäà.

� Ðå÷ü èäåò îá îáîçíà÷åíèè íåîïðåäåëåííûõ ÷èñåë áóêâàìè A, B, C è ò.ä. Èñïîëüçóå-
ìûé Âèåòîì òåðìèí species âîñõîäèò, ïî âèäèìîìó, ê ãðå÷åñêîìó ïîíÿòèþ eidos, êî-
òîðûé â ñõîäíîì êîíòåêñòå èñïîëüçîâàë Äèîôàíò â ñâîåé «Àðèôìåòèêå».

� Ñîãëàøåíèÿ 2–4 ñîîòâåòñòâóþò àêñèîìàì 1–3 «Íà÷àë» Åâêëèäà [1, ò.1, ñ.15]. Ðÿä
äðóãèõ ñîãëàøåíèé ñîîòâåòñòâóåò òåîðåìàì ïÿòîé êíèãè «Íà÷àë». Òàê, ïåðâàÿ ÷àñòü
ñîãëàøåíèÿ 7 («îáðàùåíèå») åñòü ñëåäñòâèå ïðåäëîæåíèÿ 7 ïÿòîé êíèãè [òàì æå,
c.152], âòîðàÿ ÷àñòü òîãî æå ñîãëàøåíèÿ («ïåðåñòàíîâêà») åñòü ïàðàôðàçà ïðåäëî-
æåíèÿ 16 [òàì æå, c.162–163], ñîãëàøåíèå 8 ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïðåäëîæåíèå 12
[òàì æå, c.158–159], à ñîãëàøåíèå 9 – ïðåäëîæåíèå 17 [òàì æå, c.163–164]. Îñòàëü-
íûå ñîãëàøåíèÿ Âèåòà íå èìåþò ïðÿìûõ àíàëîãîâ â «Íà÷àëàõ» Åâêëèäà.

� Ðå÷ü èäåò î òðàäèöèîííîé äëÿ àíòè÷íîé ìàòåìàòèêè îïåðàöèè ñîñòàâëåíèÿ îòíîøå-
íèé.

� Çäåñü è äàëåå âûäåëåííûå êóðñèâîì ôðàãìåíòû ïðèíàäëåæèò Ô. âàí Ñõîòåíó.
	 Òåðìèí «ñðàâíåíèå» (comparatio) îçíà÷àåò ñëîæåíèå è âû÷èòàíèå âåëè÷èí ïðè ôîð-

ìèðîâàíèè àëãåáðàè÷åñêîãî âûðàæåíèÿ, íî òàêæå ïðèðàâíèâàíèå âåëè÷èíû ê âåëè-
÷èíå èëè âûðàæåíèÿ ê âûðàæåíèþ.

�
 Äàííîå ïðàâèëî, ñìûñë êîòîðîãî ñîñòîèò â çàïðåòå íà ñëîæåíèå è âû÷èòàíèå âåëè÷èí
ðàçíîé ðàçìåðíîñòè, âîñõîäèò ê àíòè÷íîé ãåîìåòðè÷åñêîé òðàäèöèè. Ïîìèìî ñëîæå-
íèÿ è âû÷èòàíèÿ ïîä àíàëîãè÷íîå ïðàâèëî ïîäïàäàþò è îòíîøåíèÿ âåëè÷èí; ñð. îïðå-
äåëåíèå 3 êí. V «Íà÷àë» Åâêëèäà: «Îòíîøåíèå åñòü íåêîòîðàÿ çàâèñèìîñòü äâóõ îä-
íîðîäíûõ âåëè÷èí ïî êîëè÷åñòâó» [1, ò.1, ñ.142]. Äàííîå îïðåäåëåíèå ãîâîðèò î òîì,
÷òî íàëè÷èå ìàòåìàòè÷åñêîãî îòíîøåíèÿ âîçìîæíî òîëüêî ìåæäó âåëè÷èíàìè, êîòî-
ðûå ÿâëÿþòñÿ îäíîâðåìåííî ëèíåéíûìè, ïëîñêèìè èëè òåëåñíûìè. Âèåò, îäíàêî,
âêëàäûâàåò â ïîíÿòèå îäíîðîäíîñòè áîëåå øèðîêèé ñìûñë. Ðàññìîòðèì, íàïðèìåð,

ïðîïîðöèþ
a

b

C

D
= , ñâÿçûâàþùóþ ìåæäó ñîáîé îäíîðîäíûå ëèíåéíûå âåëè÷èíû a èb

è îäíîðîäíûå òåëåñíûå âåëè÷èíûC è D. Ñîãëàñíî îáùåìó óòâåðæäåíèþ, ñôîðìóëè-
ðîâàííîìó Âèåòîì â ãë.II, âñÿêàÿ ïðîïîðöèÿ ðàçðåøàåòñÿ â ðàâåíñòâî. Ñîîòâåòñòâåí-
íî, äàííàÿ ïðîïîðöèÿ ðàçðåøàåòñÿ â ðàâåíñòâî aD bC= , ñîäåðæàùåå âåëè÷èíû aD è
bC, êîòîðûå, ñîãëàñíî Âèåòó, ñ÷èòàþòñÿ îäíîðîäíûìè. Îäíàêî, ñ òî÷êè çðåíèÿ ãðå÷å-
ñêîé ìàòåìàòèêè, äàííûå âûðàæåíèÿ âîîáùå íå ÿâëÿþòñÿ âåëè÷èíàìè, òàê êàê èìåþò
ðàçìåðíîñòü ÷åòûðå. Â ýòîì ïóíêòå ñîçäàííàÿ Âèåòîì «âèäîâàÿ ëîãèñòèêà» âûõîäèò –
íåñìîòðÿ íà ôîðìàëüíîå ñîáëþäåíèå ïðàâèëà îäíîðîäíîñòè – çà ðàìêè àíòè÷íîé ãåî-
ìåòðè÷åñêîé àëãåáðû. Ñëåäóþùèé øàã íà ïóòè ðàçâèòèÿ ñèìâîëè÷åñêîé àëãåáðû, ñî-
ñòîÿùèé â ïîëíîì îòêàçå îò ïðèíöèïà îäíîðîäíîñòè, áûë ñäåëàí Ð.Äåêàðòîì. Â åãî
ðàáîòàõ ïðîèçîøåë îêîí÷àòåëüíûé îòðûâ ñèìâîëè÷åñêîé àëãåáðû îò íàãëÿäíîé ãåî-
ìåòðèè âåëè÷èí. Ïðèíöèï îäíîðîäíîñòè áûë èñïîëüçîâàí íàìè ïðè ðåêîíñòðóêöèè
àðõàè÷íîé òåîðèè îòíîøåíèÿ è ïðîïîðöèé [2].

�� Àäðàñò Àôðîäèñèéñêèé – äðåâíåãðå÷åñêèé ôèëîñîô-ïåðèïàòåòèê è ìàòåìàòèê (II â.
í.ý.). Ôðàãìåíòû åãî ñî÷èíåíèÿ ïî ãàðìîíèêå âîñïðîèçâåäåíû â òðàêòàòå Òåîíà
Ñìèðíñêîãî «Èçëîæåíèå ìàòåìàòè÷åñêèõ ïðåäìåòîâ, ïîëåçíûõ ïðè ÷òåíèè Ïëàòî-
íà».

�� Âèåò íàçûâàåò îïåðàöèþ âû÷èòàíèÿ þðèäè÷åñêèì òåðìèíîì multa, äîñëîâíî îçíà÷à-
þùèì «îòíÿòèå ñîáñòâåííîñòè (âñëåäñòâèå íàêàçàíèÿ)».
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�� Âïîñëåäñòâèè, â ñâÿçè ñ ââåäåíèåì â ìàòåìàòèêó îòðèöàòåëüíûõ âåëè÷èí, íåîáõîäè-
ìîñòü â èñïîëüçîâàíèè äâóõ ðàçíûõ ñèìâîëîâ âû÷èòàíèÿ îòïàëà. Îòìåòèì, ÷òî ó
Âèåòà åùå íåò ñïåöèàëüíîãî ñèìâîëà äëÿ îáîçíà÷åíèÿ ðàâåíñòâà.

�� Èíûìè ñëîâàìè, a u v a x y au av ax ay( ) ( )+ + + = + + + , èëè a z y z( )+ + =
= + +ax ay az (ñð. «Íà÷àëà» Åâêëèäà, êí.II, ïðåäë.1 [1, ò.1, c.61–62]).

�� Ýòà îøèáêà ñîäåðæèòñÿ â îáîèõ èçäàíèÿõ òðàêòàòà.
�� Èíûìè ñëîâàìè, åñëè íå ïîëó÷àåòñÿ «óâèäåòü» ñðàçó ïîäõîäÿùåå óðàâíåíèå.
�� Â óðàâíåíèè x ab� = íåèçâåñòíîé ÿâëÿåòñÿ âåëè÷èíà x�, ê êîòîðîé ïðèðàâíèâàåòñÿ

âåëè÷èíà ab, ñîñòîÿùàÿ èç çàäàííûõ (èçâåñòíûõ) âåëè÷èí a è b. Â óðàâíåíèè
x ax� �= íåèçâåñòíîé ÿâëÿåòñÿ âåëè÷èíà x�, ê êîòîðîé ïðèðàâíèâàåòñÿ âåëè÷èíà
ax�, ñîñòîÿùàÿ èç çàäàííîé (èçâåñòíîé) âåëè÷èíû a è íåèçâåñòíîé âåëè÷èíû x�,
ñòåïåíü êîòîðîé íèæå, ÷åì ñòåïåíü âåëè÷èíû x�.

�� Âèåò îáîçíà÷àåò íåèçâåñòíûå âåëè÷èíû ïðè ïîìîùè ãëàñíûõ áóêâ, à êîíñòàíòû è êî-
ýôôèöèåíòû ïðè íåèçâåñòíûõ – ïðè ïîìîùè ñîãëàñíûõ; â íàñòîÿùåå âðåìÿ íåèçâå-
ñòíûå ïðèíÿòî îáîçíà÷àòü ïîñëåäíèìè áóêâàìè ëàòèíñêîãî àëôàâèòà x, y, z, à êîí-
ñòàíòû è êîýôôèöèåíòû – ïåðâûìè a, b, c, d è ò.ä.

�	 Íàïðèìåð, â óðàâíåíèè x ab cd� = + ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî âåëè÷èíû ab è cd ÿâëÿþòñÿ
âåëè÷èíàìè îäíîãî ðàíãà, à èìåííî, ïëîñêèìè. Åäèíèöåé èçìåðåíèÿ (ìåðîé) ÿâëÿ-
åòñÿ ïðè ýòîì åäèíè÷íûé (ïëîñêèé) êâàäðàò.

�
 Ðå÷ü èäåò î âûðàæåíèÿõ âèäà ax bx� �+ èëè ax bx� �− , êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ îäíîðîä-
íûìè ñ x�, à çíà÷èò, ìîãóò ñîñòàâëÿòü â ñî÷åòàíèè ñ ïîñëåäíèì âûðàæåíèÿ
x ax bx� � �+ + èëè x ax bx� � �+ − .

�� Ñìûñë ýòîãî çàêîíà ìîæíî ïðîèëëþñòðèðîâàòü íà ïðèìåðå óðàâíåíèÿ x cd e� = + .
Äëÿ îáåñïå÷åíèÿ îäíîðîäíîñòè íåîáõîäèìî, ÷òîáû îäíà èç âåëè÷èí c èëè d áûëà
«äëèíîé», à äðóãàÿ – «ïëîñêîé (âåëè÷èíîé)», è ÷òîáû âåëè÷èíà e áûëà ïðè ýòîì
«òåëåñíîé».

�� Àíòèòåçèñîì íàçûâàåòñÿ ïåðåíîñ ÷ëåíîâ èç îäíîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ â äðóãóþ ñ èçìå-
íåíèåì çíàêà.

�� Ãèïîáèáàçìîì (ãðå÷. «ïîíèæåíèå») íàçûâàåòñÿ äåëåíèå îáåèõ ÷àñòåé óðàâíåíèÿ íà
íåèçâåñòíîå.

�� Ïàðàáîëèçìîì (ãðå÷. «ïðèëîæåíèå») íàçûâàåòñÿ äåëåíèå îáåèõ ÷àñòåé óðàâíåíèÿ
íà êîýôôèöèåíò ïðè íåèçâåñòíîì.

�� Èç óðàâíåíèÿ x ax bc by� + = + ñëåäóåò ïðîïîðöèÿ x b c y x a: ( ):( )= + + .
�� Âèåò èìååò ââèäó ëîãè÷åñêèå ïðàâèëà èëè ïðåäïîñûëêè, ñôîðìóëèðîâàííûå Àðè-

ñòîòåëåì âî «Âòîðîé àíàëèòèêå» (êí.I, ãë.4): «ïðèñóùåå âñåì», «ïðèñóùåå ñàìî ïî
ñåáå» è «îáùåå» [3, ñ.263–266].
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ÏÈÑÜÌÎ Ë.Ñ.ÏÎÍÒÐßÃÈÍÀ Å.Ô.ÏÓÐÈÖ
Ïðåäèñëîâèå è ïóáëèêàöèÿ Â.Ì.Òèõîìèðîâà

Ëåâ Ñåìåíîâè÷ Ïîíòðÿãèí (1908–1988) – îäèí èç êðóïíåéøèõ
ìàòåìàòèêîâ XX â., îñíîâíûå íàó÷íûå äîñòèæåíèÿ êîòîðîãî îòíî-
ñÿòñÿ ê òîïîëîãèè, òåîðèè äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé è òåîðèè
îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ.

Åëåíà Ôåëèêñîâíà Ïóðèö (1910–1997) ðîäèëàñü â ñåìüå ïðè-
ñÿæíîãî ïîâåðåííîãî â Ñàíêò-Ïåòåðáóðãå. Îêîí÷èëà íåìåöêóþ
øêîëó (Àííåíøóëå), Ëåíèíãðàäñêèé ïåäàãîãè÷åñêèé èíñòèòóò èì.
À.È.Ãåðöåíà. Ïîñëå àñïèðàíòóðû ïðåïîäàâàëà â ýòîì èíñòèòóòå,
çàíèìàëàñü íåìåöêîé ëèòåðàòóðîé, ïåðåâîäèëà Ã.Ãåéíå. Ìíîãî ëåò
çàâåäîâàëà êàôåäðîé èíîñòðàííûõ ÿçûêîâ â Ôèíàíñîâî-ýêîíîìè-
÷åñêîì èíñòèòóòå. Ó íåå áûëî ìíîãî äðóçåé êàê ñðåäè ãóìàíèòàðè-
åâ, òàê è ñðåäè ïðåäñòàâèòåëåé åñòåñòâåííûõ íàóê. Â 1930-å ãã.
ïîçíàêîìèëàñü ñ Ë.Ñ.Ïîíòðÿãèíûì, äðóæèëà è ïåðåïèñûâàëàñü ñ
íèì â 1930–1960 ãã. Óæå â ïðåêëîííîì âîçðàñòå ñòàëà ïèñàòü âîñ-
ïîìèíàíèÿ (ôðàãìåíòû îïóáëèêîâàíû â: [1; 2, ñ.171–183]).

Ïóáëèêóåìîå ïèñüìî Ë.Ñ.Ïîíòðÿãèíà Å.Ô.Ïóðèö äàòèðîâàíî
14 àïðåëÿ 1953 ã. Â íåì òðè ÷àñòè, êàæäàÿ èç íèõ âûðàçèòåëüíî
õàðàêòåðèçóåò è òî âðåìÿ, è ñàìîãî àâòîðà ïèñüìà â âàæíûé ïåðè-
îä åãî æèçíè.

Âî âòîðîì àáçàöå ñêàçàíî, ÷òî «ìàòåìàòèêè òåïåðü äåôèöèò-
íûé òîâàð, è ñïðîñ íà íèõ âñþäó áîëüøîé», è ïîòîìó àñïèðàíòóðà
ëó÷øå, ÷åì ðàáîòà, äàþùàÿ íåìåäëåííûå ìàòåðèàëüíûå áëàãà. Â òå
âðåìåíà ïîñëå àñïèðàíòóðû ìîæíî áûëî ðàññ÷èòûâàòü íà áîëåå
ñ÷àñòëèâóþ ñóäüáó, íåæåëè ðàáîòà â «ÿùèêå». Â íûíåøíèå âðåìå-
íà äåëà îáñòîÿò, óâû, íå òàê.

Â ïåðâîì è òðåòüåì àáçàöàõ ÷åëîâåê, æèâøèé â òå âðåìåíà,
óëàâëèâàåò íåêèå ïîòàåííûå ìûñëè è ñóæäåíèÿ (ãîâîðèòü íàïðÿ-
ìóþ â òå âðåìåíà îïàñàëèñü). Ïèñüìî ïèñàëîñü â îäèí èç ïîâîðîò-
íûõ ìîìåíòîâ â èñòîðèè íàøåé ñòðàíû. 5 ìàðòà 1953 ã. óìåð Ñòà-
ëèí, îäèí èç ñàìûõ ìîãóùåñòâåííûõ âëàñòèòåëåé â èñòîðèè ÷åëî-
âå÷åñòâà. Áóäóùåå ñêðûâàë òóìàí íåîïðåäåëåííîñòè. Íî ïèñüìî
Ïîíòðÿãèíà ñâèäåòåëüñòâóåò î òîì, ÷òî ñêâîçü ýòîò òóìàí àâòîðó
ïðîñâå÷èâàë ëó÷ íàäåæäû íà ëó÷øåå áóäóùåå. Òàê ìîæíî òîëêî-
âàòü ñëîâà «ñêîðåå, íóæíî äóìàòü õîðîøî, ÷åì ïëîõî».

È äåéñòâèòåëüíî, â ýòè ñàìûå äíè â íàøåé ñòðàíå ïðîèñõîäè-
ëè, âûðàæàÿñü ñëîâàìè ïîýòà, «íåñëûõàííûå ïåðåìåíû». Çà äâà
áåç ìàëîãî ìåñÿöà äî ñìåðòè Ñòàëèíà, 13 ÿíâàðÿ 1953 ã. íåñêîëüêî
âðà÷åé (ìíîãèå èç íèõ áûëè åâðåÿìè) ïîäâåðãëèñü àðåñòó, èì
áûëî ïðåäúÿâëåíî ÷óäîâèùíîå îáâèíåíèå â øïèîíàæå è â çàãîâîðå
ñ öåëüþ óáèòü ñîâåòñêîå ðóêîâîäñòâî. Ñðåäè àðåñòîâàííûõ áûëè
ìåäèöèíñêèå ñâåòèëà ïåðâîé âåëè÷èíû: Â.Õ.Âàñèëåíêî, Â.Í.Âè-
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íîãðàäîâ, Ì.Ñ.Âîâñè, À.Ì.Ãðèíøòåéí, Á.Á.Êîãàí, Á.Ñ.Ïðåîáðà-
æåíñêèé, À.È.Ôåëüäìàí, ß.Ã.Ýòèíãåð. Íà÷àâøàÿñÿ â êîíöå
1940-õ ãã. àíòèñåìèòñêàÿ êàìïàíèÿ íàáèðàëà îáîðîòû (Å.Ô.Ïóðèö
êàê åâðåéêó âûãíàëè ñ ðàáîòû), è ìíîãèå îæèäàëè â íåäàëåêîì áó-
äóùåì ÷åãî-òî ñòðàøíîãî – ïîãðîìîâ, ðåïðåññèé, âûñåëåíèÿ â îò-
äàëåííûå ðàéîíû...

Íî óæå ñîâñåì ñêîðî ïîñëå ñìåðòè Ñòàëèíà îáíàðóæèëîñü, ÷òî
íè÷åãî óæàñíîãî íå ïðîèñõîäèò. Îïëàêèâàíèÿ è ðûäàíèÿ ïî ñëó-
÷àþ ñìåðòè Ñòàëèíà äëèëèñü íåäîëãî, è æèçíü ïîñòåïåííî íà÷àëà
âõîäèòü â íîðìàëüíóþ êîëåþ. Ïîÿâèëàñü íàäåæäà íà ëó÷øåå – ÷òî
«ñêîðåå, íóæíî äóìàòü õîðîøî, ÷åì ïëîõî». 4 àïðåëÿ ïðîèçîøëî
ñîáûòèå âîèñòèíó íåâåðîÿòíîå: ïîÿâèëîñü ñîîáùåíèå î òîì, ÷òî
àðåñòîâàííûå âðà÷è, áîëüøèíñòâî èç êîòîðûõ ïðèçíàëèñü â ñâîèõ
çëîäåÿíèÿõ, íà ñàìîì äåëå îêàçàëèñü íåâèíîâíûìè è èì âîçâðàùà-
åòñÿ èõ äîáðîå èìÿ. È âñåãî ÷åðåç 10 äíåé ïîñëå ýòîãî ñîáûòèÿ â
ïî÷òîâûé ÿùèê áðîñàåòñÿ òåïëîå äðóæåñêîå ïèñüìî æåíùèíå, êî-
òîðàÿ âìåñòå ñ ìóæåì Ãåðøåì Èñààêîâè÷åì Åãóäèíûì òîëüêî-òîëü-
êî íà÷àëà ïðèõîäèòü â ñåáÿ ïîñëå òÿãîñòíûõ ïåðåæèâàíèé.

È Ëåâ Ñåìåíîâè÷ âêëþ÷àåò â ñâîå ïèñüìî âûäåðæàííûé â
þìîðèñòè÷åñêîì ñòèëå ðàññêàç î ñâîåì èçëå÷åíèè îò ìó÷èâøèõ åãî
áîëåçíåé, ïðîèçîøåäøåì ïðîøëûì ëåòîì. Ýòî ñëó÷èëîñü áëàãîäà-
ðÿ óñèëèÿì Ìèðîíà Ñåìåíîâè÷à Âîâñè, òîëüêî ÷òî îñâîáîæäåííî-
ãî «îòðàâèòåëÿ», êîòîðûé ëåòîì ïðîøëîãî ãîäà «ïðèíÿë ðåøèòåëü-
íûå ìåðû». Â òå÷åíèå çèìû, ïèøåò Ïîíòðÿãèí, «ÿ äîëãî ñîìíåâàë-
ñÿ, íå îòðàâëåí ëè ÿ, íî òåïåðü óñïîêîèëñÿ».

Ïîñëåäíèé àáçàö ïîñâÿùåí ëè÷íîé òâîð÷åñêîé ïðîáëåìå. Âå-
ëèêèé òîïîëîã ðåøèë ñìåíèòü ñâîþ ïðîôåññèþ è «ïî óêàçàíèþ íà-
÷àëüñòâà <...> îñâîèòü íîâóþ îáëàñòü ìàòåìàòèêè, èìåþùóþ ïðèê-
ëàäíîå çíà÷åíèå». Ó÷åíèêè Ëüâà Ñåìåíîâè÷à íàçûâàëè åùå îäíó
ïðè÷èíó äëÿ òàêîãî ðåøèòåëüíîãî øàãà. Äåëî â òîì, ÷òî âî âðåìÿ
Âòîðîé ìèðîâîé âîéíû è â ïåðâûå ïîñëåâîåííûå ãîäû, êîãäà èç-çà
îïóùåííîãî «æåëåçíîãî çàíàâåñà» íàó÷íûå êîíòàêòû áûëè îñëàá-
ëåíû, âî ôðàíöóçñêóþ ìàòåìàòèêó ïðèøëî íîâîå ïîêîëåíèå. Â íà-
÷àëå 1950-õ ãã. âûÿñíèëîñü, ÷òî âûäàþùèåñÿ ôðàíöóçñêèå ìàòåìà-
òèêè, òàêèå êàê Æ.Ëåðå è Æ.-Ï.Ñåðð, äîáèëèñü áîëüøèõ óñïåõîâ
â òîïîëîãèè, â ÷àñòíîñòè, â ðåøåíèè òåõ çàäà÷, íàä êîòîðûìè äó-
ìàë Ë.Ñ.Ïîíòðÿãèí. À áûòü íà âòîðûõ ðîëÿõ îí íå ïðèâûê. È Ëåâ
Ñåìåíîâè÷ ñòàë çàíèìàòüñÿ òåîðèåé äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé
ñ «ïðèëîæåíèÿìè ê òåîðèè êîëåáàíèé è òåîðèè ðåãóëèðîâàíèÿ». Â
ýòèõ îáëàñòÿõ îí äîáèëñÿ âûäàþùèõñÿ óñïåõîâ. Äàííîå ïèñüìî –
ñâèäåòåëüñòâî ïåðåìåíû òâîð÷åñêîé ñóäüáû Ë.Ñ.Ïîíòðÿãèíà.

Ñâåäåíèÿ î Å.Ô.Ïóðèö áûëè ïîëó÷åíû ìíîþ îò Íèêèòû
Äìèòðèåâíû Ââåäåíñêîé («Íèêèøêè»). Îíà îêîí÷èëà ìåõìàò
ÌÃÓ è ïîøëà, êàê è ñîâåòîâàë Ë.Ñ.Ïîíòðÿãèí, â àñïèðàíòóðó Ìà-
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òåìàòè÷åñêîãî èíñòèòóòà èì. Â.À.Ñòåêëîâà (åå íàó÷íûì ðóêîâîäè-
òåëåì áûëà Î.À.Îëåéíèê). Ðàáîòàëà â Èíñòèòóòå ïðèêëàäíîé ìà-
òåìàòèêè èì. Ì.Â.Êåëäûøà ÀÍ ÑÑÑÐ. Ñåé÷àñ ðàáîòàåò â Èíñòè-
òóòå ïðîáëåì ïåðåäà÷è èíôîðìàöèè èì. À.À.Õàðêåâè÷à ÐÀÍ. Äîê-
òîð ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê. Ñ Ë.Ñ.Ïîíòðÿãèíûì åå ïîçíàêî-
ìèëà Å.Ô.Ïóðèö â 1947 ã. Îíà îáùàëàñü ñ Ïîíòðÿãèíûì â
1950–1960-å ãã.

Í.Ä.Ââåäåíñêàÿ ïîçíàêîìèëàñü ñ Å.Ô.Ïóðèö â 1942 ã. â Òàø-
êåíòå, êîãäà Åëåíà Ôåëèêñîâíà ñ ìóæåì, ìàòåìàòèêîì Ãåðøåì
Èñààêîâè÷åì Åãóäèíûì, ïîñåëèëèñü «ïî óïëîòíåíèþ» â êâàðòèðå
åå îòöà – ïðîôåññîðà Òàøêåíòñêîãî ìåäèöèíñêîãî èíñòèòóòà Äìèò-
ðèÿ Àëåêñååâè÷à Ââåäåíñêîãî (ñåìüè ñäðóæèëèñü íà âñþ æèçíü).

Îá èñòî÷íèêå. Ïèñüìî ïðåäñòàâëÿåò ñîáîþ ìàøèíîïèñíûé
òåêñò ñ ìåëêîé ðóêîïèñíîé ïðàâêîé (â íàñòîÿùåé ïóáëèêàöèè íå
îòðàæåíà). Â äàííûé ìîìåíò îðèãèíàë ïèñüìà Ë.Ñ.Ïîíòðÿãèíà
Å.Ô.Ïóðèö õðàíèòñÿ â ëè÷íîì àðõèâå Í.Ä.Ââåäåíñêîé. Ïèñüìî
áûëî ïåðåäàíî àâòîðó Îëüãîé Ãåðøåâíîé Åãóäèíîé, äî÷åðüþ
Å.Ô.Ïóðèö.

Ë.Ñ.Ïîíòðÿãèí–Å.Ô.Ïóðèö
îò 13 àïðåëÿ 1953 ã.
Äîðîãàÿ Ðûáà-Êèëüêà, ïîçäðàâëÿþ Âàñ ñ äíåì ðîæäåíèÿ. Íè-

êèøêà ãîâîðèëà ìíå, ÷òî åñëè ÿ íàïèøó Âàì, òî ìîãó íàäåÿòüñÿ íà
îòâåò. Âäîõíîâëåííûé ýòèì, ÿ ðåøèë íàïèñàòü Âàì. Îïÿòü æå,
Íèêèøêà ãîâîðèò, ÷òî, áûòü ìîæåò, Âû ñîáåðåòåñü â Ìîñêâó; äëÿ
âñåõ íàøèõ äðóçåé ýòî áûëî áû áîëüøîé ðàäîñòüþ. Ïðèåçæàéòå,
Ëèëÿ, áûòü ìîæåò, è äëÿ Âàñ ýòî áóäåò ïðèÿòíî, åñëè íå ïîëåçíî.
Îòíîñèòåëüíî âîçìîæíîé ïîëüçû ïîêà ïðîãíîçîâ äåëàòü íåâîçìîæ-
íî, íî, ñêîðåå, íóæíî äóìàòü õîðîøî, ÷åì ïëîõî.

ß òåïåðü óãîâàðèâàþ Íèêèøêó ïîñòóïèòü â àñïèðàíòóðó, íà
÷òî èìåþòñÿ âåñüìà ðåàëüíûå âîçìîæíîñòè. Ìàòåìàòèêè òåïåðü äå-
ôèöèòíûé òîâàð, è ñïðîñ íà íèõ âñþäó áîëüøîé. Ââèäó ýòîãî åñòü
âîçìîæíîñòü ïîñòóïàòü â àñïèðàíòóðó, íî Íèêèøêà ñîìíåâàåòñÿ,
òàê êàê ñ÷èòàåò, ÷òî åé óæå òåïåðü ñëåäóåò çàðàáàòûâàòü äåíüãè
ââèäó ïëîõîãî çäîðîâüÿ åå îòöà. Îáúÿñíèòå ýòîé ãëóïîé äåâ÷îíêå,
÷òî ðàäè áóäóùåãî ìîæíî íåìíîãî ïîòåðïåòü. Êàæåòñÿ, â äàâíèå
âðåìåíà ÿ îáúÿñíÿë ýòî Âàì. Âîñïîëüçóéòåñü ñâîèì àâòîðèòåòîì è
ñêàæèòå Íèêèøêå, ÷òî àñïèðàíòóðà ëó÷øå, ÷åì ñåêðåòíàÿ ðàáîòà,
äàæå ñ ãîòîâîé êîìíàòîé.

Ìû ñ Âàìè î÷åíü äàâíî íå ðàçãîâàðèâàëè, è äàæå íåèçâåñòíî,
÷òî ñîîáùàòü. Îòìå÷ó âàæíîå ñîáûòèå. Ïðîøåäøèì ëåòîì ÿ, áóäó-
÷è íà êàâêàçñêîì ïîáåðåæüå, çàáîëåë ïëåâðîïíåâìîíèåé è, íàõî-
äÿñü â ãëóõîé ãðóçèíñêîé äåðåâíå, ãäå íå áûëî âðà÷à, ðåøèë ñïåø-
íî óåõàòü â Êèñëîâîäñê â ñàíàòîðèé ÀÍ ÑÑÑÐ. Òàì ìåíÿ õîòåëè
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çàìîðèòü âðà÷è-ãàäû, ñîáðàëèñü ëå÷èòü àñïèðèíîì, íî áëàãîäàðÿ
âìåøàòåëüñòâó íà÷àëüñòâà, ïðèãëàøåí áûë Âîâñè, êîòîðûé ñðàçó
æå ïðèíÿë ðåøèòåëüíûå ìåðû, òàê ÷òî ÷åðåç äâå íåäåëè ÿ óæå
âñòàë ñ ïîñòåëè. Â òå÷åíèå çèìû ÿ äîëãî ñîìíåâàëñÿ, íå îòðàâëåí
ëè ÿ, íî òåïåðü óñïîêîèëñÿ. Âîâñè ïîïóòíî âûëå÷èë ìåíÿ îò ñóá-
ôåáðèëüíîé òåìïåðàòóðû, íî íå âûëå÷èë îò áåññîííèöû, êîòîðàÿ
ïðîãðåññèðóåò, òàê ÷òî ÿ, â îáùåì, äîâîëüíî äîõëûé.

Ââèäó òîãî, ÷òî òåïåðü âñþäó ïðåäúÿâëÿþò áîëüøèå òðåáîâàíèÿ
â ñìûñëå âûïîëíåíèÿ ñëóæåáíûõ îáÿçàííîñòåé è ââèäó äîõëîñòè ÿ
âçÿë îòïóñê â óíèâåðñèòåòå è òðóæóñü òîëüêî â Àêàäåìèè íàóê. Ïî
óêàçàíèþ íà÷àëüñòâà ñòàðàþñü îñâîèòü íîâóþ îáëàñòü ìàòåìàòèêè,
èìåþùóþ ïðèêëàäíîå çíà÷åíèå. Ýòî îáûêíîâåííûå äèôôåðåíöèàëü-
íûå óðàâíåíèÿ è èõ ïðèëîæåíèÿ ê òåîðèè êîëåáàíèé è òåîðèè ðåãó-
ëèðîâàíèÿ. Îáûêíîâåííûå äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ – ýòî ó
íàñ â ñòðàíå áåñïðèçîðíàÿ îáëàñòü íàóêè. Ïîëàãàþ, ÷òî, áóäó÷è æå-
íîé ìàòåìàòèêà, Âû âëàäååòå òåðìèíîëîãèåé, è ïîòîìó ïîçâîëÿþ
ñåáå âûñêàçûâàòüñÿ ïî ñòîëü ñïåöèàëüíîìó âîïðîñó.

Çäîðîâüå ìàìû äëÿ åå âîçðàñòà óäîâëåòâîðèòåëüíî.
Øëþ Âàì ñåðäå÷íûé ïðèâåò. Ïèøèòå, ìèëÿ Ëèëÿ, è åùå ëó÷-

øå ïðèåçæàéòå â ãîñòè.
Ëåâà
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Abstracts

Tokareva T.A. The Moscow Mathematical Society after the reorgani-
zation and during the Great Patriotic War.

This work is released in the year of the 150�� anniversary of the Moscow
Mathematical Society (MMS). It examines the activities of the Society after the
reorganization in 1931, the results of which were presented at the Second All-
Union Mathematician Congress (1934). In addition, the article provides infor-
mation on the work of the MMS during the Great Patriotic War. The paper is
based on the analysis of the Society’s documents and published mathematical is-
sues.

Tikhomirov V.M. Leonid Vital’evich Kantorovich (on account of the
100�� anniversary).

The article is dedicated to life and research of a great scientist and a remark-
able individual Nobel prize laureate Leonid Vital’evich Kantorovich
(1912–1986).

Andrianov A.L. The Linear Programming Development in L.V.Kan-
torovich’s Papers in 1930–1950��.

The present paper is devoted to Kantorovich’s works that followed his first
economical article published in 1939. The special attention is given to the diffi-
culties which have been encountered by his ideas on their road to success. The
short overview of the definite place of his works and ideas and their connections
with modern science, economical mathematics, optimization, functional analysis
and discrete mathematics is also given.

Videnskii V.S. The centenary of the discovery of Bernstein polyno-
mials.

In 1912 S.Bernstein found a very elegant explicit representation for ap-
proximation polynomials B fn . In our paper we discuss the history of this discov-
ery.

Shikin E.V. The Little History of the Big Theorem. In memory of
N.V.Efimoff.

The important part of the scientific creation of N.V.Efimoff dedicates to in-
vestigations of the surfaces with negative Gaussian curvature K in three-
dimensional Euclidean space E3.

Moshchevitin N.G. Khinchine’s theorem on Tchebyshev’s systems.
We discuss Khintchine’s theorem on regular matrices (1948) and its exposi-

tion in Cassels’ book (1957). It turned out that these formulations are slightly
different. We also compare these results with Jarnik’s theorems (1941) and give
a new statement.



Shchetnikov A.I. How were found some solutions of the problem of
duplication of cube?

The author gives a new reconstruction of the ways on which the solutions of
the problem of duplication of cube were found by Greek mathematicians and
F.Viet. Rather than following the details of Eutocius’ report, which provides
demonstrations without explanation of how they were found, he makes his re-
constructions using geometrical interpretations of the problem previously refor-
mulated in terms of a continuous proportion.

Rozhanskaya M.M. On some problems of the development of medie-
val algebra.

The paper is dedicated to the problem of the origin of al-Khwarizmi’s alge-
braic treatise. We proposed the hypothesis that it goes back to a special tradition
that was developed in the Near East and the Middle East, in the region of the
former Hellenistic world, and included the ingrained elements of ancient Baby-
lonian and Greek scientific traditions.

Lyuter I.O. The first results of the study of al-Abhari’s treatise
«Emendation of Euclid’s “Elements”».

The investigation of al-Abhari’s «Emendation of Euclid’s «Elements»» was
carried out according to its Chester Beatty Library manuscript copy (CBL Ar
3424) studied in the beginning of the article. The main part of the work is a criti-
cal survey of the peculiarities of the definitions of the straight line, plane surface
and parallels typical for medieval Arabic commentaries and editions of Euclid’s
«Elements». This research was conditioned by al-Abhari’s enunciations of these
definitions different from the ones given in the works of his Arabic predecessors
and contemporaries and, as has been shown, had been borrowed from Ibn al-
Haytham’s commentary on the «Elements». The article contains also a com-
mented Russian translation of al-Abhari’s proof of the V�� postulate known be-
fore only through the commentary of al-Rumi on the treatise «Propositions of
substantiation» by al-Samarqandi.

Simonov R.A. The origins of numerical knowledge of Russia (7��–8��
centuries).

This article analyses the content of a counting tag (10�� century) and of a
writing on the birch bark ¹715 (13�� century) found in Novgorod. The counting
tag and the writing on the birch bark belong to the magic type of talisman and
incantation, which indicates their archaic character. Both artifacts display nu-
merical knowledge which goes back to some prototypes of the 7��–8�� centuries
from the region of the Northern Black Sea and the Sea of Azov (located to the
south-east of what will become the Kievan Rus in the 9�� century). Both sources
are of a considerable value because their content suggests that the inhabitants of
this region were in the 7��–8�� centuries familiar with the Greco-Byzantine num-
bering system consisting of 27 letters. Authentic «bookkeeping» writings using
this numbering system from the region have been preserved from the 9��–10��
centuries.

Kuzmin A.V. John Nepier: Logarithms of Trigonometrical Functions
as a Model of Earth’s Motion in Space.

The paper presents an assumption that logarithmic method was invented as
a result of consistent efforts to create a universal mathematical algorithm to de-
scribe the space-time dynamics of Earth’s motion in cosmic space.
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Demidov S.S. The Risorgimento and the formation of Italian and in-
ternational mathematical community.

Events of Italian Risorgimento had a powerful impact on the social and cul-
tural life of Europe and America. Galvanized the Italian society these events
have influenced the development of science (particularly mathematics) not only
in Italy but also far beyond its borders. This article discusses two examples of
such influence – activities of Circolo matematico di Palermo in the first decades
of its existence, as well as the activity of G.Peano for the dissemination of his
ideas in the foundations of mathematics.Attempt to look at these processes with
a very special way – participation in these processes of Russian mathematicians.

Kharlamova V.I., Kharlamov A.A., Malonek H.R. Mathemati-
cal journals and their internationalization: the first Portuguese journal
«Jornal das sciencias mathematicas e astronómicas».

This work focuses on the conditions that inspired the formation of Euro-
pean scientific journals, the creation of general scientific journals including con-
tributions on mathematics, firstly appearances of specialized mathematical
journals and, secondly, journals aimed at specific directions of mathematics. An
analysis was made on the historical evolution of mathematics in Portugal, its for-
mation of the scientific communities and journals development between the sec-
ond half of XVIII�� century to the beginning of XX�� century. Using as an
example the first Portuguese mathematical journal «Jornal de ciências
matemáticas e astronómicas», founded by F.G.Teixeira in 1877, the evolution
process from the scientific-informative journal to an international specialized
scientific journal publishing original mathematical articles is analyzed. The con-
tribution of this journal to the development of mathematical community in Por-
tugal has been discussed. Internationalization of the relations with the leading
European countries was the result of this activity. It is possible to conclude that
the journal’s objective of overcoming the scientific isolation of the country was
very successful.

Antonyuk P.N. The fractals history pages.
The paper is devoted to the so called fractals or fractal sets. The term frac-

tal was invented by B.B.Mandelbrot in 1975 year, but the history of such sets in-
vestigations is following almost some centuries. It is important that different
objects in mathematics and physics have fractal structure.

Savvina O.A. European scientific world through the eyes of the mas-
ter of pure mathematics N.V.Bugaev.

From the beginning of XIX�� century the practice of scientific probation
courses for future professors arose in the universities of Russia. One of the most
successful and instructive probation courses was the mathematician
N.V.Bugaev’s trip to Europe, the result of which was preparation and defence of
the thesis for degree of doctor. The article reconstructs the facts connected with
this trip, reveals the names of German and French lecturers (Bertrand, Weier-
strass, Kronecker, Kummer, Liouville and others), who made influence on the
formation of scientific interests of the Russian scientist. The characteristics of
mathematical courses delivered in the European institutions of higher education
at that time is given through N.V.Bugaev’s vision.
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Monastyrsky M.I. History of mathematics from a working mathema-
tician’s view.

The role of the history of mathematics in the modern research is discussed. I
analyze several examples selected from different fields of mathematics.

Brusentsov N.P. Aristotelian necessary implication.
The author argues against the use of material implication of modern two-

valued logic and proposes to substitute for it necessary implication which goes
back to Aristotle. He shows how necessary implication, which is three-valued,
can be interpreted by means of a Carroll diagram.

Brusentsov N.P. A three-valued generalization of the algebra of
logic. The overcoming of the deficiencies of disjunctive normal form by
means of a three-valued generalization of logic.

The author shows the impossibility of using disjunctive normal form
(DNF) of two-valued logic for expressing necessary implication and proposes to
replace it with three-valued DNF of a generalized Boolean algebra.

Tutubalin V.N., Barabasheva Yu.M., Devyatkova G.N., Uger
E.G. Theological Approach Towards History of Science: Medical Data
Analysis Case Study.

The history and methodology of contemporary applied mathematics, namely
the history and methodology, concerning development of statistical methods ap-
plications, is the subject of presented paper. Authors propose the principles, that
allow for historian of mathematics to understand clearly, how it is better to re-
search the present, recently founded achievements in case, if the achievements is
not completely recognized yet, and what is possible to explore instead of so-called
«results» of recently produced applied statistical research. The core of problem is:
how to interpret the principles of mathematical models and data fitting, when
data satisfy the model by miracle, without logical explanation. The proposed
methodology leads toward the new interpretation of key notions of applied mathe-
matics, as randomness, probability, randomization, and finally sets the vision of
contemporary applied science that is goes out of the limits of rationalism (includ-
ing positivism and post-positivism). The proposed vision in the article is called as
«theological direction in the philosophy of science».

This approach is carried out on a specific example from the field of applica-
tion of statistics in medicine in the study of simple risk score of contrast-induced
nephropathy (CIN) after percutaneous coronary intervention (PCI). First on
the scientific and popular level, this describes a medical problem, and then dis-
cusses approaches to address it.

Source materials for discussion are from the articles in American medical
journals about this particular problem (there is a distinct impression that the
American Mathematical Statistics, used in medicine, lost the understanding since
1960��). A hard question arises: Is suitable for anything the results of these stud-
ies? On the one hand, there are incompetent errors, but on the other – a large
number of observations. Nevertheless attempt to use the results of these studies to
test data obtained at the Institute of Transplantation is not unsuccessful.
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Mahavira. Epitome of the essence of calculation: chapters 0 & 1 (In-
troduction, Russian translation from Sanskrit with comments by
G.G.Khmourkin).

It is a commented translation of two initial chapters (fragments) of Ma-
havira’s treatise «Epitome of the essence of calculation», the earliest purely
mathematical work in the history of Indian science.

François Viète. Introduction to the Analytical Art (In artem analyti-
cen Isagoge) (Russian translation from Latin with comments by E.A.Zayt-
sev).

This is the first translation into Russian with comments of a classical work
of Western mathematics – a treatise by F.Viète dedicated to the exposition of
the so called «logistics of species». First published in Latin in 1591, translated
into French in 1630, and republished in Latin in 1646 within the largest posthu-
mous collection of Viète’s mathematical writings, this short book was a source of
inspiration for the next generation of European mathematicians, active during
the first half of the 17�� century, who have finally created a novel highly effi-
cient means of mathematical study – symbolic algebra. Having contributed to
the overcoming of the shortages of Greek geometrical approach, Viète’s ideas
have considerably assisted in opening the way to the subsequent application of
symbolic reasoning in various domains of mathematics, in particular, analysis.
The translation is made using the posthumous edition: Francisci Vietæ. Opera
mathematica, in unum volumen congesta ac recognita, opera atque studio Fran-
cisci a Schooten, Officine de Bonaventure et Abraham Elzevier. Leyden, 1646.
P.1–12. Besides the text by Viète himself, the translation includes the comments
by the editor of this collection – Frans van Schooten.

L.S.Pontryagin’s letter to H.F.Pourits (Publication of V.M.Tik-
homirov).

It is the publication of L.S.Pontryagin’s letter to H.F.Pourits dated April
14, 1953, which clearly characterizes the time and the author himself in an im-
portant period of his life.
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