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Mathematifhe Abhandlungen,

Crfte Sammlung,
enthaltend:
I Die Duechichnittspunete der gegenuber liegenden Seifen
der Bielede im Kveife, analptifch betrachtet.

I, Theovie .pev vollfidndigen magifhen Quadrvate, nebf
Anhang.

L Analpfis der Bewegung der Doppel - Kovper, auf feffen
Unterlagen, phovonomifdh) und oynamifdy betrachtet.

o

Bon

D. Johann Chriftian Daniel Hellerung,

practifdem Arzte zu 2Widmar,

- S

Roftod und Schwerin,

in Commiffion der Stillerfden Hofbudbhandlung,
1.8 2 3.






BVorrede

@er geneigte Cefer und BVeurtheiler wird gebeten, dieje erfe Samms
fung: greichmm 418 .¢in Probefiink angufehen, woburd) der Berf, ju
erfafiten winfcht: o6 feine Waare den BVepfall ded mathematifdhen
Publifums erhalten werde,  Jn diefern Folle Ednnte ev nod) einige
abnliche Sammlungen folgen laffen, wosu e BVorrath im Kopf und
Pulte hat. Sollte einiged von dem, wasd der Verf, fir neu und
bendtendmertly amfaf ; died wicht i dems Grade feyn, a8 er glaubte;
fo mug ev ju einiger Entfhuldigung anfithren: daf ev in einer Eleinen
Stadt an der ndedlichen SGrange Deutfchlands [ebt, und bey Nade
forfhungen gedftentheild auf feine eigne Eleine Bircherfommliung eine
gefhrantt ift,

DBey der erften ABHandlung twar ed ihm auffallend, daf die fo
allgemein gefeperte Aufldfung (Befonders die fonthetifche) ded Problems
pourch) A gegebene Puncte ein Aeck in. einen gegebenen Kreid ju
siehen’ — voch nicht in ihrer wahren Auddehnung erbaunt gervefent
su feon fecheint,  Wenigftend jeigen Klugel und Carnot, die
dodh) Bepde auch dad gefchichtliche diefed Problems geben, Feine Spur
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bavon.  Der Verf, twiede nichtd weiter bingufirgen, toenn er- nidyt
nod) eine Simbenbeichte {iber diefe Abhandlung abjulegen Hdtte, G
mug e8 nemlich Bier nue geftehen, Daf fie fein jungftes Cryeugnif ift:
und mit einer Avt Vorliebe, mwie man fie den jimgften Kindern 1ol
su evgeigen pflegt, ftellte er fie an die Spige, indem er noch 1oahrend
bed Drucked davan feilte,  Dadurd) ift e8 denn gefommen, daf in
ver €ile einige Roftflecfe Uberfehen-find, die Hier nodh eine neue
Politur, nemlich ein paar Sufdse und felbft cine Beridtigung
ndthig -machen,

Dicfe legtere, alg bie Hauptfache, folgt Hier pueefts:~ Remlich
©.17. §o12. ift der jiweite ABfG , Die o ... o . nOthwendig! un:
vichtig, und muf fo lauten: '

»Die_quadratifhe Gleidhung, welde wir in §. 1o, fiie ¢
,,gefu.nben Baben, wird, wenn wir die BVedingungs - Gleidyung
»idt berndfihtigen, smey Werthe fie & geben,. SWeun’ wic
» Viefe al8 vidytig annebmen wollen, fo miffen wir fie und die
ndaraus folgenden Werthe bder brigen £, in bie Gleichung
nC1) §.°6. fegen, und damit die in §. 7. angedeutete Redh-
puung anftellen.  Dadurd) wiirde man algdann fiir den erflen
punferer Puncte diefelbe Bedingung erbalten, weldye aus der
,,aﬂgemeinen Bedingungs - Sleichung folge.”
Oie Folgerung Bbleibt {ibrigens vichtig, ‘
3u &S.7. §. 4. am Ende, fann man feen:
x.und y Fonnen aud) = o werden, wo man alsdann ftatt
a®, °, nur wieder a und B {dyreibe,
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&. 9. § 7. d. Haben tiv die etwvad vage Vermuthung ffehen
lofien,, tweil fie eigentlic) die Lirfache war, todurd) wir jur Bevedhnung
ber 1ofeitigett Figuren, und damit jur Auffindung ded SGefesed fiu
alle 4 A+2feitige Figuren, angetrieben wurden,

Su&. 11 §. 8, bemerfe man:

follte man aber den rechten Factor nody sweifelhaft feyn, fo

fann man, anflatt t=o0, aud) t=oco fefen: wund bder in

pen Nefultaten beyder WVorausfeungen befindliche gemein-

{daftliche Factor, wird die Bedingungs - Gleidyung enthalten
| miifen.

RNody ift angumerfen vecgeffen:

Die in den §§. 13, 14, 15, 22, filr den Kveis bewiefenen
Lebrfage, gelten audy fur alle andere .@egelfcbuitte, audy
§. 11. b. fo weit dort von Tangenten an den Kreis die NRebde
ift. Denn in jeder Projection einer Cbene auf eine anbdere,
bleiben gerade Linfen immer gerade, und Beribrungspuncte
immer Beribrungspuncte : und jeder Kegelfchnitt Fann als
eine folhe Projection des Kreifes angefeben werden.

Audy die S. 40. angegebenen Druckfehler bittet der Werf. nicht
su Uiberfehen, damit dad gange Simdenregifter getilgr fwerde,

Der Gegenftand der jioeiten AbHandlung it freilich trivial,
Aber da dasd Werfahren, diefe magifchen Quabdrate ju bilden, noch
unbewicfen war, und fich der Beweid fo einfad) und doch allgemein
aus den Clementen dex Jahlenlehre herleiten lief; fo Hofft der Berf.,
daB die Lefer wenigftend mit der BVehandlung ded Gegenftanded ju-
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fricben fesn toerden, Der Pleine Anang foll nach der AG[E des
Berf, dagu dienen:  mandem Berehrer ded Saupifhen Scharffinnes
in feinem vortrefflichen Betveife, diefen vielleicht ugdnglicher und
annehmlicher su machen.  Cine anbdeve wird iHm Eein Billiger Lefer
putvauen,

Bep dev dritten ABHandlung war die A6ficht ded BVevf, befonders
pabin gerichtet: feine Aufgabe im Allgemeinen vollftandig aufyuldfen,
fo mweit e8 ibm erlaubt war, ind mneve Heiligthum der Mathematif
su dringen,  ©er ungelibteve Mathematifer wird darausd, wenn aud
nicht fite die Praxid, dod) fite den Seift einige Nahrung, vielleicht felb(F
DBelehrung fchdpfen Ednnen,

Wismar ju Oftern 1823,

©Oer Verfaffer.

VA ;v:"-,r.-e.h)




I.
Die

Durdhfdnittd-Puncte

dee

gegenttber liegenden Seiten

». dbet

B ielecde im Kveidfe,

analytifdy betradhtet,






I.

Qgir nebmen bier den Ausdeuc: BVieled ober Polygon, in einem rweiternn
Sinne, alg in dber Seometrie; und verfteben unter einem Aed, jede gevads
linichte Jigur von A Seiten, weldpe jwifchen A Puncten, die anf dem Um-
fange eines Kreifes liegen, auf folgende Weife gejogen find: R
ser: A8 Enent - ecftew Puncte jiehe man zu ivgend eimem jreiten, eine
gevade Linie; Dbie folgende Linie ziebe man von diefem jweiten Punce, zu
einem Dritten; Dbann oieder von diefem Ddritten, 3u einem viecten u, f. 1.;
bis man julee den lesten Punce durch eine gerade Linie rwieder mit dem evten
vecbindet, und fo die Jigur {dyliept.

Man Faun fidy vorftellen, baf man eine folde Jigur in Cinem
Suge vollenden Faun: und tir wollen die Seiten und WinFelpuncte in dev
Ordnung gablen, wie foldye auf diefe Weife ge- und bejogen werden mifeen,
wenn man eine Seite nebft ibver Ridytung, als die erfte annimme,

Wir werden Funftig die Figuren diefer Ave, jur Unterfcheidung von
ben gewdbnlichen A efen, Afeicige nennen: unter weldyer Benennung
aber die gewobnlidyen A ecfe aud) enthalten find,

2,

Gegeniiber [liegende Seiten (diefen unbequemen Ausdrud werden
wir Einftig blos mit den Anfangsbudyftaben: g. i [ S.5 und die Durd)-
fchnitegpuncte der g. i1 [, &., mit bem Beynamen: unfere Puncte, begeich-
nen), finden eigentlid) nur bey 2 feitigen Jiguven ftate; o man die x te und

A2
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A+ xte Seite, die int den regelmafigen 2A ecfen parallel liegen, mit diefem
Namen ju begeichnen pflegt.  Aber da wir hier nur von JFiguven im Kreife
reden; fo Ednnen i eine A feitige Figur, auch alg eine A 4+ x feitige betrad)-
ten, wenn x nur nidyt gréfer alg Aift.  Denn man Fann fid) die x Seiten,
alg unendlidy fleine, am Umfange des Kreifes an x WinFelpuncten gelegene
Seiten denfen, deren Richtung durd) die Tangenten des Kreifes an diefen
Puncten beftimme wird, Daber erhellet denn: daf wir auch bey Jiguren
von einer ungeraden Seitenzabl, ibre g. it . S. auf ver{dyiedene LWeife be-
trachten Ednnen; je nachdem die Winkelpuncte beftimme werden, an welcdhen
die Tangenten die feblenden Seiten erfegen follen.

Eben fo wird man von denen auf dem Umfange des Kreifes gelegenen
Puncten einige als mebrfach anfeben, und diefe mebreve Male bejiehen Fon-
ten ; inbem man f{ich. vorftellt, daf die Cntfernung zwifchen niebreven
Puncten, unendlidy flein geworden fen. So fann man 3. B. bep 2x + 1
Puncten, Cinen ale x fach anfeben, und eine 3x feitige Figur in den Kreis
jieben, die aug x Dreyeen befteben rotirde, weldhe alle ihren Sdyeitel an
dem x fachen Puncee haben.

3.

Die Eefef werden die beribmte Aufgabe Fennen: durch A gegebene
Puncte, ein A ecf in einen gegebenen Kreis ju jiehen.

La Grange gab befanntlich juerft davon eine analytifche Aufldfung,
bie auf eine quadratifche Gleichung fiabre: und der junge Giordano di Otta-
jano fand darauf eine quferft finnceiche fynehetifche Aufléfung diefer Aufgabe.
In Riickfidye diefer lehteren werde ich midy auf: Kiigels. mathematifdyes
Lerifon, Actifel Kreis, §. 115.5eqq., besiehen.

Die elegantefte analytifche Darftellung der Auflofung diefes Problems,
babe i) in Schumachers Ueberfegung von Carnot Géométrie de position,



AT 5

(Geometrie ber Stellung. Altona 1810) gefunden: wofelbft im Anbange
sum groeiten Tpeile, S. 369, diefe Aufldfung — weldye von dem beripmter
Gauf berenhre — miegetbeile wird,

Da wiv die folgenden Unterfuchungen auf diefe Aufidfung fusen
werden, fo theilen wir fie biev mit, um den Lefern die Mibe des Nachfuchens
pu erfpaven.  Sie ift folgende:

»E8 fey der Halbmeffer des Kreifes, r, die Coordinaten der Winfel-
puncte deg Polygons:
rcoflQ, rfin@ :
rcofl @/, rfin@’

r cof @, r fin @ &ec.
endlich bie Coordinaten. der gegebenen Puncte, durd) weldye die verlangerten
Seiten des Polngons geben, (welche vefpective den erften und jeiten Wins
Felpunce, den gweiten und dritten u. f. w, verbinden)
- acof A, afin A
- a'cof A, a'fin A?
a’cofA”, a’fin A" &c.
Dann ift nach dem Srundfase, daf, wenn drey Puncte, deren Coordinaten
x,9; x', Y5 %, y"; find, in einer gevaden Linie liegen; bie Bedingungs:
Gleichung : '
State bat,

rrcof @fin @’ +racol @ fin A4 grcofl Afin @ o
—rrcofl@'fin@ - arcofl A fin @’ —racol @ fin A }—

‘ xyl_'_ xlyll+ x/ly — x'y - xllyl_ xyll =0

ober .
rfin (@ —@)—afin (@' —A)+afin(@-A)=o

ober
r cof1 (@' — @) =acoll(Q'+ @ —24)
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Cntwidfelt man diefe bepden Cofinus, dividice dann mit col L P-col L @/, und

afin A
ichnet tang L @ it £, tang i @ mit &; und — =
begeichnet tang ; @ , tang 3 @ joumd ——— e =4,
r+4+acolA .
= 0 wird
y—agcofA e f
L i 1 — at’
. f— ‘_—“ _ ﬁtl .
If ¢
Gang auf apnlidye Ave wird, wenn man tangl 9 =¢/, ; aa:'rl?f]' = a’,
# + a’cof A/ , '
— —— t
7 — a’ col A @ fest,
, 1= a’tL
II. = T u. f. 1.

Man fiehe bieraus, daf man fo viele Gleidyungen erhile, als bag Polgon
Ceiten bat, und baf man durd) BVerbindung derfelben julest auf eine quadra:
tifche Gleichung fie £ Fomme.<

So fdyon fid) diefe Aufldfung audy auf dem Papiere ausnimme, fo
werden doch die Coefficienten, bder Nacur der Sache jufolge, bey einem
Bieledt von einer grofeven Seitengabl, bald fo jufammengefete; daf jedem
Rechner die Luft vergeben toiirde, daraus ein Refultat ju sichen.  Diefe Jus
fammenfesung wird fich aber, bey dem Gebraud) den wir von diefer Aufldfung
machen roerden, febr verringern,

4.

Suerft wollen wir davauf aufmerffam maden, daf in den Voraus.
fesungen bey diefer Aufldfung gar nidys enchalten ift, wodurd) fie auf bdie
gerobnlichen Bielecfe eingefdyranke roiirde; fondern daf fie auf alle vielfeitige
Riguren, wie wir foldye in §. 1 und 2 beftimme haben, anwendlid)ift. Daf
auch die fonebetifche Auflofung — bdie in allen Stiicken mit der analytifdyen
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fibeveinftimme — auf unfeve vielfeitige Figuren antoendlich fey, rwerden roiv
teiter unten Eirylich seigen.  Dev eingige Unterfchied jrwifchen benden Aufld-
fungen, ift nur diefer: daf bey der analytifdhen eigentlich wodh bewiefen twer-
den mifite, daf # immer veelle Werthe erhalte, — ftate deffen die fynchecifche
Aufidfung den Beweis der Mglichfeit, durdy die Yusfiibrung felbft, unné.
thig madhe.

Dann witd ebenfalls Flar fenr, daf die analtifche Aufldfung audy auf
unfere Durchfchnicespuncte anwendlid) iff: uud daf wir darnach bey A gegebes
nen Durchfchnictspunceen der g. 1. [ S, und einem gegebenen Kreife, eine
2 feitige Figue roiivden in den Kreis jiehen Fonnen. Der eingige Unterfchied
wiirde nur davin befteben, dafi wiv in der Aufldfung des allgemeinen Pro-
blems, anfiate @™1%, BATY; wicder: ar, @Y, f{dyreiben miften: wo
2 4 x &e. Feine Poteny - Jeidyen, fondern blofe Jndepe find, Denn unfere
Puncte Fommen groeymal, in der nemlichen Folge, vor., J. L7V7

5

@3 ift ung aber Bier niche darum 3u thun, bey gegebenien Durchfchnites-
puncten dev g. it [. S., unbd einem gegebenen Kreife, die Werthe von ¢ &c.
pu finden; fondern nuv davum : allgemeine Bedingungs « Sleidhungen jwi-
fchen den Coordinaten unferer Puncte, oder jwifden ihnen und dem Halbd-
meffer bes Kreifes, aufjufinden, welde exfulle werden miffen, bevor man
eine 2 feitige Jigur in den Kreig jiehen Fann.

©o weiff man ja, daf bey dem gerodhnlichen Sechsedt im RKreife, un-
fere drey Puncte in einer geraden Linie liegen miffen.

Soldhe Bedingungen allgemeiner aufsufinden, und den Weg daju ane
sugeben, — ift ber Borrourf unfever folgenden Unterfuchungen.

6.
Cs ift aber Flar, baf bey jedem unfever Puncte eine partielle Bedin-

gungs« Sleichung flace findec,
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Denn wenn man von einem Puncte A, ey gerade an einen RKreis
siebt, roovon ibn die exfte in den Puncten C, D, und die jweite in den *J)tmcteft
¢, d, fchneidet; fo bat man die Gleidhung AC: Ac = Ad: AD; bdiefe wiirde,
i unfere angenommene Seichen dberfese, fiir den ecften unferer Puncte, fo
augfeben: ’

(acof A —rcofl®’)? 4 (afinA—rfin@/)?

(acofA—rcofqb")2 +(aﬁnA—rfm(p)‘)2 B

(acof A — rcof @**1)* 4+ (afin A — 7 fin PM1)*
(@cof A —rcofl@)2+ (afin A - rfin@,?

aus weldyer man jiehen Fann:

cof (A — @)
. +eof (A= | cof (A=@).cofl(A=Q%) {_,
(D) @23 _cof{a-grr) (72 %—cof(A—(p""'I).cof(A—qD")g—

-cof’ (A - ¢")

Die Gleidyungen fir die folgenden Duvdhfdynitts.» Puncte. wivd man
erDalten, wenn man in (I) den Juder beya, A, @, immer um die Cinbeit echobht.
7.

SWenn wir ung nun vorftellen, daf wir bey der Auflidfung des Problems
in §.3, auf unfere Puncte angewande, die quadratifhe Cndgleihung fitr ¢
erhalten Datten, und diefe groen Werthe fitr £ gabe; fo wiirden mwiv gugleid)
alfe fibrige ¢ dnrch £ ausdriicfen Eonnen, Wir wicden daber auch in der
Gleichung (1) alle @ durc) ¢ ausdricfen, unbd fo jroey Sleidhungen fitr £ er
balten Eonnen.  Aus beyden roirde man £ eliminiven, und fo eine Gleidhung
sifden befannten Srofen als Bedingungs - Gleidyung erhalten.

Diefe Gleidhung riirde immer vidhtig feyn, bda fie nadh vidytigen Prin-
cipien abgeleicet ift; fie rirde aber blog fiir den evften unferer Puncte ridhtig



fern, da Blog fie biefen die ndehige Bedingung darin aufgenommen iff.
Diefe Gleidyung roiirde aber eine gerade oder Frumme Linie beftimmen, worin
der erfle unfever Puncte liegen mifite, tenn die ubrigen willfibelid) anges
wommen waren.

So wenig diefe Redynung ausfibebar iff, fo wird dod) aus diefer alls
gemeinen Darftelung derfelben, fo viel bervorgeben:

a) Man wird bey einer 22 feitigen Figur immer A~ 1 unfever Puncte
willfibelich annebmen Fonnen,

b) s wird nur Cine allgemeine Bebingungs - Gleidhung jwifchen
unfeen Puncten geben; da die partiellen Bedingungs - Gleihungen fiie
jeben-mitferer Prmicte, dev Sleichung (I) gany abnlich find. -

c) Die Potengen, worauf die Coordinaten unferer Puncte in der alle
gemeinen Gleichung erboben {ind, werden fiie alle Puncte fymmetrifch feyn ;.
da beym Kreife Fein Srund abjufeben iff, warum einem Puncte mebe
Werth bengelegt werben folite, alg einem anderen, und alle partielle Bes
bingungs- Gleichungen fig apnlid) find. .  im it i

d) Wenn es erlaube ift, noch eine Vermuchung iber die Form bder alls
gemeinen Bedingungs - Gleihung ju wagen; fo mag fie ibren Srund in
folgender Anficht finden,

Bey den 4 feitigen Figuren wird man in eiem Product von » bder:
®leichung (I) analogen Sleihungen, die von allen ungeraden Seiten der
Bigur berftammen, fchon alle unbefannte @, gleichformig baben. Cben fo-
in einev andern Abtheilung, die von allen geraden Seiten der Figur Hervibre,
Wollte man nun aus jeder Abtheilung in BVerbindbung mit der quadratifchen
Cnogleichung fux £, eine Bedingungs-Gleichung ableiten ; fo wicde man ey
foldyer Gleichungen fie goen 2 feirige Jiguren exhalten, die ju gleicher Jeit in
ven Kreis befchrieben woecden Fonnten, Man wiirde alfo, um die Sleichung fire

3
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die 4Afeitige Figur su ecbalten, alle partiellen Gleidyungen jugleich anwens
den mifjen.

Hingegen bey den 4A + 2 feitigen Figuven wird man nicht yrey foldyer
gleichformigen Abtheilungen machen Eonnen.  Man muff A + 1 Gleidyungen,
die der Gleidyung (I) analog find, ufommen  nebmen, wenn man alle unbe-
fannte @ baben will, und bann werden zrwey von ibnen doppelt in diefer Abe
theilung vorfommen.  9Man rourde daber aud) nady dev davaus gesogenen
Bedingungs - Gleichung feine 2A 4 2 feitige Jigur in den Kreis befchreibews
Ednnen.

Meinie BVermuthung ift nun diefe: Sebraucht man bey biefen Figuven,
die evfte Abcheilung von A 4 1 Gleidhungen, um bdie: unbefarititen P duvous:
wegsufchaffen; fo rwird man die gweite Abcheilung von A Sleidyungen alsdann
dagu anwenden fonnen, um den Halbme(fer aus der Bedingungs - Gleichung
wegsufchaffen: wie wic denn auch wirflich finden, daf in die Bedingungs-
Sleichung fiir die fechsfeitigen Figuren dee Halbmeffer nidye eingeht, Daber
vermuthe iy, dag dies_bey allen 4 4 2 feitigen Figuren der Fal feyn wird.

8.

Wenn wir nun aus der Aufldfung des Problems in §. 3, auf unfere
Puncte angeroandt, eine quadratifdye Endgleichung fite £ echalten baben, fo
wird.diefe immer vichtig feyn; da fie auf legitime Weife, aus richtigen Princi-
pien abgeleitet ift. Wir wiffen aber, daf diefe Bleidyung nur dann ridyig
feyn Fann, wenn eine Bedingungs - Sleichung evfirlle ift.

Die Cnogleichung fie £, muf daber diefe allgemeine Bedingungs-
®leichung in fidy enthalten,

Und da die Bedingungs - Gleidhung unabhingig von den Werthen
des tift ;. fo roird fie als ein Factor in dev Cndgleichung enthalten feyn.

Diefer-Factor wicd alfo aud) noch in dem lesten Sliede der Cnbglei-
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dung, welches wie exbalten, tenn wic 2= o fefen, enthalten feyn. Do
Ber werden wit, “pur grofen Crleichterung dev Redynung fogleid) 2 = o fegen:
und e wird nur noch darauf anfommen, den vedyren Factor ju erfennen,
Wiv Fonnen vorausfesen, daf er alle in Rechnung gebrachte & und B
entbalten wird; da die Coordinaten unferer Puncte in der BDedingungs.
Sleidyung fommetrifd) encbalten feypn werden.  Aber wir wecden auch als
SHauptfenngeichen finden, daf er-nie identifd) auf beyden Seiten des Sleich
Belts - Seichens exfdyeint, o man ibn fonft aus der Gleidyung wegfchaffen
witde. Schafft man bdiefen identifdhen Jactor weg, fo bleibe die Bedins
gungs « Gleichung ubrig.
’ 9 .

Wic wollen nun, bevor wir ju den eingelnen Figuren ubergehen,
nod) einige allgemeine Jolgerungen aus dem bisher vorgetragenen giehen,

a) Da die analytifche Auflofung des Problems in §. 3, fid) nach §. 4
auf alle A feitige Figuren erftret; fo wird aud), wenn diefe Aufldfung auf
unfere Puncte angemande. wicd, eine daraus gezogene. Bedingungs- Gleis
dyung fiiv 2 feitige Figuren, Feiner Cinfdhranfung auf eine gewiffe Abtheie
fung diefer Figuren unterrworfen feyn. 3. B, Wenn wir, was wirflic) der
Ball ift, fue fedysfeicige Figuven die Vedingung finden: daf die drey
iDurdgi'd)nittephmtc der g. 1. [ ©. in einer geraden Linie liegen miffen; fo
gilt dies fir alle fechsfeitige Figuren, obne Ausnahme. Wie denn auch fdyon
Kligel a. a. . Aetifel: Kreis, §.76, ein Beyfpiel davon anfiibre, und
mibfam beweifec. Dies ift ein wefentlicher BVortheil der analytifdyen Methode,

b) Wenn man gwifden A unfecer Duvch{chnices - Puncte die Vedin-
gungs - Sleichung erfirlle baes fo Fann man allemal durd) fie eine 2A feitige
gefdhloffene Figur in den Kreis befchreiben, obgleih man die evfle
Sinie duvd) clnen diefer Puncte willEahriich an den Kveis ieht.

B a
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Denn die quadratifde Cndgleidhung fie £, wied bey jedem
Wereh von £ ecfille; ba die BDedingungs  Gleihung ein
Tactor derfelben ift

Sieht man die evfte Linie als Tangente an den Kreis; fo wird man auf
diefe Weife eine 2A — 1 feitige Jigur in- den Kveig befchreiben Fonnen,
Dies leidet indef ben den vievfeitigen Figuren eine Ausnabme, wovon wir
ben Grund angeben werden, wenn wiv von diefen Jiguren handeln,

c) $Hat man eine 2A feitige Jigur in den Kreis befchriebenr, und bie
Durchfchnicespuncee ibrer g. . [ S. beftimme; fo twerden biefe ibrev
Bedingungs - Gleichung Geniige leiften.  Man Fann daber nun die Figur
wegldfchen, und willfibelidy eine evfte Linie, duvd) einen diefer Puncte,
an dén Kveis jieben, und die anderen Linien nady befannten NRegeln;
fo witd man bdod) inimer eine gefd)loffene 2A feitige Figur in den
Kreig befchreiben.

Man darf nur Feine im Kreife gultige BVerfeungen in dev Folge der
Puncte machen, -wovon wic weiter unten vederw werden, und weldyes
guerft bey vier Puncten fface findet.
' 10,

Wie wollen nun uerft von den vievfeitigen Figuven im Kreife bandeln,
Di¢ Gleihungen, aus weldyen wiv die Bedingungs » Sleichung jichen
miffen, werden nach §. 3 und 4, folgende feyn s

: 1 - at’ , 1 —a't’
= e S e——
a— Bt a — B/ 'z
— it - a’
= 1 —ai . tm_...._l_i.t_o
_¢—~Bt’”, - @' — Bt 2

Ceent wirt =0, und fuchen aus beyden Reiben den Werth von ¢/; fo
finden wivs
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9 a—c . d—a
¥= aa' — B = aa'—f

der:
o (a' —a) (2aa’ —B=LB) =0

wo alfo nacy den Bemerfungen in §. 8, dev jveite Jactor die %ebmgungs.
Sleichung enthalten wird,

Wicklich finden wiv audy, wenn wiv aus obigen Gleihungen den voll-
ftandigen Wereh von ¢ fuchen s

(202’ — B =) [(aB —aB)t? = (B' - L)t + &' —a] =0
SWiv wollen nun, der Kirge wegen, in der Jolge die Coordinaten unfever

Dupchicguitcapuncte auf die Ave ausdeiden, daf wi
acof A=a; und afin A = b nennen &ec.

Dann witd & = pat b B = — ta 3 &c. und unfere Bedingungs-
Gleidyung vevwanvelt fih, in diefe Jeichen uberfese, nach leichten Reductio:
nen, in folgende: r? =aa’ + b’

weldpe fiir bie Durdyfdhnitespuncee der g i L ©. jeber merfemgen Figur im
Kreife gelten muf.
Nun find aber ywifdyen vier Puncten auf dem Kreisumfange, bdrey
verfdyiedene vierfeitige Figuven gedenfbar, nemlich: das gewihnliche Bievec,
und dann die beyden Diagonalen mit je groenen g. i, [. S. des gewdhnlichen
Bierects. Und je groeye diefer Figuren, baben jrey g. 1. [ S., alfo audy
ifren Durcdhfchnictepunce, mit einander gemein,  Daber Haben diefe drey
Siguren gufammen nur drey verfdyiedene Durchfchnicespuncte der g. i [ S,
und von je pwepen derfelben gilt unfere Gleihung.  Nennen wiv bd@er die
Coordinaten des dritten Durchfchnittspunctes, a*, b”; fo haben wir folgende
Gleidungen: -
(I1) .. .r*=aa' 4+ bb'=aa"+bb'" =a'a" + b'b"
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alg Bedingungs - Gleichungen fite die Duvchfchnitespuncee der g, i1, (. S, aller
vierfeitigen Jiguren, die goifdhyen vier Puncren auf dem Kreife gedacht were
den Fonnen.

Cs¢ wird faum ndebig feypn, ju evinnern, daf man in diefen Gleichune
gen auf die + eidyen der Coordinaten gehdrige Rirdficye nehmen mug,
| Diefe Gleidyungen enthalten nun nicht allein alle Lebrfage, weldye
Kingel a. a. O. Artifel: Kreig, §. 67 seqq. mithfam und dort dod) nur un-
vollfommen fite dag Bievedf erreifec; fondern wir werden noch mebrer:g merke
wiirdige davin finden: daber wir fie etroas genauer betradyten rollen.

II.
Aus den Gleichungen (II) erhalten wiv mit leicitetNAYE,* folgenbde:
r2(b' - b) r?.a' —a) b @' ~a
" __ . pt — . — .
i . . a%= ab'—a'b’ a'b-ab’ a" b-b"

Sn diefen Sleidyungen fann man den Jndey sroeper b vertanfchen , wenn mar
nur den der jugebdrigen a, aud) vertaufcht, Denn die Coordinaten find in
ven Sleichungen (II) fommeteifc) enthalten. Aus diefen Sleichungen exhelle
nun folgendes:

a) Die dritte der Sleichungen (III) drucke den Wereh der Tangente des
Winfels aus, welchen die gerade durch den Mittelpunce und einen Durdh-
fdhnitespunce, mit dec Abfciffentinie madyt.  Aber die Tangente des Winkels,
weldhen eine gerade durd) die andern beyden Duvchfdhnittspuncee, mie dev

b —-b -
— daber (ieht man, daf die Linie duvdy

Abfciffentinie madye, ift =

a -
den Mittelpunct und einen Durdhfchnicespunce, auf die gerade durch die ans
vern bepden Duvchfchnicespuncee, fenfredyt fieben muf. Denn es ift:

1
— — = tang (90° + ar:.tang ).
%
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b) Legt marn dint die Abfeiffenlinie durch einen Durchfchnicespunct,
3 . den rittens {0 witd b = o; alfoa’=a; und as” =a’'a’=r?;
odeca:r=r:a’

Daber erhellet: Wenn a” > r, {o muff die gerade durd) die andernt
‘Beyden Durchfchnittspuncte,. weldhe nun fenfrecht auf dev Abfeiffentinie ftebn
wird, durdy die bepden Puncte bes Kreifes geben, worin die Tangenten von
a’ an den Kreis gelege, Ddiefen beubren. Denn nur fite diefe benden Puncte
findet obgedachte Proportion ftatt,  Jfta” <r, fo jiehe man durd) die beys
ben Puncte, wovin eine fenfredyte durd) a” auf die Abfciffenlinie den Kreid
fchneidet, groen Tangenten an diefen; fo wird a = a’ die Linie vom Mittels
punct bis an den Durdyfdynice diefer bepden Tangenten feyn.  Denn nuv ale:
dann finbet wieder obige Proportion ftate.

Silie '@ =00, wirtd a=a’=o0, Ddie fenfrechte, worin die andern
bepden Durchfchnitespuncte liegen, gebt durdy den Mittelpunce des Kreifes, —
Jue b = o, und @’ = a, wird die ecfte der Gleichungen (II) geben:
72 —a? =bb'; aber r® — a2 ift = dem Quadvac der Orbdinacte des Kreifes,
wenn die Abfciffe aus dem Mictelpunct =a ift. Diefe Ordinate ift alfo die
mittleve Proportionallinie sifdhen b und 5'; und es liegt alfo Ciner unferer
Durd)fchnitespuncte innerbalb des Kreifes. Wir haben biebey a’ > r vore
ausgefest s ware g’/ <r; fo witdea> r, und die andern benden Duvd)-
fchnitespuncee (iegen augerbalb des Kreifes.

c) Aus den Gleichungen (II1) gebe ferner hervor, daf bey-allen vierfeitis
ger Jiguven, roelche man durd) joen gegebene Durchfdyhitespuncee dev g. 1. [
©. in ben Kreis jiehen fann, — man wird fid) evinnertr, daf die erfte Seite
willfiabelich it — der dritte Durdyfchnitespunce unveranders
lidy ift.

Nimme man die benden gegebenen Duvchfchnictspuncte, welche die
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Bevingungen in a) unbdb) erfullen miffen, auperbald ded Keeifes; fo evs
balt man immer ein gewdbnlides BievecE, und der. Durdyfchnittspunce der
Diagonalen aller diefer BVierece ift unverdnderlihy Nimme man einen der
Durdyfchnitespuncte innerhalb des Kreifes, fo echalt man immer die Figur,
roefdhe aus jwenp Diagonalen und goey g. . . S, des gewdhnlichen Viereds:
beftehet: und der Durdyfdynite der benden fehlenden Seiten, ift bey allen dies
fen vierfeitigen Jiguren , unvevanderlich,

d) Nimme man in den Sleidyungen (II), a und b als gegeben an, und
nennt a’ ober a” = x; b’ oder b =y; fo erbile man nuc die @Igid)ung\

—ax+1r? © o -, )
y= P fire bie gevade, worin nady a) und b) bie-anderu beyden

Puncte liegen muffen.  Man darf alfo einen Punct in diefer geraden willfipr-
lich fiir den groeiten Durchfdyniteepunce annebmen; dann ift aber der bdritce,
aus den Sleichungen (ITI) beftimme,

e) Auf diefe Weife batten wir alfo, fir eine gegebene Lage und Srofe
des Kreifes, und Cinen Durdhfdhnitespunct, — bdie Lage.der anbdern beyden
Puncte gefunden.  Aud) fiebt man aus den Gleidyungen (II), daf man ey
Puncte willfubrlid) annebmen, und davaus r beftimmen faun. Denn dag
verneinte in den Producten der Coordinaten, Fann man immer duvd) Aende:
tung des Anfangspunctes derfelben, Heben; und diefer Anfangspunce ift jus
gleih der Mictelpuncet des Kveifes.

Man Eann aber aud) die drey Duvchfchnictspuncee dev g. i, [ S. will-
Eabulich annehmen, wenn fie nur ein ffumpfoinfliches Dreeck bilden, —
und daraus die Lage und Srofe des Kreifes beftimmen, worin man, durd
je swene von ibnen, gefchloffene vierfeitige Figuren gieben fann,

Die gegebenen Puncte feven: a, B, a’; und bey B der ftumpfe Win-
fel. Man jieche aus diefen Winfelpuncten, die Pevpendifel auf die g, 4. [, S.
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des durdy fie gebilbeten Dreyecfes, Der Punce, tworin fih) die Perpendifel
fchueiden, wird nacdy a) der Mittelpunce = C des gefuchten Keeifes fepn.
Leber die Linie Ca (oder Ca’) als Durchmeffer, befchreibe man einen Keeis,
welcher die dem WinFel @ (oder &) g. i [ Seite des Drevectes in jwey
Puncten: D, d, fdneiden mug, da das Dreyedt flumpfiwinflidye ift. CD=Cd,
vitd nun der Halbmeffer des gefudyten Kreifes feyn. Denn wenn man fich
bdie Jigur encwirft, wird man leidht finden, daf nun nach b) zwifchen dem
Halbmeffer und den Coordinaten der angenommenen Puncte, die Proportion
a:r=r:a" ftatt findet, {o wie die Sleichung: r2 — a2 = bb',

St der Winkel bey B ein vedyter; fo wird » = o es mufite nemlich algs
bannacdhbn'=¢o feyn; wenn r eitien endlichen Wevth haben follte, — Dies
feheine miv ein nicht unwichriger Beyerag jue Clementar - Seometrie ju {eyn

12,

Wir feben nun aud) den Grund, wacum man durch unfeve zrey
Puncte (nad) §. 9. b.) Fein Dreped in den Kreis befdyreiben Fann; weil.der
‘eine unfecer Puncee gecade in der Linie liegen muf, welche durch die Puncee
gebt, torin ey Tangenten von dem andern Puncte den Kveid beriibren,
Dian wiirde demnach nur eine gerade Linie, als ein unendlidy {hmales BVieved
in ben Kreid giehen.

Die quadratifhe Sleichung, teldhe wiv in §. 10 fiie £ gefunden Haben,
mirbfbmep unmb{idx Wertbe fite £ geben,| wenn die %?&;naung&@laid;ung
niche evfiillevoird\ denn fonft wave ja gar Pjne Bedingurigs - Sleicdhung nothe
gndig.  Wir fonnen daber bier und dberhaupt mic Sewifiheit den Sag
annehmen:

Wenn unfere A Puncte ibre Bedingungs - Gleidhung
nidyt ecfialfen; fo witd man durd) diefelben aud) Feine 2A
feitige gefchloffene Figur in den Kveig jieben fonnen,

€
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I30
Wiv geben nun ju den fechsfeitigen Figuren im Kreife Hber,
$Hier haben wic nad) §. 3 und 4, folgende Sleidyungen, woraus wir
die Bedingungs - Gleichung gieben miffen
{ — dt/ I — a/tll 1 —ﬂ” tll/
o — Gt/ ﬁ't“ // — ﬁ// 4
1 — afv 1 —a’'tv 1 —a't
______; tw=____._; itV = _____.;
@ — Btw ' — ﬁ/tv a' — Blit
Sesen wir £ =0, und fucden aus beyden Reiben den Wereh von ¢/; o e
palten roiv:

tlll =

gt aa' —ae 4 ala’ — (3 _a a' —aa' 4 ata’t — @
~ aa'a “IIBI B! (a—a’) T aalal — a3 — B(a" ~ a’)
100 der Jabler wieder identifch) ift. Wir nebmen alfo blog die Nenner, und
sieben davaus die Gleichung:
B(# — ) = B'(a" — a) + B — @) = o
Nebmen wir fic o, B3, &e, die fchon in §. 10 gebraudyten Wevthe; - fo evhalten
Wi

(r+a)[b(r—a")=b'(r—a",]—(r+a")[6"(r — a) = b(r - a")]

+(r+a’)[b'(r—a)=b(r—a')]=o0
Cnewicfelt man diefe Gleichung, fo wicd man finden, daf fich alle in 2 mule
tiplicivte Glieder identifch aufbheben: eben fo aud) alle Slieder, die nidyt mic y
multiplicive find, Die Wbrigen ge[rén:

27‘[1)(11’.’ —-a) - b’( @ —a)+ b (a - a)] =0

worin alfo dev eingeFlammerte Factor die Bedingungs - Gleichung entbalcen
muf,  Addivt man dagu: +a'b—a'b'=o0 '
fo erbale man daraus:

“"-b)(a-a)=(b'=-b)(a'"-a)=0
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Diefe Gleichung geigt deuclich: daf unfere drey Puncee bey jeder
feyefeitigen Figur im Kreife, in einer gevaden Linie lie-
gen muffen.

14.

SBenn man in einem Kreify ein Bievecf befdhreibe, dagu die Diagonalen
und die vier Tangenten an den Winfelpuncten jiebt; fo bat man 10 gerade
Qinien. Diefe werden: 1+ 2....+ 9 = 45 Durdhfdhnitespuncee unter
fih baben. Bon diefen geben an jedem Winfelpuncte: 14+2+3=6, in
Cinen Durdyfchnicespunce jufommen, und es bleiben noc): 45 — 24 =21
andeve Ubrig.

" Bir Tdnnen wun béweifen:
baf von diefen 21 Durdyfchniccspunceen, viere, u
prey verfdhyiedenen Malen; und auferdem nody dreye,
ju 16 verfchiedenen Malen, in Ciner gevaden Linie
fiegen muffen,
Denn das Wiered mit den Dingonalen bildee drey vievfeitige Figuren,
Kede vierfeitige Figur Fann man ju fehs verfchiedenen HMalen als eine fechs-
feitige Jigur anfeben, mit Hilfe groeper Tangenten an ey WinFelpuncten;
denn man fann G PVeranderungen in diefen Winfelpuncten madhen, Dag
gabe alfo 18 fechsfeitige Figuren. Aber bey jeder vierfeitigen Figur, mwerden
groey Beeanderungen der Winfelpuncte, dod) immer die g. i1. [, S, der vier-
feitigen Figur, audy alg g. . [. &, der fesfeitigen Jigur geben; (5. B. wenn
man beym gerwodbnlidyen BVieved die Tangenten an bepde Cnbden einer ober der
andern Diagonale legt, und wenn man in den anderen vievfeitigen Figuven,
die bepden Tangenten, an die bepden Enden einer oder der andeven fehlenden
Seite des gerodbnlicdhen Wievets legt); daber geben diefe benden fecdhsfeitigen
Figuren gufammen, nur 4 unfever Puncte in einer geraden Linie, Wi vy
€2
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dent alfo Biernach su breven Malen, 4 Puncte; und ju 12 Malewr, drey
Puncte in einer geraden erhalterr.- Aber bey dem BVievecf ntit den Diagonalen
fann man fich auch nody 4 Drenecfe im Kreife vorfiellen, von denen jedes, mit
$Hitlfe drener Tangenten, als eine fechefeitige Figur betrachtet werden Fann.
Daber werden die in dem Lebrfag angegebenen Jablen die ridytigen fenpn.

Da die ausgeogene Jigur ju vielen Raum einnimume; fo laffe iy fie
weg. yeder Liebbaber von Curiofitaten wird fie fid) leiche felbft entwerfer
Fonnen.

Wenn von diefen 10 Linien, roen parallel liegen; fo fallt ibr Duvch-
fchnict ing Unendliche: und die andern beyden Puncte, weldye mit jenem in
einer gevaben Linie liegen follen, liegen nun in einev gevaden, twelde andy
mit den beyden evflen parallel iff,

Sallen jroen Puncee von den dreven, roeldye in einer geraden liegen
follen, ing Unendliche; fo muf auc) dev dritte ing Unendliche fallen: alle g. 11,
I, &, diefer fechsfeitigen Figur mirffen dann pavallel feyn,

I§.. ST

Wenn man die 6 Puncte am Umfange des Kreifes, auf alle mogliche
Weife yufanumen giebe; foerbale man: §4+4... 4 1= 15-Linien. Nimme
man dagu die 6 Tangenten an den Winfelpuncten; fo. haben diefe 21 Linien
‘unter fidh: 1424 3...420=210 Durdyfchnittspuncte. BVon Ddicfen
geben an jedem Winfelpuncte: 142...4 5 =15 in Cinen Durdyfchnite
sufammen, und es bleiben nodh: 210 — 9o = 120 andere Durchfdhnicts-
puncte ubrig. NRechnee man nun alle duvd) bdiefe Linien im Kreife gebildeten
Drevecfe, vier- und finfleicige Figuren, (die man alle durd) Hulfe einiger
angenten als fedysfeitige betvachten Fann), nebft den eigentlichen fedhsfeitia
aen Figuren die biedurch gebildet werden, ufammen; fo erbale man eine fo
grofie Menge von diefen Puncten, Ddie ju dreven und vieven in einer geraden
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Dann fafle beym Kieife auc) die umgeFebree Anordnung der Puncte,
und damit nod die Halfte alter gerodhnlichen Verfesungen toeg: d..6. man
fann jebe Figur in umgefehreer Ordnung ver Puncre jieben, obne fie ju
veranbern,

PBon. ver Angabl der gewdbnlichen VevfeGungen., . bleibt ung. alfo im
Kreife nuv der 2Ate Theil.  Daber wird unfere Behauptung richtig fepn,

So ift alfo bie fragliche Angabl, file 3 Puncte = ———ut 3 — ¢

2. 3
. 1.2.3.4 ,
. . . . uv lmcte: _——— =
fue 4 P — 3
wie wic fchon gefeben Haben. VS
. e I.2...
e § Puncte wird fie feyn: BALALLE Hp 12
10
. I.2.40.6
und fur 6 Puncte! ——————— =060
12

Die Jiguren, welche; man- auf diefe Weife swifdhen A Puncten. siehen fann,
toerden nidyt alle wefentlich von einanbder verfchieden feyn.

Mandhe rwerden fchon dabdurd) entfteben, daf man eine andere Figur,
wenn die Puncte alle in gleichem Abflande von eitander fteben, durch Umbre:
bung um den Mittelpunct oder um eine Are in eine andere Lage swifchen an-
veven Puncten bringen Fann; 3. B. bas gerodhnliche Quadrat Fann man durd
Umlegung soifchen den Puncten niche in eine andere Lage bringen; aber die
Gigur, welche aus den benden Diagonalen und ey g. it [. S. des Quabdea-
tes Deftebt, Fann man durch Umbrehung um den Mittelpunce, oder eine Dias
gonale in eine jroeite Lage swifchen den 4 Punceen bringen.  Unbd diefe benden
Beranderungen madhen mit. dem Quadrat die drey Figuven aus, weldye jri
fchen 4 Puncten moglich find.
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Wollcen toiv. diefe drey Figuren nun mit unferen Buchftaben aug:
driicfen; fo riicden wir fdyreiben Edunen: 1.abcd
o 2.abdc
wo die vorgefeste Sabl die Anzabl der Beranderungen angeigt, welche man
mit dev daneben ftebenden, durch Budhflaben ausgedrucfeen Figur, . ywifchen
den veduldr gelegten Puncten madhen Fann; . ohne die Figur felbf ju veran:
been,  Bom leten Buchftaben zieht man wieder nach @, um die Figur
vollenden.
So wird nun folgendes verftandlich feyn:  Swifchen fiinf Puncten auf
dem Keeife, {ind folgende 12 finffeitige Figuren moglicy:
t.abcde
§5.abced
s.abecd
1.acebd
Swifchen 6 Puncten hat man folgende 6o fechsfeitige Figuven :
Yembcdef
6.abcdfe
12.abcefd
3.abcfed
6.abdcfe
6.abdfce
G.abdfec
G.abecfd
G.abedfc
2,abefcd
3.abfdec
3.acebfd
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Die dritte Figur, weldye man juerft 6mafl-durdy Umdtehung um ben Mitel-
punct, und dann nod) 6mal auf diefelbe Are, roenn man fie juvor um -eine
Yre gedreht bat, verandern fann, ift diejenige, von weldyer Kliigel a, a; O,
Avcifel: Kveis, p. 133 unfeve allgemeine Bedingungs - Gleidung, auf
eine Defdhwerliche vt beweifet, - .

Die leste Figur ift dadurdy. merfroedig, baf fie alle ibre Durchs
fdynitespuncee der g. &, L S, an fid) tagt.  Nemlich die Duvchfchnicte dev
Linien: acumd bf '

ce-~-fd
eb--da
miffen immer in geradet Linie liegen.

Auch die Jigur: abedfc muff durd) Arenbrehung verandert werden.
Die Veranderungen der ubrigen Figuren Eonuen durch blofe Umbdrebung um
Den Mittelpunce beroicfe werden,

17.

Nad) diefer Darftellung, Ednnen wiv nun unfeern, in § 15 am Cnbde,
ausgefprochenien Lebrfag beweifen.

Wit haben nemlich swifchen benen dafelbft begeichneten Linien, fol-
genve Figuren im Kreife, die man als fecysfeitige anfeben fann:

a) 6.5.4

o =20 Dreyecfe, wovon jedesd mit Hilfe drever Tangen-

Pl

test an ben Winfelpuncten eine fechsfeitige Figur ildee,
6 * - * |
b ) §+4.3
1.2.3.4
bevedynete Anzabl, roenn wir dove die 4 Drevecfe abrechnen. Yedes BVieved

giebet alfo su drenen Malen, 4 Puncte; und ju 12 Malen, 3 Puncte in
einer gevaden,

= 15 Bierefe, BVon ’b‘iefeniliefert jebeg diein §. 14
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Sufamtiten geben fie alfo: 45mal, 4Punete; urid xgomal, 3 Puncte,
in einer gerades

6 . . .
c) =? 6 Sunfecfe.  edes enthale 12 finffeicige Figuver.

. 5.
I.2...§
Nede funfleitige Jigur' fann funfmal, durdy Hilfe einee Tangente, als eine
fechefeitige betrachtet werden.  Dies giebt alfo fite die Funfede, die Summe
von G, 12 . § = 360 fechsfeitigen Figuren.
d) Go eigentliche fec)sfeitige Figuren.

NRechnen wir nun alles jufammen, fo erhalten wir 20+ 1804360+ 6o
=éﬁa.m‘al, drey Puncte; und 45mal, vier Puncte in einer gevaden: wie wir
im Lebrfag ausgefage babern, .

Cs Fann bicbey aud) nidye weiter, alg ben den 4 feitigen Figuren
goifdyen denfelben 4 Puncten, dev Fall eintrecen: daf jwey verfchiedene,
alg G feitig ju betrachtende Figuven, ey paar g. u. [ S. gemeina
{chaftlidy patcen.  Denn wenn eine eigentlidy 4 feitige Figur, mit einer ande,
ven, -eigentlid) 3 ober 4 feitigen, drey Winfelpuncregemein Bat; fo Fnnen
diefe beyden Figuren, alg G feitige, nur 4 auf einander folgende Seiten ge-
mein baben. Cbenfo, wenn die 4 feitige Figur mit einer funffeitigen, 4 Wins
Felpuncte gemein Dat: und wenn eine 5 feitige, mit einer eigentlich 6 feitigen,
5 Winfelpuncte gemein hat. Aud bey jweven eigentlich Gfeitigen Figuren, die
4 Seiten gemein paben, werden diefe nidt in devfelben Folge gesablt; da bdie
proey verbindenden Seiten nidyt in beyden Figuren, ju jwey gleichliegenden
CSeiten geben Fnnen.. - Aud wird jede 5 feitige Figur, wenn die Tangence an
einen andeven WinFelpunct gelegt wird, nur jiwey g. ii. [ S, mit der vovigen
gemein baben,

Uebrigens fdyeint dem Berf, die Aufgabe noch niche aufgeldfee su feyn :

A Puncte fo anguordnen, bdafi fie moglichft oft ju dreyen oder vieven in
einer geraden licgen; und die Anzabl diefer Linien ju beftimmen.

D
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Seinte Kenntnifi dev Combinations - Lehre veicht nidyt fo weie: und er
roiirde frither, die Refultate unfeves Beweifes Faum fiir mdglich gebalten
baben,

18,

Wiv wollen bier noch einen Lebrfas, von den fedysfeitigen Figuven im
Kreife, aufftellen, den wir jwar obne Figuven nicht ausfibrlid) beweifen
Eonnen; ovon wiv jedod) binveichende Griinde angeben werden: wornad)
fodann jeder Lefer, weldher BVergnitgen davan findee, fich den ausfirbrelichen
Beroeis felbft jufammen fegen Fann.

SBenn man durch Cinen Punce Hrey gevabe an der Kyeis jieht, welde
Diefen in 6 Puncten {chneiden; fo wollen wir diefe éinien, gegebene nene
nen,  Man jiebe nun swifchen diefen 6 Puncten, eine beliebige fedysfeitige
Sigur, jedod) mit der Bedbingung: daf die evfte Seite dev Figur, von einer
gegebenen 3u einer anbdeven gegebenen; bdie jweite Seite,  von diefer anderen
gegebenen u Dev Dritten; die dritte Geite der Figur roieder juv erften gegebes
nen gebe; &ec. ‘in derfelben Folge: -

So wird alfemal das Product der brey ungevaden
Seiten dev Jigur, dem Product der drey geraden Seiten
derfelben gleidy feyn.

Diefe Figuren find:
a) Wenn der gegebene Punct innerhalb deg Keeifes liegt, die Figuren:
abecdef; und ‘abfdec;
i) menn-er augerbalb fiege, die Figuten: abcfeds abdfec; und: . acebfd;

Der Grund liegt davin: bey jedem Drepe, in weldyem die.drey Win-
Fel a, b, ¢, durd) drey Linien, weldye durch Cinen Punce gehen, in die analog
tiegenden beile: a’, w5 &, b"; o, c''; getheilt werden; Hat man die
Sleichungs .



TR 2y

~fing’.fin b’ fin ¢’ =fina”. fin 5", fin "
Nun Fane man aber in einer, nad) dev gegebenen Borfdhrift gejogenen, fechs
feitigen Jigur, die Seiten derfelben, und die andeven jwifchen den 6 Punceen
gesogenen Linien, al8 folche finus von a’, &%, ¢/, und a”, b, ¢/, betvadyten
und die niche gur fed)sfeutxgeu Sigur gebougen Linien, werden aus dem Pro-
duct drevec folcher Sleichungen berfcbmmben ’ und blog die im Lebrfas anss
gebnwfte ®leichung juriicbleiben, ‘
19.
Sest wollen wiv bie adyfeitigen Jiguren im Kreife betvadet.

Su ben Gleichungen, woraus wir die Bedingungs Sleichung iehen
follen, Tdnuen wic die ju prfange beg §. 13, fiie die fechsfeitigen Figuren,
angegebenen, benubess.  Sut erften Neibe vetfetben, fitge man nody die
Sleidyung :

s
W_ Biipv v
und-in der unteen Reibe erhdbe man. den Inder bey den « und B, um bdie
Cinbeit; und bey den £, 1m jwen; und fdyreibe nodh die Gleichung:

tlll =

1 —al’ s
th = ——
. a—f
afg evftes Glied der NReibe. Auf diefe Weife wird man alle erforderlichen

Sleidyungen haben.

Aud) den doppelten Werth, bden toir in §. 13 fiir £/ gefunden haben,
Eonuen wiv benusen. Der evfte Werth dafelbft, bleibt = ¢//; und der jroeite
wird = ¢V, weny wir davin jeden Juder (auch o), um die Cinbeit exhohen.

Nun findet man leicht, den ung nochigen doppelten Werth von 2173
worin die Jablev wieder, big auf das Jeichen, identifch find, und aus den
Nennern wird man folgende Bedingungs - Gleidyung giehen

D2
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2““/ ” //;. a'd,” "Bl" d“ml _Bn[' ““l']_ﬁm +BB//+B/B,//_O
oo -{-a.' e +au’” +x 2"

ﬁd —W“ —Q%J
moraus man, wenn man fie in r, a, b, uberfegt, und nady » ordnet, erhdlt;

(IV) r4—r'f[+(aq’+bb’ _(aau +bb”)]+(aa +bb’) (a ///+b//bm)

vl alall 1hH;
l-:-'(a?’:”’:'}-lf"z”’)) (a a/u+b b’”)l (ab’ /b) (a”b”’ ) ”’b”) =e
l-+( allla_l_ bl/lb)
/
Nennt man o' = x; &' =y; -Z— =7 —= /5 &ec. fo findet fich:
y=x|r*(a — a’'+a") ]+r° _7,‘;”(("1::.?) e
-aa'a"(1477/ = 1~77/41 ‘H"’.‘”)J L |tala (14T ) -2

aa’a”(r — 7! + T + TT’T”).— re (ar —a't + a”r”) s0de (V)
relcdyes die Sleidhung der geraden Sinie ift, wovin bey jeder adytfeitigen
Bigur im Kveife dev vievte unferer Pincte liegen mug; wenn die drey ubrigen,
and-der Halbmeffer ves Kreifés aegeben find.

Qe 7 = o} fidude die Linie fenfrecht auf bie gerade, weldye mit der
Abfciffenlinje den WinFel madyt, bdeffen Tangente = tang (arc. tang r
— arc. tang 7/ + arc. tang 7/') ift; und gebt durdy den Mittelpunct.

Legt man die Q(I)fci»'ﬂ“erdiiiie durdy einen der gegebenen Puncte; fo wird
in der Gleidung (V), einr=o0; bdadurd) wird fie fich febr vereinfachen,

20,

Nebmen wir die beyden erften unferer Puncte fo an,” al8 ob wir duvch
fie eine vierfeitige Figur in den Kreis befdyreiben woll:sn; fo wird (nady §. 10),
aa' +bb'=r?

Dadurch verwandelt fid) die Gleidyung (TV) in diefe:.

(VD) r2[(a"“=a")a'-a)+(b'“—b")(b'~ b)]~(ab'—a'b)(a"b" ' ~a'"b")=0



Die Gleichung einer fenfrechten, ducdy den Mitcelpunce, auf die gerade
dued) unfeve evften benben Puncte, wird feyn :
_ x(a" —a)
T = -b)

/I
Nimme man die andern benden ‘J)uncte in diefer Linie; fo roird: b= EZ’"‘Z;
a(a' —a) .. (3" — a) (a' —
o e o e ® : “o_ ”=
und: b = —(bl—b) ’ und b b _(bl_b) ;

Set man diefe Werthe in die Gleidyung (VI), fo wird fie ecfulle: und man
fann auf diefe Weife ftecs eine adhefeitige Figur in den gegebenen Kreis be-
fdyvetbehl” toober Bte:cefte Linie willfubylidy bleibt. Man davf aber dabey
feine, im RKveife giltige, Berfebung in der Folge der Puncte madyen (cf.
§.16) 3 denn das Product groeer @ in dev erft gefundenen Bedingungs - Gleis
dhung, Hat ein anderes Jeichen, wenn fie ju swey auf einander folgenden
Puncten gehdren, als roenn fie ju Puncten gehoven, die einen andern jrwifchen
fich baben. ;

QWenn man in der Sleichung (IV) alle @ einander gleich, und = r fet;
fo vermwanbelt fie fich in: bb'6" 6" =o. Nimme man daber einen unferer
Puncte im Umfange eines belicbigen Kreifes an, und die ubrigen brey, in dee
Tangente durch diefen Punct; fo wird die Gleichung ecfialle,. Denn wenn
mah die Abfeiffen « Are durch den im Umfange liegenden Punce geben (afits
fowirdeinb=o0, und jedes a =r.

Bon den achtfeitigen Figuren, die man auf diefe Weife, durch unfeve
in einer gevaden Linie (iegenden Puncte, in den Kreis siehen Fann; werden.
aber algdann mebrere Seiten unendlich Flein. Sieht man den im Umfange
liegenden Punct,- alg evften Duvchfchnitespunce an; fo rwird man auf diefe
Weife eine finffeitige Figur in den Kreis jiehen: und die drey lebten Seiten
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pev adyefeitigen Jiguy toerben unendlich flein, Siehe man diefen Punce Hin-
geger als goeitens,  dritten oder pieveen Duvch{chnicespunce an;  fo mird man
burch unfere Puncte, drey-, vier- oder flnfleitige Figuven in den Kveis
gieben.  Denn nadhdem bdie NReibe guerft an den befagten Punct gewefen if,
fo-werden alle folgende Seiten der Figur ynendlich Flein, big die NReibe wieder
an biefer Punct Fdmme, N(gdaimn ‘ift aber Fein greiter Punce, file die durdy
ibn in den Kveis ju jiebende Seite der Figur gegeben: man Fann alfo durd)
ibn vie Figue fdyfiefein, und die nachfolgenden Seiten, -werden alle wieder
unendlich Flpin,

g ift aber a priori einfeudhtend , daf man auf abnlide Weife, wenn
man, A Puncte-in die Tangente eines Kreifes, und Cinen davon in dew Be-
tiibrungspynct legt; afsdann immer gefchloffene Figuren, bis gur A+ r feitiz
gen,, in den Kreis sichep wird: wenn may die APuncte, als Durdyfchnitte-
puncee der g. 1. [. . einter 2A feitigen Jiguv betvachtet, Daber ift unfer bey
den adytfeitigen Figuven gefunbenes NRefultat, nur ein Beweis: daf Die
NRechnung bis dabin richtig gefubre fey. o

Sest man in unfever Sleidyung (IV), jebes 2 = mr; und ein b, j. B,
b = o3 fo vermanbelt fie fidy in:

(m* —2m® 4 1)1t + (m* ~1)(bb' - bb" +0'b")r? =0
ober: (m? — 1)y2 =~bb' +bb" - b'b"

Man Fann alfo bey pinem gegebenen Kreife, unfeve viev Puncte immer
in einer gegebenen gevadben Linie annebmen; wenn man wsur einen Ddiefer
Puncte, jugleich in der fenfrechten auf diefe Cinie, duvd) den Mittelpunce des
Kveifes (welche dann die Ape der Abfciffen ift), annimme: und in dev leften
Sleidung, swey b willEabelicd), unbd dag dricte durd) die Sleidyung beftimme.
Bey den 4a + 2 feitigen Figuren werden wir feine foldye Cinfdyranfung
finden, wie wir bald feben wevden,
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RNimme firan 3iveh unfecer Puncte in gleichen Snefernungen asf der Are
ber Abfciffern, und die andern beyden, in devr Are der Ordinaten fo fey fiie
vieerften: a’“=mr; a’=—=mr; b’ =>b'"=o0; und fur die anderen:
a'=a =05

Alsdann verwanbdelt fic) die Sleichung (IV) in folgende:
(m* + 1)1 —(m* + l)bb’r2 =o; ober: r2 =bb’;
baf alfo r alsbann die mittlere Proportional - Linie, swwifdhen den beyden Ora
dinaten der bepden anderen Puncte fepn muf.

Sn der Gleichung (IV) fann man aud) alle unfeve Puncee als gegeben
anfebert, und davaus r beftimmen. Dann wird aber der nfangs = Punet der
Gootdinaten o angeriommen wetden miffen, bdaf r méglidye Werthe erdalt.
Cs find daber unendlidy viele Kreife fiiv die gegebenen Puncte mdglich; aber
fiiv einen aud) gegebenen Mitcelpunce nur Ciner (oder Hochftens jweye, wenn
72 in der Gleihung follte jwey bejabte Werthe baben Fonnen), ober gar
feiner: — ebenfo roie bey den vierfeitigen Figuven nur Cin Kreis moglic) ift,
ober gar Eeiner, A

Dagegen war bey den fedysfeitigen Figuren, Lage und Grofe des Krei-
fes gleichgultig.  Und roenn unfere im §. } d) geauferte Vermuchung, mwas
febr roabrfcheintich ift, fich beftatigee; fo wird dies auch bey allen 4A + 2 feitis
gen Figuren der Jall feyn,

21,
Wir wenden ung nun ju den jebhnfeitigen Figuren im Kreife.

Um bier die Bebingungs- Gleichung sroifchen unfeen Punceen ju finden,
Founen roiv wieder von" dem im §. 13 gefundenen doppelten Werehe von £/
Gebrauch machen. Der evfte diefer beyden Werehe bleibt = ¢/, und wiv

B ,
wollen ibn mie : < beseichnen.  Der jroeice diefer Werthe wird, wenn wir
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jeben (nder Cand ben = o) um jwey exhdben, =21; unbd rir wollen ibn

"

mits —= begeichnen,  TWiv miffen nun aug den Gleichungen:

1 — /i I — alViiv
tll/= ___; tw T e———— ¢ tV=_..__—— *
C a'l— [ ) alV — @y )
’ BN
I — at¥! TTe T
ambt":mi M= — B
a — BI —-—
cv
den boppelten Werth von £¥ fuchens und finden fo:
(am - u“’) C—- (Bm —- u”’a.“')B (a_/_“) /- (BI_ a aI)Bn =

T —a"a) CH(a" "BV —B"a")B ~ —(B—aa)C"— (af'—a'B)B"

Und ba wiv wiffen, bdaf die abler und aud ibr Jeichen, iventifd) find; fo

erhalten wir davaus die Bedingungs - Gleidyung:

(B —az’) C'4 (a3 —a'B)B" — C'Bw —algv )C+ (“IIIBW - .'wﬁm) B=o
Ordnen wiv diefe guerft nach den B; fo erbalten wir daraus:

r

] A I
2w W ocs” ] —oaa” f.|. o d
-/ P I .
ﬁ _“lullwill +B/ _“w'uw +B// +¢ul“1v +B,” -odaV
)
+ “I“llalv + wo n “lv +“I“ hl“w + ua,,“w
- “'wm“wJ _ “u“‘// “WJ - um“w l _ “'“”“w
) ’ - =0
f+“ b&'a.”' ] ‘
PN 1 mye » 7
v (HRE (- 188" (o - o) + BB - )

+ . Blv —da x .
+ “I“”“,” +B/Bw (04”—'“’”)"‘6’/8“, (d—a,')

"
=aaa

o
und wenn wiv diefe Gleihuny inr, a, b, Sc. uberfesen; fo erbalten wir:
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Hier bedeutet b* by b baﬁ jebes Glied der barax_}xf}féﬁjent{eﬁg cip;eﬁammer'tm
Srofe, mit drey b multiplicive wevden foll, deren Jndey forofl unter fich,
alg von dem dev bepden a, welche jedes Glied entbaft, verfchieden ift.

Ordnet man diefe Sleichung nady den Potengen von r; fo finden fich
alle Gfieder, diein eine gerabe Poteny von r multipiicice find, iventifdy = o;
und die ubrigen geben, roenn fie nod) mit r dividice werden, folgende Bebine
gungs - Gleidyung fiir die Durdyfchniets - Puncee der g. 1. [ S. der gehnfeiti-
gen Figuren: '

[ b (a"-a""+a"-a’' )‘ I’ av—a 1+ ba'at(a'- a,.,)" |
+b/(a-a"+a"-a") = 8"t 8 | L pgigy (at-a)
(VID) 292 |45 (a-a+a™-a") | 42b by b= |48 ~a |, - ,
+b"(a"-a' $a-a*) —a'}a +b'aV a(4''-a’)
44V (a'-a'"+a'-a), —av 4 o' [0 aaka-a") | _
- s L=
s +qlll-al - +b|v q’d"(a—a"’)
— all+ al
}av—a”
I - a’”-{-a” -
fa“~+a”ﬂ J

SHierans findet fich wiever, wenn alle Durdyfchunites - Pumcte unbd_der Anfangs.
punct ber Coordinaten gegeben find; Cin mdglicher, oder groey unmdgliche
Werthe fir r.  Nennt man dagegen ein a=x, und dag dagu gebdrige b=y;
fo findet fich fite biefen Punct wiever die Gleichung einer getaben Linie, worin
er liegen muf, toenn r, und die Abrigen, nebft dem Anfangspunct der Coor-
dinaten gegeben find. ‘



22,

G ift aber dud) Flar, daf die Sleidung (VI) unabhingig
von £ erfullt wicd, wenn man alle unfere Puncee in Ciner
gevaden Linie annimme. Denn man braudyt nur die Abfeiffen - Are
fenfrechr auf diefe Linie ju nehmen ; fo werden alle a einanbder gleich, und jedes
Sfied der Gleichung = o, wae auc r fie eine Srdfe, und weldye Lage dev
Mittelpunct des Kreifes aucy babe.

S beftatigt fich alfo, unfere im §. ~ d) geduferte Vermuehung (welde
wit vor dev Berechnung der Bedingungs - Gleichung der 1o feitigen Figuren
gemage Gatten), memgftcns jum guten i[ml bey b:efen Sigurenr, Denn
naﬁ unfece Puncee in Citler geraden Linie [tegen mif f et ift nidht begerindet;
ba die Sleichung (VII) audy bey ungleichen Werthen deva, Cinen moghdgm
Wezth fire v geben Fann.

Man Eonnce aber nach diefem Refultace eine neue BVermuthung aufitel-
fen, welche, weun man den Bang der Rechnung bevasheee, beinahe an Ses
wifbeit grange, nemlich:

baf man in jeden gegebenen Kreis, immer gefdyloffene
4M ¥ 2 feitige JFiguven befdhreiben Fonne, wenn man
2A 41 Puncte in Ciner geraden Linie annimme, und fie
als Durdhfdynicespuncee der g. it L S. betvadytet,

Wirklich bat uns auch eine gezeichnete Figur genau ergeben, daf man
durd) 7 unfevec Puncte, die in einer gevaden Linie angenommen waren, eine
14feitige gefchloffene Figur in den Kveig jieben fann,  Man nebme dabey
ven MaaRftad nur nidye ju Flein.

€2
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Bey den 10 feitigen Figuren verftede fich dies, nady obigem Beweife,
von felbft:. doch Haben wiv uns aud davon durd) eine Probeiberseuge,

So batten wir alfo unfern Sap durd) Induction beftatiget, Der vollftan.
dige Berweis diefes Sakes, wiirde auf Betradhtungen gegrinbdet werden mif-
fen, wie eine Vebingungs - Gleidyung fiiv 4A + 2 feitige Figuren, aus einer
vorhergehenden fliv 4(A = 1) 4+ 2 feitige Figuren- encftebe; und fdheine mir,
bey der complicicten Forny, unter welcder wiv-diefe Gleidyungen erhalten, in
Feine geringe WeitlauftigFeiten su fibren,

23’ ’ Vs

Wir wollen daber, fiir jest, diefen Berweis auf ﬁd)\ beruben laffen,
und nur nod) einiges anmevfen, was fich) aus dem Gange der bisher gefubreen
medgn'uug, ergiebt: wenn gleich dabep, jur vdlligen Uebersengung, audy nody
weitlauftige Bereife nothig waren. Diefe rolirden fid) robl bey dem Bereife
des Saes im vorhergehenden §. nebenber finden. Lind wenn dag mathema-
tifche Publifntit Gefatters-aw viefert Unterfichumgen 5efge, und nieine Kedfee
binveidyen; fo gebe i) den Borfas niche auf: mich bey groferer Mupe mit
bein Beroeife ju befdyaftigen, und ibn, wenn es obne ju grofie Weitlauftige
Feit gefdyeben Fann, befaunt ju madyen. Dod) wiirde e8 mid) fehr freuen,
wenn eir anderer miv darin juvorfame.

Csg feine nun folgendes nod) aus dem Sange der bisher gefubreen
NRechnung, mic Sicherheit hervorjugebhen :

a) Die Linie, worin, ben gegebener Lage und Grofe des Kreifes, und

den uibrigen gegebenen Durdhfdynictspuncten der g. 1. [. ©. einer 22 feitigen

Gigur, Cin nody su beftimmender Durchfchnieespunce liegen muf; wird immer
eine gerade feyn,



b) Bey alfen 4X feitigen Figuven fallen alle mi¢ ungeraden Potengen von
- multiplicicte @lieder, aus der Bedingungs - Sleichung wey, und find iven-
tifth = o Dingegen, bey allen 4A 4 2 feitigen Figuren ift dies mit denen,
in gerade Potengen von r multiplicicten Sliedern der Fall; und man fann die
Bevingungs - Gleichung mie r dividiven.

¢) Daber find in ber Bedingungs - Gleichung immer nur gerade Potens
jen von 7 entbalten. Und proar fteige, bey den 4 feitigen Figuren, ¥ auf
Die Ate; unbd bey dent 4A + 2 feitigen, auf die A — xte Poteny.

Wenn alfo in der Bedingungs - Gleidyung alle Wurseln von #2 bejabe
‘”“Eﬁ\‘a g0 m‘wbm bex) gegebenm ‘)Durd)fd)mttspuncten derg. 0. . S., und
einem gegebenen Anfangspunct dee Coordinaten, A ober A— 1 Keeife um die-
fen leten Punce mdglid) feyn, mworin wman 4 oder 4 + 2 feitige Figuren
durch die gegebenen Puncte iehen Ednnce.

HDftroadrfcheinlich ift aber nur immer Cin Kreie, ober gar Feiner,
um ey gegebenen TRictelpumct mighidh 5;: Gdi fendenws bl alle 2 + 1
Durchfdhnittspuncre in Ciner geraden Linie liegen; algdann nemlid) ift Lage
und Groge des Kreifes gleichgilrig.

d) Bey allen 2Afeitigen Jiguren, find die Sabler des doppelten Wers
thes von tA, identifch. Aber bey den 4a feicigen Figuven, ({ind die Jeichen
ver @lieder in benden Jablern, entgegengefeste: bingegen ben den 4A + 2 fei
tigen Jiguren, find aud) die Jeichen gleich.

Daber rvithre der Unterfdyied in der Form der Bedingungs - Gleihun-
gen, fur die Durdhfchnittspuncee diefer beyden Kiaffen von Figuren. Bey
den 4A feitigen, findet fich in diefer Gleichung ftecs das doppelte Product
aller &, und diefe verfchiedenen & find uberbaupt in jedem Gliede, als Facto-
ven, in gevader Anzabl encbalten.  Hingegen bebe fid), in der Bedingungs-
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Gleihung fiir 4A 4 2 feitige Jiguren, das Product aller @ auf, und bdiefe
find fiberbaupt, in jedem Gliede, alg Factoren, in ungerader Anjahl enchal-
ten; daber ift biev eine Klaffe von Gliedern weniger, und 72 um eine Poteny
niedriger.

) Alle 2 und B find in den Bedingungs- Gleichungen nur in der ecflen
Poteny enthalten. Audy ift Fein @ mie feinem jugeborigen B multiplicive,
‘Davaus folge eben die [unter a) bdiefes §.j bemerfte gevade Linie.

f) Die Symmetvie fire die Coordinaten der einjelnen Durdfdynicee-
puncte, ift, trof dev anfdyeinenden Berfchiedenbeit dev Jeichen, in den Slei-
chungen fichtbar, und bedarf Feiner Augeinanderfeung. —  Nur darf man
in der Folge der Durchichnitespuncte auf einanver, Feine' im' Freife yhitige
Berfesung madyen, twenn man burcb diefelben, Figuren in den Kreis befchrei-
ben will.  9Man Fann daber gwar bey einem beliebigen Puncee anfangen, audy
ridfroares fo gue alg vorwaves fie jablen; man dbarf aber, aus der Ordnung,
worin man fie suerft gesable bae, nidhe iberfpringen. (cf. §. 16). Wenn aber
alle 2x 4+ 1 Durchfchnitespuncee in Ciner gecaden Linie liegen; fo ift jede
Orvduung gleichgirltig; twenn fie nur jroepmal in derfelben Ordnung gebraudhe
‘ecdent.

24. )
Giie jese bleibe ung nod) ubrig: davyuthun, daf die fynehetifche Auf:
(ofung des Problems in §. 3, auch auf alle Afeitige Figuren anwendlich
fen. Da dies bier aber nidyt Hauptfache ift; fo werden wir ung Furs faffen,
ung auf Kligels mathematifches Worterbuch begieben, und an dem Bey-
fpiele, welches e (Avtifel: Kveis, §. 120) file das Bievecf giebe, jeigen,
vaf fein Bevfahren audy auf die andeven vierfeitigen Jiguven anrendlich fey.
Dagu ift nun nidys weiter ndhig, als daf man {ich eine abnliche
Figur, wie die Kligelfhe Fig. 42, entwivfe, Man laffe die Linien MN
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#nd OP bavin fteben, und iebe die Diagonalen jwifchen ihnen: vertaus
fche aber Die Stellen der Budhfiaben O und P.  Man nenne nun dent
gegebenen Punct in der Linie ON, weldyes jese eine Diagonale fenn wird,
wieder B.u. f.w. daf alle Puncte, die in Ciner Linie liegen, in beyden
Qiguven einerley Begeichnung erbalten. Dann. wird man das ganze
Verfabren -bey der Auflofung, auf die neue Figur anwenden, und im
§. 120 bey Kligel diefelben Worte beybehalten Ednnen,

udh davin ift die fonchetifhe Auflofung der analytifchen gleich;
baf fie fiv jeben Fall eine boppelte Aufiofung giebe.

So jiche man in Kfigels Fig. 40, die Linien, AF und BE,
roriche il O bag jwweied Dreneif geben.

3 §ig. 41, giebe. man CT und BT; fo tmrb man von A aus
eine gevade- b,urcb die andern beyden Durchfchnitespuncee obgedadyter Linien
mit dem Kveife, legen Ednnen. |

3n Sig. 42. jiebe man AU duedh) den Kreis, bdann BU, von
C ued) den: anbeven Duridfdnite dec Linie BU, nabe bey O; -und von
D nad) den anbderven burd)fdgmtt der Cinie CO, nabe bey P; fo mers
den Ddie gweiten Durdyfchniece der Emten AU unb DP in einen Punce
treffen. .

Der Srund (iegt barin, baﬁ et Braudgbare fDurcbfd)nitt des
Hulfefreifes mit dem gesebenen, swenmal, auf jeder Seite der Sehne,
welche den beflimmeen Winfel faffen foll, anwendlidy ift. Ju Fig. 41.
Fann man den Winfel HVL an die andere Seite des Mitcelpuncees

{egen.
25,
Da nun die analytifche Aufldfung des Problems in §. 3. in allen
Ctiden mic der fonthecifchen tbeveinftimme; fo iff es aud) wabrfdein:
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fidy, bdaf man audy die BVedingungs - Gleichung, weldhe. ung in diefer
Abhandiung befdafrige bat, auf eine allgemeine Weife -werde conftruiren
fonnen.  Dadurc) witden denn audy die Niche - Analyeifer der umertrdg-
lidyen Weirfhweifigfeit in den eingefchranften Beweifen fiir das Wier-
und Sedysect uiberhoben feyn Fonnen. Der BVerf. fuble fih aber in der
Chontbefis nicdht ftarf genug, um einen folhen BVerfud) wagen u fon-
nen: und ubeclaft dies anderen Kraften. !

\ .
- Ll it

A8 Sufafs ollen wir noch bemerfen: ywenn man fir die Coordinaten unferer
Puncte, die in §.3. gebrauchte Begeichnungsdart wieder einfiihrt; {o haben unfere
%gbingnmgé = Gleichungen folgende Formen. Die .l(ﬁt: um;em; :%’gg&ﬂmg
r* = aa’ cofin (A7-A);

Fiw bfcitige Figs. aa’fin(A’-A) + a’a’ fin (A - A)+aafin(A-A)=0

Fiir sfeitige.Figg. ethalten die in r* multiplicivten Glieder diefelbe Form wie bey
den 4fcitigen, und die Summe der beyden lepten Glieder der Gleichung (IV) ift
= aa’a’a’’’ cofin (A#/ - A/ 4 A’-A)

Bey, en 10feitigen Figg. faun man in der, Gleichung (VIT) allen Gliedern
folgende Form geben: 2r aa’fin (A’-A)+aa’a’/a’”’ [cof A’. cof A’ ,fin (A-A/)
+2fin A, fin A%/, fin (A - AN +2finA.fin A/, fin(A”-A/)]

Bey den 4 feitigen Figg. werden aljo alle Glicder, Unterfchiede der Cofinus,
und bey den 4A-+afeitigen, Unterfchiede der Sinus enthalten,

R
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Cinleifung

AU VAR RN VAN

@ie Seiten eintes Quadrates = P, von benett wir und jwene als Horijontal,
und die andecn benden alg vertifal gelegen, denfen wollen, theile man in A
gleiche Theile. Durd) die Theilungspuncte jiehe man gevade Linien, mit den
Seicen von P pavallel; -fo wird P dadurch in A2 Fleine Quadrate, oder Jels
len abgetbeilt werden.

Die AJellen, mweldhe jwifdyen jwey gunadht gelegenen Horigontalew
Theilungslinien entbalten find, wollen wic jufammen: einen Balfen
nennen.  Cben fo die A Jellen, wifchen swey nachften vertifalen Tbeilungs.
linien: eine Saule. Die BValfens zahlen wic vou oben Herab, und die
Sanlen, von ber finfen ur redyten.

Die NReibe voun Jellen, welche durd) eine gerade Linie, die durd) ibre
SWinfelpuncte geht, und mit einer Diagonale parallel liege, durdfdnitten
werden; nennen wiv einen Sparven. Und ywey parvallele Sparren, weldhe
jufammen AJellen enthaltenn, von denen jede in einem anderen Balfen und
einer anberen Saule liege; nennen wir: eine Sparvenfoppels unter
weldyem Augdruct wiv ftecs die Jellen, weldye in einer Diagonale liegen, mit
begreifen, bey weldyen die Angabl der Jellen im jroeiten Sparren = o wird.
Die Sparren und Koppelnr, weldye mit dev Diagonale, die vor oben Herab,
won dev linfen uc vedyten gesogen ift, pavallel find; wollen wiv Sparven und
Koppeln erfter Ave nennen: Ddie anderen — jweicer Are,

L
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Die gervdpnliche Aet ein magifches Quadea, weldyes wir ftets mit Q
begeichnen wollen, su bifden, Deftebe nun davin:

Man {dyreibe in die Jellen von P, die Glieder einer arithmetifchen
Neibe, 3. 2B. die natilichen Japlen, in dev Ordnung, wie die Jellen in den
Balfen, und wie diefe felbft auf einander folgen. Dann theilt man ein
gioeites Quabdrat, auf gleiche Ave wie P, in JeHlen; und verlangt nun: daf
man die Glieder der Reibe aus P, fo in das gweite Quabdrat fchreibe, daf biee
die Summe aller Slieder, soelche. iu Cinem Balfen, in Ciner Sdule oder
in Cinee Diagonale liegen, flets diefelbe = S bleibe.  Hat man dies betwirle;
fo nennt man dag jweite Quadrat, ein magifches.

* Bon diefen Q tird ausfitbriichy gebamdele, inz . isir i
» de quadratis magicis Commentatio, auctore Mollweide,. Lipsiae 1816,

Bon diefen Q find die meiften feiver allgemeineren Darflellung fa{ng,
alg Mollweide von ihnen giebt.

Wenn aber verlangt wird: daf nidy affein jede Saule und jeder Bals
fen, fondern aud) jebe Sparvenfoppel, bie gleide Summe =S geben folls
fo nennen wiv dies Q: vollftandig. Und die Theorie folder Q laft fich
allgemeiner aus den Clementen dber Tpeorie dev Jablen berleiten, und foll ung
in diefer Abhandlung. befdhaftigen.

Mollroeide fipre von diefen Q nur ein Beyfpiel in der Vorvede an,
welches von Mofchopulug hereibee; obne tie Theovie davon ju geben. Nudh
bat ev fie, fo viel ich weiff, nicht nachgeliefert; obgleich ev dariber Berfpres
dhungen in der BVovrede feinec AbHandlung madt,

Audy ein paar anbdere unvollftandige Q, die Mollweide ausfiprlich,
aber ju eingefchranfe, betvachret, mnd von denen er bey dem einen (nach) der
Methode der ftindier, pag. 45 feiner Abhandlung) aud Feine Theovie giebt;
laffen fich gan einfach aus unfever Theotie der vollftandigen Q Devleiten,
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Qur Bejeidynung dev eingelnen Jellen von P und Q, wollen wir die
Baf! ves Dalfens, worin eine Jelle liege, uerft fchreiben, nadyher die Jabt
ver Saule, und ywifchen benbetr einen vevtifalen Stridhy jieben. So bedeu-
tet: m+ 1 |n+ 1; Die elle im m+ 1cen Balfen, die jugleich in der
5 + 1 ten Saule liegt.

‘Die Aufgabe, mwelde der Vorrourf diefer Abbandlung ift, wird
nun barin beftepen:

Die Function von m und » zu beftimmen, wornady
ein Glied, welches in P die Jelle m4 1 | n+ 1 cinnimme,
in Q gefef ¢ werben muf; damic Hiev jeder Balfen, jede
Saule und jede Spavrenfoppel, die gleidye Summe=S gebe.

Aufldfung:
I Y

Wiv wollen juerft den Werth von S finden.  Um dabey fo allgemeire
alg thunlich ju verfabren, fo mollen twiv annehnten, dag P mit dén Glieern
pwener arichmetifchen Reien, die ein gemeinfchafliches Anfangsglied = A
baben, in der Art angefillt fen: daf jwey sunachit gelegene Glieder Cines
DBalfens, den Unterfdhied = f; und pwey folche Sliecver Ciner Saule, den
Unterfdyied = g geben,

Die Glieder deg erften Balfens von P, merben dann folgende feyn:
AjALficivic Atxficic A+ (A=1)f; deren Summe = EAC2A4+(A-1)f)

Die Glieder des jweiten Balfens find:

Atg; Atgtf; oo  Atg+ufs o Adgt(A-1)f;
. die Summe = JAC2(A+g)+(A-1)f)

Die Glieder des m 4 1ten Balfens find: |
Atmgi Adrmg4fyiiies Admgt2fs... A+mg+(A=1)f;

deven Summe = IAC2(A+mg)+(A-1Yf)
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Oie Gfieber ded legten Dalfens find:
A+(A-1)g; AH(A—1)g+S; oo ATA=1)gtef; o oo A+ (—=1)(gHf);
becen Summe = IAC2A+A—1)(2g+f))
Die Summme diefer Summen ift = FA2C2A+ (A= 1)(f+g))
und da die BValfen, Saulen und Spaveenfoppeln jeder Axe in der Angahl = A
porbandens find; fo rird fentr:
S=2A+ AA-D(f+2)
Nebimen wie A ungerade, oder =2p+ 1; fo twird:

S=C2p+1) CA+ (f+g)p) = der Summe der Slieder deg mitelern,
odet g 4 1 fen Balfensd; odec dev o+ 1ten Sanle, Denn man erhdlt die
Summe der Glieder einer Sanle, wenn man in dems Husbrad@ Me vie Summe
pes gleidynamigen Balfens, fmit g vertaufche.

Sesit man Hier, A=—p(f+g); fowitd S =o, fo wwie bag mictelffe
Slied: Man eebalt bann 2p(p+1) paar gleiche, aber entgegengefeste Glieder,

Uebrigens Fann A aud) jeden andeven vecneinten Werth haben, fo wie
audy f, ober g; aud) fonnen diefe Srofen gebrochene Werche exhalten.

2,

Wie Eonnen nun leide ecveifer, daf je AGlieder von P,
menn fie nur in lauter verfdyiedenen Saulen und Balfen
liegen, boch flets die Summe =S geben twerden.

Dennt wenn ir annehmen, daf die unbeftimmeen Slieder deg vorher:
gebenbden §:

Atxf; Avgtyfsecc c Admgtaf; . . A+ A =1)g+of;
alle in ver{dyiebenen Saulen liegen; fo werden aud) die Werthe der Grofien:
Xy Yy eeee e,y allevecfchieden feyn: unbd jufammengenommen werden
fie die Neibe:, O, I, 2, 3,000s0sA=1



Bifdenr, deven Summe, wenn fie mie f multipliciet witd, = IAA = 1)f;
Rechnet man dagu die beftimmeen Zbeile der unbeftimmeen Slieder, nemlich:
A A+giee.. Admgseiis Ar(A=1)g;
peven Summe =2A + IA(A=1)g ift; fo wird die Summe aller unber
fiimmeen Glieder=AA +32(A - 1)(f+g) =S
3.

SWBerm wir-es alfo fo einridytén Funterr, dap die Slieder, weldhe in Q

einen Balfen, eine Saule, odev eine Sparvenfoppel bilden, in P in lauter
ver{dyiedenen Dalfen und Saulenr gelegen Dacten; fo rolirde dies Q volls
ftanbdig feyn,
7% " Yind da Yer in §. 2 gefibree Beweis, ganz und gar nidyt von der Ords
nung abbange, jin weldyer die unbeftimmeen Slieder auf einanver folgen; fo
ift Flar: baf man die Balfen von P unter fidy, unbd ebenfo die Sdulen unter
(i), auf alle méglidhe Avt verfegen — und daburch ein foges
nanntes fecunbddved Quadrae bilden — Foune; ohne Diedurch feiner
Gigenfhaft — vavaws;: anf die gedadyee Art, ein vollfidneiges Q Ju bildew
im minbeften A6beuch ju tbun.  Wir Founen dafec die Benennung P, nun
auch auf dag fecundare Quadrat anwenden,

SMan fieht audh leicht, Ddaf alle Jellen, weldye mit bee BelleB|Din
Giner Sparrenfoppel fiegen, unter dem Augdeud : B+4x | D X x enthalten
feon miffen: 1o dag obere ober unteve Seichen gilt, je nacdydem die Koppel,
erfter ober jroeiter et ift.  Da aber diefer Ausdeud, forwoh! fire bie Balfen
al8 bie Saulen, nur A verfdyicdene Wevehe, von 1 big A, geben foll3 fo ver
fteben ric darunter blog die nachbleibenden Refte, wenn dev Ausdeud mit A
dividiret wird: wobey der Reft =o = Aift

Die Summe der Sliever jeder Sparrenfoppel von P, ift =8; da fie
alle in verfchiedenen BDalken und Sanlen liegen: weldhes amsh dep allen még-
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fichen Berfefungen der Balfen unter fih, und dec Saulen untey fidy, Der
Ball bleibe,

4.

Wir wollen nun juerft fite die Junction von mund u, ‘ornadh .die
Glieder von P in Q gefest twerden follen, eine linedre Form annebmen, und
fie fo beftimmen: . baf dag Glied, welches inP die Jelle: m 4 1 | n+1
einnimme; in Q, die Jelle: B +mb +nB | D+ md+nd; erbalte.

Be. diefem Ausdrud ift nacirlic) immer nu, foroobl bey den Balfen
als Saulen, der Reft feiner Divifion durd) A ju verftehen, 4

Wic miiffen nun,  wenn Q volltandig weeden foll, folgenbe Bebins
gungen ecfillen:

a)- &8 ditefen nidyt sroey Glieder Cines Balfens, oder Ciner Saule, von
P; in Q in Cinem Balfen, Ciner Saule, oder Ciner Sparrenfoppel liegen.

. b) Wenn wir die Glicder-aus P in der Ordnung nehmen, wie fie in:den
Baifen von P, - und tie diefe. felbft auf einander folgtens fo darf Feine Jelle
von Q, weldhe ein Glicd aus P einnehmen foll, fchon von einem vorbergeben-
ven Gliede aus P, befest fepn. )

c) Auchymuf man in eingelnen Fallen, die Jelle, reldye das erfie Slied
ves erften Balfens von P, in Q einnehmen foll, weldye=B | Dift, be:
ftimnten,

. Bir baben aber 6 unbefannte Sréfen: B, 5,83, D, d, &; roelche fo
Deftimme roecden miffen, daf diefe Bedingungen ecfillle merden.

S

- Nach der BVeftimmung im vorhergebenden §, werden nun. die Slicder
der Jellen desm+ 1een Balfens von P, in Q folgenve Jellen exbalten:
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dag erfte Gfied, echale die Jelle: B+mb | D+md
Dasgmoeite L . . . . . B+mb+B | D4md+d
basmbILe o . 4 o 4 B+mb+xB | D+md+xd

DASAE .« . + o o »  Bimbt(—1)B | Dtmdp(A-1)d

Sollen nun die Begeihnungen fiic die Balfen in diefer Reibe, fauter
verfchiedene Balfen davflellens fo ift daju erfordeclich, dap die Refte, weldhe
bey ibrer Divifion dued) A nachbleiben, alle von einander ver{dyieden find.
Wenn aber groey foldyer Glieder, 3. B. dad x+1te, und das auf dhnliche
Are pu bildende x/+ 1te, in Rudfidyt dev Balfen, gleiche NRefte geben; fo
mufibe Untecfhied, welcher = (x'—x)B ift, entweder = o, oder ein Multi.
plum von A feyn. Wenn wir daber durd) 2 irgend eine gange bejahte oder
verneinte 3abl bepeichnen, bdie auch = o wevden Fanu, fo dacf, veenn obige
DBalfenreibe lauter verfchiedene Balfen davftellen foll, die Gleichung:

(¥ =x)B=2.A
idyt ftate finden,
Cben fo wenig darf filr- obige Saulenveibe, die Sleichung:
(%' =x)d=2A
ftatt finden,

Sft nun A eine Primgabl, fo Fonnen diefe beyden Sleihungen
nicht Deftehen, werm Bundd <A find, obne jedoch = o ju fepn. Denn
(x — x) Fann Hdchflens den Wereh +(A — 1) erhalten.
| Xt aber A Feine Primyabl; fo diirfen die Srofen B und J Feine Factos
vent von A enthalten.  Denn x/ — x Fann alle Werthe von + 1 big +(A—-1)
beFommen, unbd enthale alfo gewif periodifch den andern Jactor von A: wo
algdann die Gleichungen ftact fanden. .

Gegentbeils, _ wenn @ und d feinen Factor von A entalten, -fo Finmen

@ -
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obige Gleichungen nidyt befteben; roeil auf der einen Seite des Bleichbeit-
Seichens ein Jactor ftehen wirde, der fich auf der andeven Seite nicye befande.
6.
Die Jellen, weldhe die Glieder der n4 reen Saule von P, in Q, nadh
§. 4, einnebmen follen, erbalten wir, wenn wiv in.den Reiben des vorherge-
benden §, mmitn, aud) b und B, fo wie d und d'mit einander, . vertaufdyen.
Und eg erbellet dann eben fo wie dovt: daff weder die Gleichung :

(x' —x)b =225 nod) biefe: (x' — x)d=2zA; ftate finden darf, €8
varf alfo audy weder & nody d einen Factor von A entbalten, nod) = o feyn;
wenn alle Glieder einer Saule von P, in alle Balfen und Saulen von Q
vereheilt werben follen.  Und gegentheils, wenn b und d diefe Vedingung-ers
fillen; fo werden alle Glieder einer Saule von P, in lauter verfchiedenen
Balfen und Saulen von Q liegen,

7.

Sollen zroen Slieder aus Cinem Balfen von P, in Q nicht in Ciner Spar-
venfoppel liegen; fo diicfen ywey Glieder aus der inf. 5 gegebenen Reibe, niche
unter der Fovm fleben, weldhe wiv in §. 3 fitr jwey Glieder gefunden Haben,
die in Ciner Sparvenfoppel liegen.  C8 dilefen alfo die bepden Sleichungen:

B4mb+x' = B+mb+xB+y;
und: D4md+x'd=D+md+xdty;
welche immer nur in Anfebung vdec Refte ibrer Divifion durd) A gelten, nidye
3u gleicher Seit ftact finden. Ware dies ver Fall; fo roirde daraus mit leichter

Miibe folgen: ' =x)(BF H=2ar
Cs darf alfo audy B + Fweder=o feyn, noch einen Factor von A
enthalten, *

Auf eben die Avt witrde man fiiv die Glieder Ciner Saule von P, die
Sleichung: (% = x) (b d)y=2r
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feyn, mit bev Belle, roelche (nach §. 4.) dag Gfied dev Jelle: m+1 | n 41
von P, in Q einnimme; fo rourde leidyt davaus folgen:

(m' —m)b + (n' = n)B =2
und: (m’—m)d-{-(n’-n)é‘:z,\ e (D
alfo audy: (m'~m)(btd)+(n' —n)BEJ) =2r) '

welche Gleichung alfo niche ftace finden davf. (z Eann naeirfich in jeder diefer
Gleichungen einen anderen Werth baben.) m’ — m und n’ — n Fonnen bHiev
jeden Werth von o big + (A — 1) baben; nuc diicfen fie nidye beyde ju "gleis
cher Beit = o feyn, -Denn alsdann wave nid)t von yweven verfchievenen Glie-
dern, fonvern nur von Cinem die Nede.

Die leste der Sleichungen (1) ift aber im Allgemeinen allemal in gamen
Rablen aufsuldfen, wenn man m’ — m und n'—n (oder ndthigen Falls n —n’)
alg die unbefannten GSrofen, und 2 als gegeben anfiehe: wobey denn, wenn
bt d, und B2, einen gemeinfdyaftlichen Factor enehalten, auch z diefen
Sactor enthalten muf,  Dies ift aus der Theorie der unbeftimmeen Sleichun-
gen vomt evften Grade befannt, '

€8 wird alfo bier blog darauf anFommen, ob wir Bedingungen jri-
fchen den Srifen b, B, d,.J auffinden Eonnen, . wodurd) die Sleihung, fire
die angegebenen Grangen von m' —m und n' —n, unaufloslic
wird,  Dies wird der Fall feyn Eounen, wenn B ein Multiplum oder Sub-
multiplum von b, und & audy ein Multiplum oder Submultiplum vou d ift.

Denn wenn wiv juerfi 8 = L5 und J = 4'd fefen; fo wird die erfle
der Gleichungen (I) fich mit b, urd die jroeite mic d miffen dividiven laffen:
und wiv werden ftace ibrec, die beyden folgenden erhalten:

(m' —m)+ (v —n)3 =2\
"o (' ~m) + (0 =10 =2A
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Diefe geben, addendo: 2(m' —m) + (n' = n)(B' + 3y = zA
und subtrahendo: (n’'—n)(B'—¢)==zA
Nimme man nun in diefer lesten Gleichung, B und & foan, daf B — &
nidyt = o, und audh Feinen Factor von A enthale; fo Fann die Sleichung nidye
anders ecfille werden, als wenn n' — s =o ift. Aber wenn man diefen
SWerth, in die addendo evhaltene Gleichung fege; fo giebe fie:
2(m’ —m) =2\

Sft A nun eine ungevade 3abl; fo Eann diefe Gleichung nicht aufgeldft werden.
Denn m’ — m darf nidyt = o feyn, und Eann die Grofe von A nidh¢ evveichen;
daber FBnnte 2 nur =+ 1 feyn, Alsdann mifre aber eine ungevade Jabl,
einer geraben'gleid) fepn, weldyes unmdglidy iff.

" SYft bingegen A =2p; fo find die Gleichungen (I) allemal aufldslich,
wenn m’ —m = p=n' — nwird; weil B, 5, d, d, alle ungerade feyn miffen.

Man rirde alfo, wenn man nacy unfever Methobde ein Q von (2p)2
Sellen anfertigen wollte, auferdem daf man die Bedingungs + Gleidyung
roegen der Spatrenfoppeln nidy befriedigen fann, andy fhon befesee Jellen in
Q vorfinben, fobald man ju dev gweiten HAlfte der Slieder vort P Fomme.
Wollte man dag Glied der Jelle: g+ 1 | 1 von P in eine noch leere Selle
von Q fchreiben; in deren Saule und Balfen rioch Fein Anfarigsglied cines
Balfens von P fteht; fo Edunte man Q gany ausfillen. Aber eg werden
dann blos die Balfen, oder blos die Saulen von Q die vidyrige Summe = 8
geben, toie dies leiche ju seigen wave, '

Wi wollen aber st wnfern Gleihungen guriictfebren, Man wirde ein
abnlidyes Refultat wie oben erhalten, wenn man b= 48, und d = d'J feft;
und es wivde fid) blog dadurch vou dem evfient uncevfdyeiden, daf in dem einen
vag file die Saulen gilt, was in dent andeven fiiv die Balfen ausgefage wird.
Da man abev bey jedem P, die Ausdviefe: Valfen und Saulen mit einander
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vevtaufchen Fatin (wenn man e jur Halfte umbdrebet); fo bebalten wir blo3
Die erfte Annabme,

Wir werden alfo: B=FR'b; und: d=23'd; fegen miffen; fo daf
B! — ' nidyt = o, und auch Feinen Jactor von A = 2 + 1 enthalt,

10,

Wenn rir nun alle Bedingungen, weldye wiv aufgefunden Haben, um
ein vollftandiges Q ju bilden, jufammen ablen; fo find dies fo[genbe:

a) A darf niche unter Ciner der Formen: A=24; ober: A= 3u flehen.
b) Die @jréﬁen welche nicht = o fepn, . und audg feme 8actoten pon A
entbalten diirfen, find folgende : )

&b, 34, (nadh §.5.33 b, (nah §. 633 @'b + i und b2+
(nad) §.7.) und B'—4d" (nadh §. 9). Y
$Hat man diefe Bevingungen ecfille; fo Fann man dag Sfied der elle:
m+1 | n+1 vonP, nach Q in die Jelle:
B+m+4n3)b | D+ (m+nd)d
fegen, und wenn man dies Verfabren auf alle Glieder von P angemwande hat;
fo wird Q vollftandig feyn,
Die Jelle: B | D fiir das erfte Glicd von P in Q, bleibt unbeftimme.
Uin die Vedingungen ju veveinfachen, Fnnen wir & = — B/ fegen,
und wieber @ ftate B’ fchreiben. Dann erhalten wiv fiir die Aufldfung
unfever Aufgabe folgende Vorfdyrift:
Wenn A nidyt = 2p oder = 3p ift, und von den Grof-
fen: B, b, d, btd, Eeine = o ift, nod)y einen JFactor von A
entbale; fo fege man dag Glied, weldes in P die Jelle:
m+1 | nt1 einnimme, nad) Q in die Jelle:
B+(m+n8)b | D4 (m—-nB)d
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fo wird Q vollftandig fevyn, wenn man alle Glieder von P
auf diefe Weife bebanbdelt..
11,

Die Ausfiillung von Q gefchiede febr leiche, wenn man fic B, &, d,
Fleine Jablen annimme: 3. B.B=b=1; d=~1 2. SHier fomnen die
@lieder jedes Balfens von P, fo nacy einander in Q ju fteben, wie der
Springer im Schady die Jelder bedecfen roiirde, wenn er immer nady Ciner
Richtung fprange.  Wenn ein Glied von P nady irgend einer Richtung fiber
das Quabdrat Q binausfalle; fo bedenfe man nur immer, bdaf man es,
bey der Sabl der Valfen und Saulen, blog mit Reffen der Divifion durd) A
ju thun Bat: und jum Beyfpiel dee Balfen — x = A — x; fo wie der Balfen
A4 x=0 ift; bann witd man nicht irren, Beym Anfange jedes neucn Bal-
Feng von P, Eémmt aber ein newer, [leicht ju faffender Anfag :  Wenn wic
obige Werthe fiic @ und b nebmen, und d =1 fefen; fo erbalt das lefte
oder afe Glied des m + 1ten Balfens von P, oder dag Glied bder Jelle:
mt+1 | A-141;inQdie3ele: Bhm+A—1| D4 2m—2(A-1)
Das folgende Glied, oder das Glied der Jelle: (m+1)+1 | o410 P,
erbalt dann in Q die Jelle: B+m + 1 | D4 2m42.  Jieht man den evfien
Ausdeuct von dem sreiten ab; fo fieht man, daf das ecfle Slied eines neuen
Balfens von P, um—A+2, oder um 42 Balfen, und um+2A=o
Saulen weiter ju flehen Edmme; alg das leste Slied des vorbergehenden Bal,
feng. Diefen eingelnen Fall *) bat Mofchopulus bemerft, der unndhiger
Weife das evfte Glied beftimme.

12,
Um doch auch ein Beyfpiel nad) unferer Meehode ju geben; fo wollen
wir auch das Quadrat von 7 wablen.

*) ober viclleicht den wo d=-2; iy Pann jefit nicht nadfehen.
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Dabey wollen wivnady §. 1, A=11; f=1; g= 10} fefen, ‘und
nun die Balfern und Sanlen, abev jeden Theil fie fich, sufammen woiiefeln,
vaf fie alg fecundares P, fo ju {teben Fommen:

[aq 21|z7|23|24|26|21|25
52]57(53|54/56I51(55
32137(33134]36131135
62167|63|64|66|61|65
72177173174176171175
42]47143|4446|41]45
[x2li7Tuslralisn]s .

Wir haben fo ein Bevfpiel gemable, damif, wie tan |’ ebt, in ;ebem
Balfen vie ecfte Jiffer, und in jeder Saule die leste Jiffer, unveranderlich
fen. Sn dem daraug zu hilbenden Q, birfen alfo die Glieder, welche in
ivgend einem Balfen, einer Sanle, ober giner Spavcenfoppel sufammen lies
gen, eber gine evfte nod) cine Iebee Jiffer gemein Hoben: und davan wird
man gleich die Richtigleie erfennen, |

Nimme man nun 3, B, B=1; b=2; d=3; {o werden diefe Grofen
ifre BDedingungen (wach §. xo) exfitllen; und das volftandige Q witd uun fo
ongfeben;

(47173164136]s 1] 2512
24{16]41]75]62(37]53
31155122 17]43]74]66
72(6713354]26]11]45
13{44/76(61135]52(27
56|21]i5]42|77163|34
65132157]23]14/46(71 |
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DieStelle des evften Gliedes ift willEihelich s mwivbabenesing | 3 gefesr.
Sedes folgende Glied eines Balfens von P, liegt in Q um 2 Balfen und
4 Saulen voeiter, als das vorbevgebende.  Und bas erfte Glied eines neuen
Balfens von P, liegt um 4 BDalfen und o Saufen weiter, al8 das leste Glied
des vorpergebenden Balfens,

Audh die. Glieder, weldye in irgend einer SparvenFoppel vou P liegen,
werben tros der BVerfebungen, welche wir mit den Balfern und Saulen vorges
nommen haben, tweder eine ecfte nod eine leste Jiffer gemeinfdyaftlicd) haben:
woraus die RidytigPeit unferer Behauptung Cin §. 3, am Cnbde) augenfdeins
lich wid, == Dles {ind wabre demonstrationes ad oculos, '

3.

Man Ednnte vevanlafe werben, ju glauben, daff man durch Annabme
einer bdberen Function von m und u, alg wir in §. 4 gefest haben, andere
Bedingungs - Gleichungen erbalten, und vielleiche gar auch die Quabdrate dev
mit 2 und 3 gufammengefesten Sablen, vollftindig machen Fonnte, Darum
wollen riv diefen Fall untecfuchen.

IWir roollen annebmen, daf dag Slied dev Jellem+ 1 | # 4 1 von P,
in Q die Jelle: a4 bmet 4 cm® n¥ +dn? | &'+ b6'm*+. ... ehalten folle,
Dann rolirde in der Valfenreibe des §. 5 der Lnterfchied des x/ + 1 fen und
x 4 1ten Gliedes folgender feyn: cmB (x? —x7) 4 d (x"y —x9 ); abelr
diefe Grofe (ae fidy mit (x/ — x) dividiven, und der veranderliche Quotient
darf nie einen Factor von A entbalten. Aber m Fann auch = o werden, und
wiirde aud), wenn A Feine Primgabl ift, zu Seicen den andeven Factor von A
entbaltens daber bleibe blos das lefee Glied diefes Unterfhiedes wbrig, tworin
alfo d Feinen Factor vou A entbalten dacf,  Eben fo roifivde man aus ver Sau-
{enceibe von §. 5 finden, daf aud) d’; und (aus §.6) dafi auch b und &'; und
(aus §.7) baf auch & + &', und d X d' Feinen Jactor von A enthalten darf.

B
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Aber aud), wenn man diefe Bedingungen erfiillte; rirde.man dodh
Pein Q ju Stande bringen; denn die, mit den conftanten Grifen nody vere
bunbde bleibenden, vevanderlichen Grofen, Fonnen und rerden fehr wabe:
feheinlich su Beiten einen Factor von A enchalten,

Die Bedingungs: Gleichungen in §. 9 riirden folgende Form erhaltens
(m'—m2) b4 (m' B ~ mBh?)c +(u'3— h") d=2A
und die gtveite rird diefer gleich, wenn man &, o/, d'; frate b, ¢ d fehreibe.'

Wir roollent hier blos den Fall betrachren, wenn A gerade und =2 iff.
Cest tan m/ —m=n' —n=p; fo laffen ficy alle Sliehey mit s dividiven,
unb recher Hand wird der Wereh = 22, o

Aber da b, b, d, d’ alle ungerade fepst mitffenns fo bleibe in der Summe
und Differeny beider Gleichungen blos das Glied: (¢! + ¢) (- ), worin die
feeve Klammer eine Reihe von Producten der potensiveen GSeofen w, m, n, an-
deuten foll. Diefe mifite, fo wig dev erfle Jactor, immer ungevade fenm,
Aber m und # {ind unabbangig von einander, und Fénnen jeden Werth von
o big go — 1 erbalten. Dabev ift es niche ausfiihrbar, die Reihe immer unge-
tade ju erhaltern, . , L

Man wiicde alfo imnter {chon befeste Jellen in Q vorfindent, wenn man
tiach) unfever Meehode ein Q von der Wurgel = 2 machen wollte,

Wollte man rtoch mehreve Potengen von m und # in die Function fegen;
fo roitrde es blos die Jolge baben, daf alsdann in ben Bedingungs - Sleidyun-
gent nody mehrere vecanderliche GSrofern, mic den conftanten verbunben bleiben
wirden; die audy Feinern Factor von A enchalten diivfeen: rweldyes alle Be-
ftimmung der conftanten Grofen uberfliflig machen wicde.

Daber witd es bey dev linearen Junction des §. 4 fein Bewenden
babert mii(fen.
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14+

Bir oollen nun ein paar andeve Meehoden, unvollfandige Q ber un-
geaden A gu bilden, weldhe von Mollrweide niche in dag geborige Lidye gefest
find, aus unferem Berfabren ableiten,

Da nady §. 3 die Sparrenfoppeln jeder Ave, audh bey allen BVerfesun:
gen ber Balfen und Saulen unter fid), immer die richtige Summe=35 geben;
und bey ‘ungevaden A=2p + 15 nady §. 1 auc) der Balfen und die Saule,
in velchen dag Glied befindlich ift, welches im urfpringlichen P dag mittelfte
war, ftets bie Summe = S geben; fo Fann man verlangen;

wenn A=ap+1, ein Q ju bilden, worin die Glieder ber
-Gydrvenloppeln Der einen (exflen) Ave von P, die Balfen;
nud die ber zweiten Are, die Saulen bilden, und worin
auch die Summe der Glieder in jeder Diagonale = S fey,

Aufldfumng:

Die Jellen der. Slieder, welche in P Cauch dem fecundiren) in Einer
Gparvenfoppel fiegen, fteben unter der Form: m+x+ 1 s X x4,
(cf. §.3) und exbalten (nadh §. 4) in Q die Jellen;

B+(m+x)b+(ntx)B | Dt(m+x)d+(nt x)§

Soll nun bey dem obern Jeichen, und veranderlidhem x, der Balfen pier un-
peranbert bleiben; fomufi: (b+B)x =o fepn. Alfo: B=—b;

Soll bier fecner ben dem untern Jeicdhen, die Sanle unveranderlidy blei
bens fo muf: (d—Hx=ofeyn; alfo: d=4;

LUnd-das Glied der Jelle: m+ 1 | n 41 vouP, erbaltin Q die Jelle:
B4+(m-—-n)b | D+(m+n)d;

$ier bleiben b und d willfibelidhy, aufer daf fie ben Bedingungs - Blei-
dungen in §. o Gendige leiften mifen. Dies gefchiehe aber allemal, wie man

$H2
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feicht fiebe, roenn fie nuv Eeine Factoren von A entbalten, und A ungevade iff,
Deswegen ift audh diefe Methode auf die Q, worin A =2p ift, nidyt ane
wendlid).

Seht man nun in diefent Ausdrud fir die Jellen: &=d; und mun:
veranderlidy; fo fiebt man (bey veranderlichem n), daf alle Glieder, weldye in
P in Ginem BValfen lagen, in Q in Ciner Sparvenfoppel jroeiter Nee liegen
werden,

Sest man n = conflans, und m veranderlidy; fo evhellet eben fo: baf
alfe Glieder, welche in P in Cinee Saule lagen, in Q in Ciner Sparrenfops
pel evfter Ave liggen roerden,

Nun wird man noch) B unb Do Be{hmmen miflen, bdag das wmistelfte
Glied des urfpringlichen P, audy in Q in die mitcelfte Selle ju legen
fomme, |

@efese: dies Glied nebme im fecundaven P, bie [elle: mt1 | nd1ein;
{o wicd es in Q die Jelle: B+ (m—n)b | D+ (m+n)b; erbalten, Soll
Diefe nun die miccelfe werden; fomuffie=p4 v | p+ 1 foon. Davaus
folgt: B=p+1—m—n)b; D=p+1—=(m+n)b;

3. B. wenn manb=d =2 febt; fo ift in demin §. 12 aufgefiibreen
fecundaren P, p =3, und vas urfpringlich miccelfte Glied ift =44; und
Tiegt in Der Selle: 6 | 43 alfoifts m=5; n=3; daherwitd B=0=7;
und D =— 12 =+ 2; und bas erfte Slied von P, ober dieez, mufinQ
die Qelle: 7 | 2 exbalten, wenn die Diagonalen aud) die vidytige Summe =S
geben follen.  edes nachfolgende Glied eines Balfens aus P, Edmumne in Q,
um 2 Dalfen hHober, und 2 Saulen weiter ju liegen, als das vorhergehende:
und das erfte Glied eines folgenden Balfens von P, liegt um o Balfen, und
3 Saulen weiter in Q, als dag lehite Slicd des vorhergehenden Balfens,
SHieenadh wird fid) jeder Lefer leiche das Q felbft ansfislien Ednnen,
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QBerlangt man: daf aufier dben Balfern und Saulen,

nut die Spavvenfoppeln Ciner Are die Summe = S geben

follen; (roie dies ben der Methode der Oftindier dev Fall ift, die Mollweide

pag.45 feiner Abhandlung anfiibre); fo ift dies durd) unfeve Meehode febe
leicht gu erbalten, ‘

Wiv haben nemlich nidyes toeiter ndehig, als daf wiv in der erflen
allgemeinern Aufldfung unfers Problems im §. 10, alle conftante Grifen
ibre fibrigen Bedingungen erfillen laffen : und nur Cine von ben Ve
bingungen , 'tve[d)e (uad; §. 7) die Sparvenfoppeln erfordetn , in bev
3¢ aufbeberi; dap Gin Téeth von Ciner ber folgenven Grdfen @5+ I d;
b d; einen Factor von A enthale,

o evbalten wiv, wenn wic dag Benfpiel des §.' 12 wieder Yot
nehmen, und: B'=1; b=23 =133 d=a4; fefen; fir: B'o+dd
ben Weeth =2, 75 und, bie Abrigen nithigen Vedingungen werden
erfulle,

Wil man autt aus dent dertigen fecuudiren P, ein Q' wie hiee
perlange witd, bildens fo bleibe dag evfte Glied willfipelich, Cin fols
gendes Glied jedes Balfens vo P, Eomme in Q, um 2 Balfen und
— 2 Gaulen, von dem vorbevgebenden ju liegen: und dag erfle Glied
eines folgenden Balfens von B, liegt in Q, um 4 Balfen und 2 Sau-
fen weiter, alg dag leste Glied bes vorbergehenden BDalfens von P,

Jiie Lefec, weldhe bie demonstrationes ad oculos ficbent, il ich
doch das ausgefullte Q berfegen, worin dag erfle Glied = 22, wills
Eubelich in die Belle: 2 | 3 gefesie iff.



62 Earl 2 N\

[62]3753|24/16/41]75
31155122 17|43]74]66
54[26]|11]45|72|67(33
27[13144|76|61]35]|52
15142|77163(|34|56|21
46|71]65]32(57|23]14 |
L73I64I3615llzsvlm‘l47l

36,

Obgleich wir im §.7 gefunden haben, daf fir A= 3 Fein vollftandis
ge8 Q, in weldem audy alle Sparrenfoppeln die Summe = S geben, " fase
findet; fo Edunen wiv dod) beeifen : o

Wenn A=3(2p+1) ift; fo witd in einem nad) unferer
Methode gebildbeten Q, der dritte Theil aller Sparren:
foppeln die ridytige Summe = S geben.

Dies erbellet aug folgender Darftellung:

Die beyden Glicver, welche in P die Jellen: m+1 | n41; und:
m' 41 | n' +1; einnebmen; fieben (nach §. 10 am Cnde) in Q in den Jellen:
B+ (m+nB)h | D+(m—nB)d

und: B+ (m'+ 0B | D+ (m'—n'B)d
Sollen beive Slieder in Q in Ciner Sparvenfoppel liegen; fo mug
(nachy §.3):
B+(m'+0B)b=B & (m+n8)b+x + 32(2u+ 1)
und: D4 (' —w'Bd=D+(m—-nB)d ¥+ x+ 3z2(2pu+1)
fegn; o 2 in jeder Gleichung eine andere Jabl bedeuten fann,
Daraus folgt nach einigen leichten Reductionen:

V) eoo (' —m)b T d)==LB(n' —n)(b X d)+32(2u+1)



AT 63

Wo dgs obere Jeichen fiir die Sparvenfoppeln erfter Ave gilt,

-Wiv wollen nun juerft diefe beteadten, .

SWicwiffen, daf bund d, von der Jorm: 32 + 1 feyn miffen; daber
wird nothroendig Cine, und nur Cine der Grofen: b + d, den Jactor =3
enthalten. Wi nebmen juerft an, daf b + d diefen Factor enthalte, und
fegen: b—d=p; und: b+ d=13q; worin alfo p und g Feinen Factor vor
2 4 1 enthalten, ’

- Da nun im groeiten Theile dev Sleichung (IV) alle mit 3 dividire
werden Fann; o muf aud) nothrendig (m’ — m) den Factor = 3 enthalter,
Und wenn yic m'—m = 3% fegen; fo wird die Gleichung (IV) fich in folgende
ummwanbeln : xp==Lq(n' =n)+2(2p+1) . « « (V)
worin der grofite Werth von x=F 24 ift; da m’—m Hohftens nur=~6x+2
feyn Eann,

S diefer Gleichung Fann #’' — # niche anderd = o werdent, alg wenn
x=o0, alfom’ —maud) = o wird, weldes fiir jrey verfchiedene Jellen von
P nidyt ftace finden fann. Darvaus folget alfo: daf in Ciner SparrenFoppel
diefer Ave, niche groey Glieder aus Ciner Saule von P ju finden {ind. Hingegen,
wenn x=0 ift, fann man die Gleichung befriedigen, wenn man: #/'—n=2p+1;
fest. Wenn alfo in einer Sparrenfoppel 3. B, das Ate Glied aus einem Bal-
Een von P ftebt; fo ftebt auch dbag A+ 2+ 1te, und das A+ 2 (2u+ 1)te darin,
und nidyt mebreve: denn A+ 3 (2u+ 1) ift wieder = A, und auf andere Ave
Eann die Gleichung (V) nidye befriedige werden, da #’ — n hocdhftens =2k (A1)
fepn fanu,

Da dtey Glieder aug jedbem Balfen von P, von roeldyent iberhaupe
@lieder int einer diefer Koppelrt vorFommen, davin ju findent find; fo miffen
aus 2+ 1 verfchiedenen Balfen von P, Glieder darin vorfommen: und
wenn Slieder aus dem Balfen z darin befindlid) find; fo roerden audy Slieder
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aug dem Balfen: =2+ 3x davin feben.  Daber erhellet, baﬁ‘x'{ﬁ ber Gleis
dung (V) alle Werthe von o bis 2 erbalten Fann; benn der Balfen
2+ 3(2put 1), ift wieber =2, und die Reibe der Balfen gebt bier wieder von
nevem an.

3t nun ber (A4 1)te alg der mittleve Balfen des urfpriinglichen P, defs
fenn Glieder auch die Summe =S geben, in ber Reibe 2+ 3 enthalten; fo’
find and) die Balfen: 2(A+1)+ 3y; und F(A+1)— 3y darin enthalten, wo y
jeben Werth von 1 big o haben Fann,  Aber bie 3 Glieder aug dem Valfen:
FA+1)+3y von P, find jedbes um 3yg grdfer, und die aus dem Balfen:
(A +1)—3y; um eben fo viel Fleiner al8 die Glieder bes mittleren Datfens,
die mit ibnen in gleidhen Saulen liegen.  Sufammen ift alfo ibre Summe
gleidy, der Summe der 6 gleid)liegenden Glieder im mitelern Valfen. Da
dies nun von allen Balfen der Reibe gilt, und die Glicder aus diefen Balfen
alle in verfdylebenen Saulen liegen; fo ift die Summe aller SGlieder diefer
S%ppcl, gleich der Summe aller Slieber deg mittleven Balfens pon P, =S.
Hitte man die Valfen bes urfpringlichen P unter fich verfeset; fo mifte dieg
in Rackficht auf den mictleven Balfen fymmetvifch gefcheben fepn: fonft wiirde
unfer Beweis nid)e mebr angumwenden feyn,

Da nun alle Glieder aller Balfen von P, in ben Sparvenfoppeln Eis
net Ave von Q vorfommen; fo muf es 248+ 1 Diefer Koppeln geben, worin
Glieder des mittleven Balfens vorfommen, und auf welche unfer Beweis
anwendlich . ft,

Auf abnliche Ave Fann man nun leidye evrweifen, daf in jeder Koppel
groeiter Art von Q, je drey Glieder aus Giner Saule, und nur Cin Glied aus
jedem Balfen von P enthalten find: und dbaf die 26+ 1 Koppeln diefer Ave,
in weldyen Glicder dev mittlern Saule des primaven P vorfommen, gleidfalls
dle viditige Summe = S geben miiffen.
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Cnehalt b — d ben Factor =33 fo find in den Koppeln evfter Ave je
bren Gliever aus Ciner Saule von P entbalten &e. &e.

Soften biebey die Diagonalen von Q, bie vichtige Summe geben; fo
muf die mictleve Jelle = J(A 4 1) | F(A+ 1) durch ein Glied von P ausge-
fialle roerden, weldhes dovt die Jele: FA+ 1)+ 3% | Z(A+ 1)+ 3y eine
nabm, mwo x und y alle Werehe von o big +p baben Eonnen, Dies Glied
tiirde, wenn wir A = 2A’ +1 feben, in Q die Jelle: _

B+ (A4 30) b+ (M + 39)8b | D+ (A +35)d = (¥ + 39)fd
erbalten; foll biegnun=A+1 | A4 1 feyn; fo ritd

B=14N(1~b—b)—3b(x+By); wnd D= 14N (1—~d+3d)—-3d(x-Ly).

Durdy diefe Sleichungen werden (2 + 1)? verfdhiedene brauchbare
Werthe von B, mit den jugeborigen von D, fiie die Stelle des evften Sliedes
von P in Q beftimme,  Denn x Fann 204 1 Wertbe erbalten, und fiiy jeden
giebr e ieder 2 4 1 Werthe von y; wovon jeder ein anderes Glied in die
Mitte bringen, alfo aud einen andeven Werth von B mit D sufammen geber
1ird,

17,

Da fihy auc) die Methode, die magifchen Quadrate, deven Whursel
= 4Aift, angufertigen, febr leicht dabin abandern (afe: baf aufier den gleis
chen Symmen der Saulen und Balfen, fich auch noch A SparrenFoppeln je-
der Avt, jufammen alfo 24, oder der 4te Tbeil alfer Koppeln davin finden
ntiffen, weldye die gleiche Summe geben; fo wollen wir dbavon mit wenigem
veden: befonders da diefe Mechode aud) auf die Quabdrate der Wurjel =4A+2
anwendlich ift, welche auch 2A foldyer Koppeln geben miiffen.

Sum Bevfpiel diene das beigefiigte Quadrat von der Wurgel =3,
Die Mechode ift nun diefe:
3
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Man giehe durd) die Sparren von P, ein Parallelogramm: BHKS=p;
veffen Mittelpunce, der Durchfchnitspunce der Diagonalen deg Quadrates
ift. Gin gleiches Parallelogramm: DFMO =p’; wird man fymmetrifc
gegen die anvere Diagonale fo legen Ednnen, wie p gegen die erfte lag, _ Man
fchreibe nun die Glieder vom urfpringlichen P, die von einer Seite von p und
p’ durchftvichen werden, in umgeFebreer Ordnung in die parallele Seite deffel-
benin Q: 3. B. die Glieder, weldye in P von B nacy H liegen, {chreibe man
inQ von K nad) S, etvice versa. Wenn alle Seiten von p und p’ fo be-
Banbelt find; fo fefe man die nidyt von ibnen ergriffenen Glieder von P, in
viefelben Sellen von Q, weldhe fie in P einnabmen, —  Damit ift das vev:
fangte magifche Quadrat der MWursel § beendige.

18,
Die Figur macyt den Berveis beinabe entbehrlich. Bon jedem Paralle-
logramm p, toerdent in jedem Balfen und jeder Saule von P, jroey Glieder
ecgriffen; und diefe alle Fommen in die ex diametro entgegengefegte Jelle von
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Q, alfo in die conjugivten Balfen und Saulen *). 3. B. dag Glied der
RQelle: m+1 | n+1 von P, befomme in diefem Fall in Q bdie Jelle:
4r—m | 4x—mn; etvice versa. Nber wegen der fymmetrifchen Lage von
p', wird algdann von ibm auch die Jelle: m+ 1 | 42 —n von P ergriffen,
und ibr Slied beFomme in Q die Jelle: 42 —m | n4 1; et vice versa.

Wenn man aber die Halfte aller Slieder eines Balfens in den conjugir-
ten, und die in gleidyen Saulen liegenden Slieder diefes {eten Balfens in
den evften fese; fo muf jeder Balfen die Summe =S geben,  Chen das gile

fite die Saulen.  Daber werden bey diefern Verfabren alle Balfen und Sau-
len der Wurgel = 8, die vidhtige Summe =S geben, Was die Sparrenfop-
peln anfangt; -fo fiebt mian, baf die von p.und p’ ergriffenen Glieder von P,
weldye in Ciner Koppel lagen, auch in Q in Einer Koppel bleiben, 3.V, die
Koppel BH, OM; bildet in Q die Koppel: KS; FD et vice versa. Nun
geben aber alfe Koppeln von P die Summe =S; und jede Seite von p bilbet
mit einer anderen von p’ eine Koppel; daber miffen alfo 4 Koppeln die vichtige
Summe geben,

Sede Stite von p muf aber mie einer anderen von p’ eine Koppel bilben.
Denn wenn die eine Seite von p, x Jellen beftveicht; fo beftreiche die anlie-
gende, 4 — x Sellen.  Nun giebt e aber in jebem Quadrat nur 4 Sparven
vonx, und eben fo viele von 42— x Jellen, diefe werden alfo alle von p und p’
beftrichen.  Aberenn ein Sparven x Jellen bat; fo muf der ju feiner Kop-
pel geborige, 4A — x Jellen baben. €8 miiffen alfo alle Seiten von p und p’,
Koppeln bilden, ’

*) Gonjugirte Balfen und Saulen find foldhe, bdie von den beiden dufern gleichen
Abftand haben: und befanntlich muf die Summe ibrer Glieder = 25 feyn,
wenn S immer die Summe aller Glieder von P, durch die Wurgel dividirt,

aneige,
3 2
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Sroey ellen, die in Cinem Balfen B liegen, follen die Sanfen Cund D
einnebmen, Die Jellen ber Spaveen, worin diefe beyden Jellen liegen, milf
fen, wenn diefe Sparven fid) durchfreuzen follen, unter dem Augdrucks
B+x | Ctx; Bty | Dy; enthalten feyn, Sollen beyde Spars
ven cine Selle gemeinfchaftlich Haben; fo witd: x =y =F(C—-D) feyn, Eg
miiffen alfo C und D gugleic) gerade odber ungerade feyn; denn der Sufas:
X(z.4n) ober: Zz(4A+12); jur Gleihung, madye dabey Feine Aens
verung. ‘

Aber wenn die pavallelen Seiten von p in Cinem Balfen = B; bie
Caulen 1 4 ¢ und 1 4 b einnebmen; fo roerden die Freuzenden Seiten von p*
in diefem Valfen die Saulen: 41 — a und 4A — b cinnehmen. - Wenn alfo
a und b pugleich) gerade ober ungevade find; fo find 42 — a und 44 — b auch
jugleich gevade oder ungevade; aber 1 + a und 1 + b ju gleicher Seit ungerade
ober gerade; baber der Unterfdyied groifchen ibnen und 4r—~a; 4A—b immer
ungerade, unbd bdie fich Freuzenden- Seiten von p und p’ Edhnen Feine Jelle ge-
meinfhaftlidy baben. Nun find aber die pavallelen Seiten der Parallelo-
gramme nach der Confiruction von der Diagonale auf beyven Seiten gleidys
toeit entfernt; daber muf der Uncerfchied ibrer Saulen in Cinem Balfen;
oder:. @ — b immer gevade, D, b. @ und b jugleich gerade ober ungevade feyn,
p’ fann alfo Feine Jelle gemeinfdaftlich, weder mit p nody mit einem andern
Parallelogramm haben, telches in dem Balfen B, die JellenB | 1+a X 2y
und B | 145 ¢ 2y bat,

19. .

Wenn p und p’ mit ibren Winkeln nad) der Mitte ju vircfen; fo geben
gulet beyde in Cin Quadrat: CGLR jufammen; wodurd) alfo nur jwey
Glieder in jebem Balfen und jever Saule verfest werden, Chen fo wenn die
Winkel nach auen eifen; fo fallen p und p’ gulest in die Diagonalen, bdie
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tan als Parallelogramine anfeben Fanrt, in denen der Abftand jroener pavalle-
len Seiten = o ift.  Wenn man daber die Glieder in jeder DViagonale nad)
umgeFebreer Ordnung fehreibe; (5. B. die von A nach I lagen, {chreibe man von
Inady A;) . fo wecden dadurc) auch nue jwey Glicder in jedem Balfen und
jeber Saule verfese.

Man Fann daber ftate p und p’ aud) die Glieder bed Quabdrats und der
benden Diagonalen auf ebengedachte Ave unter fich verfefen, und dadurd) ein
magifches Quadrac der Wurgel = 8 erhalten, mweldyes aufer den gleichen
Summen der Balfen, Saulen und Diagonalen, audh noch it die beyden
©parrenfoppeln, weldye dasg Quadrat bildet, eine gleiche Summe geben.

20,
»

Allgemeiner wird nun folgendes Flar fepn:

Wenn in der Wurzel 42, A gevade ift; fo bilde man LA Paare folcher fhmme:
trifchen Pavallelogranmme, wie p und p’, mice dev (in §. 18. am Enbde bemerfren)
Bedingung, . daf fie Feine Jelle uptec eipander gemeinfchafilichy haben, —
und verfege die davin liegenden GSlieder auf bdie bemerfte vt in Q. Diein P
niche von den Parallelogrammen evgriffenen Slieder, fchreibe man eben fo in
Q, wie fie in P {teben.  Damic wird Dag verlangte magifdye Quadrat vollens
et feyn.

Anftate Cines Paaves der Pavallelogramme, Fann man aud) dag Quas
drat und die Diagonalen sufammen gebrauchen.

S3ft A ungerabde fo nebme man 5 (A — 1) Paare von Pavallelogeammen.
Dadurdy witd man in jeden Balfen Scc. 2A — 2 Glicder verfegen. Fiv die
noch feblenden gwey Glieder nebme man entroeder dag Ouadrat, obdex die bey-
ven Diagonalen; fo rird das magifche Quadrat-vollendet rerden, renn man
die tibrigen Glieder von P, nadh ibrer Ovdnung in Q fchreibe.
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Bey der Wurgel 4 twird man blos dag Quadrat, odex blog die Diagonas
fen verfeGen,

Wenn bie Wursel aber von der Form: 8p + 25 ober §p+ Gift; fo
roird man auch u Paare von Pavallelogrammen nebmen Fonnen, und im lebtern
‘{ya[(e noch die Diagonalen oder dag Quabdrat daju; aber dag noch fehlende
®lied Fann man nicht anders erbalten, nls daf man immer jrwey von den Pa-
fafllelogrammen niche ergriffene @lieder, bdie bey den conjugivten Balfen in
gleichen Saulen, und bey den conjugivten Saulen in gleidyen Balfen liegen,
mit einander vevtaufd)t; fo daf in jeden Balfen und jede Saule Cin neues
Glied Edmme, 3. B, dag magifche Quadrat von 6, Fann man fo davftellen;

P2 34 33 35 6
7 29, 9 10 26, 30
24. 14 15 22 17 19
18, 23 2I I6 20 13
2§ I, 28 27 8. 12
36 32 4 3. § 3F
toovin die mit einem Punce begeichneten Glieder im Quadrat, bdie ridytige
Summe gebén werden,

Fiie bie Quabrate, degen Wurgel = 4 ift, Fann man. dies Q}erfabren,
wenn man ftets die Diagonalen verfese, analytifch fo augdricden: Wenn in
P die Qelle eines Gliedes unter einer dey benden Formen: 14 | 1+4y+x;
und: 4A—x% | 4(A —y) —x; flebt; fo febe man dies Glied nad) Q in die
Selle von der anderen Jorm: eben fo, wenn diefe benden Formen find:
1+% | 4y—x; und: 4A—x% | 4(A—y)+x+ 13 bdie andeven Gliede:
von P, fesie man nady Q in diefelben Jellen, die fie in P batten.

——
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(Cf. bie Borrede.)

%enn{ k. und p goey Primyablen find; fo ift beFannelidy der NReft von

Ll b voh £ i(:——l)
beit oder Umgleichbeit diefer Refte, nac) den verfdhiedenen Formen der Jablen
kundp, fand friber uniberfteiglidye Hinderniffe: bis ibn julest Gauf aus
Clementar - Begriffen dev Jablenlehre, auf eine dberrafchende Ave fitree.
Diefer fd)éne PBereis nun, (afe fich an Ciner Stelle nody etwas Firger und
einfadyer barﬂe(lm' und- idy boffe, midy. Feiner fchiefen Beurtheilung aussu-
fegen, wenn ich davon bier die Mictbeilung mache, by bedaure aber, dabey
nichet die Original - Schrife von-Gauf benugen jut Fonnen; fondern nehme die
DBegeichnung aus Legendre theorie des nombres. Paris 1808: mwobey id)
boffe, vaf Legendre (ber bey diefer BVeranlaffung in gerechte Berounderung
tiber Gauf.ausbridye) die Jeichen nicdhe veranders haben wird. Dafelbft fteht
pag. 390 die Gleichung:

3 u 2k 1(p— 1)k
I ¢ o o 0 =E<-~—>+E<,—.— e tense s E(E )o
(1)  od p " ik —_p 2 );

k
worin E (—x— ) bag gedfice Gange, wclcbes in —;k-— enthalten ift, bebeu-

tet: obne den NReft B Be(racbten. Die anaa{ﬂ ber @lieder tﬂ‘ p'; unbd der
Werth des leten. @[tebts,_ ¥, wennp = op! 41 ‘unb k=2k 4 1; gefee
wird, und k <pift. SDues vovausgefege : . Nun ift aﬂgemem

( ~—-<x, unb*( ( )+!> —>X;

fo lange x < % ift. ‘ZBemt man nun _qur_a; die Reife der naturltdgen Sablen

; =% 1. -Der Beweis aber iiber die Gleid)-




fets fo ift Elar: Tenn dev Sabfen.Coéfficient eines Giliedes der Gleichung (I);
Y
=E (-%) ift; fo ift dag Glied < 15 alfo noch =0, und dag folgende

Gilied ift = 1 ober grdfer. Cben fo: roenn der Cocfficient = E (ﬁ&-} ift;

fo ift Dag Glied nod) Eleiner als 2, und bag folgenbe =2, ober gréfer &e.
Sn der Sleicdyung (T) findet fich alfo '

von folchen Gliedern bie > o find, eine Angabl =p’ - E (-—’;-)
LR Y S R e > I ¢ e e e ;pl L E <ikp——

PR SR S S S S ?2 ¢ ¢ 4 e :Fpl E( 3p )
b4
PO S ST S SR $kl——.l L ...p —-E(

Wenn man nun ber ‘IBertb jebes @Irebes bag>o 1ﬂ, 5uerﬂ =1 fegc,
nachBer den Werth jedes Sliedeg dag > 1 iff, nochmal =1 fese, big man ju.
legt fle ben QBcrﬁg ‘jebes Glipdes- bas> B - 1ift, nod;;: 1 fe6t; fo muf
man den Werth aller Glieder erlja(ten ba fie nur-gange. ablen bilden, und
vas legte &lied der Reibe (I), nur um-die Cinbeit grofer iff, his & — 1, Der
Werth aller Glieder vor (I) ift alfo = der éumme oon (1) =

g = E( ) E(””)....—E( > =u;
Aoer: V’"EC—)-PE&———)....-]-E(——-);

vaber: {l:+v——p ; Q. E D

e ()
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Cinleitung

——
1.

@ie anfdheinend pavadore fleigende Bewegung, teldye ein doppelter,
mit feinen Grundflachen jufammengefitgter Kegel unter gewiffen Umftan-
den jeiget, - ift befanne genug, und im Allgemeinen febr leiche zu erF(a-
ven; demungeadytet fdeine miv die Analnfe, woduedh alle abuliche Cr-
fcheinungen audy bey andern Korvpern umfaffend evdrveere roerden, Jnteveffe
genug ju baben, um damit eine Fleine Abbandlung su fiillen: rwenn
gleich die Prayis dabey feer ausgebn follte.

Die ecfte Pevanlaffung zu diefer Abhandlung gab eine andere von
Brimings, welche in Hinbenburg Aechiv fiir Matbem, IL 7, ftebt, mworin
die Crfdyeinungen bey der Bewegung des Doppel - Kegels siemlich ober-
flachlich uncecfudye, und rag die Hauptfadye ift, gany unridtig darge-
ftelle werden. Um Dbiefe Befchuldigung su beweifen, twird die eingige
DBemerfung binveihen, daf bder Berfaffer feine Refultate alle in per
Borausfesung. gewinnt: bdaf die Unterftiisungs - Puncte des Kegels mit
vem Sdywerpuncte deffelben in feiner Are, flees in Ciner und derfelben
Bertifalebere Tliegen.  Nun ift aber an fich Flar; bdaf algdann durch
vie Sdhere des Kegels twenigftens Feine bdrehende Bervegung deffelbent
eefolgen Fonnte; aber aus dem Folgenden wird audy fogleidy erbellen,
dafi unter biefen Umitanden auch Feine gleitende oder fortfchreitende Bes
wegung des Kegels durd) feine Sdywere flace findet, tweil der Sehwer:

K 2
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punct bey diefer Berwvegung auch nicyt finfen Fann, weldhes doch nach
pem Sas der vivtuellen Sefchwindigleicen alsdann gefdyehen mifte.

SHiernady werde idy alfo aller fpeciellen TWiderlegung und BVerglei-
dung der Refultate uiberhoben fepn Fonnen. Do) werden wir nody im
Berfolg aus der offenbaven Ungeveimeheit eines Refultats, ras aus der
Briningfhen Bovausfesung riditig gefolgeve ift, die UnridytigFeit diefer
Elvylich seigen Fonnen.

Brimings fubrt nod) an, daf Kraft in den Comm. Nov. Petrop:
T. VI. und Kononow in den Actt. Nov. Petrop. 178g. T. VIL das Das
fepn und die Grofe der drehenden RKraft benm Doppel - Kegel evmiefen
batten, und Diefe Beweife werden afler WabrfcheinlichFeit nacy vichtig
feon.  Obgleid) miv nun die Petevsburger Acten und Commentarien nidy
juganglich warens; fo boffe id) docdh durch die Allgemeinheit der folgen
den Analyfe gegen jede Collifion mic diefen Vorgangern, weldye nur vom
Kegel gebandelt Haben, gefichert su feyn. Andeve' Schriften uber diefen
Gegenftand Fenne iy nidyt, und Muvhard fithre in feiner Literatur der
matbematifhen Wiffenfchaften auch blos den Kononsw an.

2.

" Doppel - Kdrper wollen wir, nady der Analogie von Dopr
pel - Kegel, folche Korper nennen, weldye durd) Umbdrehung entftanden
find, und durch eine bene, fenfrecht auf ipre Umbdrehungs - Are, in
gwey gleidhe und abutidye, audy in Radffide auf die theilende Chene
gleichliegende $alften getbeilt werden Founen. Wenn die bepden Hlf:
ten feinen unmittelbaren Jufammenbang baben; fo denft man fich folche
durch cine fefle Limbrebungs - Are veveinige,

Bey ber nadfolgenden lnterfud ung nebmen wir ubrigens auf
beyden Seiten der theilenden Chene alles als gleid) an, fowobl in Rk



fiht des als Domogen betrachteten Doppel - Kdrpers, als feiner Unter:
ftigung, und der auf ibn wicfenden Krafte. Daraus folge:

1) Der Sdymwerpunct des Doppel - Kovpers befindet fid)y im Mitel-
puncte feiner Jigur, und liegt ftets in dev theilenden Chene.

2) Die Umbdrehungs - Are des Doppel-Korpers bleibe bey feiner Be-
wegung ftets fenfrecht auf die gedachte Cbene, und jeder Punce
der Are wird einerley Linie befchreiben,

3) Wenn die Lage der theilenden Ebene gegeben ift; fo ift die Lage
des gangen Doppel-Kdvpers, durd) die Lage eines Punctes feiner
AUmbrebungs « Ave, gegeben.

4) Biv werden nur den [uftand und die Verdnderung der Srifen
an Ciner Geite der cheilenden Chene in Betradytung ju sieben
ndthig baben.

5) Die age der theilenden Chene wird unveranderlich feyn.

Wir wollen nun die Lage der Puncte im Raum, auf vederwins
fidhte Coorbinaten bejiehen, ‘die wir, wie gewdhnlid), mit x, y, 2 be-
geidhynen, deven Anfangspuncet wiv in dem Durd)fdnitegpunce der Are des
Doppel - Korperd mit der theilenden Chene, in einer erften Lage deffel-
ben, fesen. LUnd zoar foll die Are der 2 in der entgegengefesten NRidye
tung der aus allen Kraften, die auf den Korper wirfen , jufammenge-
fegten Kraft liegen; =z wird alfo, wenn,. wie gerodhulid)y, nur die
Sdywere auf den Korper wivfe, vertifal, alfo die Chene x, y hovizontal
feyn, B

Die Chene y, 2, fey diejenige, rodurdy der Doppel - Kbrper be-
ftandig in gleidye Halften gecbeilt witd: und der Schwerpunct des Dop-
pel - Kovpers befdyreibe bey bder Bewegung bdeffelben, in diefer Cbene
eie Qinie, deven Coerdinaten wir nad) der Nichtung der y, mit B; und



audhy ber Ricdyeung dev z, mic ¥ beseichnen wollen; fo toerben wir fie
‘iefe Linie die G (biefe Abflirsung roollen wir ung in der Folge, flact:
Gleichung ; fo wie G, ftace: Sleihungen, erlauben) ¥y =f(B), an-
nebmen Fonnen: wo f ein Fuynctions- Jeichen ift,

Gur die Linie, durch deven Umbdrehung um bdie Arex, der Dop-
pel - Kovper entftebt, wollen wiv die Sl: y =X, annebmen, worin X
gine Junction von x ift.

@8 ift leiche eingufeben, baf die Orbinaten ber benden eben be-
tracdhfeten Linien, tenn BVerwirrungen und felbft Ungereimebeiten ver-
mieden werden follen, nur Cinfdprmige Junctionen ibrer Abfciffen
feyn divfen: Ddaber wird die angenonumene Form ibrer G nothwendig.
QWenn daber X Wurgelgrofen entbalt; fo geben die verfchiedenen Seis
chen Diefer Grofen, Ddie verfhiedenen Jweige Ciner Linie, und aus
jevem Sweige wird ein andever Doppel-Kovper gebildet. Chen fo muf,
wenn-f(B) Wurzelgrofen enthale, jeder Jroeig befonders betvadheet werbden,

Dey ver Gl: y=X, ift aber nocdh folgendes zu bemerfen:
Wenn X lauter gevade, oder lgurer ungergbe Potengen von x enthalt;
fo wird die gange Linie durd) die Are y in jwey gleiche Ibeile gerbeile,
und durdy Umbdrebung der Sinie um die Are x, Fann der gange Dope
pel - Kovper entfteben. Cnehale aber X, gerade und ungerade Potengen
von x mif einander vermifde; fo Fann nur der auf Ciner Seite bder
Qre y befindliche Theil dey Linie, sur Bildung des Doppel - Kirpers
- angewandt werden, wodurd) alfo nur die eine Halfte deffelben entftehe:
dies faun man Daburch ausbdriifen, baf x in der &(: y=X, nicht dag
Beihen andern davf.  Wenn man auf diefe Ave 5. B. die 4 Halfte des
Kovpers gefunden Dat; fo fiudet man die Gleichung dev Linie, wodurch
die — Halfte deffelben gebifder wird, dadurdy; 26 man in X entwebder
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bey den geraden ober ben ungevaben Potemzen von x, dag + in I ver-
wandelt, und die Bedingung bingufirgt, - daf x blog verneinte Werche
ethalten, alfo auch nidye das Beichen anbdern foll.

Wenn nun bey der Bewegung des Doppel - Kovpers, in irgend
einer Lage bdefelben, B und o die Coordinaten feines Schwerpuncts find;
fo witd die I fir feine balbe oder gange Oberflache, (nad) der eben
vorbergebenden Bemerfung) in diefer Lage, folgende fepn:

() v (=B +(z-y)=X?
denn x ift bey diefer Bewegung nidht weiter veranderlich. So ift 5 B.

1) Fie den Doppel-Kegel, welcher durd) Umbdrebung der Linie:

y=t(h=x), um die Arex entftedt: X2=1¢2.(h-x)2

Diefe &I, worin x das Jeichen nicht andern darf, gilt alfo nuc
fiie bie eine Halfte des Doppel-Kegels, bder aber nody iiber feire Schei-
tel Binaus, big ing Lnendliche verlangert, gedacht wesden muf. Nimme
man x innerhalb der Grangen o und + A3 fo encfebe davaus die eine Halfte
beg gerodhnlichen, mit feinen Srundfiadhen jufammengefirgten Doppel-Kegels.

SHingegen , nimme fan x innerbald der Sringen o unmd — o3
fo entftebe die eine Halfte eines Doppel - Kegels, deffen Spisen wegge-
{dhnitten find, und der mit feinen Eleinern Grundflachen jufammengefirge ift.
Und von x=-+h, big x =+o0; entftehe durd) Umbdrehurg, der weite
gange Kegel , Dder ju dem Tbeil ded evften gebore, wo x zwifcdhen
ound+ 4 galt.

Cesit man h=o0; fo gile fie fir ben eigentlihen, mit den
Sdyeiteln vereinigten Doppel - Kegel, und x Farm das Seicdhent andern.

Oeit man: t=o; h=oo; und: 2.h=r; fo gift die Gf fitr den
Cylinder, deffen Halbmeffer der Srundflache = r ift. Bey diefem iff
alfo: X2 =conft, =72, |
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2) Cine Linie preitec Ovdbnung , die-in ber Chene x, g liegt, Habe die
gtofe Are=a, und den Parvameter =b. Die Coothinaten des Anfangs-
Punctes diefer Are, feyert: 4, (nad) der Richeung der x), und 4, nacy
ver Richtung dec y; die Area, mache mit der Arex, den Winfel =A;
fo wird man fiie diefe Linie folgende &I baben:

y oder X =Ah'+
(x—h).(a-b).ﬁn)x.cof)\+§ab.ﬁnAi(abﬁ,({ab,ﬁna;\{,a.(x,;,);cof;\_(x.h)2)-_%
a.col2A4 5. fin%A o
in weldher G aber die doppelten Seidyen swepen gany verfchiedenen Dop:
pel- RKévpern angehdren werden, Ddie durd) UmbdreBung jedes Jreiges diefer
Qinie um die Are = entfteben wiirden, Wenn man in diefer &I, & verneint
nimme; fo gilt fie beFanntlidy fiw die Hyperbel, und wenn a =oo ift, fir
bie Parabel. Segt man darin: a=>b=-2r; fo gilt fir fiv einen RKreig
vom Halbmeffer =r; auferdem fir Clipfen,
Gs bedeute 7, den Dalben Umfang des RKreifes, Wenn man in
ver O fir X, A=o febt; fo witd fie geben;

b 1
x=it(b.G=h= g G- )
und fie A= 47, wicd fie geben: | e (O
X=K+4jat ({.a’ - _‘.‘.- ,(x_.;,)z>£;

Fiir A==, witd man in dev erﬁen Dtefer ®: h—x, fic: x—h, feben;
und wenn A = 37 iff, wird man in der yweiten piefer Gl: X =4 -
ja + &c. fegen.

Wenn man in der evften der OU (1), h=~ia, fest; fo wird

fie geben: X=4'*F (_%_ . (32 - x‘«'))‘i; algdann. gilt fie fiir den




| o
qangen: Dopel: Rirper, amb = fann, das Jrichin: hudern: : dbein fo, wenn

in der pweiten dev &I (1)%, h=o0, ift.
Q:rs ag 3u den Q}cpfmdm pinvéichen.
3.

n) “Wenm .nun firr eine nadyfifofgende Sage des bewegten Doppel:
RKovpers,~ biejenigen Puncte bes: SRaumes gefunden “terden follen, in
toetdyen” feine. Oberflache; im ben beyden Lagen fid feyneidee; - fo- mwerden
die Edérvinaten: x,y,z, fir alle diefe Puncte imverdndere bleiben, und
eg roerden in der B[ (1), nur die Coordinaten des @d)werpuucts fich dnderm,

;D;ﬁgummt man aber die &1 (1), in bxefer %rausfe{wng,

w‘mt man R L dy
() o (y B)+(z—y) dB LA obet;,;:f_:.g.,

‘,Das Sftem der Im)bm S0, (1) und (2), flellt bey gegeBe—
nen B,y unb % ’ me @uwe bar, morin die gefucbten Puncee hegew

nemltd) ‘die von Monge fogmaunte Favafteriftifhe Curve, (Cf. Lacroix
Traité du ealcul différentiel et du calcul intégral. Tom. I, §. 338
und 339 - “Auf biefes vovrefliche Werf, weldyes ju Paris 797 feqq.
erfchienen ift,. wird Ber Beef. fich in der nachfolgenden Unterfuchung
bauptfachlich begieben. Und roenn e audy einigen Antfchein von Urtfcbicﬂic&
feit Haben follte, Daf in einer gunadhft fiir deucfche Lefer ge{d)rfebenm A=
Danblung). ftets Dejug auf ein in franydfifdier Sprache gefehriebenes Werf
genommen ift; fo balt der Bexf. fich doch dadurch binceichend gerechtferriger,
vaf ibm in der That Fein deutfches Buch beFaunt ift, rworin die memern
Gortfdyricce der Analyfis fo voﬂﬁanbng und Flar dargeffellt mareu, als
in bem genantiten Wewk wots Liweroix. Befannifich ift aber auﬂ) 5 Beclin
£
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Cfliminice man abec B und y aus diefen beyden GI(," vermdge dev
&1y =f(B); fo erhalt man die &[ der vingfdrmigen Grengoberflache, wovin
alle Favafeeviftifchen Curven enthalten find, und welche den Kdrper:in jeder
feiner Lagen, mit einee folchen Curve bevthre. - ( CL. Lacroix L. c.. Fom. I
§. 358). : Hievaus folget. fogleich, -daf der Doppels Korper bey feiner Bewe-
gung jede in der Grenyoberflache: willfhbrlid) gejogene Curve, .. welde- alle
Eavafteviftifhen Curven fdhneidet , beftandig bevitbren muf: und umge-
Febre, wenn der Doppel - Kovper: eine folche - Curve beftdndig beriibre;
fo Befc;)reibt fein Schroerpunce die Linie, welche zu der Grenjobecfladye,
worin die Stirs - Curpe liegt, gehort — mwie leiche emufcben ift.

.2) Die Gk (2), ift die Gl einer: @bene, we[d)e duvdh den Punce gebe,
beﬂ'en Coordinaten B und y find, und welche dore auf der Tangente dev Linie:

= f(B), fenfrecbt ﬂebt. SDenn die @[ buefet zangente ifts

B (y B), und die G der bterauf fenfted)ten @bene, findet

fid) (aus Lacroix 1. c. Tom.L §.30 1) mit dev &I (2) identifch.
_ Die farafternﬂxfd)c Curve tiegt alfo in diefer Shene duedy ben_@dzmcu
punct des Korpers, und fenfrece ‘quf bie Cbene y, 2. Diefe Curve ift alfo
eineclen mit der Cryengungs - Linie des Doppel s Kévpers, fiie weldye riv die
Gl: y=X, Datten,

3) Aus den Gz Cx) und (2), laffen fidy febr leiche die benden folgens
den giehen:

B—=Y =—=

). Ynmerf, Diefe Ubhandlung iff im Sebr 1815 qudgearbeitet,



dy ;
X.-—B—.H,,, X

(3)¢esB-y= <1+ dy 2)3, ‘mbz Y—C}’)ﬁ_jg_‘l
a8 ) *t e

in weldztu bie Coordinaten x, yunb 2, fir alfe Puncte der Faralreriftifchen

@u_m gelteu Fonnen, und B, ;y, fidy auf bie jebesmalige Lage des

dﬁ
Sdywerpunctes besieben.

Da nun der Doppel - Kdrper in jeber Lage nur die FavaFeeriftifche Curve
mit der. @mpbobcrﬁacbe gemeinfcyafelich bae; fo wird er, wenm ex bey feiner
%cmegung buch irgend eine willfibriicy in der Grenjoberflache gesogene fefte
Qinie unterfliise wird, eigentlich an einem Puncte feiner Farakeeriftifchen Curve
untecftist,  Wenn wic nun in den U (3), die Coordinaten: x, y, 2, auf
diefen Stuspunct begichen; fo witd: S —y, gleih der Cnefernung des
Sdyoerpunctes von einer durd) die Stiifpuncee gelegten vertifalen Sbene feyn,
unbd affo atdy bem ftatifdyert Momene: dev Krafe, -voomie ber Doppel - Korper
fich um die Seigpuncee ju dreben ftrebe, proportional fepn.

Dies Moment ift alfo immer proportional: dem Producte aus der Cue-
fernung des Seiigpunctes von der Are bes Doppel-Kbrpers (= X), — in den
Cinusg des Winfels, bden der QBeg feines Schroerpunctes mit der Are der y

madht, (bcﬂ'zn angente = 5 tﬁ)

Dieg Moment ift a(fo o,
1) wenn X =oift, b.b. wenn der Stitbpunct in der Are des Doppel-
Kovpers, am Scheitel deffelben liege, wie gebdrig.
dy ' '

2) roenn v =0 ift; Ddenn alsdann tolicde aud) der Schroerpunce,
L2
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bey der Bervegung des Rérpevs, anfamgen eine horigontale gerade Linie ju
befchreiberrs e wiirde alfo niche finfen. ﬁuefé ‘Bemegtmg fann baber, nach
veni Sa der viruellen. @efdpv{hm‘gmfm\, Aidh¥ burdy bie 6d)wete ves fich
in Siufgc beﬁﬁbénben Doppel - Rérpeus erﬁeugt merheu.

:Dataus folgt alfor VSIBemt bet, @cbn;etpunct Deg §Dopp¢[ « Korpers
fidy in der Bertifalebene burd) die @tug{mmte beﬁubet, wof—y=o ift;
fo tird der Doppet = Kovper fich gau  nidye; J"bnﬁegm dnfaiigen’; s fey denn;
vap die Stigpuncte fid) it der Are des Doppel - Korpers befanden, . wo als-
dann der Kdvper nidye mehr getvagen irde.  Dies echellet auch fogleich aus

der G (2), in meldger, ﬂ y, uub -%F' 3u g(e;d;er gelt, b 3 — y,

blos fm ben @dmte( =0 merben.

‘lBenu blos bte C‘5c{were m ben fDoppeE Rower mtrft, fo it mm't‘ in
den Bl (3), ¥ > 2, alfo von ber Quabdrat - ‘IBut&e! , e ben dagu paflichen
Werth nebmen. npiffen,, ‘wen, dey ﬁérp:t ow: der Unterftagung getvagern
wecden foll. Um  bdie Jebesmahge Gt{)&bung des Sdywerpunctes fiber den
Seagpunct gu finden,. mwup mon, nach den Gl (3), die Cnefernung des
G;ugpunctes von-det: ‘uxeabes 'DOPM R&vm, mit dem @of nug des Win-
fels mulcipliciven, den der }ebesmahge Weg deg Schroerpunctes, mit der
Ure y macht.

-4) Begeichnet man die MNaffe b(s'umop'pe[ K¥rpees mic 2M, unbd die
nady entgegengefester Richung dev 2-in ifm wirfenhe befehlfeunigende Krafe
mit g, unbd gerlege feine bewegende Rtaft aug bemy Sehywerpunct in jwey an-
dere, wovon die Cine in der Chene butd; die ;ebesmaltgm Ctispuncte und
den Schwerpunce liege, (me[d;es audg die Gbene der Favafteriftifchen Curve
JifF), uwnd bie yroeite fenfrecht auf diefer Chene ftele; {6 finder fich biefe fesere
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Reaft fe{)t Iet&)t—- 2Mg . fin Arc (tg = 'dy = Mg -y
N dﬂ X

der erﬂm w @5(( 3 btefe Rmft ﬁ:ﬂt Die relative Sdwere bes' ‘Doppe[s:

Rorpers bat. Die erftee bee gerlegten Kedfte, ift= 2Mg . , cof Axcf

(1g 7 = —Ql%y—— L2 3rtﬂgt man btefé Kraft wieder in jtoey.

anbere, betcn Suchtungen vom Gcbmerpunct nad)y den Stugptmcteu gebns f'o:

tﬁ jebé b:efer legteru Reafte = Mg(y *z;;a{g + xz)i : und ‘wenn ._mau
Diefe wieder vom Stitgpuuct. ans nad) der. S)tid)tuug der Normale dey Farafte:
tiftifhen Curve dafelbft, und nach der Richtung der Umbrepungs - Yre bes
Doppel - Kdrpers jerlegt; fo verbalten fich. diefe drey Redfte, mwie die Seiten
des Drevects, deffen Winfelpuncte vom Schwespunce, de @uﬁpumte,
und dem Duvchfchnittspunce der Notméde mit der: Umbtehungs.- Are gebn(éet.
oecden.  Yber die Krafte nach der Ridhtung dev Umbdrehungs - Are find von
benden Stirgpuncten gleidy nnd.entgegengefest, -beben finlfa auf, und tie
Normale ftebe auf der Oberflacdhe des Doppel - Kovpers fenfrecht, und ibre

, aus

dXx
Lange big an die Umbdrehungs - Q(re ift =.X (XY ’«')? p “(nmm wir o

mit X’ begeichnen, wie wiv in der Folge i inmer tbuu merbeu) .
Die Kraft nady der Richeung der Novmale, v tﬁ alfo:

(r=2.G+X21 TAX2 NE
= Mg X ,ober Mg( N dy - )x
1 ag \

~ Der @oppe(-ﬁérper mag iy aber auf inien oder Oberfladyen bewegen ;
fo witd bas Diffevensial dev Unterfage am Seagpunct doch ftets in der Obers




Q6 AW
flache Des Doppel + Kbvpers Uegen miffen. Die- gedadyte Normale ftebe alfo
aud) auf dee Untetlage am Seis-Puncte fenfreche: und die Keaft nadh ihre
Ridycung, giebe den fenfrechten Druck ju exfennen, den die Unterlage von der
Sdyweve des Doppel- Kdrpers erfabre, weldyem Diucf die Reibung proportios
nal ift, wenr mau den von der GefdhrvindigFeit der Bewegung unbd der Kritm:.
mung des Weges des Doppel - Rvpers entftebenden DrucE gegen die Unter:
lagen, aufer Ache [afe. ‘ |
5) Um aber die weitern dbynamifd) ;me”cf)anifcben Sragen, weldye bey
ver Bewegung der Doppel - Kdrper vorfommen, beantworten ju Fonnen;
fo muffen wiv guvor einige geometrifch < phoronomifche Anfgaben -auflofen,
welche diefe Bervegungsart dacbietet, Ty
Diefe lestern Aufgaben werden fich der Hauptfache nach unter folgende
Abeheifungen begreifen laffer s
1. Wenn die G fir den Doppel-Korper und den Weg des Schivers
punctes gegeben find, daraus bdie Unterlagen ju beftimmen, bey welchen jene
G beftehen Eonnen. ;
2. lingefehre: Wenn die Bedingungen ber Unterftibung gegeben {ind,
davaus ' :
a) bey geaebenein Doppel- Kirper, die G filr den MWeg ves Schroets
puncteg, oder
b) renn die &I fiir dben Weg des Schrerpunctes gegeben ift, die &I
fite den Doppel= Korper ju beftimmen,
3. Bey einem gegebenen Doppel - Kovper, aug einer gegebenen G ji-
fchen den jebesmaligen Coordinaten deg Stigpunctes oder deven Differensia:
lien, und der daju gebdrigen Neigung bder Linie des Schwerpuncees,

d v
(berm Tangente = -7%- iﬂ)‘, — foroobl die Unteclagen, alg die Linie des
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Schverpunctes . beflimmen, bey me(d;m jene Relacion flace finden
Fann,

4. Da.duedy die Stetbtmg bes Doppel .- .R‘érpers an feitten Stiigpuncten,
bie Bervegung bdeffelben fich gerodbnlich in ein volliges Rollen auf feinen Ln.
terlagen verwandelt; fo Fann man die Anzabl der-Umbdrebungen fudhen, welde
it gegebeney Doppel - Kovper machen muf, indem er iiber eine gegebene
Unterlage wegrollt. . Dagu wird es ndehig feyn: die G der Curve gu finden,
weldye alle Beriibrungspuncte der Unterfage mit dem. Doppel » Kovper auf der
Oberflache deffelben darftellt. .

.G) SWir wollen nun jede Abtheilung insbefondeve becrachtern. Suvor
aber miffen toir nodh, folgends aligeseing Bemerfungen bier einfchalten s

-a), Wenn die B[ (1), nad) dem im vorhergehenden §. gefagten, nuv fitr
die eine Halfte: des Doppel - Kovpers gilts fo Lanu fie feine Jufammenfepung
in ber Gbene y, z, renn die beyden Halften- des Doppel - Kérpers in unmite
telbarer Bernibriirtg fteben, nidye angeben:  und die in der Folge ju findenden
Of, toerden. fiy folheRdvpee. vur fo lange vicheig feyn, - als diefe nicht blos
mit ibrer Sufammenfesung , b. b, blog mit Puncten die in der Chene y, 2 lies
gen, auf ibren Unterlagen ruben; alfo nut big dabin, daf x, alg Abfciffe des
Berifeungs-Pupetes,: == o wird, und. wiche weiter.. . €8 muf nemlidy im-
mer ein Diffevensial dev Unterlage von dev Oberflache des Kovpers bevibre
wetden.

b) Wenn die Endpuncte der Linie y =X, nidht an-die Are dev x ftofen;
fo roecben bey det Umbdrebung um diefe Are, bdie End-Ordinaten Chenen be-
fchreiben, weldhe mit der Cbene:y, z parallel gefern, und den Doppel- Kdrper
begrangen. Diefe Chenen find aber niche in der S( (1) fidr den Doppel- K
per enthalterr, und die ju findenden GU werden alfo auch Feine Ausdehnung
auf die Berudrung in diefen Thenen geftacten, und nuv fo lange gelten, big x
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uls Abfeiffe Ded'Berhbrange-Punctes, - gleich der evflen der-fotens Abfciffe
der iniey =X, 1oird, und md)t toeiter fiic die lesten Werthe felbff; mo: Feite
Differensial vet'Unterlage mehr von bet Oberflache bes Kotpers Berifit wird,
fondern nur ein Punct.

) Da es im Allgemeinen mdglichift, daf cine Oberflache und eine Curve,
ober audy sen Oberldchen, fich an einer Stelle beribeen, und an andern
Stellens chneiden Fnnen, — ber Doppel - Kitpec-aber feine Unterlage blos
‘berfifren, “umd nidyt fehiieiden folt; fo rwecden wir int Allgemeinen bey dens
nachfolgenden Vnterfuchungen vorausfegen: daf von der beribreen Oberflache
over Curve, nur das jedesmal beribrte Differenial verfetben vorhanven iff,
und da alfo die anvern Theile derfelben der Beribrung nicht Hinberlih pv.
'Sft aber in der WirflichFeit eine fefte Lnterlage gegeben; fd wird man, “um
&ﬁdz ponder MoglichEeit dev Berwvegung des DoppelsRKirpers auf biefer Unter-
fage ju fibersengen, sivor ‘witerfuchen mitiffen: 'ob der Doppel- Kicper, in
frgend efner feiner Cagen aud nody andere Princte als die Berdhrungs-Puncte
mit ber Unterlage gemein Habe, = in welchem Falle diefe Lage bes Korpers
niche ftatt finden fann,  Dod) wird man audy bier davauf Riicfiche nehmen
mitffen, baf fitr folche Doppel - Kovper, bey denen x das Jeichen nidye dndern
arf, die anbemcmgen Diircyfeymices - Puntte audy daffelde Seichen i ibr x
‘Babei uiiffen; wenn fié bie Bemwegung hindern follen,

4.
Wiv wollen nun die Aufgabe aufidfen:
Aug den gegebenen Ofl: y= f(ﬂ); mdy=X, die‘Unter-
1agen ju beftimmen, bey m[dzen jene . ©@U befteben Fonnen.

1) enn man aus der®(: y = f(B), und denen nun audy gegebenen
®t: (¥) und (2), die Grdfien, B unb ¥, eliminitt;" fo witd man nadh dem
vorhergebenden §., vie G dex GreniyObetflache evbaltenn, in weldyer alle



Unterfagen liegen miffen, ba fie alle FavaFteriftifchen Curven enchalt. Hun
ift es aber nur ndthig, in der jedesmaligen FaraFeeriftifhen Curve, einen
Punct, wogegen der Doppel- Krper bey feiner Bewegung driicfe, indem er
auf einem Differengial der Unterlage vubt, alg feft ju betradhten. Daber
fann man jede in der Greny- Oberflache liegende Curve, fie fey regelmagig
ober unregelmafig, continuiclid)y oder digcontinuirlich, af8 Unterlage oder
Ctislinie fir den. gegebenen Weg des Schroerpunctes gebraudyen, wenn fie
nu alle Favafteriftifchen Curven in den gedachten Puncten {chneidet,

Man wird alfo nody gemadyte Bedingungen fiir die gefuchte @tﬁg'[iuie
erfillen fonnen, wovon die natirlichfte diefe ift: daf diefe Linie auf einer
gegebenen Oberflache fiegen foll.  Der Durchfchnite der Greng« Oberflache,
it der gegebenen, rird algdann die gefuchte Stislinie fenn.

2) Wenn die Seuslinie in einer, der Cbene y, 2 pavallelen Chene lie:
gen foll, deven Gl alfo: x=conft.=a, ift; fowerden die Stiglinie, “und
die dev Linie: y =f(B) gany gleiche Linie, weldye der Punct der Are des
Doppel s Kovpers befdhreibs, bdev in der Cbene: x = a liegt, — fogenannte
ourvae aequidistantes feyn, bdeven Abftand von einander = A ift, wenn fiir
x=a, X =A wirb.

Denn der Durchfchnict der Chene: x=a, mit dem Doppel - Kirper,
giebt den Kreis pom Halbmeffer = A, bdeffen Umfang ftetg die Stiglinie be-
vitbee, und deffen Mittelpunce eine gleiche Linie alg der Schwerpunct be-
fdreibt. (Cf. aud) Lacroix L. c. Tom. L §. 290.)

3) Wir wollen nun juerft einige Bevfpiele betvadhten, und reil die
Qliminationen bald befchwerlid) werden, nachber ein allgemeines Berfabren
angeben, roodurch man fie jeden augenblictlichon Suftand des Korpers, alles
ibni betveffende feicht echalten Fann,

Wenn der Schwerpunct die gevabe Linie befdyreiben foll, deren Sl2
M
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y =mpB +nift; foift _j_’/;- = m = der Tangente der Neigung diefer Linie

geaen den Hovigont. lUnd die GL (2) mit der Gy =mp + n verbunbden,

giebt: y— = ">

Wenn man diefe Werthe in die GL (1) febe; fo vermandele fich biefe in:
(my—2+n)2=(+m?).X2 . ., , . (4)
weldyes die GBI der Grengoberflache fiiv den betradyteten Fall iff. Sest man
bierin §. B.m=o0; fo rwird der Doppel- Korper, dem das X jufdmme, auf
jedem Puncte dev in den bepden Oberfladyen: —z+n=+ X, gejogenen
willfubrlichen Curven, wenn ex dagegen drife, vubig liegen bleiben, ofue
von denen auf ibn wirfenden Kraften bervegt ju werden, Wenn wiv aber blos
mit fchroeven Kovpern unsg befchaftigen; fo dirfen wir die Etig - Curve nur in
ver Oberflache nebmen, worin file ein gegebenes x, 2 am niedrigften liegt.
Guie den Kegel des §. 2 verwandele fich die Gl (4) in:
(my —2+n)* =(1 +m?)i* . (h—x)*
weldye &I groenen Chenen gebore, weldhe mit einander den Winfel madyen,
1-~1

2
T ift. (Cf LacroixLc. §.504). Diefer Cofinus
gebove einem Bogen, toelcher swenmal fo grof ift, als berjenige, dem die
angente = ¢ gebove, wie geborig.

© Nehmen wir an, daf blog die Schrvere in den Kegel wicken folf; fo
Ednnten wir die Stiglinie nur in dev untern Chene anbringen, und werden alfo
in der Quabdratroursel der GBI (4) nur das + Jeidyen gebrauchen, wenn wir x
in ben Grangen o und + h nebmen: wodurd) encftehe:

=my+un—th—x).r(a+m?) ....,. (4"
Denke man fich aber den Kegel itber ben Scheitel binaus verlangere; fo

—_1
c(my—2+n), und 2—y= Py (my—2z+n).

deffen Cofinug =
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mifite algbann die Wursel das entgegengefeste Seichen beFommen, enn der
RKegel an diefer Verlangerung unterftiise weeden foll: und fo audy, wenn x
von o big — oo gilt,

4) ©oll nun die Stiiglinie, weldye den Kegel beftandig beviibre; u-
(& in einer auf ber Cbene x, y fenfrechten Chene liegen, weldye mit der
Cbene x, 2 den Winkel @ macht, und durch den Punce gebt, deffen Coordinae
ten 2/ und y’ find; fo wird die &I diefer Chene fepn:

y-y'=tgp.(x—x).

Climinivt man y aus den beyden lebten GI(; fo erbalt man:

2=m. X AgP—t(h—-R)r(1+m*)+n—mx' .igp—y)

und die gerade Stiiglinie, weldyer diefe beyden SIl gehdven, madht mit der
Cbene x, y den Winkel, deffen Tangente

d
=tg S:d—z.cofq;=m.ﬁnq>+t.cof¢.r(1 +m?) oii(5)

(Cf. Lacroix L c. §. 503}

_ us diefen &I, welche alfo fite den gerodhnlichen Doppel- Kegel gehod-

ven, wird man leiche, wenn x und Ciner von den beyden Winfeln g oder S

oillfihelicdy angenomumen ift, bden andern Winkel nebft y und 2 fite die Unter-
fage beftimmen,

©oll die Stiglinie in der Chene x, y liegen; fo ift S =o, und wir ers

Balten alsbann aug der &I (s) die.folgende: m= ——r ! n

- (tgp® —17)2

unméglich wird, wenn tg @ <&, wie gehorig, toeil dann die bepden Stirfe

linien einen grofern Winfel mic einander bilden, als die Seiten des Kegels,

weldhe geftiise werden follen. Die Stuslinie Fann alsdann nur an den iber

den Scheitel binaus verlangevten Kegel treffen, und eine fenFrechte Chene
M 2

, weldhes
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durd) die Stiublinie roiibe aus diefem eine Hypevbel mit Hovisontaler Ape
fchneiden, weldye Feine horisontale Tangente Hat,

_ t
Brunings findet fir diefen Jall, ftatt unfever &I, die &l: m= ?g—‘; ’

weldyes nady dem eben gejeigten unmdglid) vichtig feyn fann, wie wiv diep in
bev Cinleitung errodbnt haben.

Oberflachlicy betvachtet, Fonute folgende Darftellung den Brinings-
fchen Ausdruct ju redyefertigen fheinen: Wenn man fidh den Kegel juerft
in der Lage denfe, daf fein Schwerpunct fenfredye diber den Durdyfchnice
der borijontalen Stiislinien, (wobin wir, der Kilrse roegen, den ?(nfdngs{mmt
der Coordinaten feken wollen), ftebt; fo find die Coordinaten des Sehers
puncts, f'=o, y'=h.t. Denft man fich) den Kegel darauf in der Lage,
baf er nur noch mic dem Scheitel auf der Stiglinie rubt; fo find die Coordi--
naten des Schwerpunctes, = h. tgg und ¥y = o. - Hat der Schwerpunct
nun bey diefer Bervegung eine gerade Linie befchrteben; fo ift bie Tangente der
yll — y/ — t
B'-p e
fie angiebt.  Aber man muf bedenfenn, daf der Kegel ju den Kdrpern gehiee,
deven im vorigen §, unter der erften Sdlufbemerfung gedache ift.  Cr wird
in der evften Lage nidyt von der Stiblinie beriibre, fondern diefe fchneidet nur
den Umfang feiner Grundflache in Ginem Puncte, um welchen 'anf&ng[id) ber
Sdyroerpunct einen Kreisbogen befdyreiben wird, bis die Oberflache des Ke-
gels von der Seiglinie berubre twird,

Neigung diefer Linie gegen den Horijont = toie Brinings

t
Das doppelte Seichen der Gl: m= —— - erBalt dadurd) feine Be-
(tg o> ~ £2)2

deutung, baf der Kegel fich forwobl dieffeis als jenfeics bes Scheitels ftigen Fann,




Wenn der Kegel durd) feine Scyrveve niche sur Bervegung getrieben
wecden foll; fo muf in der &[(5), m=o, alfotg S =t.cole feyn, und
umgefebre, Jft bingegen tg 9> <#.colp; fo wird fich der Kegel virc-
ober vorwares, (nach der Richtung der y gerechnet) bewegen, und das Mo-
ment der Drehung wird (nach §. 3)=¢. (h—x*) —m——l—- fepn, wenn

(1+m*)2
x’ bie Cnefernung des Stispunctes von der Chene y, 2 ift. —  Fir den Cy-
linderiftt=o0, h=o0, und t. h= dem Halbmeffer der Srundflache,
Nod) ift yu bemerfen, daf die &L, (5) unabhangig von 4 ift.

5) Soll die Seuglinie, indem dev Schrerpunct des Kegeld die Linie

y =mp + n befdyreibe, eine Linie der yweiten Ordnung feyn; fo wird man
dies dadurch evveichen, daf man diefe Linie jugleich auf einer Oberflache der
sroeiten Ordnung, 3. D. eines andeven Kegels liegen (aft. Wi wollen nun
annebmen, bdaf bey diefem die Coordinaten feines Sdyeitels: a, b, ¢ find,
baf feine Are mi¢ dev Chene x, y den Winfel =@, und die Projection diefer
e auf die Chene x, y, mit dec Are x, den Winkel = 3 macht, daf ferner
rad. ber Grundflache

e =zift; fo wird die &I fir diefen

bag Berbaleniff ¢

poeiten Kegel:

[(x—a)fingp -(y- b)colyp]2+[(x—a)cofyp.finw(y - b)fing finw-(2-c)colw]?
=[(x—a, colyp.coflw+(y—-b,finpp.coflw+(2-c)inw} .22 ... (6)
welche mit der &1 (4)* fie die Grengebene verbunden, bdie gefuchee Linie dar:
ftellc. Sebt man in der & (6), 7=10; {o verwandelt fich der jweite Kegel
in feine Are, und die Wurgeln der benden Quadrate vor dem Gleichbeitssei-
chen, jedes = o gefest, geben die & firr diefe Ave. Sebt man 7 = oo; fo
vecroandelt fid) der Kegel in eine Chene, fenfrecht auf feine Are durc den
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Sheitel.  Das Duadrat bititer dem Gleidyheiteseichen toird nun=o feyn,
und die G diefer Chene geben.

Sest man dle Tangence deg Winfels diefer Chene, mit der Srengebene
ber & (4)*= —;—-; fo roivd (nad) Lacroix 1. c. §.304.)

_ tgw —m. finyp ~ ¢, colyp .y (1 +m2) e (7)
u—[(m.coﬁ/;—-t.ﬁngb.r( 1+m2)>2+(cofz/:+t.tgw.r'( 1+m2))2-{-(ﬁnz/;-{-Jm.tgao)2]’fr
= ber Tangente deg Winfels den die Are des jweiten Kegels mit der Greny-
ebene madyt. Set man u = o; fo ftimme dev 3ab[er von (7) =o gefest,
gany mit ber &I () dberein, toie gebdrig.

u =7 gefest, giebe die Pavabeln; u> 7z, bie Cllipfen, undu <7z,
bie Hyperbelnn, weldhe als Seiglinie dienen Fonnen, wenn der Schrwerpunce
ves Doppel - Kegels die Linte: y = mpP + n befdyreibe.

‘Uebrigens wevden alle mdgliche Linien, weldye in der Chene der G (4)*
befdhriecbén werden Eonnen, aud) als Stuslinien angefehen werden Fonnen,

6) Soll ber Schroerpunce des Doppel-Korpers, dem das X dev evften der
G (1)* gebore (wenn man b’ =o fet), die Linie: y =mpP +n, befcheei-
ben; fo verandelt fid) die &l (4), ins |

8) .+ (my—z+4n?= ok

Die Grenyoberflache ift alfo in diefen Fall von der jweiten Ordnung,
und die in ibr (iegende Stirblinie muf wenigftens von eben der Drbmmg fenn,
renn fie nidyt in einer der Chene y, 2 pavallelen Chene liegt: in weldem Jalle
ibre G feyn wird: 2=wmy + conft, wie aus der L. (8) folgt, wenn man
barin x = conft fege, und wie (nach Ne. 2 diefes §.) fepn mug.

Wenn man in ber S (8), a=b=~ 2h=2r fest; fo wird ficd) der
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Doppel « Kovper in eine Kugel vom Halbmeffer =7, und die SI (8) in:
(my — z+n)* = (1 +m?). (r?* — x%), verwandeln, Dies ift bie @[ eines
Colinders, deffen Halbmeffer der GSrundflache = 7 iff, und deffen Aye die GI(:
x=o0, und 2=my+n, gebdven, tie dieg voraussufehen war,

Soll die Stuglinie jugleid) in einer auf der Cbene x, y fenfrechten
Cbene liegen; fo roitd ibr aufier der & (8), nodh die Bl: y=x.t3p +/,
jufommen, wenn der Winfel diefer Chbene mic der Chene x, 2; = @ ift. Cli-
minitt man y aus Ddiefen beyden &ll; fo wird die Tangente des WinFels,
(=2S), ben die Tangente der Seuslinie, an dem Puncte deffen Coordinaten

d
7:,— +cofg feyn. Alfo:

g9 =m.ﬁn¢j-_cof¢.<,§ - xla h) (1 +m°g b — %
. : Jear— h)< X ))

2
weldyes fich fiie die gange Kugel, in: tg9=m.finpTx’.colp. C:thm(g)’ ,-
und fiir den pavabolifchen Abfchnite, in:

2 1
tgS=m.fingp + I(colp). < b(;;i-’z__)_)i

verroandelt. Jn bdiefer leften @I roird man x/ und h verneint nebmen, alfo
h—x, ftatt x — h feen, wenn man den Abfdyniee vom Scheitel der Parabel
‘big yur Cbene y, 2 becradyten will, [CL. §. 2, G (1)*].

Wenn blog die Schrwere in den Doppel - Kovper wirfe; fo ift von den
doppelten Seidyen der Quabdrat - Wurgeln, nur dag unteve ju gebrauchen: bey
welchem 2 den Fleinften pofitiven, oder grofiten negativen Werth Hat.

- Wenn der Doppel- Kovper nicht vor ber Scywere berwege werden foll ;
fo witd man in (9), m=o fegen. Soll die Stiglinie in dev Chbene x, y

x',y', %', finb, mit der Chene x, y madyt, =
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liegen; foift S =o. Die Gl der Stiglinie folge alsdann aus der GI (g),
toenn man dacin 2 = o fekt. '

Fite den Ove, wo der Doppel - Kdrper swifchen den Stislinien bindurdy
falie, wird m=co feyn. Dadurch erbalt man aus (9):

x—h=%a(li Ib 1 )
()’
\ a.tgp?

3 B. fue die gange Kugel: x'=r.fing,

und fiiv den parabolifdhen Korper: x' =h + ——,
4.t8%
1o dag obere oder unteve Jeichent gilt, nadybem man x’ — b, odex h — x in
die G fire diefen Kovper gefest bat.

Wenn x’ aus der G2 x'=h +

—, ‘einten verneinten Werth
4.t8% ' 2

evhale; fo oitd der pavabolifche Kovper gar nicht durchfallen: denn x darf in
der &I fit diefen Kovper niche das Jeidyen-andern.

7) Soll der Schwerpunct des Doppel- Kdrpers, dem die swente dec
Gl (1)* sufdmme, wenn man davin: A + fa = o, feft, bdie Qinie:
y=m.f+n, befdgmben, fo verroanbdelt fid) vie &l (4), in:

(my — 2+ n)2 = (1 +m). (%a’ - — (x—h)* )
Diefe &I ift alfo nicht auf die Pavabel anmenb[nd), ba man bey ibr im
Cudlidyen nidye: s+ Ja=o, haben fann.
Soll die Seuslinie hier auch in der Chene: y=x.tgp +/, liegen;
fo exbalten wir fiir 3, die GI:
2
th:m.ﬁnqbi—g—.(x—h).coqu./ Lem )%

a
qx;lzl2 - -b— (x—h)’



Fitr die gange Kugel ift a=5 =27, und A== o} dahet wird:

.. . B 2 NI
tgs:#l'ﬁﬂ,¢ix‘cof¢‘<-;lé+—";‘2~>z,

weldyes mit bem vorbingefundenen-TWerth ibereinflimme.
Die Stellen, 1o der Doppef - Kérper rubt, und bur@meg"f&m , mets
den cben fo gefunden, wie vorber, So ift file die lehtere:
b
x = bt

2. (cotg-2 ¢+T>2

Korper wnmdglich wird, wenn g2 @ > "g' ift,. wie gebdrig.

weldyes fily den Doperbolifchen

Cben fo leidyt, nur mie mebr WeitlaufrigFeit im Schreiben, miirde
tan die Fafle bebandeln Fonnen, wo die Are der Cryeugungsinie DCG’Qopp¢{=
Kovpers, mit dev Are derx, jeden beliebigen IWinfef mache,

8, Goll ber, Sehwespunct bes Doppel« Kirpers einen. Kreis Gefereis
ben, beffen Mittelpunct die Coordinaten b und £ hat, und deflen Hatbmeffer
= p ift; fo ift die [ bdiefes Kreifes: (B —Db)2 + (y — )2 =p2; alfo:

dy b-p . .. . -y b-g
= : 3 und die Gf be: = : \ i
il ie ©f (2) gie )y == weldhe mif
der G fiir den Kreis verglichen:

-p=y-=b).( 1~ L AT
Y (II ( [(y_b)ﬁ.l.(z_t)zJ%) un
2—y=(2=¢).{ 1— P ;

( Ly - 62+ (2 )2 ] )

giebt.  Wenn diefe Werthe vony — B, unb2—y, in die &I (1) fiir den
Deppel = Kovper (ubftitive wecden ; -fo erbale man:
)1




=02 @=)=(p X2 ... (10)
wodurd) die ringfdrmige Grengoberflache dargeftelle wird.

Diefe S theilt fich durch dag doppelte Jeidhen in jwey andere, rvovon
die eine fiiv die aufere, und die andere fitr die innere Grenzoberflache gile,
welche aber ibre Cigenfchaft alg aufece oder innere Flache aud) vertaufchen
fonnen, m_en,n.‘x bas Jeidyen andert, meldyes gefchehen Fann, obue daf %
vas Seichen anbdert.

Gir den Doppel - Kegel ift X =£.(h—x). Nimme man in der
B (10) das untece Jeichen, und febt: p ==¢.h; fo witd fie:
(y—0)>+(—=c)>=1t2.x2, und gilt fir einen Kegel deffen Sdeitel in
ver Cbene y, 2, die Coordinaten b und-c hat, und deffen Are mit der Are det %
parallel gebt, und nibrigens dem Doppel » Kegel gleich ift: wie dies Refultat
denn aud) mit einiger Aufmerffameeit voraussufeben war.

Da die G (10), wenn X vem Doppel-Kegel angehdre, allgemein file
groey Kegel gilt, deven Ave der Are dev x pavallel gebt; fo werden die Stuslis
nien, tenn fie in einer Chene liegen follen, von der jweyten Ordnung feyn.

IWenn aber die Stislinie in der Chene: x=a, liegen foll; fo wird X,
durd) diefe Subftitution von x, aud)y=conft =A, werden, weldem Dop-
pel - Kotper es auc) angehdre: dadurd) wird aber die Bl (10) i einen Kreis
vom Salbmeffer: p + A, verwandelt, wie aud)y (nacd) Nr. 2 diefes §)
feyn mug.

Wikt blos die Scywere in den Doppel - Kérper, deffen Schwerpunce
den Kreis befchreiben foll ; fo mug bey der Befdyreibung der obern Halfte def:
felben, die innere; und auferdem, die aufere Grengoberflache die Sriglinien
entalten. .

Wenn man in die &L (10), firX, bden aus den Gl (1)* gegebenen
Werth fegen wollte, torin man das & von dem in dev & (10) erplicite ents



Baltenen b, gebbrig yu unterfcheiden acte, 3. B dunel ben Aceent; fo wiirde
fie von der pierten Ordnung werden, wenn man nidye die Srdge A’ fo be-
ftimme; daf bie aufechalb des Wurgelseichens fallenden beﬁaubzgm Srogen

= o werden. 3. B. fiie die erfte dev Gl (1)*, wird man: p + A =o,
fesen, je nadydem man die augere oder innere Grengoberflache becradyten wil,

und fo file diefe die G(: (y—5)? +(z-'c)°=b’.(x—h).<r_ %k

erbalten, in weldyer alle Stiglinien fiegen mu(fen.

9) Soll ber Sdyroerpunct andere Linien der jweiten Ordnung befdyrei-
bent; fo wird die Srengoberflache diefe Ordnung uberfdyreiten. 3. B. wenn
bee Schroecpumnce die Parabel befdyreiben foll, deven Bl: »2 =mp, ift; o
miifite man ¥, aus den beyden S :

yi+my(Gm—y)—im*.2=0, und:

2 2
(y - %..) + (z—y,2=X2, eliminiren,

Sollte der Schmerpunct die Linie: y =182+ mp +u, befdyreiben;

fo miifite man B aus den SI(: ' o
y—p+ (-2 ~mp—n).(2lf+m)=o0, und:
y-p+ (-1 =mp—-n2=X2

efiminiven, um die B[ der Grengoberflache ju finden.

10) FWenn nun aud) die Climinationen leidyt befchroerlic) rerden; fo
toird man doch aus der G (4), die den jedesmaligen @tugpuncc betreﬁenben
Srofen leiche beftimmen Edunen. 9Man Fann nemlich fiie. jeven Augendlict
annebhmen : daf der Doppel - Korper fich auf der Tangente der Stutglinie am
DBeriibrungs-Punce, (weldye Tangente in dev Chene: y=x.tgp +/, flie:
gen foll), — ftuge: und daf fein Scyroerpunce die Tangente feiner Linie an
tem Orte wo ev fic befinvet, (deffen Coordinaten: A und 3 feyn foffen) —
befdyreibe. N2
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Man wird alfo dumehmpn Founen, bdof der Schrerpurict fichy in diefen

é

Augendlict auf ber geraben Riniie bemege, beren Gl y—y'=(p- p') T

.dy’ ‘
iff. 9Man wird daber it et @! (4), m= _,_1 —, n=y' =p ..d_’i

dﬁl ’ ' dﬁl ’
fegen, und bie®f:tgS = ek col.q, -(ef.. TN, 4und 6 diefes §:) reird
biernach geben: L ‘

2

) §
ﬁ“‘P__.CI-{- R ) .cofq?.-?c;-; .. (11)

woris fic) a-auf den Seiibpunct Qejiehe, unbigpiund 9, auf die Tangente dev
Stiglinie dafelbft.

ts—‘d
8~ =g

Bejeichnet m&h"%bfer‘uhb it gartyen Berfofy biefer A6gandlung,

mit X’; fo wevden wir ffir die Stellen, wo der Doppel » Korper nicyt von dev
——j;: "o, iff, fiiimet die ©F baben :
tg 9=+ X’,cof g; woraus man voh dei dreven (‘Brfvﬁen %, @, 9, Cine
beftimmen fann. G e D

v die Stelfen, o der Doppel - ﬁoxper burd) die Stuslinien pins

!

burd) falle, wicd immer: é—

Shywere beivent bird, and'wo alfe:’

=00, feyit. Daraus folge die G(: tgp="7X,

dp’
unb wan fiehs feicht a priori, Da diefe Stellen unabbangig von  feyn mifs
fen, audydaftgp = + dy der Creugungslinie bes Dyoppel- Kérpers fenn

miffe, too diefer burd;fa![m foﬂ.
Wenn die Seuslinie in der Chene x, g liegen fol; foift: g3 =o,
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12
daber muf alsdann: tg¢=IX".€< ﬁ D ) , feon.  Alfo fiun

/ ; :
'-"%,' =0, tgp=oo, wie gehdrig.. Qﬁenn aber gugleih X' =o, alfo
X = canft., weldes beym Cylinder dev Fall iff; fo bleibe @ unbeftimme,

Da wir in diefem §. die Bz y = fIB) als gegeben annebmm 3 fo wicd

g dy’
fur ein gegebenes B/, aud) v unb gegebm feyn. '»Da@er fmb in der

g
@((11), nue x, @ und 9 unbefanne.  Fitv ein willfibrlicy an ber Oberfladye
bas, DiovaskeRocpaes-(veflen, Sage auch fipon purch ' und * beffimme,ift), ane
genommenes x, weldyes dem Seigpunce gehoren foll; finden, {icd) aus den
Gl (3), die baju gebévigen y und 2, fo wie auch die Motnente dev Drehung
und Reibung: und in der S (rr) Fann- man von bm,Beibeu SWinkeln,
@ und S, nod) den einen willfubrlid) annebmen, ober audy alg eine cinfors
mige Junction von x gegeben fepn laffen, und fo den audern be[’tnmmw.
SWenn aber die G einev Oberflace gegeben ift, worin die Stivflinie Iteqen
foll; fo finden fid) aus diefer Gf, und den beiven G (3), bdie Covrdinaten
des Stigpunctes. Nun mup die Tangente der Stiglinie an -diefem Punete,
in der Deruhrungs - Chene fowohl der Oberflache als des Doppel - Korpers
an diefem Puncte liegern, und davaus findet fidh) die GI diefer Tangente nady
einem gany gleichen Berfahren, alg wiv weiter Hin fir einen abulichen Fall
(§. 6. 1.) nod) gebrauchen werbden.

Auf diefe Are wird man' alfo alles, was den Stiigpunce angeﬁr," fiir jeden
Augenblicf beftimmen Eonnen.

Sur die Linie der jweiten Ordnung im §. 2, deven Are mit x den
Winfel =24, mache, exhalt man:
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(a—b).finA.cofA
a.cof2d 45, fin2A
C{ab)’f’ (a.cofr—a(x~ h))
(a.cof‘l+b.ﬁn2A).(—(.’x:—h)’+a(:&:-Iz).cofl+;}ab.ﬁn’h)’i

X' =

*

S
Wi wollen jebt aus den Bedingungen der Untcrﬁugung
far einen gegebenen Doppel-Kdrper, den ‘IBeg des @d)mcts
punces beffelben finden.

1) Hier wird dbas BVerfahren verfdhieden fem, je nachdent entweder eine
Oberfladye, ober eine Curve gegeben ift, welche der Doppel - Kérper beftandig
auf feinem Wege becnihren foll.  Und wir werden, um die & fiic den IWeg
des Schwerpunces ju finden, gany daffelbe Verfahren anwenden Ednnen,
welches Lacroix (. c. Tom.L §.341) gebraud)t, um dort die Relation jwi
fchen m und @(m), u finber.

Wir wollen daber juerft in diefem §. vorausfesen:

‘€8 fey die Gl einer Oberflace gegeben, welde der Dop-
pel - Kovper bey feiner Beregung beftandig bevirtbren foll,

2) An den Veritbrungs - Puncten muffen der Doppel - Kirper und die
gegebene Oberflache beftandig einerlen Bevihrungs - Chene haben. Lagt man
nun die Coordinaten x’, y’, 2’ fich auf die Beribrungs- Puncte bejiehen, und
. / /
fest die Diffevensial - Coéfficienten: —gi—, P, Z:, = Q, bey der Sber-

dz’ dz’

flache; und it dy‘ =g, beym Doppel - Kévper; fo werden bie
G fie die Berihrungs - Chenen:
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a) fiir die Oberflache: 2 — 2’ =P. (% — V4 Q.(y-y); (cf I'I;cr;mlr
b) fite den Doppel-Korper: z—2'=p. (x—x’)+q (y-y'); 5 32,,)
Da nun beyde GBI fir diefelbe Shene gelten follen; fo wird man: p="P;
und: gq=Q; baben. Bereinigt man mit diefen beyden S, noch die Sl
fite die Oberfladye und den Doppel- Kovper, weldye beyde gleichfalls in jedem
Berubrungs - Punct ftace finden mitffen; fo Fann man aus diefen vier G die
vren Coordinaten: x,y, z, eliminien, und fo die &I jwifchen B und y

beftimmen,

Climinict man aber aug den G: p=P; g=Q; unbd der &I (1) fiir
den Doppel - Kirper, die Grdfen B und y; fo erbalt man eine neue G jrie
fhen %, y und z, weldye mic der- gegebenen vereinige, die Curve darftell,
wovin alle Berihrungs - Puncte liegen. Da Siefe leste Climination leidyt im
Allgemeinen bewirfe werden fann; fo wollen wic ung guerft mit ibr be-

fchaftigen.
X. X’
3) Da ausg der B[ (1), P— =’ unbd: q.._—— <_—
nadh der &I (2)); fo erbalt manaug p =P, die Bl: 2 —y = X 'PX ,
: ' XX/
und daberaus g =Q, die Gl: p~y= —g—P— . SWenn man diefe
Wherthe in die GI (1) fubftituire;. fo exhalt man: X/ = (——P——- ees(12)
14+Q2)
oeldyes die neue &I jwifchen x, y und z ift.  Hievaus folge noch:
B-y= QX b z— Y= X
— S —————— , — C———
(r+Q2)t Cr4Qk

Aus der Gl (12) erbellet noch, daf alle Doppel - Kirper, weldye
durd) Umbrebung der Frumimen oder geraden Linie: y =a+X, um die Are
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vev x encftanten find, eingrley Oberflache in Ciner und berfglben.“gi_:de,;ﬁg,
titbren werden, welchen QBtttb auch a babe. |

4) Wir wollen nun jufdrderft einige befondeve Gefchledter bou Qber-
flachen als gegeben anfehn, weldye allgemeine Refultate liefern.
d d.9() .

T dx

Soll nun der Doppel - Kovper fich auf einer Qberfléd)e berwegen, welche durd)
Umbrehung der Cinie: y = @ (x), um eine Are, welde mit der Are x paval-
fef gebt, und deven ©ll: y=5b; und: 2=¢, find, entftanden ift; fo wird
vie O diefer Oberflache feyn:  (y —6)2 + (2 — )2 =@ (%)%;

/
Die®l: p=P, undbg=Q, geben bier: @ x).p'(x) XX

2—=L - =y
y=-b _ Y- ﬂ
2—C Z—
vony — f3, und 2 — y, in die &1 (r); fo evbalt man mit Jusiehung der G(
per Ober f{ache folgende: X/= +¢’(x), roeldye alg &1 einer Oberflache
betvachzet, nur fite Cbenen, weldhe mit y, 2 pavallel find, gelten Fann. Die
Waursel diefer G, {ind die Cnefernung diefer Chenen von y, 2. €8 fey
5 B, % = a eine folche Wurgel, und es folge davans: X =A, und X/ = A’;
und man fuche nun aug den Gll: p=P, g=Q, bdie Werthe von y und 2,
und fubftituive fie in die &L (1); fo erbalt man fitr den Weg des Schwer:

punctes folgende Sl
\ A A)2
R s L S RO

weil A’ = + @' (a) ift.  Dee Schwerpunce befdyreibe alfo einen Kreis, bdef-
fen SHalbmeffer = der Summe odec Diffeveny (nachdem nemlich dev Doppel-
RKovper die aufiere odev innere Flache der Oberflache beritbre,) der beyden Orbie

Cs bedeute @ (x) eine Junction von x, und ¢’ (x) =

und: . Cubftituivt inan die hieraus gesogenen Werthe




naten ber Crzeugungsfinien am Beviihrungs -Puncte ift : teie anch an fid) Flar
ift. Cben fo ift auch an fich flar, daf fiir die aufeve Berihrung, die
CSumme der Ordinaten: X + @ (x), ein Grofites, (und wenn mebreve Srofee
da find, ein Allevgrofites) feyn muf, woraus: X’'=— @’(x) folgt. Cben
fo mug fir die inneve Berihrung die Differens: I @ (x) XX, ein Klein-
ftes oder AllexEleinftes fepn, woraus: @’(x) =X’, folgt,

Wenn bdie ju beriibrende Oberflache, die Ol: 2=my + o (x); bat,
worunter alle folche Oberflachen entbalten find, weldye aus der Bewegung
einer mit fich felbft und mit dev Chene y, z parallel bleibenden geraden Linie

d
entfteben Ednnen; o folgt aug der G(: Q =g= -;%- , fogleidy:dy =m.dg,

alfo: y =mpB + confl., fiir dben Weg des Schrwerpuncts, welcher alfo in
diefem Fall eine mit der Srzengungs-Linie der Oberflache parallele Linie be-
fchreibt. Anch roivd die jroeite GI der Bernibrungs - Curve wieder: x = conft.
geben: wovaus (nad §. 4. 2) folgt, daf y =mpB + confl. fepn mug.

s) Wenn die Bf der Oberflacdhe: z =g (y), ift; foift: P=o0, alfo
audyp, oder: X, X'=o,

s muf alfo entweder X =conft. feyn, welches benm Cylinder der Folf
ift, weldyer in dec That afle foldye Oberflacyen in allen ibren Puncten beribren
fann; ober man erhale wieder die Wurgel: x=a, al8 neue SI fiir die Be-
viprungslinie, weldhe alfo wieder in einer der Cbene y, 2 parallelen Chene
liegt. Die Linie des Schwerpunctes ift (nad) §. 4. 2) eine aequidistans der
Cinie: 2= (y). Man fieht audh leicht, dap fitr die Beriiprungs- Puncte,
X ein Groftes oder Kleinfles, alfo X/ = o feyn mug.

Daber fonnen aud) foiche Doppel - Kovper, weldye, 1wie der Kegel,
fein grofites X baben, fidh) nicht anf folchen Oberflachen bervegen.  Denn die
Beriihrung mit der Kante in der Ehene y, 2 wird nidye gevechnet. - (CL. §. 3.
€dylugbemerfung 1.) O
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!
6) Wenn die @5( dev gu becibrenden Oberfladyet: 2= p(x), - ift; fo
XX
‘ 3’
viefe Werehe vonyy — B, und: z—y, in die &l (1) fubftieuive, geben.nm:
der die Bz X'= 1 ¢’ (x), woraus die nemlichen Folgerungen, (ald in
N. 4) ju sichen find:  Audy evbelle, daf die Linie des Schrwerpuncts eine ho-
vijontale gerade fepn muf, deven &l y = p(a) X A, wie aud) fhon dar-

ifft: Q=q=o, alfo: y—pf=o0. Augp=P, folgt: ¢ ’(x)-—

dy _
aus erbellt, teil g = d; = o0, und aud weil die Schwerpuncts - Linie eine

aequidistans ber %etubrungs Linie feyn mug.
SWBenn die ju beriibrende Dberf[ad)e bie®l: y= q)(x) bat 5 fo er@&(t

P :
man: P=Q= %, alfoz—y=o. Dagu fomnpt bze__@}( T = _1;7__,

%

X.X/
weldhe: @/ (x) = ﬂ , giebt. Hievaus exhale man wieder: X = Fo'(x),

B—y=7F A, uid f=ep(a) A, als & fiir die Linie ves Schrverpunces.

7) Wenn die Gl der ju berfibrenden Oberflache, - unrer folgender Form
enthaltenift: X2 + @ (y,2)=o0; fowitd xaugden &ll: p=P, 4=0Q,
verfdywinden; ‘und eben fo leiche wivd '¢8 aiis der gegebenen'®l, burd) vie
S (1), eliminice, woraug die Gl: (y—-p)2+ @ —-»)2+9(y,2)=o0,
entftebt.  Subftituict man in diefe &I, bdie aug den-Gll: p=P, g= Q
erbaltenen SWerehe. vou y und 25 fo erhale man die S fie die Linie des
Sdyerpunctes. €8 findet fich aber nocy, dag wenn in @ (y, 2), die verdn-
derlichen GSrofen nur auf den jweiten- Grad fleigen, alsdann die Linie des
CSdpwerpunctes audy nur von der jweiten Ordnung, ein fogenannter Kegels
fchnice ift.  Lim dies ju peigen; o wollen wiv annebmen: Ddie ju beriibrende
Oberflache folle folgende &I Habens
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c0X% 4 g2% 4 gy okt 2k yamy2 [=o.
. 4 C/
Die Bl: p=P, wird: :f__)i = g:+)§ _::ny , und die &
B-y _ gytH+m
y=2% = gxthtmy
. . _my—k)=(n4g).(np - F)
SHievaus findet fich: y= s
mmp—~k)—m+g).(ny—#)
m* —(n+g).(n+g)
Durdy die Subftieution diefer Werthe in die obige &I, findet fich nach einigen
Reductionen, folgende S fiie die Linie ves Schwerpunetes:
L an 2y g, G (m@—/’e’)2 +(n+g’) (ny-k)2—2m(np-#).( ny—k)
(I3) n(B+y )+ H P —(itg) .1+ )
g ‘25 roenn dee Doppel - Korper eine .S?uge[ vom Sga(bmeﬂ'er_. r, fen)n foll 5
fowitd: X2 =72 —~x% et man in der Gl der gegebenen Oberflache :
g=m=t=t=o, n=1, [=—1r%; fowird fie fid in:. 5% = gz?,
verwandeln ; diefe Gl gilt fitr jroen Cbenen, die mie der Ayxe y pacallel laufen,
auf melchen fid) die Kugel ju gleicher Jeit bewegen Fann,  Die &I (13) giebt

fite diefen Jall, it den Weg bes Schrerpunets, die Gl : y=r1 1(%5 3 ,

g=Q, wird: , geben,

’

und: = ,

wie bied audh aus einer einfachen geometrifchen Vetvadytung Hervorgedhe.
et man in der ©( (13), den Nenner des Bruches = o; fo muf aud)
+
ber 3abler =o gefest werden, -Dies giebt: ny —k= 1+ (nA-¥). :‘:ng>
Der Schwerpunce befcreide alfo in diefem Jall eine gevade Linie, und es gile
das obere oder untese Seichen, je nad)dem m=-+odber — -(n+g) . - n+g’),
gefest wicd,  Aber die gefundenen Coordinaten des BDerithrungs - ?)unctes,
92
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yund z, toerden fiir diefer Jal bende = S, und wenn man die aus ten GI(:
k ‘
=P, undb g=Q, gegogenen ?IBertgepon B=y= g—z%—tﬂ’— , und:
gyt ms
f—y= p
und den davaus folgendent Wereth von X2, in die GI der Oberflache febt; fo
erhalt man die jroeite &I der Beribrungs-Linie, weldye fir den vorfiegenden
Jall, wenn man nodj: A flate p-(# 4 g), und B flatt y-(n + g9, febt, fols
gende wird:

(14) . . (Az 1 By)®+2.(Az+ By).

, in die &t (1) des Doppel - Kovpers fubflituire,

(AR X B¥) R*&K24lm o
ntgte | ntgtg
wo wieder das obeve oder unteve Jeidyen gilt, je nachdem m = 4 oder —A.B,
gefest ift.

Diefe gefundene &I, gilt fiir jwey mit der Are x pavallelen Chenen,
in weldyen alfo die jedesmaligen Bevithrungs  Puncte liegen werden. Audy
ftebe die vom Schwerpuncte befchriebene gerade Linie, auf die Chene der Ber
titbrungs - Puncte fenfredt, (CL. Lacroix l.c. Tom.I. §. 301.)

Um ein Benfpiel ju geben, fo wollen wir annehmen: dafi der Doppel-
Keget, deffen OL: (y — B)% + (2 — y)2 =12 x%; ijt, {id) auf einem andern
Kegel berwegen foll, deffen Scheitel im Ynfangspunct der Coordinatenr, und
beffenn Are in der Chbeney, = liegt, und mit der Are y den Winfel = w,
madyt.  Audh foll das Werhaltnifi der Are diefes Kegels jum rad. der Srund-

fladye, = —:— , bas umgefebrte deg Doppel - Kegels fepn; fo wird die G des

feften Regels, aus der I (6), werden:
- 122 + 1%(z . cof @ — y . finw)? — (. cof@ + 5. finw)? =0
weldhes fidh leidht in: #2x2 +22. (12, col?@ — fin?@)4 2 . (22 fin@ ~ cof2w)
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-ayz, fin@,cof®. (1 4 12) =0, verrvandelt, worin, veun man fie mit
der angenommenen &I vevgleicht, die Sl.m> =(n+g).(n + g"), fatt fin-
vet; Dam=1, 1+ g=(14 ) .col?w@, (r+g)=(1 +¢?).fin%w, iff.
Cs ift ferner: k=4 =1I/=0; daber wird die &I (14) geben: 2="7.7y.tges
und der Schwerpunct befdyreibe die Linie: y = + . f. cotg @, o von den
boppelten Jeichen in unfevm Falle, nuv das unteve gilt, wel m=—A.B, ift.

Man fieht leiche ein, Ddafl die beyden Kegel, wenn =y = o, ift,
ftdj in der gamen gevaden Linie, welcher die Gll: z2=y.tg®, und:
y=x.t.colm, gehoven, berithren werden, wodurd) dag unbeftimmte 3,
in den Werthen von y und z, wenn fie bem Berubhrungs - Puncte angehoren,
feine Beveutung exbalt.  Aber die von den Berlihrungs - Puncten nad den
ren der beyden Kegel gesogenen Halbmeffer, wachfen ing Unendlidye; daber
werden fich alsdann die ju ibnen gehorigen Kreife in einer gevaden Linie,
weldye auf dicfe Halbmeffer fenfredyt ftehe, bevihren: und daber dem Doppel-
Kegel Feine andere Bewegung als nady der Richtung diefer geraden Linie ex-
fauben, da diefe Beriibrung auf beyden Seiten der Aren flatt findet, |

Wenn wirin ber G2 m> =(n+g) . (n+g"), nody: g=g'=—n,
alfo audy: m=o, annebuien; fo wird aus den Gll: (r3) und (14), nuv fol-
gen: k2 4 k2 =gl

Um bdies ju exflaven, muf man bedenfen, daf die Sl: p="P, fir

X.X X.X/

diefen Fall wird: — — === und da wir diefe Gf mic X , X

k
—_— %

n
/

k k
dividive baben; fo Fann nur: g = o und daher = pl und £ 4'2=gl,

folgen.
Wenn aber fiir alfe Beribrungs- Puncte, x einen Wert) bat, welcder
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aus ber @(: X.X'=o0, folgt; foFannbdie Sl: p=P, beftehen, obne
k

bafy=—, fey, und die &I (13) wird in diefem Fall nidyt den gangen

Weg des Schwerpunctes, aber aud) Feine UnridytigPeit angeben.
Dieg wird am beften aug einem Benfpiel erbellen: Die Kugel devent
rad. =7, deren X2 alfo =72 —x2, ift; {oll fid) auf einer andern Kugel be-

, RN\ k . .
wegen, deven Gl: x2 + (y-— ;)2 + z—-;-)z.-:R’, ift.  n diefer

!
G witd: g=g'=—n, und m=o feyn, auch wird: ;-:R2 A

’
biev finbet fid) leicht fiie die Bernhrungs - Linte, die Bz x=o, weldyper
Werth audh ang: X.X’ =o, folgt. Der Schwerpunct wird den -Kreig
vom Halbmeffer =R + r, befchreiben. ‘

Aus der &1 k2 +42=gl, folgt aber in unferm Jalle: M2 —92 =o,

affo: R =17, und algdann wird (bey der innern Bevitbrung), immer die G(:
{

f= - und: ¥y = - ftace finden. LUebrigens gehore, wennm=o,

und g = g’ ift, die gegebene Oberflache uncer Nr. 4 diefes §, und ift darnach
feicht 31 bebanbdeln,

8) Wir wollen nun nod) einige Bevfpiele betracdhten: Die Kugel,
becen G2 (y—p)* +(2—y)2=r2=x2; ift, foll beftandig die Ebene beriihs
ven, deren Gl 2= g+ by + ;5 ift: wie dies 5. B. auf Kegelbabnen, bey
ven gewdbnlicdhen Rinnen, worin die Kugel juridlaufe, ftace findet,  Hiev
if P=g, Q=1#; baber nad) Nr. 2 diefes §: g=-z——:%; k= ::5 $
und man erbale febr leiche, durd) Climination, die GU:

y = A+ 14 r(1 4 g%+ 12)k,
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, =r.cofinus

fiie den Weg des Schroerpuncets, und x = — £:7
(r+gr a2

ves Winkeld, den die gegebene Chene mit der Chene 7, z mach¢, (cf. Lacroix
Le. T.1 §.304) fiir die Beriibrungslinie.  Die Linie des Schwerpunces ift
“pavaflel mit dem Durchfchnite der gegebenen Chene, und der Chene-y, ;5 und
‘man muf den Ordinaten diefes Durchdnitts nod) die Grofe: 7. fecans des
Winfels, ben die gegebene Ehene mit der Chene x, y mache, bingufegen, odev
‘abnehmen, um die Ovdinaten der Linie des Schroerpunces ju erbalten. Chen

R
fo leide findet fidhs y — = — r —, = r.cofinus deg Winfels
o (1+g+4%)2

der gegebenen Chene, mic der Chene x, 25 und: y—z=

r

(1 +g°+ 1)

=17, cofinus deg TWinfels der gegebenen Cbene, mit x, y.-
Wenn der Doppel - Kegel, deffen X =£(h — x), ift, die Cbene diefer
N, bey femer %emeguug Berubren fo[[ fo erbalt man aus ber & (12),

,2 .
£ =~ i 7 = bem Quabat ber Qotangente des Winfels, den die gege-

beue Cbene mit der Chene y, z madye; fiir die Bevbrungs - Linie.  Dies ift
alfo eine Bebingungs - G[ swifdhen den beftandigen Grofen, und wenn diefe
ecfirlle ift; fo wird Der Kegel die Cbene unabhangig von x, y und 2, . b.in
allen ibren Puncten bevitbren. Fur die Linie des Schwerpunces findee fid):
9) Wenn der Doppel - Kegel, deffen X=¢,(h—x), ift, fich auf
einem andern Kegel bewegen foll, dem die &I (6) gebdre, weldye Gl wir durdh:
A? + B2 =172, C?, barftellen wollen; fo wird die Bl: p =P, geben:
$*.(h—x) _ A.finy+B.cofinyp.fin@—-C.7%,col9.colw.

y—=2 - B.COf&')-‘-C,z’Q,ﬁnw ’ "’(‘S)
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und: g=Q, wird geben:
y—8 — A.cof$p+B.fing.finw — C.72.fin¢p.cofl@ |
y—= - B.cofw+C.72.fnw 3 eee(15)
IWic Ednnen ju mebrever BVereinfachung, und obne dadurd) eine Eine
fchranfung ju machen, die Are des feften Kegels in die Chene, x, y legen,
woburd) @ und ¢ =o, wird, aud) Fdnnen wir b = o fegen.  Denn wenn
wir fo eine G oifchen B und y finden, unbd wenn wir annebmen, daf nady-
Ber dag ganje Syftem der Kdrper und Oberflacdyen durd) DrebHung um eine der
Are x pavallele Are, Ddeven ®l: y=05'; s=c'; find, einen Winfel =g,
befdreibe; fo werden roiv in der gefundenen S jwifchen B und y fefen, daf
B fidy in: &'+ (B=b).cofing+(y—¢).fing, und y—¢ fih in:
(y =) cofing — (B~ b') . fing, verandere, um die G fitr die unter die-
fen Umftanden befchriebene Linie des Scperpunctes ju erhalten. Chen fo
wird in ben andern &I, durch diefe Bewegung der Werth von y, in:
(y"bl)'c"fa"’(z"J)’ﬁ“a‘"bll und z—¢’ in: (3=c).colg — (y=~&’).fing,
umgeandert roerden, und der Werth von x, ungedndert bleiben. Daber
bleibe audy die G (1) fitr den Doppel - Kdrper, ungeanbdere,
Unter der BVorausfesung von @ =c==5b=o, erhalten twir:
A= (x -a). finyp—y. cofy; B=-2; C=(x—u).dof1[: +9.fng;
und man ecbalt aus der G (12), file die Beriihrungs - Linie, folgende ®l:

2 ) 4
ﬁn2¢.(t+1’)-1’_'tt.r.< !::2 )’.coﬁp

—_— 1472
g (oot g (s 4oy F o (I )
Dies ift eine 1 fiie swey auf die Cbene x, y fenfrechte, und durd) den Scheic
tel deg feften RKegels gebende Chenen: deren Durchfchnitte mit diefem Kegel
alfo vier gevade Linien, alg Berubrungs » Linien geben werden.  Nemlid)

y=(x—a).
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ber Doppel - Kegel muf Aber die Scheice! Hinaus verlingert, und die Beviip-
tung audj interhalb des feften Kegels als mdglidy gedacht mwerden.

Segen wiv in der {esten G, den Coéfficienten vonx, =tgp; fo
Baben toiv filr die Veriibrungs - Linie die eine Bl: y=(x—a).tgp; und
fite den WBinfel , den diefe Linie mit der Chene x, y madyt, (=3), werden

1
colp—1).(1 +12)§’
paben. Und man wicd fodann filr eine yweite G der Beriibrungs - Linie,

tg S
“hog

Da wir fiir @ und S befiandige ﬁlﬁmbe erbalten habens; fo roerden wir

aus der &I (5), auch einen folchen Werth fitr m, als Tangente der Neigung
der geraben Linie, roelche der Schwerpunce des Doppel - Kegels befchreibe,
echalten. Und bie Grofe; m, erhalten wir aus der Gl (4)*, worin wir die
Berthe von x, y und 3 ang den beyden Bl dev Beritbrunge - Linie fubfticui-
ren, indemmwirx=a, y=o, usb2=o, feen; mornad » die einige
unbefannte GSrofe in diefer GI. bleibds,
. nf diefe st Fann man obne befchwerliche Climinicung die G filr die
&me bes Cd)merpunct6° y =mB+n, beftimmen, weil wir bamus, baf
die Beriiprungs - Linie eine gerade war, fchonwiffen fonncens, daf die Linie
ves Schwerpunctes auch eine gerade feyn mitfe,

10) Die Kugel, deren X= =72 — x2, ift, foll bey ibrer Bewegung
beftandig den Kegel bem die I (G) gebdre, beriibren.

Man madt dies Erpeviment wobl mit einer Billard  Kugel, indem
man fie auf sroey Stdfier (Quens) lege, und durd) Cnefernen oder Nabern der
beyden dicfen Snden derfelben, die Kugel bin- oder herroarts, ({cheinbar auf:
oder untermares) rollen (age. '

voir fodann Caus der fpbar. Trigonon.) die Gl: cofs=

bie Gl: 2= -y, ethalfen,

P
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Die bepben SU: p =P, und 4=Q, .werden ier ebendiefelben alg
in der vorbergehenden Mr., nur def man in dev exften, linferband de. Gleich-

eits = Jeichens _—
beits - Beichens, p—

%erfu@uings&ini‘e werden wiv nad) einigen Reductionen, aus (12), folgende
Ol erbalten: -

, ftate: , feBen muB. “Unb-fir die

+ "Cux.z.(x + 125
r.coly ,’ .

weldye, wenn wiv wieder @ und c =o, feben, fi d) in folgende vermanbelt:

[(x—a).cofp+(y—b).finp] . [r.colp.(1472)2—2.x] = ro(o a); eoe (16)
- (cprop
BDiefe Gl fmb von der jtoeiten Drbuung in Ridfiche der verauberhcbm

Grdfien; babet wird: die Litiié, Worin "ol EBetibENNgs - Prmicte der Ruié

mit dem Kegel liegen, eine Curve von doppelter Krimmung feyn, ’
Die Climination von x, y, 2 wird bier su weiclaufig.

A tgp+B.finew-C,z° .cofca:

‘Die jteite der Gl (1 5) giebe die Neigung bet' Etme deg ecf)werpunctes
gegen die ‘JI;e Yy erfexmen. Soll diefe 3. B, = o fevn; fo glebt der 3abfer
diefer' ®I, = d géfest, untet bér morauefegung w=¢=, fo(genbe S
( 1 +72). 189

—72 1% 5
me[d)e mit detr benden &Il fiir die %erfxbruugs - Qinie vereinigt, die drey
Coorvinaen des Beriibrungs - ‘J)tmctes gtebt oo Die Ruge( vubig liegen bleis
ben mird.

Die sulese gefundene &I, gebdre einer auf die Chene x, y fenfrechten
@Bene , durd) den Scheitel des Kegels, (und man fiebe nebenber davaus, daf
in der vorbergebenden Nr. die Neigung der Schwerpunces - Linie nie = o

y-—b (% =~a),.



ADONS 115
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twerden Fann, wenn nidgt diefe @Bc’ne, pud bie bove gefuh‘oene @Bene fiir die
Berlihrungs - Linie, identifch find.) ;

Aus- den beyden julese gefundenen Gz erhalten wir fiir den Punce,.
100 bie Kugel nicht von der Schroeve beregt wird, rwenn wir, der Kilrge we-

9eu, audynody: a=>b=o0, fegen, folgende &I fire die Coordinaten deffel-
r.r. fecy “r oz fing. (1420 DL
ben: %= RS ; unby = ol g —72 g

Sie die Stelle, wo die Kugel joifdyen den benden Kegeln durdyrweg:

d
fallen wird, wicd i AR fepm, unb man toicd in bee jweiten der Gl (15),

df

Moy .

den S’tmner= o, fegen. Unter den jegigen Q?orausfegungm erhalten wic
daraug: B=2z =o; Dbabdurdh verwandelt fich die G fiir den Kegel, in:

.x,ﬁnzp ~g.coflp="H7, (0. cofy +y . fineh), woraus
cofyy + z.finy

x =Y. fing Fz.cofyp ' fo{ﬂt’
Aus diefer O, folgt, wenn f ¢ mnt dét G (16) verbunden witd:

r (finy)F 7. col )2
‘ r — . -
(l+1°~)’2 o(finy 37 + 7.co Tﬁ)/ und: y= (x+-t2)% cofy ¥z .fing

reldye nebft 2 =0, die @oorbmaten des verlangten Punctes find,
Die doppelten Jeichen vibren daber, weil der Kegel jwey, Durchs

fehuiceslinien mit der Cbene %, y Hat. So Fdmme fir Yy =o, x = _? ;

T

x=

0a die Kugel nun an der Linie: x = +y -+ durchfallen foll, wenn fie fich

noc)y um den Winfel = drebt; fo muf man die untern Seichen nebmen,
Die andern Seicdyen wirden alsdann gelten, wenn der Schiverpunce der Kugel
fich i der Cbene x, z bevegte, und die Kegel bevitbrce, Aus blofen einfachen

P2
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geomecrifchen Betradytungen ecbellet audy leidye, baf man fie bi@[e bepden,
Falle haben werdbe: x = r , fin (P + arc.tg7); und: R
y.cotg(¥ * arc.tgr) =r.fin (¥ T arc. tg7);

woraus obige Werthe von x und y folgen. |

11) Da bey den Aufgaben diefes §, die Climination von x, y, 2, lexd)t
befdymerlidy wird; fo wird es wieder ndehig feyn, ein Berfabren anjugeben,
wodurdy wir aug einem wilfubrlid) angenommenen x, (odery, oder 2), ftw
wobl die beyden anderrt Coordinaten des Beviubhrungspuncies, alg aud) die
dagu geborigen Coordinaten des Schrwerpunctes, nebft der Neigung feiner
Qinie dafelbff, und fo audy die jedesmaligen ftatifchen Momence der Reio
bung und Drebung finden Esunen.  Dagu dienters uns nun die drey leften S
in Nr. 3 diefes §, wenn man fie mic der gegebenen G fiiv die su beritbrende

Oberflacde, und der Sf: -g-F- =¢5=Q, vetbindet. Nemlidy die G der

P
Oberflache und die B: X/ = —————; geben die benders anderns Coordis
(r+ Qi
naten bes Berubrungspunctes, —;;— =Q, giebe die Neigung der Linie des
Sdywerpunces, und daber audy den Druck gegen die Unterlagen, und tie ve-

X ,
lative Schroere des Doppel - Korpers; and: f—y= ._..Q___. , nebft:

(1+Q%t
, Geben Bund 7, fo wie auch (nadh §. 3. 3), die Mo

z - — eemm—
(1+Qot
mente der Deehung und Reibung.  Hiedurdy weif man alfo alles, was fie
ven augenblictlichen Suftant bes Doppel - Kovpers ju wiffen ndehig ift.
6.
Wiv wollen jest vorausfegen: Co feyen aufer dem Dops
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pel-RKdcper, aud) die jrwey O einer Curve gegeben, welde
dev ecfiere bey feiner Berwegung beffandig beribren foll;
und pievaus foll die G fur den Weg des Schwerpuncees
gefunden werden.
1) @8 ift bier ebenfallg dag Vecfahren anwendlidy, weldyes Lacroix
(I c. Tom. L. §. 341.) befchreibe,
Die beyden Oberflachen, deven Durdhfdhnite die gegebene Linie ift,
find durd) ibre BU gegeben.  Nun nenne man den Differengial - Coéfficienten,
i bey der erften Oberflache: = P.
o Dbey Der prociten : =P,.
' beym Doppel - Kdrper: =p.
de bey ver exflen Oberflade: = Q.
eben {o nenne man, - gbex) der jroeiten ¢ =Q,.
Y beym Doppel » Kdeper: = ¢ .
fo wird die Langente der Stuslinie an einem Puncte, bdeffers Coordinaten :
=y, 2, find, gleidy den Duedyfchnitce der benden Berdhrungs » Ehenen:
ver gedachten Oberflacdhen anbiefem Puncte feyn. Die G diefer Chenen
find: 2—2=P.(x-x)+Q.(y—y’); und:
z2-2 =P, .(x=x)+Q.(y=y).
(Cf. Lacroix 1. c. Tom. L. §.323).
Die Bl fir ven Durdyfchnite ber beyden Chemers, find:
Q-Q.(x-7)
#-¥=—pG,-P,.Q
(P-P,).(2-2)
y-¥="FQ-F.Q "
welches alfo die S fitr die Tangente der Stiglinie find.
Wenn. nun vee Doppel - Kovper auf dem gedachten Punce-der Stiige

und:
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(inie vubt; fo ritd die Tangente diefes Punctes der Stiglinie, in der Veriihr
vungs - Ghene diefes Punctes des Doppel - Korpers liegen.  Die S diefer
festern Chene ift: x—2'=p.(x—=x)+q.(y—y’). Man witd alfo in
viefe @I die vorber gefundenen Werche von: x — ', und: y—y', fehen
Fonnen, wodurch man folgende &I evhale:

P.Q-Q.P=p.(Q-Q+¢.R=P); ... ...~

SWenn man aus diefer &(, der & (1) fite den Doppel- Kovper, und
den bepden GU fiir die Senplinie, die Coordinaten: %, g, z, eliminice; fo
1itd man die &/ jwifchen g und y erbalten,

2) Wenn die Stitglinie in einer der Cbene x, y pavallelen Chene liege;
fo wird die eine (erfte) dev Oberflachen, worin die Stislinie liege, die ©(:
& = conft, 6a6en, Davaus folget: P=Q =0, und die &l (17) vermans
Delt fich in: %- = —P—'-; b. b. der Diffevensial s Coéfficient iy_ bes Dops

Q ; dx
pel < Kdvpers am Seugpuncte, Mmuf dem -‘—{%- dec Stiglinie dafelbft gleich
¢
fepr.  Und man wird aus der bievaus entfpringenden G, dev &l (1), nebft
pen G((: 2 = conft, und der jroeiten G fiir die Stitblinie, die Coordinaten:

%, 9, 3, eliminiven, un'ﬁ'fo die &I 'gbifd;en y und B erhaltens Das _“L des

dx
X. X/
-8 "

Xt vie Seaslinie in einer der Ehene y, 2 parallelen Ehene gelegen; fo
wird ibe die &(: x = conft, jufommen. Daraus folgt: P = oo, weil man
die feblenven Coordinaten in der G der Chene anfeben Fann, als wenn fie
mit Null multiplicice waven, In der S (17) wird wegen P = oo, der Coéf:
fieiene biefer Grofe, =o feyn miffen. Dies giebt: 7=0Q,; aber g ift

Doppel - .S%‘éi'pers, ift aber =
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dy - C ot L :
auch =‘—éf; (§+ 5+ 3), und die Linie des Schrwerpunces wird (nach §. 4. 2)
cine aequidistais der Stilinie werben;

Liegt bie Eeiglinie in einer der Chene x, 2 pavallelen Chene; fo ift die
eine iprec Gll: y = conft, daber wird in der B({17), Q=00 , und p=P,

Uebérbgupt toerden. wit von allen Fallen, o die Stislinie in einer der
Ave x pavallelen Chene fiegt, nur-denjenigen ju betrachten ndthig haben, wo
fie:in der Cbene x, y felbft liegt, . Denn wenn wiv annehmen, daf fich nadher
dag gange Syftent um eine der Are x pavallele Are, deven Gl: y=>5; und
x=c; find, drehe, und ben Winfel = & befchreibe; fo rird man fir
B, ¥,4,%, bie in Nr. o des vorhérgeBenden §. fiir einen abhnlichen Fall ges
funvenen Werthe feben, und fo die neuen Sl exhalten.

Wenn bie Stiglinie eine Are bat, wodurdy fie in swey gleiche Theie
getheilt wird; fo wird man diefe Are in die Cbene x, 4 legent, und davaus
durdh eine vollig gleiche Bevanderung der Covrdinaten:. B, y, v, 2, alle andere
Jalle ableiten Ednnen,

3) Wenn daber die Stirblinie eine gerade Linie feyn foll; fo rerden
roie nur den Jall ju becrathten ndthig hiaben, wo diefe in der Chene x, y liegt,
C¢ feven ibre ®l: y = Gx + K; unde =o0; bhaben wi fiir diefen Fall deir
Weg des Schroerpuncees gefunden, und es wird die Beftimmung diefes We-
ges fiie den all verlange, wenn der Doppel - Krper fidh auf der geraden L
nie beweget, deven &l 2 =gy + &; und: I=gx +4; find; fo werden
wir (in N, 9 des vorbergebenden §.) Haben: -

tge= 7;—- =g; b'_—'..—-—:"-;" ¢=o,
S ber gefundenen S jifdyen B und y werdben twiv daber fin:
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k
. Ft—tr.g <ﬁ+—> T3
-— + g —— 3 undy in:. ;
g (14822 (1+g2)%F
verandern miffen, fo wie Gin:
2\% .
g,.ug e ; und Kin: Iz’.%g 2 '_-f_i
8

3 B. toenn der Doppel - Kegel, deffen X =t.(h=x), ift, fih auf der
inie: y = Gx + K, beregen foll; fo finden wiv durd) die angeseigten Cfi-
minationen leicyt folgende G fite den Weg des Schroerpunctes:
t
y = PRI (B-G.h=-K) . . . . (18)

Die Vewegung wicd unmdglic), wennt> G, wie gehirig. Die
G bat doppelte Seichen, weil der Kegel aud) mit feiner Verlangerung jenfeits
des Scheitels, bie Linie berithren Fann,

Die G1(18), ftelle nux fo lange den Weg des Schwerpuncees dar, bis
vec Doppel - Kegel den Durchichnittspunce der Stiblinie mit der Chene y, 2
beriibrt, (CF §. 3 Schlufbemerfung 1.)  Fir diefen Punct ift: x=o,

¢

dy e e
und; y=K, SDanunaus(xs), _ﬁ ::-. (Gz-t2)§' ift; fo erbalten

th h.(G? -t
wit aug den S (3), ﬁ-—-Ki-—é—-,unb: y=+ t (G t2)% '

afs Coordinaten der Gudpuncte der geraden Finien, weldhe der Schwerpunct
ves Kegels befchreibt. Sollte diefer feine Bewegung nod) fortfesen; fo mivde
fein Schwerpunce sunadyft einen Kreisbogen um den befagten Durdhfchnire.
Punct befdreiben. |

Soll die gegebene Linie: y=GCx+K, mit der- Durdyfchnites - Linie
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ibentifch fa;n‘, weldye aus der G (4)* folg\c.f.. enn man davin 2 = o fest; (o

—~t. 2 -n4t. b 2
t rf,:+m)-5'-”"b‘ K = n+ zmr‘\r+m ) ’

witd: G =

©est man diefe Wertbe in die B[ (18); fo verrandelt {ich diefelbe in:
y =mfB +n; wie gehovig.

Soll der Doppel - Kegel fich nun anf der Linie bewegen, deren G(l:
2=gy+k; und: z=gx+#; find; fowerden wic, nad) denen ju Yn-
fang bdiefer Nr. angeseigten BVerwandlungen, folgende &I fir den Weg des
CSdywerpunctes echalten

*(18)or y=(g-B+8).[ ¢ Lt (1+82)-g> 17/ |

1.0 +). 5742 @ 20— 401 ]

Diefe G berm&ubelt fidy, wenn £=o, und: th =7, ift, in:
y=gh+htr(a +g’)5; wie gebdrig,

=g’x+k’—k

Aus den benden GBI fiie die Sehislinie, folge nody: y -——g—-—;
@o({ biesmit: y=Gux + K, ibentifdh), und: g=g'=k =4 =0, feyn;
fo vevroanbelt fid) die gefundene &I file den Weg des Schwerpunces wieder in
die &I (18), wie gebdrig,

:g'z_gﬂ‘tz

2
y voird unmdglich, wenn: 2> g2, < +2g ) 3 aus abnliden Grin.
ben, wie {chon §. 4. 4. angegeben {ind.
‘2 4 ¢ 2 2) . g2 42 3 e
-;,; = g[g — (:,Izil;;fz) £ )2] , wird unter bers
: , . dy .
felben Bedingung unmoglich, und der Jabler vou v i) = o, mwenn:

Q
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S . . . . ‘.,9" )
p= L [4g) Qg s affnonte: =L

#;
weldhen Wereh aber auch der Nenner von 2 -5 toird ; oderroenn: i=+g',

dap
toie dies auch fchon aus der &1 (5) folgt. Ueberhaupt ftimme die SI (5), wenn
i tgsS dz dy g )
man davin: cof¢ = =g; ud: tgp= - = -é—, fest, und

pann den Werth von m fudhe, gang mice der jese gefundenen Gt fure Z 3
fiberein, ie gehorig. Wenn g = o, iff, wird aud) g =o; und der Wereh

von L4 fgangt vom Werthe des Qunotienten —5— b,
aB g

2
Wenn man in der @((xg)*, 12 = i —; febt; fo erbalt man beym

/ /
Gebrauch der obern Seichen, folgende Gl: = hg' + gk‘— k

. Der Sdyvere
punct befchreibe alfo algdann eine auf die Cbene x, y, fenFrechte gerade Linie:
dies findet algdann ftatt, wenn die vertifale @Beng durd) die Stiglinie, eine
DBevihrungs - Chene des Doppel - Kegelg ift,, Gebraudyt man aber, wenn:

g2 . . : . o.f +0
2 =—=—; ift, dieuntern Jeichen; fo erbaleman: y = - 3
SWenn man, um den Werth diefed unbeftimmeen Bruches ju finden, das
Differensial deg Jablers und Nenners nimme, indem man £ vevanderlid) fese;

2 —-1). k—gh—K)* .
(g" — 1) (gﬁ-l; gh-®) +gh+ K. Diefe
28 B

@1 wird ftate finden, wenn die veetifale Chene durd) die Seuglinie, den Dop-
pel - Kegel {chneidet; mwodurch Parabefn entfteben, von denen die Stislinie

fo evbalt man: y =
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eine Tangente fevn muf.  Siegt die Stiglinie in dee Chené x, y; o bevithre

fie die Parabel ari einem unendlich entfernten Punct, man hat: g=g'=k=~k =o,

und die groeite &I file den Weg des Schrwerpunces wird identifdy mie dev erften.
-/

4) Wenn der Doppel- Kovper, deffen X2=5.(x~5). (x - __x :

ift [cf. ©((1)*], bdie Cinie: y=Cx+XK, beribren foll; fo erba[ten roie
b(x—h)
a ' N [ 4
N y - p b}

Durch eine leidhte Climination von y und x — A, erhalten wir, da
audy: z="o, ift, folgenbe &I filr ven Weg des Schmwerpuncts:
(B-K-G.(h+ia)>

53 aG? +2@.b); vove.(19)
welcde fidy, wenna= oo ift, in:

(p K- Gh+——)

Der parabolifche Doppel =Rorpet, befchreibe alfo eine Parabel; der
elliptifhe, eine Cllipfe; und der Hypecbolifche , eine Hyperbel, wenn:

3b -

Caug Nr, 2 bdiefes §.) die Gl: G=

yzz—b.

3 vervanbelt,

y2=bo

b
G2> — -i— , it St G2=— —=i fo befdyreibe Der legtere eine vevti-

b
Eale gevade Linie, und wenn: G2 < - — fo ift bey ibm alle Bewegung

unmoglidy, wie aud) leid)t a priori eingufeben.

ABill man den parabolifhen Doppel - Korper nady Ave des gerdhnlichen
Doppel - Kegels sufommenfegen, daf die Sceitel ausrares gefebre find; fo
rird man den Winfel, den die Are der Cryengungs - Parabel diefes Kovpers,

D 2
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mit der Are x madyt, ==z, nehmen [cf. SU (1)*]; und es echellee leidye,
daf man in der gefundenen &f fiic den Weg bes Schwerpuncts, nur — 4,
ftatt 4 &, su fegen braucdhe, um diefen Fall davuftellen,

Die Anfangs- und Cndpuncte der vom Schwerpuncte befdyriebenen
Linien findet man, wenn man einmal die Puncte fudhe, wo dev Doppel « Kdee
per gwifchen den Stidslinien durdhfalle, fitr weldhe: 22—y =o, oderinuns
feem Jall, y=oift; und dann audy, wenn man die Werthe von  und y
fude, weldye ftaee finden, wenn der Doppel - Kérper, bey welchem x dag
Jeichen nidyt andeen darf, anfange mie feiner Jufammenfeung in der Chene
y, %, die Stiglinie ju berishren. (CL. die erfte Sdlugbemerfung des §. 3).
©So 5. B. falle der julest gedadyte pavabolifdhe Kdrper durchbin, renn: y=o,

und daper: f=K 4 Gh+-—4—b(-;,- s ift.  Wenn man nun in den G (3),

d ~b
X2==bix—h); x=0; y=K; 2=03 a‘; = 2Gy 3 fe6e; foers
G2 _ §2
balt man: y2 = 4bh o b yund: =K + Tb— fire die Coordis

natent Des Schmwerpunctes, wenn det pavabolifdye Kirper anfange den Durdy-
fdnice der Linie: y = Ga+ K, mit der Are  su berdibren, und wo die Cnd
puncte der vom Schyoerpunce befdyriecbenen Parabel liegen. Srwifchen des
bepden Werthen von B, befchreibe dev Seyroerpunce einen Kreis o $Halbs

meffer = (bh)E. Das B, weldyes den Punce angiebe wo det ﬁbrpet durdy-
falle, Bat audy einen doppelten Wereh, weil man fir die Salfte dev jveiter
Criglinie, tweldhe dieffeics der Are y liegt, G verneine nehmen mug.

Soll fich nun dev in diefer Nummer betvadytete Doppel - Kovper, auf
der Linie bewegen, deren Oll: =gy + £; und: 2=_g'x+ #'; find; fo
rerden wit wieder in den GU: =0, und: y=Gx K, die {chon Bftereé
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angejeigten Berroandlungert, (cf. §. 5. 9) mit y und 2 vornehmen, utn diefe
Gl mit den gegebenen identifch ju macher, und auf diefe Ave, &, &/, ¢!, nebft

~Gund K, jubeftimmen,  Alsdann wird man aud) in der &I (19), ftate
B und g, ibre transformivten Wevehe feben, und fo die neuen GU finden,
3. 8. aus der GI (19) folgt , wennman: h=—}a, fest:

ZZ = b+aG2 (ﬂ K)

Diefe Gl verroandelt fich durdy die (in Ne. 3 diefes §.) angeseigten Sub-
fticutionen, in:

dy - g.dp — bg? <ﬂg+k+yg’—k’(1+g°) )
df+g.dy — gib+ as'“(l-l-g“) vg—Pgr—+# ’
woraus man den Werth von — (ewl)t findet,

Die GBI (19) witd niche anbets einenrKeeife gehdven, als wenn a bejabe,
uny G = o ift, d. b. wenn der Doppel- Korper ein elliptifcher, und die Stiig.
linie bec UAre & pavaflel ift.  Alfo befchreibe aud) die gauge Ruaz[ augerdem
immer Gllipfen mit ibrem Mittelpunce,

Wenn der elliptifche oder hyperbolifche Doppel - Korper, dem die jroeice
der & (1)* gehore, wenn man davin: A+ fa=o, fest, bie Linies
y=Gx + K, berubren foll; fo witd man nady einer feichten Climination
finden, daf fein ©chwerpunce die Linie befdyeeibe, deren S ift:

a(f - K - Gh)*
yi+ a+ G2

Der Schwerpunce des elliptifchen Kovpers befchreibe Cllipfen; und
beym Dypecbolifchen, Hypecbeln, fo lange die Vevibrung an der innern

Sladye ftaee findee: aber Cllipfen, wenn G2 < ~ -—Z— , o die Beribrung

= Za?
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nur an der aufiecn Sllécf;e'ffatt finden fant,  (Wenn G =o iﬂ; fo'toird det
Kueis ‘vom Halbineffer = Lo befthricben, wie gebirig.) Swifchen benden
Sallen géfcbiebt die Beriibrung im Unendlidhen, und der Scherpunce be-
fchreibe bie fenfrechte gerade Linie, beren ®l: g —K —Gh=o, ift. i’(ucb
wenn h=o0, und wenn G =ogift, befchreibe allemal der Schrwerpunct die
gevade borigontale Linie, deven @l:. y =X ja, wie aud) leid)t a priori
Elav ift, "
§) TWenn irgend ein fDOppebRérper bey feiner Bewegung die Linie
Berfxbren foll, deven ®Iift: =gy +hy+10 ool (20)
X. X0 2%
foﬁnbet im Allgemeinen dte &I iy R zgy T
p="P; folgt. Soll ber SDoppe[ Korper ein folcher elliptifcher ober hyperbos

[tfdyer fennr; Beffen X2 = ’-—'— < (3a% = x2), ift; fo witd bie gefundene &I

2 ftatt; welheaus:

-1b
ficalle Berubrangs  Puncee, fich in y—- ok e bgk,ummanbe[n. SWBenn

marn diefen IWerth von y in die G( (20) unb die Gl fir ben Doppel » Rérper
fubﬁxtulrt, fo faun man, daz=0 uﬂ, (exd)t %2 aus bepben @3(1 elinginiven,

ﬁnben: ye= =? <ﬁ2+ ﬁ——->+— (3a2=1) ..(21)

a+b
Che wiv weiter geben, wollen tiv bier bemerfen, daf bey der Linie dev
@1 (20), folgende Relationen face finden:
Der Abftand der Scheitel diefer Linie von der Chene x, 2, ift:
— kA (k% — 4gl)2 .

= ,

28
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Alfo ift der Abftand bes Mittelpuncts von diefer Chene, e _;{g_ ,

, k2 — 4gl)Z
Sbre Are in der Richeung dery, ift = _§__4_g_)_;

—-§

Der Parameter ift = (#> — 4g0)3; '
L 4gl
Die poeite Are in dev Richeung der x, ift =( ————

Bejeichnen wiv nun den Unterfchied der S.uabmte ver halben Aren,
die nach der Richtung dev x geben, toovon die eine dem Doppel - Korper,
und die andeve der Stiiglinie gehore, mit D2, fo dap wir die G[:

2 _ 40/ .
1g2 — Bosg & D2; baben; fo wird fich dadurch die & (21), in:

* —4g
2 — ' + Y ,
yi=— T b 2 (/3 2z \ 5 ummanbdeln
Siie die Kugel, wo a== b_zr, tﬁ, el[)alten tir:
o o 0 2 = — + 2
6 «ooor == (g4 5 D

6) €8 wird nidye obne Juceveffe feyn, ljm bie Cnericdelung der vev:
fchiedenen Linien ,” welche in ben Gl (20) und (22) jufammengeboven,
3u finden.

a) Wenn tiv in der B((20), £=/=o0, feien; fo tird fie: x?=gy?,
unbd gilt file groey gerade Linien, auf roelchen fich die Kugel su gleicher Seic be-
wegen Fann,  Die &I (22) wird aber algdann; 2 =92 — B2, und
giebt Ddiefelbe Cllipfe, welche aus dev Gl (19) folgt, wenn man dove:

a=b=2r, K=o, G?= T;—-, und: h=—%a, fest.
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b) Segen wir in der Gf (20), g=o0; fowird fie, toenn man mi
g bividirt, geben: y=o, und wegen des Quabdrates vony, wird man in
der & (20), dag Glied: g.y?, nod) immer = o feen miffen. Dadurd)
wird auch: x2 = [, werden, und aus (22), terden i erbalten:
y* + B2 =r2 —[; b.b. wenn die Stuslinie fid) in jrwey Puncee, die in
ver Mre der x liegen, verwandelt; fo befchreibs der Schwerpunct der Kugel
einen Kreis vom Halbmeffer = p~(r2 — /); um den Anfangspuncet der Coor-
dinaten als IMittelpunce: rie geborig.. Man findet brigens daffelbe Reful-
tat, enn man vorausfest: die Kugel folle fid) anf der Linie bervegen, der die
GU: 2=o; und;. y3+(x + /)2 =o0; gebdren, wodurch diefelben
Puncte dargeftellt werden,

Sest man aber g =o, inder Gl: %2 =gy?; fo wird die Stitlinic
bie Are y roerden, und wiv erhalten: y = 1 r, wie gehovig,

Chen fo, wennmoninder Gl (20), g=*=o0, febt; wirtdman:
y2 =12 — [, ecbalten, wie geborig.

c) Wenn in der GBl(20), g=—1, ift; fo gilt fie fiic einen Kreis vom
Halbmefler = (k2 + 4/);

Die & (22), wird aledbann: B =1k, geben: unb da wir algdann in

—1r)2 .
diefer &1, das Blied: .(EI-_‘_—%g-)-—-, roegen Des Duadrates im Jabler immer

=o, feben Ednnen; fowicdnody: 2=+ D3, feyn, Ulfo wicd y une
mdglich, tenn der Halbmeffer es Kreifes grofer als der Halbmeffer tev Kue
gelift.  Die Kugel Fann nemlich alsdann den Kreis gar nidht weiter beribren,
alg nuy feinen Durchfchniee mit dev Axe y.  Aber jeder Kdvper, dev ein foldes
Clement beriibren foll, Fann mit feinem Schwerpunct noc einen Krei bes
fdhreiben; Da bies alfo Feine ausgeseichnete Cigenfchaft dev Kugel ift; fo wird
man aud) nidyt evwavten Féunen, Ddaf diefe BDewegung durd) die Gl (22)
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auggebrircft fey. “Wenn wir daber biefe Bewegung wicht in Anfdhlag bringen;
fo Fann bieRugel fich:gar nicht auf einem Kreife beroegen. y wird unbeftimmt,
wénn B = Lk, wie geborig, weil die Kugel den gangen Fleinern Kreis sugleich
beriibet, Und man fiedt [eicht a priori, dafalsdann: f=1k, undy? =
deim Unterfchiede der Quadrate der.Halbmeffer dev Kugel und des Kreifes feyn
muf, mwie es die Gl ergeben.

d) i€oll die Stuslinie der &I (20), eine CHipfe feyn, deren grofe
Are auf dec Are y liegt; fomuf g verneint, und ein eigentlicher Bruch feyn.

Die GBI (22) giebt alsdann:.

a) wenn r Fleiner alg die balbe Eleine Are der Stus - Clipfe iff, —
eine Syperbel, deven Are in dev Chene x, g liege, '

) wenn r=ber hatben Fleinen Are ift, — jwey gerade Linien,

) unbd roean.z.gudges. a8 bie.palbe Eleine Are ift, ~— eine Hyperbel, de-

‘ven Ave fenfrecht auf der Chene x, y ftebe,

Dte Jalle, o die Kugel fogleich bindurdyfalle, wollen wir nadyber
Defonbévs beteadpten, < : . !

e) Soll bie &I (20) einer Cllipfe geboren, beven Fleine Are auf der
ve y liegt; fo muff y verneine, und ein uneigentlidyer Brud) feyn.  Die Gf
(22); - giebe: afsdann; " fo [ange 7 Eleiner al8 die balbe grofie Are der Cllipfe
ift, fir y nue unmdgliche Werebe.  Wird aber » grdfer; fo befchreibe der
Schroerpunce eine Ellipfe, wobey man freilic) annebmen muf;, daf die nice
beriibreen Tbeile der @tug (EIprfe, die %erubrung von den Scheiteln der grofen
Are ange;ecbnet),,ber Beregung nidyt binderlich find, (CL. §. 5 am Cnde).

* Die groﬁe Ape ber vom @dgmerpunct befchriebenen Cllipfe wird = 2D

)71

feyn, und fenfred;t auf %Y ftebm die Fleine Ape ift =2D . (

100 filx g, ‘der abfoluce Werth su fesen ift.
R
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f) €oll die Stiaglinie eine Hyperbel feyn, beren Are auf der Avey
liegts foift g'bejabt, und: 4gl <k2; :bie &l (22) giebt atsdann beftanvig
Cllipfen, da: D2 > 72, &oll die Are der Sengbyperbel parallel mit der
Are x liegen; fo ift g bejabe, und: 4g/> k?; wenn algdann r > halbe Are
der Hyperbel ift; fo befchreibe der Schwerpuncet dee: Rugel rieder Ellipfes,
fonft ift ¥ unmoglich.

8) ©ofl bie Seuslinie eine Parabel feyn, ::deven Are auf y tiege; fo ift
g=o, und £ der Pavameter. Die S((22) giebt alsbann: y2 == tf4r2~/;
alfo eine Pavabel von demfelben Pavameter. Die Gl ywifchen y und B, giebe
fiie alle Stigpuncte: B —y =1k, = bem Halben Parameter. Das Mo-
ment der drebenden Kraft ift alfo unveranderlid).

Wenn wiv nun die erhaltenen Refultate sufammentellen;. fo findet fich
folgende, durch bie darin herrfchende Reciprocitat, mevbrwircdige Cutftehungs-
vt dev Linien big jur jweiten Ordbnung, durd) die Bewegung einer Kugel
(angs der grofien Are der Stiihlinie, wenn diefe von der yweiten Ordnung ift:

Wenn die Untevlage ift: fo befdyveibe ber Mictelpunce
bev fie bevitbrenden Kugel:

ein Punce an jeder Seite von 7, einen Kreig;
ein Kreeis; —_— einen Puncet an. jeder Seite der

Cbene x, y;

oder

joey gerade Linien,
— eine Cllipfe;
eind Hyperbel; ‘

- -oder
eine SHypevbel;

eine. Parabel; —_ _— biefelbe Pacvabel, aber in entge-
gengefegter Nichtung.

joen gevabde Linien
eine Cllipfe; _ —
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SHieju aber miffen wir folgende BemerFung machen:

Die Kugel befdyreibe bey ibrer Berwegung auf der Linie der B (20),
meiftens nur einen Theil der Linie der Gl (22): und wiv miffen vor allen
Dingen die Coordinaten der Anfangs - und Endpuncte diefer Linie finden.
Diefe aber finden fich aus der Lage, weldye der Schrerpunce alsdann bat,
wenn:

h a) die Kugel anfangt oder aufhodre die Durchfchnites - Puncte der Seinslinie
mit der Are y ju beriibren; oder:
b) roenn die Kugel ywifden der Stislinie binregfalle,

d\
-SRir haben aber daraus, baf wir das =L ber Kugel am Beriip.

dx
rungs - Puncte, bem-—d—g— ber Stiglinie dafelbft gleichfesten, die @(:
N §
y= i - +!g 5 gefunden, Sesen wir diefen Werth von y in die Gl (20),

—kt (14g). (k2 - 4gh?

28
und burd) Subftitution diefes Werthes von B in die Ol (22):

o=~ J(4 — 4g]);

toelches die Coordinaten des Schmwerpunces der Kugef alsdann find, wenn die
Befdyreibung der Linie der GBI (22), bey der Beriibrung der Kugel am Durc)-
fchnitespunce der Linie der &I (20) mit der Are y anfangt. y wird unmdglidh,
tvenn dev Halbmeffer der Kugel Eleiner ift, alg der Halbe Parameter der Stirg-
linie; B ift unmoglich, wenn: k2 —4g/, verneintift, weldyes bey der Hy-
petbel, deren Ape mit der Are x pavallel gebt, Der Jallift, diefe bat nemlid)
gar feinen Durchfdynices » Punce mit dev Are y.  Foir diefen Duvcfchnites:
Punct findet fich auch nody: B —y="4(4* — 4g/)% = bém balben Parameter.
R 2

und algdann 'x"-.:-o; fb fmden wit: B=

’
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Gie den 'Ore, o die Kugel. swifdyen der Stuslinid:hindburthfale, ift

T L (1 4g)E. CAEHUp(r— 1))E
-{%—:oo, ober y=o, woraug: f = - (r+e) ( Haglr l.',) ’

k2+4g(f =D
folgts foroie: f—y=73. ( g )

Hiernad) wird man nun leiche beurtheilen,, wie Biel der C%cbwegpunct vor
ber Linie der G (22) befchreibe. Soll die %eru@tung b ‘B, von einen S'Durd)
fchnicespuncte der Stuglinie mit dev Are Y, anfangen 5 fo wird der. wttttelpunct
der Kugel nur dann erft etwas von der Qinie der S (22) befchreiben, wenn r
gioBer alg dev balbe: fparametet ver Seiglinie am Duvdfdyhteesfunce ifts
weldyes damit fibeceinftimme, daf r grofer als der Hatbmeffer der .ﬁ‘rummung
dafelbft feyn muf, wie man aud) (Ctd)t a priori ﬁe@\t.‘

-Soll die Kugel an beyden Enden de befhricbenen Linie durchrweg fallen
fo wird 3. B. der Schwerpunce der Kugel, nur Cinen Punct der Linie der

Gl (22) befd)retben, roenn in vem [eGeen Wevth von B, die Quadrae -~ Wae-
jel=oift: &e.”’

Man wird fiir den efliprifd;.gn _tmd-Bypevbolifchen Doppel - Kirper leiche
abuliche Becradytungen anffellen Ednnen s, - al8 wir,Biev fiv. die Kugel dargelege
baben.  Da eg ju weitlauftig. fallen wurbe s, biefe genau durdysugeden; fo
wollen wir bter nuv Bemerfen, baf man aug der SI (21), leiche folgende Gl
sieben Eann, . wobdurch man die Natur: der Linie, relche der Schwerpunct be-
fehreibe, fogleid) wird beurtheilen Eonnen:

Der Mittelpunce diefer ‘Binie ift von der Chene x, 2, um die Srife

k
— ——, entfecnt.
zg' .
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Sfee 95z in ber Siicyrung ber B, it 2 (ps. 2% ;g )i

I

1@: Paraneter ift = zb( m } ;
. . . bD?
t@re Are in der Nichtung der y, ift=12. |

Wean der eigentliche Doppel - Kegel, deffen X2 =t2x2,.ift, die &-
nie der &I (20) bertbren foll 5 o wird féilt Gdgeite[punct die Linie befdyreiben,

veren & ift: (ﬁ 4t

i

2 (12 = 1g0)
e 1 —gt" - 48 ’
welche fich. fite: dte Pavabel, wog=o, ift; in: y2=t2>(B.k+1);
perwandelts

SWenn die Linie, melcher die G: z=o, unbd (20) gebdten, durdy
@tebung um eine der ere x paraﬂe[e Are, in eine andere Lage verfeset wird;
fo wicd man wieder iir ben gefunbtnen S, ﬂatt [3, ¥4y und z., “ibre (fchon in
MNr. 9..bes vorbergehenden § ) fiiv diefen Fall angeseigten Werthe fegen: um
fo die neuen &Il u finden.

7) Die ini der'vorhergebenden Nummer becradyteten Falle, find unter
folgendem allgemeinern Sage enthalten : |
v Wehn. der Doppel - Kdvper, welcher durd) Umbdrebung der Linies
y =X, um digUre der x entftanden ift, bey feiner Bewegung beftandig die
Linie berithren foﬂ peven &[: n.X?2 =gy? +hy+1 ift; fo wird fein
Sdymwetpunce eine Linie der jeiten Qrbnung befchreiben, deven G ift:

2
gh* +Ep+—: -
4n

2="’"‘ : -_—3 o 6 0 0 0 0 ¢
P s )
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Denn nady N, 2 biefes §, erhalt man (eiche bie G3(: y= "ﬁ + %& , fure
-8
alle Beriibrungspuncte; und wenn man diefen Werth von y, in die Gi:
®+ky+
(- F)* +y* =22 ’ /
ductionen, die & (23).

Septman: k=/=o, und: g=n, wodurd) die Stislinie der Cr-
eugungs - Linie bes Kovpers gleid) wird; fo erhalt man: p=o, und y wird
unbeftimme,  Der Doppel - Korper wird nemlic) fogleich durdyfallen.

Ueberbaupt witd man, wennman: n=g, fe6t, haben: g=— 2—';

. 8
. o}
und fest man, um den Werth des Bruches, dev = - gewworden ift, ju findens

!
; fet; fo erbalt man nad) einigen Re-

ko
n=g+dg; fo erbalt man fiie denfelben den Werth: = 3—4}-;-; babee

l k2 : . ,
witd: y2 = i -:*?"—; die Orbdinate y des Beriihrungs - Puncees wird

anch unbeftimme, troeil der Doppel - Kdrper die gange Linie mit einemmal bes
vafre,  Denn fiies #=g, wird die Stiglinie die GI:

28 g 48*
beFommen,  Und der Durdhfchnice bes Doppel - Korpers mit der Chene x, Y,
Bat die &: X2 = (y — B)* + y*%; unb ift alfo mit dec gegebenen Stitslinie

ibentifc = k'untr 2—-1 #
l;l:tlf'), wenn.ﬂ—-——;g, P oyt= roie Yo

—4;- > 1; foift y unmoglicy, wund iberbaupe Fann fich der Doppel - Korper

>

Sift nun;

nidyt auf diefer Stilinie berwegen, wie wir davon oben ein BDeyfpiel am Kreife
und der Kugel bagten,
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Nod) ift ju bemerfens  Wenn der Doppel- Korper dee &I (1), fich auf
pem Durdyfchnitt der beyden cylindrifchen Oberflachen bervegen foll, deren &Il
(y —5)2 =X2; und: (z—c)2=X%; fo wird fein Schwerpunct eine gerade
borizontale und vectifale Linie befdyreibern, deren Gll: B=105; und: c=1y;
find. 9Man fann dies {chon davaus fthliefer, bdaf die gegebenen G, mit
ver @I (4) tbeveinftimmen, wenn man davin m = oo, oder m = o, feit; aber
man ecbalt die BU: B=204, und: y=c, aud leicht auf dem gerodhnlichen
Wege, bdurdy die &I (17), wenn man P und Q = oo fefit, oder wenn nian
vie ®l: (y - b)? = (= —)?, antwendet.

Dies leitet auf die allgemeine Bemerfung:  Wenn'ein Doppel - Kov-
per {ich auf eiier Curve bewegen foll, twelche der Durchfchnite von gwenen dies
femn Kovpes angebdrigent Grengoberflachen ift; fo wird fein Schwerpunce die
beyden Curven befdyreiben, welde ev eingeln in jeder ber Grenzoberfladyen be-
fchreiben fonnte. o wird 3. B. ber Schwerpunce des Doppel - Korpers der
G( (1) auf dem Durdfchnice dev Obevflachen der Sl (4) und (10), bie ge-
rade Linie: 'y =mpP +%; und einen Bogen des Krerfes:

(B =b6)*+(y —c)>=p?; befchreiben miffen.

8) Da die Climination von x, y, z, bier wieder bald befdhrerlidhy wird;
fo oollen wir wieder ein Bevfabren fuchen, wodurd) wir bey einem gegebenen
Seagpunct, auf einer gegebenen Curve, bdie daju gehorige Lage des Schroers
puncts des Doppel - Korpers, und was dem anbangig ift, finden Ednnen,

Dagu verbilft ung nun gleichfalls die I (17).
SBenn wiv in diefer G(: P, Q, -Q.P,=A; Q,-Q=B;
4
P =P, = C; nennen, und fir p und qibre Werehe: p= —X—'}—{-—;

=y
f:g—- fesen; fo roird fie fi in: A, (3-)=B.X.X4+C.,(B-1);

9=
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perwanbdelnn, toorin bey einéim gegebenen Stlgpmcte, anfer P undy , alles
BeFanne ift.  Bevbinden wir diefe G, * mit der GI fibe dei boppel ﬁorpbr
=B +E=-y)2= X2 fo erbalten rir feiche: R
_B.C.XX'+ A.X.(A2—B2, X2+CQ)%
f=y=- ' A4 C? : \
gy BB XX +C.X.(A2—B". x2+ce):
A2 + Cz
Aus diefen beyden GI wird B und y, und duedy die Divifion der erfien durd)
dy _ B-y
dg -y
® 10 (3) alles fibrige, a8 fiir den. augenb[ncfhc[)en Buﬂanb Des EDOPpe[ Ror
pers gu-wiffen.ndthig, }ﬁ nofopellet,
7,
Um die &I des Eboppe[ RKorpers ju exbalten, deffen Sdyroerpunct eine
gegebene Linie befchreibt, mwenn’ 5uq[etd) bie Linterlage, wovauf fich:der Kdvper
bervegen foll, gegeben ift; fo wird man aus den gegebenen Bedingungen eine
NGl jwifchen x uanau erbalten fuchen nuiffen, um beu Qxeraus gefundenen
‘Wereh von X, in die O (1) g fubfitiiten.

1) Wenn daber jey G fitr eine Linie, worauf fid) ber Krper bervegen
foll,  und die &I fiir ben Weg des Schrerpuncees gegeben find; fo rwird man
aus diefen drenen &(, in Berbindung mit den Gllz (1) und (2), die Grdfen

"B, y,4, % eliminiren, um fo eine @nd - Gleidyung srbifchen x-und X fu erhal-
ten, und Geuvtheilen ju fénneu 0b X méglidye QBert[ge erba(ten fann.

Wiv wollen ung, wie uberfgaupt fo aud bwr, nicht mit meulaurtugen
@(tmmauonm befdgafttgen, fondern _nur den emfacbften SaII alg %ev\'pw[ be-
trachten, nemlich:

5 fo wie:

"die groeite, wird audy: bcfannt, mobut\‘!) bcrmoge der

) . o N
A R NP IR P e d



; Die B des Kbrpers ju finden, beffen Shwerptinct die gerade Linie:
y =mB +n, befdyreibe, wenn dev Krper i) auf der geraden Linie bewegen
folt, derea®M: z=gx+k, und: y=G.x+K find.
Durd) die angejeigten Climinationen findet man febr feicht die ©1
_g-m.G m. K+4+n—2%
Tru+m?) '\ g-m.G )

. -_m.G
* Ko ift alfo (nach §. 2) ein geraber Kegel, » t= g-m.>.
Der Korper ift alfo (nach §. 2) ein g gel, Deffen Gt
K %
und b= mg ;” G , ift, welches vllig {mit §. 6 Sl (18)] Niberein-

ftimmt,

' Der Kegef und der unter feiner G enthaltene Cylinder, fiir roelchens
g=mG, ift, iftalfo der eingige Korper ;- deffen Scywerpunct eine gerade
Rinie befchreibt, wenn die Stulinien aud getabe Linien find, Wenn aber:
G =K = ift; forwirtd: X = oc.0, weil: x =conft,

Wenn abev aus den 1l der Stiglinie, die Sl: x = confl folge, .5,
wenn die Stislinie in einer der Ebene y, 2 pavallefen Chene liegt; fo finder
eine fold)e i’lufgabe , a8 wir bier aufgeloft baben, rcigentlich gar nidyt Statt.
SWenn wir:annebifien, vaff aug x =a, X=A, folge, fo baben 1ir folgende
pier ©Sll: 1) (y—P)2 +(3—y)? =A%

dy
2) y -+ (-7 i =0
3) Ddie gegebene S fiiv die Linie des Schwerpunces, Fwifchen
£ und y.
4) bie groeite S fiir die Stdflinie, worin man x durdy a aus-
drift, und weldhe alfo blos swifchen y und z ift.
Nua Fann man in den erften benden S entrweder
S
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1) y und 2 dburd) B und y augiticen, unbd diefe Werthe in die vieree G
fubftituiven, obder

2) B und y durd) y und z ausbuicfen, und diefe Werthe in die dritte I
fubftituiven.

Sn beyden Jallen mirffen die dritte und vierte &I eine von der andern
abgeleitet werden Fdunen, und renn man dieg durdy Beflimmung der beftans
digen Grdfen exbalten Fann; fo Fonnen die alfo mobdificiveen G der Linie des
Sdyrerpuncts und der Stiglinie neben einander befteben, fonft nidyt, 3. Be
wenn die dritte der obigen Gll: y =mpP +n, und die viecte: =20y +¢,
ift: fo erbalt man durch) Subflicution der aus den beyden erften Sl gejogenen

, b L
Werthe von y und 2, die Bl y =bf+c+A. ',‘E(IT.":'_';«B) e diefem
T N S A
Fall mug alfo b=m, A= —’—_—(”l—_";;)— feptt, toenn bie beyben gegebenen i

nien mit einanbder Deftebn follen, der Doppel - Kovper fey iibrigens welcher ex
wolle.  Aus dem §. 5. 2 ift Hibrigens fchon befanne, vaf diefe Bedingungs:
®leichungen darauf binausgeben, daf TZ" am Sdyerpuncte = _%z_ der
Sislinie am Stigpuncee feyn mihffe: und die yoveite Sl beftimme &yu Ab-
ftand der Stislinie von dev pavallelen Linie des Schwerpunces.

2) Cs ift die G einer Oberflache gegebet} , weldye der Doppel - Korper
beftandig bevitbren, und wobey der Schwerpunce eine gegebene Linie befdhrei-
ben foll: und bievaus foll die & firr den Doppel - Kovper, oder eine Sl jrvis
fhen X und x gefunben werden.

Fiv diefen Fall haben wir folgende fechs S((: nemlich die &I fiir die ju
berlibrenve Oberflacdye, die ©l: y =1(p); die Sl: (1) und (2), nebft:
p=P; und: ¢=Q; (cf §.5); aus welchen man die Gedfen: B,7,y, 2 X',
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«

(toelche legteve in p enthalten ift), e[ummrm muf, um bie &I stoifchen X
unbd x §u evhalten.

Satt der : (1), (2), p=P, ¢=Q, Eann man bdie (in §. 5. 3)
aus ibnen gefolgerten, nemlich die drey in dev angefitbreen Nummer julest an-

d
gegebenen GBI, nebft der B Q= -;”31- , anwenden. Wenn man alsbann

aus ber & (12) dafelbft, und dev & fitr bie ju beriihrende Oberflace, bdie
Grofen: yund z, obne Jucthun der andern GSU wegfchaffen Fann; fo werden
wir fiir die eine der Oberflachen, toovin die Veriibrungs - Linie liegen foll,
eine G/ ymwifchen X’ und x haben, woraus: x =confl. folgt, wie audy X’
aug x pufammengefese fey. Alsdann finden aber die Bemerfungen ver vor:
bergeDenden Nummer ftatt.,

Diefe Eliminivung von y und = gebt aber immer von flatten, wenn die
gegebene Oberflache blos Cine Diefer bepben Grofen entbale; denn alsdann
wird in P und Q aud) nur buefe Citte von den fm)ben @roﬁm enthalten feytr.
@ben fo, wenn die gegebene G folgenbe mwave : (y b)2 +(z—c)® =@ (x)%;

P2
woraus nan: ——-———=q>’(x)°' erba[t' 1o alsdann aug: X'= + @'(x),

Q2
wieder: x= conft. folge, und’ bie Bufammeufegung von X aug x, unbe-
ftimme bleibt, So aud), wenn die gegebene Oberflache die Bl: 2=my+p(x);
batte.
Mit diefen Bemerfungen roollen wiv uns Hier begnigen, da die Elimi-
nationen felbft, bald febr reitlauftig roerden, und ibrigens anfdheinend Feine
CSdywierigfeiten enthalten.

80

Wir Fommen jese jur Aufldfung decjenigen Aufgabe, wo wir aus
S 2
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. o d Coowdiet
einer gegebenen &I jwifden _d;-’ und x, y, 2, und deven

Differengialien, die fidh auf den jedesmaligen Seigpuncte
bejiehen, bey einem gegebenen Doppel-Kovper, fowohl die
untertageu, alg den Weg des Shwevpunces, bey weldyen
jené Relation Sceace findeh fann, beftimmen wollen,
1) Wir haben (in §. 5. 3) gefunden, daf in allen Puncten, worin
der Doppel - Korper eine Oberflache bevirbet,: folgende S fate findec:
P

(r+Q2)2

Soll biefe Oberflache mun nacy unb nach in allen ifren Puncten von
bem Doppet - Kovper berubrt wecdent ;. fo wird diefe &I in der ganjen Augdeh-
nung der Oberflache flae finderi, und wicd alfé die Favabieriftifche partiele
Diffeveniaf - Gleichung diefer vt Oberfladyen feyn, durd) deven Jutegrivuig
wir daber die allgemeine Gf der Srengoberflachen echalten.

2) erner, die®l: dz=p.dx+¢q .idy; welche fitr die ganye Ober-
flache des Doppel - Korpers gile, wird fiir alle Puncte, mworin derfelbe eine
gegebene Oberfladie auf feinem Wege berithrt, mit der Sl
dz=P.dc+ Q. dy; identifch feyn.

Segen wic nun in diefer SF, ftatt P, feinen Werth: =X".(1 +Q2)!
dy
“dp
aflen Beriibrungs - Puncten ftace @aben; fo erbalten wir Die &

(C7) P dz:X’.( dﬁ’ ) dx+ . dy;
welche ebenfalls fiir alle Beribrungs - Puncte gilt.

X/ =

und alsdans ftate Q, feinent Werth: =¢q, = , teldye Werrhe audy in
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f; , feinewr aus der gegebenen
NRelation gejogenen §Bertb in x, y, z oder deren Diffevenialien; fo Haben wir
eine totale Differenial-Sleichung, weldye fur alle Puncte einer Oberflache gilt,
weldye der Doppel - Kovper auf feinem Wege berithre,  Leifter diefe Diffevens
sial - Sleidyung nun den Bedingungs - Gleichungen der Jntegrabilitat ein Se-
nitge, fo bafi fie von einev primitiven &I jwifdyen x, y und z, abftammen
fann; fo wird ihr Jntegral gleichfalis die Grengoberfladye darfiellen, weldhe
der Doppel- Korper in allen ibren Puncten beriibre, mwenn die gegebene Rela-
tion ftace findet. * Leiftet bingegen die &l (24), bden Bedingungen der Jntes
grabilitae fein Geniige, und gehore fie alfo u denen, welcdhe man fonft abfurde
nannte; fo wird ibr Jncegral durd) 3wey Gl swifdyen x, y und z, worin audy
willfiibrliche Sunctmueu diefer eroﬁen vorfommen, ausgedvicfe werden.
(CE. Lacroix I c. Tom. IL §.7g9.seqq.) Die Unterlagen des Doppel-
Korpers, werden alsdann aus der Klaffe der unter diefen beyden G enchaltes
nen Curven genommen werdes miffen, wenn die gegebene Gi ftatt findei folf,
SHicbey wird man denn, um die willfibrliche Junction ju beflimmen, audy
nody andere Bedingungen ecfiilfen Fdnnen: 3. B. wenn die gegebene Gl blog
x, g und 2, obne ibre Viffevensialien enthale; fo erheflec (aus Lacroix L c.
Tom. IL. §-800), bdaf man die GI einer Obevflache, worauf die Stirdlinie
liegen folt, willfibelid) beflimunen fann, wobey man aber jur Beftimmung
dev guerft echaltenen willfibrlichen Junction , nocdy einmal eine Gl gwifdyen
groenen verdnderlichen Grofen-integriven mifite.

3) Wenn die gegebene G, Feine Diffevensialien von x, y, 2, enthale;
fo wird die Bedingungs- Sleidyung der Integrabificas dev Bi (24), (nach La~

Sesetrwiv nun in diefer G, fatt —=

dy
croix I. . Tom.II. §.701), wenn wir wieder Q, ﬁatt fdgreuben, fole

gende fepn:
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‘j{3+X' (d( r+Q’)I RS d(r+Q2)’~' —(1+Q: Q)_o, odet:
(25) ¢+ Q. - .___
—-—— + X/, ( dy dz =o,
(1 4+Q2)3

Und man ftebt leiche, daf diefe &I gleichfalls eine partielle Diffevengial « Gleie
chung von Q, alg Function von x, y und & betvachtet, ift, duvch deven Jns

: d
tegricung wir alle Q evbalten werden, welche, wenn fie ftact -7;— in die &I
(24) gefest wecden, diefe integrabel madhen, fo daf ifr Integral die Srenye

oberflache davftellt,

Wenn aber % sugleich von den Differenialien der Srdfen x, y und

2 abhange; fo werden andere und andere Bedingungs - Gleichungen der Jn-
tegrabilitat ber O (24) flate finden, (cf. Lacroix L c. Tom. IL §. 709 und
§ 715.), weldye wir bier aber nidyt weicer verfolgen roollen.

Wir wollen uns jege mit per Jutegrivung der gefundenen Diffevengials

Gleichungen befdyafiigen. ' o
P

QR
su integriven; fo Fann man die Methode anwenden, welche Lacroix (1. o
Tom.IL §.730) erflavt. Die dritte ber dort mit (2) begeichneten S wird fite
unfecn Fall geben: dQ=o; alfo: Q=confl. =a. Wenn man diefen,
und den davaus folgenden Wereh von P indie@l: dz=P.dx+Q. dy,

fubftituive, und integrire; fo erbalt man: z=X. (1 + a?)z + ay+b.

4) Um nun ecftlidy vie paviielle Diffevensial-Sleidyung: X'=
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db
et man: b= (a), und: —— - =P (@) fo echale man fir die
Oberflache, ' welche der Doppel « Kévper nach und nady in allen Puncten be-
wibre, folgendes Syftem von S((:
X.(1 +a2)2 -2+ay+op(a)=o;
_g;x—-;—+y+¢’(a)=°; e s 6 6 0 e (26)
(1 +a%)}
ang weldhen man, nachdem man die willEibrliche Function beftimme bat, a
eliminiven muf, “um die G der gefuchten Oberflache ju evhalten.
Dap die Bl (26), gans mit dben Gz (1), (2), (3), ubereinftimmen,

erhellec fo: Csiff: a=Q= —= L feetman q)(a)_.—ﬁ ;;_%__,_,y;

dg ’
d; .
in welcher G man B und y alg Juncionen vou —7%- anfeben muf; fo ift:
d
dg . TZ 2y
p'(@)==-p- - + - == B; 3iebt man nun die gweite
dp dp

ver @I (26), nadydem man fie mic a multiplicice hat, von der erfien

IX
>3
("" Zﬂ’)
-dy

. T
A —, toeldyes mit den G (3)

G+ )

ab; fo evbalt man fogleiy: 3 =2 = ; ; und die sweice

per &I (26), gieht: -y =
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nbereinftimme.  Die willfubrliche Junction: @(a), vertrite uBttgms in den
Gl (26), die Stelle ver &z y = f(B); in den Gl (1) und (2).

5) Seben wir in der evften der &l (26), a = conft. =m, alfo audy:
@ (a) = conft. =n; {o wird die gweite diefer Sl (26), weldye durch Diffevens
giirung der erften nady 4 entftehbe, gar nidyt jum Borfdyein fommen, und die
erfte &I, welde algdann giebt: my — 2 + o=+ (1 + m* )% . X;
wird allein die gefuchte Oberflache darftellen, wie wir dies aud) fcdhon (in §. 4)
gefunden baben.

Sefien wir in den Bl (26), @(a)=I(1 + aﬂ)’ff —m.a+n; alfo:

/ -
@' (a) =,-—f—,—; — m; b echalten wiv: a= y——; und daber:
(1 +a2)h —n
(y - -m)? t+ (2 --n)2 = (X 1) fir die &I der Grenjoberflache. Wenn
man mit iner folchen 'Ol bie®l; X = -0, verbindet; fo evhalt man die &I

per Linie, weldye derScheitelpunct des Doppel - Korpers befdhreibe, Diefe
inie ift aber gany diefefbe mit der Pinie des Sdywerpunctes: und aus der
G (1) ecbellet auch, daf man fir: X =o, aud):‘y_—:ﬁ, und: =y, bat.
Subftituict man daber diefe Werthe, in die gefundene G(; fo erhalten wir
fiic den Weg des Schwevpunctes die. Bf:- (B —m)E + (y —n)? =123
weldyes gang mit dem ibereinftimm, rag toir fchon (im §. 4) gefunven haben.

Segentheils aber darf mai eine gegebene &1 gwifdyen X, y, 2, niche
af8 die &1 einer Grenjoberflache anfehen, wenn nidyt die Bedingungs » Glei-
dung: P=X'.(x +’Q“ﬁ; bey ibr fatt findet.

6) Die Bedingungs - Gleihung der Integrabilitar (25), aft fich
felbft integriven, (nady Lacroix L. c. Tom. IL §. 725). Denn Die eine der
paju ecfordeclichen totalen Diffevengial- Gleichungen giebt: dQ =o. Daber
fann man Q in den andern &Il alg eine. beftandige Grofe becrachten, wo-
purch man folgendes Jntegral erbalt:
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a=[(o <,+w)( o)

weldyes (nadh §.'s. 3) fmit _d}/;; = @(B, y) ibereinftimme,  Findee man aus

diefer & einen Werth von Q, und fese n@n anftatt -%;— in die ©( (24); fo

wird diefe die Bebdingung der Jntegrabifitat evfiillen,
Wenn Q blog eine Function von y und 2 iff, und man affo l;Q
X
bat; fo muf in der Bedingungs - Gleidung (25)

a) entroeder X' = o, alfo X = conft. feyn, weldyes unter allen Doppels
Korpern eingig beym Cylinder der Fall ift, Wirklich wird alsdann die G (24)
aud) fein x entbalten, und ibr Jncegral alfo cine cylindrifche Cim weitern
Sinne), auf die Cbene y, 2 fenfrec'bte Sberflache Darftellen, me(d)e Der eigent-
liche Cylinder allemal in allen Puncten bevibren Fann,’

b) Obevesmuf: Q. d(; : ‘;3 =o feyn, Ans biefer G ex-

=0

halt man durch Integriven, nach der Methode, weldye Lacroix (L c. Tom. IL
§.724. Nro.3) erflare: Q=Y +2.Q);
fo ift 3. B. unter diefer Form die Gl: m +9.Q =y + 2. Q entbalten, rwor-

- d
aus Q = Z — ': folgt, Sest man biefen Werth anftace ;ﬂ); in die &I (24),

und integrict fie algdann nach der gewdpnlichen Methode, (cf. Lacroix 1. c.
Tom. IL §.703); fo etbalt man dag Jntegral:
(y —m)? + (2 — n)? = (conft. — X)?
weldyes gany mit dem ubeveinftimme, was wiv fury guvor fdhon gefunden
baben.
2
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‘menn Q 6(08 eine $unctton von x und gy ift; fo ricd bie ?Bebmgungss

40 X’ Q dQ
Gleichung fich in s = + — Iy = o veranbdeln, tooraus man
o (r+Q?*)z
durdy JIncegriven erbilt: Q=o (y r —
| cx +Q’)’
: . —  X.Q
unter diefer Jorm ift m 4 nQ =y I ————— enthalten.  Sept man
(r+Q?%):=
n=o; fofomme Q= n-y - welcher Wereh, wenn ev
iy (X2 = (m—-y)*)*
anftace - ﬂ —= in die Ol (24) gefest wird, diefe integrabel macht, Das Jnte:
gral ift: (y — m)* + (2 — conft)? = X2,

reldhes nichtg anders alg die I fite den Doppel - Kovper ift,. twenn die Coors
dinaten feines Schwerpunces, m und confl. find. €8¢ wird alfo gar feine
DBewegung in diefem Falle ftate finden, - wie man aud) fogleich fiebt, wenn
man X=o0, y=p undbz =y fest.
Wenn Q blos eine Function von x und 2 ift; fo toird bie Bedingunge:
X/, 4Q |

d d
Gleichung: Q _ z = o geben, woraug dag Jntegral:

dx (1 4+Qi

Q= q;(z * ——i(—-l-> folgt.
(1 +Q2t

MWenn die Bedingungs - Gleichung ftaee finden foll; fo Fann Q nidye
alfein von x abbangen: und von y oder 2 allein, nur algdbann, wenn X=o
ift, alfo nur algdbann, wenn der Doppel - Kovper ein Cylinder iff.
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Xft-aber Q = % = conft. = ;- fo giebt bie &I (24) fogleich das

Sntegral: 2=+ X.(1 +m2)F + my +-conft, wie wir dies audy fchon
(in §. 4) gefunden baben.

7) iIBetm man in der &I (24) , Q anﬁart T ﬂ

fegt, fo wub fie: dz=-dX. (1 + Qﬂ)! + Q. dy;
Differengiive nian diefe fo, daf man blog Q als verdnderlich anﬁebt fo Fomme:

d>

N Q?)‘QI‘
Climinirt man Q.aug diefer und der vovhergebenden GI; fo erbalt man nady
einigen NReductionen:  dz? =dX? — dy*?
Diefe G ift der von:Lacroix (L. c. Fom. H. -§. 806) mit W= o Beaetcbnefen

@l analog, mwenn wiv P = XL (1 4 Q2)§ gleid ber von ibmmit V=o
begeidyneten &I fegen.

%ergletd)t man nun vas, teas Lacroix’ (l.c. Tom, II. § 802, 806,
810) diber biefe & fagt; fo erbalten wiv folgende Jncegrale ber GI:
de® = dX? —dy?; nemlich dag vollftandige Incegral derfelben nu; Ddrey.
beﬂanbtgen @rbﬁen ift in folgenden beyden GI( entba[ren '

cC—2= ——-X———, unb: y—b =a
(1 +a2)2 ¢=

wefche gang mit den GU (3) dbeveinftimmen, und man wird burdg Differens
piiven, und Climiniven von a, fogleich die vorgegebene SDnﬁermya[ Sleichung.
wieder finden.

Wennt iv aber die beyden &Il (26) mit U=o,

, unb dX anflate X/, dx

= 0 Be&eic@:

nen; fo wird dag allgemeine Jntegral der @3[~ dz? = alX2 aﬂﬁ
22
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in dem Syftem der Bll: U=o; = Z’S = 03 fa? < = 0
enthalten feyn, worvaus man a, nadydem die willfubrlidhe Function beftimme
worden ift, eliminiven muf. Jn diefer Jorm wird dag Integral die G dev.
Linie darftellen, weldpe die SDurd)fd)mtte aller Farafeeriftifchen Curven entbalt

und diefe sugleich beribre, 3. B. bey der fritber angenommenen Form vow

p@=t1.(x _+a2)!—m.a+n, wird

d*U . o |

—— =0, gletd)

da* (x+a2)§
welches mit (y — m)? + (3=n)2 = (X 1 [)? verbunden, X =+ /; y=m;
z=mn; und alfo einen Punct firr die gefudyte Linie giebe, roenn anders aus
der & X= + 1, mogliche Werthe fitr x folgen. Dies ift 5. B. ben der gan-
pen Kugel, deven X? =72 — x2, nur dann der Fall, wenn r > Lift.  Die
Refulate diefet Biehfpiete, welche vom: Kreife und vee Kngef bevgenommen
find, Eonnte man ubrigens mit einiger Aufmerffameeit leicht vorherfehen.

8) Cbe wir diefen §. {dyliefen, wollen wir noch bemerfen: daf die qus
ver Vebingungs - Gleichung der Sntegrabilitae (25) gesogenen Jntegrale, alle
unter der Form entbalten find, welche man dem von la Place ernseicertén la
Grangefdhen UmFehrungsfag der Reiben ju geben pflegt.  ( CE Lacroix L.c.
Tom. I. Chap. 2. §.112), '(Das erfte Jntegral, welches unter der BVoraus-
fesung erbalten ift, daf Q jugleich von x, y, = abbange, ift wenigftens als-
dann unter diefer Form enthalten , wenn die beiden Grofen unter dem
Gunctionsseichen abgefondert neben einanver-beftehen.) Man Fann daber den
gue Jntegration der &I (24) erforderlichen Werth vorr Q duvd) eine unendlidye
Reibe ausdritfen. So folget aus Q=9 +2.Q);

d.(Cy2.9'(y). rp’(y)) z%

dy 1.2+&c'

Q) =90) + 9.9 9() . —f—
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‘y-m+z.Q

and wenw $(Q)=Q, und @ (y+ 2. Q) = . ifts
fo ricd Q=<-——> ( )— el wie gehorig,
= (
Aus Q = tp( Q”,f ) folge:
) o ,(y)X+dKl+y Vawty). (p/(y)J X
¢(Q)—¢(y)+( 1y AN a7 "Ia F &

X
und ausg Q=<p<zj'_ ——————;) folges
o (14 Q2)}

d[( TPORdG W(z)J-nf.

( 1+2 ) dz 1.2
Bey der Jntegrivung der GSI (24) wird man aber von diefeis Werthen

P(Q)=¢(z) = 1//(3) ¢>’(z)

von Q und (1 + Q2)% nur algdann Gebraud) madyen Ednnen, wenn man die
unendlije Reibe in einen begransten analytifchen Ausdrud umwandeln fann,
wie wir oben gefehen Haben.

9.

Wir wollen jest die &I der Curve finden, welde auf der
Oberflache eines auf feinen Uncerlagen vollenden Doppel-
Kocrpers, von bden Berubrungs-Punceen gebildet wird;
um davausg aud) die Anzabhl der Umdrehungen ju erfennen,
weldye diefer vrollende Korper madhen mug.

1) Der Durdfchnice des Doppel » Korpers mit einer Chene, weldye in
vec Cnefernung = x, der Chene y, = pavallel liege, giebe BeFannclidy einen
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Kreis, deffen Halbmeffer =X, ift, Wenn wir nun die  Lange eines. wills
Fibelichen Bogens eines foldyen’ .ﬁretfes Deffen X = 1 ift, mit u begeichnen;;
fo wird ber Kreisbogen, deffen Halbmeffer = X ift, und der von ebendenfels
ben auf der Oberflache des Doppel - Kotpers gezogenen Crieugungs - Curven
deffelben Degranst wird, weldye den %Bogqn'u begrangen, bdie Lange =X, %
baben.

Das Differengial eines folchen Bogens ift =X . du, da X fitr ibn un:
vevanderlidy ift.

Das Differensial der Lange der Crieugungs - Curve bes Doppel - Kor-
perg, deven &l: y=X, ift, wird feyn: dx.(1 +X 2)!

Das Differengial der ‘?ange irgend -einer auf der Oberflache bes SDop;Se[”
Korvpers gejogenen Curve, wird nun duvch: ds=.C (X2 du?4+ (14X’ 2).dx2)5,
auggebduiicft werden Ednnen, renk wiv u und x und X, als Coordinaten bdie:
fer Curve anfeben.  Denn die bepden Differeniale, wovaus ds jufammenges
fese ift, fteben auf der Oberflache des SDoppe[ St“orpers , auf ‘einander
fenfreche.

2) Nun berihre det Doppel - Korper bey feiner Beregung, entroeder
eine Curve oder eine Oberflache: im letern Falle wird man die sroeite G der

Berfibrungs - Curve, aus der &I (12) haben, '

Wenn nun die Tangente diefer Curve an dem 1ebe6mahgen Beriihs
vungs - Punce, it dev Cbene y, 2 ven Winfel =7z, madyt; fo wird das
@if‘ferenaia[ per Cange diefer Curpe, =dx.cofecans 7, =dx.<l+dy 2+Z—zi
feon.  SHat man nun aus ven beyden B[ fire die Berithrungs - Curve, jwen
anbere von folgender Form gegogen: y =@ (x); 2 =1 (x); wo y und 2 ein-

d.p(x)

formige Functionen von « feyn mitffen, und Degeichnee man — mit
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@' (%), und eben. fo aud)#; fo wird das Differensial der Curve feyn:
di . Cr @' () + 1/ ()2 )%, - Unb dies Diffevenial muf bey der voraus-
gefeten vollenden Vewegung des Doppel - Kovpers, gleid) feyn: dem vorbine
gefundenen Differensial auf der Oberflache des Doppel - Korpers, Dies
giebe die GI:
(25) . da = d, LED7 T H ) =X2)%_ L (ootgtz— X'aﬁ;
» ) X X
deren ntegral bie Gl dev verlangten Curve ift. Wenn man darin den Werth
vonu, mit2r =2.(3,14...), Dividice; fo Hat man die Angabl der Ums-
brefungen, me(d)e der iDoppeI Korper roifden jwey angenommenen Wer-
then vor %, a8 dem erften und leGeen Beriibrungs - Punct angebdrend, ge-
madyt Hat.

3) Wenn dec Dappef: Kbrper bey feiner Vewegung die gerade Linie bes
ihren foll, deren &I find: y = Gx + K; und: 2=gx+4#; fo ift:
cotg? 7= G2 4 g2,

Wenn ber Sbopﬁémégei, i{eﬂ‘m X=t(h—x%), ift, fich auf diefer Linie be-

2.1 2 42)%
wegen foll; fo er{mltmwu ausber@l(z7), folgende: du= dx.((j -(P-;g 3)55
' 't i . —_—X
(G2 4> — ¢y}
t

deren Jncegral ift: u= . log. nat. oenn x

h .
h-x"
und u jugleich anfangen follen,

Diefe Gl gilt von x = o, big an ben Scheitel des Kegels, wo: x =14,
und: u= oo, witd, Fiir die Verlangerung des Doppel - Kegels jenfeits der
Sdyeitel, wird man eine andere Conftante nebmen, und alsdann:

(G2 +g2 —12)%

u= log. nat k
= : . log. —

3 finden,



152 A0

Siev ift £ die willfihreliche Conflante:  dic Vervegung twith von dem
Beriibrungs - Punct angevedynet, deffen.x =4+ £, ift, und gebt eineyfeits,
big x = h, und andever Seits bis x =+ o0, ift.

Wenn x blos verneinte Werthe haben foll; fo iff, fiir den mit feinen
fleinern Grundflachen sufammengefiigten Doppel - Kegel, bag u des erfien
Syntegrals verneint, und ffimme mi¢ bem proeiten ncegrale, wenn £ = 4, voy
x = 2h big x =+ o0, tiberein, wie natirlid) aud) feyn mug. Denn det
grdfiere Srvifdyencaum jwifchen den Stispuncten Fann feinen LUnterfihied in
der Bewegung machen,

Siic den Cylinder, wo: £=o h=°o, und: th=r, ift; mirb:
1 't h ln<1+x>— X s dabe (G" 2z,
og. naﬂ m— 7 = A - btu +g ) e

wie audj [eicht aus einer geomtetrifchen ‘Betmd;tung erheflet,

4) Wenn die Kugel, bderen X2 =r% — x2, ift, die gevade Linie ber
vorbergehenben DNummer bey ibrev Berwegung bevithren foll; fo exbalten i
dx . (r? , cofin?7 — x*)z

finz.(r* - x?)
d)er fman burdg Sntegriven, (nach Lacroix 1, c. Tom.IL. §.377 und §.370),

aus der &1 (27), bdie folgende: du = ; aus el

x
cofinr - —

wenn man: 2° = -, feBt, ecbley

cofin 7 4+ —
r

-t S1—2)% . o2
u= L . arc<1g= __.g.t'_-(-{.__z)_ + ! oa,l'CCtg 22(1-2 )( 14+inr)\
tgr 2z+tg21'( l+z2) finr 43%— ( I—ZQ) fint

in welcher &, » und x jugleid) = o find, wo algdann: z=1, iff. Das
Sntegral geht, bis: x = r ., cofin 7 wird, wodurd): z = o, und:
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u= -t-l—r . (37 + 7) wird, twornach die Kugel durchwegfallt.  Fir grogere x,
5 :

%
wird 2 unmdglid). Da u blog eine Function von z und - ift; fo werden alle
Kugeln, die fidy auf dev gegebenen Linie bervegen, gleich viel Umbdrehungen

machen, renn der ecfte und lehte Werth von -;- bey allen decfelbe ift.

Nusg der G: % == ;EI? (37 + 7), folgtnoch: Wenn 7= 1z, alfo:

tgr=1, ift; fo madyt jete Kugel, Ddie fich auf diefer Linie, von ihrem
Durdyfcnices - Punce mie ber Ehene y, = an gevechnet, (d. b. aber: von da an,
0 dte Kugel diefe Linie an diefem Durchichnites - Punce beritbre; nidht, wenn

ibr Mittelpunct fenfrecht dber diefen Punce flebt), bemege, —3— einet ganjen

Ummwalsung, ebe fie burchoegfalle.  Denn um die Jabl der Ummwalzungen ju

erbalten, muf man u mit 277 dividiven, Soll die Kugel eine gange Ummwal-
sung machen, ebe fie duvchroegfallt; fo muf:s u=27, alfos tgz — :—n_ =L
4

feyn; weldyes fivr ungefdbrs 16° 52/ giebt.  Soll die Kugel jwey Ummwale
I

8

5) Wenn der Kegel, bey weldyem: X =2 (h — x), die Parabel, deren

Gl: x* = hy, ift, bey feiner Bewegung berithren foll; fo erhalten wiv aus

(x* — 142 $2)%
kt.(h—x)

man: z=x+ (x% - ‘k’-t’)é; fese, erbale:

[4

, 7 .
pungen machen; fo wird: tgr — by alfo: 7 ungefabr: 7° 43/ &e.

ver ®1 (27), folgende: du=2.

.dx; rooraus man, wenn

u
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(z% _% 2t4)

F ktu=conft. + + 24 . log. nat. 2

%—h4(h® = Jh282)3
B —h—(h — Lk? t2)2 ’
Wenn aber: A% < 1A282; fo Edmme ftace es lesten Gliedes, folgendes:

—h
— 4(3k2 8% - h*)% . arc. (tg: oy £ p )1 ); in die Jntegral- &I,
X 16242 __ h2)3
3

— 2 (h? — 34° £2)% , log. nat.

Die Diffevengial - Sleidhung, (welche fir den Cylinder: du = 2’;‘:3‘ ,
2 -
alfo: ru= x , giebe, wie gebdrig), wird fiic den Kegel yuerft mdgliche

k

Wevthe geben, wenn: x = k¢, ift. Alsdann ift audy: =34t Dadurd)
wird aber die Jabl, wovon im legren Glicde dev Jutegral - Gleidung der Lo-
garitbme genontmen merden foll, verneint, unbd bleibe verneine, bis: x=h
ift, wobdurd) diefe abl entweder = o, oder = oo wird, je nachdem man das
untere odev obere Seichen von z gebraudyt.  Hiernach fcheine es, bag die Be-
wegung ded Doppel - Kegels auf der Pavabel nidye eber mdglidy fey, als wenn
x> hift, wenn x fid) auf den Veriibrungs - Punce begiebt. Daf diefer
Sdylug aber unridyig fey, erbellec aus dem was Lacroix (1. c. Tom. IL
§. 494.und §. 518) uber diefen Fall fage: twogu fich vielleiche an einem beque-
meven Ovee nod) ftavfere Griinde hingufiigen laffen. Man wird den Logarith-
men der gedadyten verneinten Jabl nebmen, al8 wenn fie bejabt ware,

6) Wi wollen jese, flate eingelne Bevfpiele yu baufen, noch einige
allgemeineve Falle betradyten, wodurd) die Jntegtivung der Gl (27) verein-
fache roicd.

Wenn in diefer &I, eine der beyden Srofen, @’(x)2 oder ¢/(x)?,

/
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Ware quch P/'(x)=n.X’; fo erbalt man allgemein:
u = conft. + n,log. nat. X;
Durdy diefe Annabmen wird man aber fiie die Stislinie folgende srwoen Gl
evhalten: y=+X+a; und: 2=nX+b;
woraus noch: y—a=+ f-;—b; folgt, daf alfo alsdann die Stuslinie in
eirer Cbene (iege, weldhe mice der Are x pavallel gebt,

Die Gl: y= 1 X +a, gehore der Grengoberflache, renn der Dop-
pel = Kovper mit feinem Schrerpunce eine gerade vevtifale Linie befchreibe,
(Cf. §.4. 3). Und wenn man in der-&l: 2=nX+b, n= "+ 1 {et; fo
wird fie gleichfalls der Srenyoberflache geboren, wenn der Doppel- Kdvper eine
gerade bovigontale Linie mit feinem Schrerpunce befdyreibt, So 3. B. wenn
X der Kugel angehove, .und =9(r2 ~ x?) ift; fo werden die bepden Srens-
oberfladyen eigentlidye Cylinder, bdeven Durdyfdhnice die Seuslinie ift. Diefe
ift alfo eine Cllipfe, deven grofe Are in der Chene y, 2 fege, mit y einen WinFel
von 45° madyt, und =r.p2ift. Die Fleine Are diefer Sllipfe ift pavallel mit x,
und =7, Und wir finden leicht (aus §. 6. 5), daff der Mittelpunce der Kugel,
welche fich auf diefer Cllipfe bewege, eine bovizontale und eine vertifale gevade,
Linie befdyveibe,

Sn allen {olchen Fallen alfo, findet man die angegebene G fitr u, wie
wiv dies andy fchon am Kegel (in Nv. 3 diefes §.) gefeben Haben, wenn wic
vort: G=g=t, fegen.

Wenn in der &1 (27), @’'(x)2=X'%, und ¥'(x)% =X2; fo ift:
u=conft. & x. 3.B.wenn die Kugel, deven X =p~(r? — x2), fich auf
Der Cinie berwegen foll, deren Gl find: (y—~5)2=r2—x2; und:

% %
R—l=— r(r* = x%) = ir . arc. (coﬁn: 7—); u. f. 1.
2

$ i 2
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10,

yest wird es leicht feyn, die dynamifden G fir die De-
wegung der Doppel-Kirper auf Unterlagen ju erbalten.
Aucdy die &GN fir das Gleidhgewiche diefer Kdvper werden
wiv Frey betradyten, um ibre Uebereinftimmung mit dem fhon gefundenen
ju peigen.

Unt aber nicht ju weitlauftig su werden; fo muf idy vorausfesen, bdaf
die Lefer mit dem Berfabren dag Gleichgerwicht und die Berwegung der Kvper
auf @Il gu bringen befannt find, weldyes in la Grange mecanique analytique
am vollftandigften bdargelegt ift. Auf die Ueberfebung diefes vortrefflichen
Werfes, welche ju Sottingen 1797 von Murhard evfchienen ift, werde ich
mid) Degichen,

Wiv haben bisher nur die Grofen an der einen Seite der Sbene v, 2
betradytet; jefit werden wir aber einmal auf beypde Seiten derfelben, Ddie wiv
purd) plus und minus unterfcheiden wollen, unfere AufmerEfambeit vidyten
miiffen.

Wenn man die I einer Oberflache odev eines Tbeiles derfelben an dev
plus Seite der Ebene y, 2 bat, worin alfo x blog bejabee Werthe Haben varf;
{fo-fann man fih allemal eine jroeite Oberflache an der minus Seite der
Gbene y, = benfen, weldye eine folche Lage hat, (ie die linfe und vechte
Hilfte des menfdylichen Korpers), daf ju jedem Puncte in der evften Ober-
flache, ver die Coordinaten: 4/, 2/, + x’ bar, in ber'ameiten audy ein
Punct ju finden ift, der die Coordinaten: 9/, 2/, — x, bat.  Lim die S diefer
groeiten Oberflache ju haben, fo wird man in der gegebenen GI fitr die evfie,
— x anftatt x fefen, und die Bedingung bingufirgen miffens daf fie nur in
fo weit gelten foll, al8 x negative Werthe bebalt.

Sftnun: dz—P.dx - Q.dy=o, bdie Diffevenyial-Sleichung dev



TR~ 157

erfien Oberfladye, (worin x gleidyfalls nur poficive Wevthe Haben darf); fo
witb: dz+P.dx— Q.dy=o0, bdie Differengial - Sleichung bder sroeiten
Oberflache feyn, worin x auch nur negative Werthe haben darf. Denn bdie
goeite Sl wird fid) dadurc) von der erften uncevfcheiden, bdaff die ungerabden
Potengen von x, in P und Q, entgegengefeste Seichen baben,  Da nun fiivx
in der yoeiten Gl nur verneinte Werthe gelten, wodurch die Jeidyen der unge-
vaden Potengen geandert werden; fo reevden vadurch P und Q in bepden G,
gleiche Werehe beFommen, und blog dx mwird das Jeichen geandert haben.
2) Die allgemeine Borausfesung ift nun diefe:

Sn den Doppel - Kirper, deffen Maffe = 2M ift, wicfe die befchleunis
gende Kraft g, (o g die boppelte Fallhobe in einer Secunde bedeutet,) nad
der Nidhtung — 2, unb die Differengial - Sleichung dev plus Halfte des Dop-

/
pel- Kovpers ift: dz—p. dx— —q.dy=o0, wo: q...ﬁ—z, und: p= é—_—);
ift. Die Differengial - Gleichung der minus Halfte des Doppel - Kovpers,
wird alfo feyn: dz+p.dx—gq.dy=o.
Wenn nun die Bedingung ftate findet, daf ein foldher Doppel - Kov-
per fich auf jroeien Qberﬂ({cben bervegen foll, deren Differensial- Sleichungen:
dz -P.dx~Q.dy =0, und: dz+P.dx-Q.dy=o,
find, welche wir mit: du=o0, und du’=o, bejeichnen wollen, und wo
x in bev evften nur Dejabte, und int der jweiten nur verneinte Werthe haben
varf; fo ift befanne: (cf. la Grange L c. L Abfchn. 5. §. 8 feqq. und IL
Abfchn, 4, §. 10feqq.), daf wir den allgemeinen G fiir dag Sleidygervidhe
und die Bewegung des Doppel - Kovpers, die Diffevensial - Sleichungen die-
fer Oberfladyen, jede mit einem unbeftimmeen Coéfficienten multiplicive, alfo
die Grdfien: A.du, und: u.du', bimgufesen muffen. Der fenfrechte
Druct ves Doppel - Korpers gegen die evfte Oberflache wird alsdann feyn:
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du® du? du?
:-.JL.( = ug dzz )’} A, (1+P2+Q2)§ und gegen die

2 2

goeite Oberflache, = . ( pcs d’; + “’%

Nun ift aber an fid) Elar, bdaf der Doppel - Kérper gegen beyde Ober.

flachen gleich ftavf driicfen witd, ev mag in Rube oder in BVewegung fepn,
daber folgts A=p.

Da tberdem die Diffevensial - Coéfficienten, P und Q, fich auf die
jebesmaligen Beviibrungs - Pinete des Doppel - Kovpers mic den Oberflachen
dy
dp
baben; fo rerden wiv fiir den fenFrechten Druck des Doppel - Korpers gegen
jebe Oberflache, folgenden Augdruct haben: A, (1 + r:4 g%)% =2, fecans
pes Winfels den die Bernhrungs - Chene des Doppel - Korpers am Sespunce
mit der Cbene x, y mad)t. (CL. Lacroix 1. c. Tom. L §. 304)

AX

—__.7.( P4 X2)i=2, ( dﬂﬂ) L1+ X2)3, aug (3)...(28)

wo abev A fiie die Rube und die Bewegung vevfchicdene Werche haben wird.

Wenn der Doppel - Koeper, ftatt auf Oberflachen, fidy auf Linien be-
roegen foll; fo Fann man fidy vorftellen, daf diefe Linien auf foldyen Oberfla-
chen liegen, Denen auf der plus Seite ant’jedesmaligen Berihrungs - Punet,
vie ®: dx—p.dx—q.dy=o0, und an ber minus Seite, bdie Gl:
dx+p.dx—q.dy=o, sufommen. Algdann werden wir fitx den Druck
ves Doppel - Korpers gegen die Stilinien ebenfalls den Ausdruck (28) haben,
Diefe Vorausfesung ift aber eclaube, weil die Stiglinien am Seigpuncte
ftets in der Beriibrungs - Chene des Doppel - Korpers dafelbft liegen miiffen,

T=p (14+P2 4Q)k

begiehen, fitw weldhe wiv (nach §. 5.2, 3) die Bll: P=p, undQ=g=
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tvovon die eben gedadyten &I, die Diffevensial- Sleichungen find, wenn man
in p und g, die Coordinaten x, y, 2 auf ben Stipunce begiehe, Auf eben diefe
Weife Fann man Gberbaupt die GU fiic das Sleichgewidye und die Bewegung
des Doppel - Kovpers dev fich auf Linien ftise, auf die G juridfibren,
weldye man exhale, wenn der Doppel - Kovper fich auf Oberflachen ftnse: wie
wiv dies fogleich feben werden.
3) Soll der Doppel - Kovper fich nun auf Oberflachen ftusen , relchen
die obigen Gll: du=o, und: du'=o, gebdren; fo werden wir fiiv das
Gleidygemwicht deffelben, folgende Gl Haben:
/

(2 '.('Z?u{ + Z‘G >=9, oder: A.(—P+P)=o,
/

(29) vvue 3 l(-%l:— + :i;; >=0, oder: —21.Q=wp,

u— aM.g+A. (—ZZ— + ‘:1;/ > =o0, ober: —Mg+7t=c‘>,

Die erfte diefer G ift iventif) = o, bdie leste giebt: A =Mg, wnd

daber bdie {;meite: Q=o0, mbaus Q=g = % , folgt alfo, baf fﬁrs
@leidhgerwiche flets: -ﬂ- =o, fepnmiffe, wie gehorig.

dap
Sur den Deud auf jede Unterlage erbalten wiv nun [aus (28)]

M.g.X
den Ansdruct: — S, (r 4 X'2)z,

Aber roenn: g=o, over: y—pB=o, ift; fofolgt aus der &I (1):
g—y =2 X; badurd) wird der Drucf des Doppel - Kovpers gegen jede

Oberflache, =M.g.(1 + X’ﬂ)’f‘ , welcher Ausdrucf gang mit den iberein.
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ftimme, roeldyen wiv (§. 3. 4 am Ende) gefunden Haben, roenn toiv in diefem:
—::%— =o, f{een, b

4 Die Coordinaten des Seih - Puncees der Oberflache, fiie weldyen

78 = o ift, finden fih aus den Gll: Q=0; + X/'=P, (alg worin fidhy

vie Gf (12) verroandel), und der & filr die Oberflache, welche den Doppel-
Kéeper ftusen foll,

St flate diefer Oberflache eine Linie durdh ihre swen Gl gegeben; fo
d

Baben wiv fiir den Fall, daf — d’};— =oift, (in§. 4. 10) die G
T tg 5 =X’ cofinp; gefunden. Aber (aus§, 6. 1, und Lacroix 1. c.
Tom.L §. 503) findet fich:

.Q,-P,. -

P.Q-P.-Q 3 undcof p = Q-Q

(Q-Qe+@—p))} ((Q-Q)*+(P-P,)2 )}
Wir baben alfo auch in diefem Falle drey SU jur Beftimmung der dren Coor-
vinaten des Stubpuncees,  Nemlich durch Climination von tg S und col @

tgd =

. P.Q,-P,.
aus den eben gefundenen GU exbalt man; X/ = g’ zg 5 it wel-
’ -
cher man die benden gegebenen &I fity die Stiglinie verbinden mug,
Gelegentfich wollen tir bier noch bemerfen, wie man die Coordinacen
bes Seigpunctes findec, wenn dev Doppel - Korper aufbore unterftiise ju wer-

d
ven, und frey falle, Algdann muf —d;;- = oo, fepn, St nun die Untet-

fage eine Oberflache, relcher die Bl: dz—P.dx - Q. dy=o, jufémme;
fo wird auch, Q = oo feyn mitffen, und daber im Allgemeinen auch P = oo,
weil die Beviibrungs - Chene der Oberflache an diefem Puncte, auf der



Cbene x, y fenfrecht febt.  Diefe beyden SI g}_if}ber &I fir bdie Oberflache
perbunden, geben die dren Coordinaten. —  Wenn nun der Doppel - Kor-
per fich auf einer Linie ftige; fo wird man aus den benden Gl diefer Linie, und
ber ®: + X' =tgp, (§. 4. 10) die Coordinaten deg Stuspuncees beftim-
P - P,

Q_-Q

4) Die G firr die Bewegung des Doppel - Korpers, bder fich auf den
Oberflachen: du=o, und: du’=o, ftist, werden folgende feyn:

¢ d*x du’
| 2 [ di® D dM + l (——- + —‘;;- =05
" dzy du
(30) ... 3 2 f dte .dM + A. ( y e
) d2z du’ .
;2.flﬂ—2'dM+2M’g+A’<;'z—+-7z— = 03
Weun wir aber die Coordinaten des Schrerpunces nady der Richtung

ber Are x, mit a begeichnen; fo rie wir die benden andern Coordinaten {hon
mit 4 und y bepeichuec haben; {o exhalten wic:

d?*x d’a. d*y . d*g .

d*z azy . 7
2f FTaN dM =M. premt (cf. 1a Grange 1. c. IL. 2bfchn. 3, §. 3).

men, und eg wird: tgp =

du /
CSeten wir diefe Werthe witd die befannten Werthe von —l%- , —%x“— , &e.

ﬂ—r;; fo erbalten yir folgende:

in die Gl (30), und feennod): Q=g= 72
x
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M.—d-t—z—-=o,
. Loarg dy .
(31)000 e e s 00 9 M-T —A.T-—O,
d? ‘
(i

Die evfie G giebe buld) ‘?ntegmen a=A+B.t; Wenn alfo a im Anfange
der Bewegung, = o ift, und aud) die Gefdywindigfeit des Schroerpuncs
nad der Nichtung dev awoder x, =oift, (welhe beyde BVorausfesungen in
unferin Fall ftace finden); fo ift: A=B=o, alfo a beftandig=o, wie gehorig.

Sesen wir den aus der dritten der Gl (31) gejogenen Werth von A, in
pie jweite Bl; fo erbalten wir, -wenn wiv mit dB multipliciven, die &(:

dp.d*g +dy.d*? " )
( : ﬁd; . r) +g. dy=0; woraus wir durd) Jntegriven evhalten:
a'ﬂz +d7/2
ST mgle= ) e ()

worin die beftandige Grdfe: ¢, durd) die atifangliche Gefchoindigkeit und dig
$6e bes Schrerpuncts beftimme mird.  Dies iff die &I, welcpe die Erfal:
tung vec (ebendigen Krdfte darftelt. (Cf.la Grange l.c. I Q(bfd)n 3. §.10).

Die Grofed, ift in der fefen der Sl (31) burdg —-— — gegeben.

Konnten roiv nun in der &l (32), dB durd) y und dy ausbrud’en 3~ fo erbiel-

d _
ten wiv den Werth von th/ alg Function von y; und durdy Diffevengiiven,
2

d . d.
den Werth von T ’; , alg 31mctwn von y und 7’;— , 0. b.von y, und

wiv Fnnters A duech y beftimmen, Dau ift es alfo ndehig, eine &I jwifchen
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B und y u babent, und deswegen Haben toiv in den §§. 5,6 und g 9e5eugt,
wie diefe su- ‘finden ift.

Da A blog Function von y ift; fo ift der Druck des bewegten Doppel-
RKorpers gegen feine Unterlagen nad) (28) blos eine Function ber Linie, weldhe
ver Schrerpunct befchreibe, und von Srogen, reldye dem Doppel » Korper
felbft am Stiigpunct angebdren, und ift von ber Krimmung der Unterlagen
nur in fo weit abbangig, alg die Linie des Sdymwerpuncts davon abbangig iff.

Tenn der Doppel « Kirper fich auf Linien beroege; fo fiebt man leiche,
vaf wir diefelben Refultate erbalten werden, wenn wit die (ju Enbe dev
Me. 2 diefes §.) erwapnte BVovausfeung machen,  Diefe ift aber erlaube,
weil bie Gtﬁélinim am Stiispunct immer in det Berubrungs - Chene bes
Doppel - Korpers dafelbft liegen miffen.  Der Drud des i)oppe[ Rorpers
gebe fenl’ted)t auf feme ‘Berubwngs . Chene,

5) Um nun einige Beyfpiele ju geben; fo wollen rir juerft vorausfesen:
der Scywerpunct des Doppel « R‘érpers fo[[e die gerabe Linie befdyreiben’, De-
rm Slift: y=m. B +n; woraus. dﬂ_ —‘_1—)'—, fo[gt.

Subftituiren wir diefen Werth in die GBI (32); fo ift:

dy* 2gm? (¢ — y). . dy - m2g
d = agmr W s
-Mg
1+ m?
O] (28) ,. bet Drudf gegen die Unterlagen ober etgenthd)cr , der @iegenbrucf
(14X2)%
(1 +m2)i
ftimme, was wie (§. 3. 4-am Sdluf) gefunden Habert. - e
)

‘,Daber Eémmf [aus der dritten der &Il (3 D] A= -, undb aug bder

ver Unterlagen: =-—Mg. ; welches vollig tmt dem ybeveints



Wenn aber die Linie bes Schroerpunces Feumm ift; fo twitd Diefe tlebers
einftimmung nur algdann nod) ftate finden, wenn wir die Gefthmwinbigkeit bes,
Doppel = Kovpers = o fegen., I, B. wenn per Schrwerpunce die Parabel:

d;
mﬁ, bef;bretbt baﬁ alfo dp = _zlfm_y ; ift; fo er@alten mw aus

y? . 2gmPle— y} - d¥y. g gmt(m? +43’(9-5 :V))
(32), . = \t_!.l_tbt A 3
dt e M4y R 4t.%.u i (m* + 4y%)?
4Mgy (m®(2c — 3y) —4¥3) e
daber: A= s-und der Gegenvrud ber Ln-
’ (m® + 4y)? PRI
. 2.4 492)7 g ,
teclage: = A. (m tyy i N¢: +X")§ welder fich fie: c="y, W
Rt ,1\gy

-‘——;- (1 4X2)z, permanbdelt, und alsbanu gany mie dent Ausg-
(nﬂ 4y?) ’ R S %;,"‘v.'s.,".-'.’;'.‘ O 96 e

ovud in §. 3. 4 ubereinftimme, gieben wiv Diefen lesten Drucf, der allein
van dey. qugenbliclichen ABjrfupg ver. Schwere berriibee, von. dem gangen;
Drucf ab; o Dleibt der Drudf der von der GefdywindigFeit und Krimme der

Beregung bérrﬁbrt: L G 7) (2 + X' )5

0 T (m¥isye }5‘“ 7 e v RIS
Nun ift befannt: dafh biefer Deuek, wenn ein Punct fich auf einer
frummen Linie fu‘megt gleich ift, dem Quabdrat femer Befchroindigfeic, bi-
vidirt mit dem Halbmeffer der .R“rummung, Aber bag uadrat ber Gefchmwin.
digfeit Des Cd)merpuncts tft aug (32) = ég(c - y) , unbd der Halbmeffer der

Dy ; o
Kreummung, bder von x@m befdguebenen ‘parabe[ iﬂ— (m ;l-m427 )

Daraus folge alfo: daf dev Doppel - Korper auf gféid)e Art gegen feine
Unterlage dritcfe, alg ein Forperlicher Punce;: (der Schwerpunce, in welchem

oo
¥
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die Maffe bqboppel : Kovpers vereinigt ware), gegen die Seitenwinde ci-
neg Konalg pricfen wirde, deven Duvchfchnite die Parabel, wovauf dev
Puiriee fichy Getoegt, *Bildet,” und deren Betiibrungs - Chenen ain jedesmaligen
Drt’é‘lpe‘_‘éz"punctes, ven Beviihrungs - Chenen des Doppel - Kovpers an
den Seigpunceen pavallel find. Denn wenn:man: detr Dencf des Punctes
gegen den Durchfchnice dev Cbenen, in- gwey andere Drucfe, welche auf
die @benen fenfrecht find, 5etlegm will ; fo mu'} man niit der Secante des

Winfels, den die (ibenen it der Aye der x madhen, (=(1+X 2)’;)
muleipliciven,

6) Diefer Sas, ben i fo eben duirch Jnduction an-der Parabel ge-
funben:Baber, Gat aligemetne Shitigleit, welches fogleich aus folgenber ’Jhm-
[ofe ecellec. RECE R

“WBenn man in den G ( 31), g = o febt; fo erhalt man fatt

d. dpe
der B[, (33) ,. bie f»[gcnbe' conﬂ:. = -Ld;—';uf—: 2, = dem Qua-

..........

folgeuben Werth bon o i e Iegte ber (S([ (3 x) feﬁt fo elba[r man:
d.zy U"z A" AR A "
d"——‘—ﬂz o Daber wird aus . (9-8) der fbmcf gegen jebe Unter—

lage , wein die @d)mete in ben ‘Doppe[ .R‘orpet 5u wirfen auffree,

v .d%, _ I+X2 1 , ':,‘
= — a5 ‘.( l+_‘1y— UM and. L (33)
‘ . ape
Q(Bgt in den & (31)ift: dt = conft. angenommen, bdaDer folge aug der G(:
dy® +dp? .
di?

A--—-'—'Mo

= conft; audy: dy’.-l- dp? = conft,
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dy’ \#

‘ : dﬂz
tventt man df = conft; nimme,

Sebt man nun dp2 + dy? = conft; fo wird tan in diefem Augdrud
. . 2 . ‘ .

d
_dﬁr—"’ fegen miffen:

d*y
WZ—CI dﬂ” > (Cf. Lacroix 1. ¢. Tom. I. § 7).

Daber wird der von der Gefchwindigfeic des SDoppe[ .ﬁérpérs, und
von bec Krnmmung des Weges feines Sdywerpunctes berriiprende Deud auf
die Unterlage an jeder Seite, wofiir wir den Ausdeud (33) gefunben gaben,
= ber halben Maffe des Doppel  Kovpers, multiplicive mie dem Quabdrat dev
Gefhwindigfeit feines Schroerpunctes, unbd dividice mic dem Halbmeffer dev
Keimmung der Linie, welche dev Schroerpunce befhreibe, und multiplicive
mit dec Secante des Winfels, den die Verihrungs - Chene des Doppels Kdvs
pevs am Seuspuncee mic der Are der x madhe.

NRedynet man biegu nody den Druck dev von ber B}:\fd)leuni‘{;gnbeh Keaft,
roelche in den Doppel - Kovper rirfe, bereitbre, wofite Wiy bén QIusbmtf
fchon (in §. 3. 4) gefunden Baben; fo baben it den gefammtm Druct des
beroegten Doppel s Korpers’ gegen feine unterlagm, woraus fich die Reibung
findet,

7) Um nun die Reibung ju beftimmen, braucht man nur nodh (ven
Reibungs - Cotfficienten, ober die Verhaltnifzahl swifchen Deuct und Reis
bung, weldye tiv mit k beseichnen mo((m, s Fennen,  Diefe Jabl ift aber
eine Function, theild von den Materialien roraus Doppel » Kérper und Un-

bes @a[bmeﬂ'ers ber, Krummung, anflatt
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terlagen Beftehn, teil von ber Are der Bervegung des erftect auf den leGeeren,
roelche gktteub odet tollend , oder aus beyden 5ufammengefeet feyn Eann,

Durd) die E)teubung aber, Deren unmittelbare Wirfung davin beftebe,
den fic) reibenden Punct des Doppel - Korpers in feiner Bervegung aufjubale
ten, wird in dem Kdvper (tets eine Tendeny gur eigentlich vollenden Bewegung
entfteben; indent eine grofeve drehende Berwegung deffelben, alg jur rollenden
evforverlich ift, durd) vie Reibung vermindert; fo wie eine geringere vermebre
wird. LUeberdem iff % bey der vollenden BVeregung ein Kleinfles.  m Aflge-
meinen wird man daber die Bewegung des DVoppel - Kovpers auf feinen Unter-
lagen, al8 rollend annehmen Ednnen, und darnad) £ berechnen.  Alsdany
wird die Grdfe der Reibung auf jeder Seite der Chene y, 2 feyn:

X'2
=t.u. (== ) ( +U2._—) e «ogt (34)
z + Vi -;u,m [EAN 4

dﬁ2
wie aus (33) und Nr. 5 diefes §. (oder audh aus §. 3. 4 am Schlug) folge.

8) Diebefdhleunigende Kraft, weldye in dew Doppel - Kdrper in jedem
Augenblicf wirfe, wird gleid) fepn: der velqtiven @c‘bmége, renn man davon
die durd) M dividivee Reibung absieht. Die rglgtﬁb‘q_ Sdyroere aber ift (aus

a'y '

g(ﬂ y)

§.3: ) = ¥ 5 ned(3). .

d,62
%eaeid)nen 1oiv bte .fpo@e, weldye der jedesmaligen Gefchwinbigteit
des Schmerpunctes’ gebdre, mit k; fo bat indn nacy den BVoefchrifeen ver
boperen Mechanif folgende &1 :
g« dh = ber befdg’reumgenben Keaft, mu[tup[mrt mit (482 + dy?)i;
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(35)+ .- ober: dh=dp. % 7R + k. ((+X2)5 <:+zh dﬁﬁ >%

wenn man nemlich) in (34), anftatt v2, feinen Werth = 2gh; fest.
Um diefe &I ju integriven, muf man juerft X’ oder x vermdge der

&1 (2) und den beyden S fiir die Unterftiigungs - Linie, durdy: B, y, -%’—
e dy “d’y ,
augbdricfen, und algdann y, e W’ veemittelft der &Sl: y = f(B)

purch B ausdriicfen.  Alsbann hat man eine einfache Diffevensial - Gleicdhung,
groifchen A und B, beren Jntegration allemal von flatten gebt, weil / vechter
$Hand des Gleichbeit - Seichens nur in der erften Poteny vorbanden "ift. (Ct.
Lacroix l.c. Tom.IL §.547). -Jnbeffen fann durd) die ndthigen Climinas
tionen Hie Endgleichung febe mweitlauftig werden.

9)- Hat man auf diefe At h gefunden; fo bat man erft den genauent
usdruck fie die Reibung, indent man in ver Gl (34): v =24 fese.
Nun findet fich auch die Jeit =7, durch) Jntegrivung dev Sl :

. (dﬁ2 +dy?)t
(igh‘)'%" :
Der einfachfte Jall jur BDevechnung ift devjenige, wenn der Schrer:
punct des Doppel - Regels eitie gembe Linie Befd)renbt ‘>Dé'nn ft‘w ben Kegel

dr=

ift X‘=—1¢, ='conit; und" fite bie gerabe Linie tft /3 —— =0, aud
dy
ap

= conft. = m ; Ddaber. witd die befd)leunigende. Rraft.-

=—2F  (m-t(1+12)i ),_unbba@er:
(t+n:2)1‘ B
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h =ﬁ(m = k(1 +t2)§) + conft; und wenn conft. = o;

fo witd: = =( 2p )é . 1+ m)t =T
8 [m—t. (14t ]R

Diefelbe Crleidyterung, welche der Kegel, wegen X’ =conft, in der
Berechnung von s und = davbietet, finde: bey allen andern Doppel « Kovpern
ftate, wenn die Uncerftubungs - Linie in einer dev Chene y, 2 pavallelen Chene
fliege, weil algdann aud) fitv alle Belibrungs - Puncte, X’ = conft. ift, der
Doppel - Korper mag feyn, weldher er wolle,

‘10) Der Verfaffer batte hiev leicht nod) einige ausfitbrlichere Bewfpiele
augarbeiten Ednnen: aber theils fivdytet ev, daf die Geduld der Lefer fchon
erfchopfe feyn mdge; tbeils glaube er auch, alle ju feiner Aufgabe geborigen.
wichtigen Fragen im Allgemeinen beantroortet, und fo viel Beifpiele als jur
Aufbellung der angervandten Methoden ndehig waren, gegeben ju haben,




Roftod, gedrudt bey Ablers Grben, 1823 1
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